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壹、 前言 

一、摘要 

    本研究在探討一種特定類別的曲線集合 : 給定平面上 𝑛 個點 {𝐴 , … , 𝐴 }，我們想要找 

𝑛 段圓弧，使得 𝑛 段圓弧分別以 {𝐴 , 𝐴 }、{𝐴 , 𝐴 }、 … 、{𝐴 , 𝐴 }、{𝐴 , 𝐴 } 為端點，且 

𝑛 段圓弧光滑的相連，我們將此 𝑛 段圓弧形成的圖形稱為光滑解。主要研究發現為 :  

𝟏. 𝒏 為奇數時，這些圓弧存在的充分必要條件以及滿足條件的圓弧組數量 

𝟐. 𝒏 為偶數時，這些圓弧存在的充分必要條件以及滿足條件的圓弧組數量 

𝟑. 光滑解自交不可避免 

𝟒. 上述圓弧組不存在時，可透過增加一個新點使圓弧組存在 

𝟓. 增加新點的軌跡是圓 

二、研究動機 

    想要研究圓弧光滑連接平面上相異點，是源自於微分幾何的一種特定問題：想像我們拉

動一條橡皮筋，使它富有彈性位能(曲率平方在曲線上的積分值，可由虎克定律得到)。放開手

之後，橡皮筋會傾向於回到平衡態，即原本無外力作用時的狀態，而此變動過程彈性位能會

不斷下降，因此橡皮筋所形成的曲線會隨著時間而變動。數學上我們一般會使用流的概念來

描述此變化過程，其定義如下：考慮群 ℝ 作用在特定的曲線集合，實數表示時間參數 𝒕。給

定一曲線 𝑪，其作用結果 𝒕𝑪 的意義為曲線 𝑪 在經過時間 𝒕 之後的樣子。在定義好單位時

間的參數下，給定某一時刻的曲線以及定義在某些曲線上的能量泛函，例如:長度、彈性位能，

我們可以透過找出能量泛函的最小元素，來定義出下一個時刻的曲線，進而定義一個流。以

這種方式所定義出的流被稱為梯度流(𝐠𝐫𝐚𝐝𝐢𝐞𝐧𝐭 𝐟𝐥𝐨𝐰)，即曲線以能量下降最快的方向變化的

流。 

    在我們所考慮的情境之下，我們要透過彈性位能定義流，所以會需要計算曲線曲率。有

意思的是，𝐆𝐚𝐠𝐞 − 𝐇𝐚𝐦𝐢𝐥𝐭𝐨𝐧 − 𝐆𝐫𝐚𝐲𝐬𝐨𝐧 定理證明了，若使用長度來定義流，則平面曲線的

形狀最終會趨近於圓(周長平方和面積的比值會趨近於 𝟒𝝅 )。如圖一 
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    之後，有一些數學家試圖把上述問題「離散化」：考慮時間離散化或曲線離散化。曲線

離散化的情境如下：給定空間中 𝑛 個點，在定義能量的情況下探討點會如何變動，並期望得

到類似 Gage − Hamilton − Grayson 定理的結果( 𝑛 個點會趨近於正 𝑛 邊形的頂點)。 

 

    在定義離散的 𝑛 個點的能量時，數學家試圖推廣 Gage − Hamilton − Grayson 定理，改

用彈性位能定義流，因此第一個問題就是如何定義離散曲線的曲率。於是我們就想使用一些

曲線接上離散的 𝑛 個點，且其中每段曲線都是可以計算曲率的，而曲率最好計算的曲線就是

圓，所以問題就定為「如何使用圓弧光滑的連接空間中相異的 𝑛 個點」。而為了便利之後流

的計算，更進一步希望曲線不自交。 

 

    在上述研究的歷程中，如果光滑的圓弧組不存在，我們想透過「增加點」的方式，來讓

光滑圓弧組存在。所以我們第二個問題定為「在光滑圓弧組不存在時，增加適當的新點，讓

光滑圓弧組存在」。 

 

    最後，由於空間中的問題過於困難，我們將問題簡化，只探討平面上的問題。對於空間

的一般狀況，我們只透過作圖提出一些猜想。 

 

 

 

圖一 
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三、名詞定義 

給定 𝑛 ∈ ℕ，再給平面上的 𝑛 個點 {𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴 }。我們的目標就是要找此 𝑛 個點的

光滑解，如圖二、三。 

 

 

 

 

 

 

定義 𝟏. 𝟏 本研究只要談到給定平面上 𝑛 個點 {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴 }，都額外要求𝐴 𝐴 𝐴 … 𝐴  

是簡單多邊形。 

 

定義 𝟏. 𝟐 給定兩點 𝐴、𝐵 以及通過 𝐴、𝐵 的弧，我們定義： 

a. 於 𝐵 點之「有向切向量」是順著圓弧 AB  由 𝐴 點移動到 𝐵 點，在 𝐵 點最後的瞬時方

向，如圖四的向量 �⃑�。 

b. 同理，於 𝐴 點之「有向切向量」 是順著圓弧 AB  由 𝐴 點移動到 𝐵 點，在 𝐴 點最初

的瞬時方向，如圖四的向量 �⃑�。注意「有向切向量」的方向是唯一。 

 

 

 

 

 

 

 

圖三 

圖四 

圖二 
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定義 𝟏. 𝟑 我們說曲線上一點 𝑃 光滑，是指從 𝑃 點兩側沿曲線走向 𝑃 點，在 𝑃 點的有向

切向量剛好「方向相反」。在圖五中，𝐴  的有向切向量 𝑣⃑ 和 𝑣⃑ 的方向並非相反，所以曲

線在 𝐴  不光滑；圖六在 𝐴  是光滑的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

定義 𝟏. 𝟒 給定平面上 𝑛 個點 {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴 }，若存在 𝑛 個圓弧所組的圖形，其中每個

圓弧分別以 {𝐴 , 𝐴 }、{𝐴 , 𝐴 }、 … 、{𝐴 , 𝐴 }、{𝐴 , 𝐴 } 為端點，且整個圖形是光滑的。我

們就稱這 𝑛 個圓弧形成的圖形為此 𝑛 個點的光滑解，有時簡稱解。如上圖二、圖三。 

 

定義 𝟏. 𝟓 當我們說一組光滑解自交，是指解當中的 𝑛 段圓弧，在端點以外至少有一處相交，

如上圖二。 

 

定義 𝟏. 𝟔 給定平面上兩向量，�⃑� = 𝑃𝑅、�⃑� =𝑃𝑄，則「�⃑� 和 �⃑� 的有向夾角」定義為 

𝜃 = ∠𝑄𝑃𝑅，其中 𝜃 滿足 −𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋 (順時針為正)，如下圖七。 

注意「�⃑� 和 �⃑� 的有向夾角」與「�⃑� 和 �⃑� 的有向夾角」剛好差了一個負號。 

 

 

 

 

 

 

圖五 圖六 

圖七 



5 
 

定義 𝟏. 𝟕 給定簡單多邊形 𝐴 𝐴 𝐴 … 𝐴 ，所謂有向內角是指順時鐘方向的內角角度，我們用 

𝛼  來表示角 𝐴  的有向內角，如圖八。注意 0 < 𝛼 < 2𝜋 。 

         

 

 

 

 

 

四、研究架構與目的 

    給定平面上 𝑛 個點 {𝐴 , … , 𝐴 }，假設此 𝑛 個點形成一個簡單 𝑛 邊形的頂點。我們的 

目的有： 

(一) 找 𝒏 段圓弧，使 𝒏 段圓弧分別以 {𝑨𝟏, 𝑨𝟐}、{𝑨𝟐, 𝑨𝟑}、 … 、{𝑨𝒏 𝟏, 𝑨𝒏}、{𝑨𝒏, 𝑨𝟏} 為 

端點，並且 𝒏 段圓弧在 𝑨𝟏, … , 𝑨𝒏 是光滑的相連。 

(二) 找到這些圓弧存在的充分必要條件。 

(三) 找出這些圓弧組的數量。 

(四) 研究 𝒏 段圓弧不相交的可能性。 

(五) 若上述圓弧不存在時，找尋令其存在的變動 (增加一個點)。 

(六) 研究上述變動的性質。 

    而有了這些研究目的後，以下是我們的研究架構和研究方法： 

(一) 要透過有向角的定義與計算，以及一些基本的幾何性質來了解 𝒏 = 𝟑 的情形。 

(二) 將上述方法一般化，並將其分成奇數和偶數點的情形，找出圓弧存在的必要條件。 

(三) 在圓弧存在的情況下，利用 𝐆𝐞𝐨𝐆𝐞𝐛𝐫𝐚 作圖，觀察圓弧的自交情形。 

(四) 在圓弧不存在的情形下，利用尺規作圖找第 𝒏 + 𝟏 個點，使得存在 𝒏 + 𝟏 段圓弧滿足

原始問題。 

(五) 利用基礎幾何找出上述的第 𝒏 + 𝟏 個點可能位置所形成的軌跡。                      

(六) 探討加入新的點後，兩段新的圓弧的一些性質。 

圖八 
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貳、研究工具 

一、研究工具 

    紙、筆、電腦、GeoGebra 

 

參、研究方法與結果 

一、基本構圖 

  (一) 圓弧基本構圖  

 

表 1  圓弧的基本構造步驟 

構造方法 圖例 

【步驟 1】 

任意給定平面上 𝐴、𝐵 兩點，並且給一個通過 

𝐴 點的向量 �⃑�。 

 

 

 

【步驟 2】 

作過 𝐴 點垂直向量 �⃑� 之直線及 𝐴𝐵 之中垂

線 𝐿 、𝐿 。令 𝐿 、𝐿  交於 𝑂 點，以 𝑂 點為

圓心，𝐴𝑂 為半徑畫圓弧。 
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(二) 初始向量旋轉  

    要找平面上點集合 {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴 } 的光滑解，可照上述討論，並依表 2 操作之步驟，

即可找到平面上點集合 {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴 } 的光滑解。 

表 2 初始向量基本旋轉之作圖步驟 

構造方法 圖例 

【步驟 1】 

在 𝐴  上決定任一個向量 𝑣⃑ (命名為初始向

量)，並依據上述討論，作唯一的 1 2A A  

，使得 𝑣⃑ 是 1 2A A  在 𝐴  的有向切向量。 

 

 

【步驟 2】 

注意為了使 1 2A A  和 2 3A A 光滑相連，取 1 2A A

於 𝐴  的有向切向量 𝑣⃑，𝑣⃑ 必須是 2 3A A
 
在 

𝐴  的有向切向量，再依照上述討論後，使得 


2 3A A  會被唯一決定。 
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【步驟 3】 

重複 𝑛 − 1 次上述操作，我們就能決定 𝑛 − 1 

段圓弧 1 2A A 、2 3A A 、…、1n nA A  以及 𝑛 個有

向切向量 𝑣⃑, 𝑣⃑, … , 𝑣⃑。並且這些圓弧在 

𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴  都是光滑的相連。 

 

 

【步驟 4】 

將 𝑣⃑ 作同樣操作，則會得到 1nA A  及此弧在 

𝐴  上的有向切向量 𝑣 ⃑。假使 𝑣 ⃑ 與 𝑣⃑ 

同方向，則此 𝑛 個點存在光滑解；反之，      

𝑣 ⃑ 與 𝑣⃑ 不同方向，則此 𝑛 個點不存在以

𝑣⃑ 做為初始向量的光滑解。 

 

 

【步驟 5】 

為了方便討論，我們現在統一符號： 

(1) 將有向切向量依序命名𝑣⃑, 𝑣⃑, … , 𝑣⃑, 𝑣 ⃑。 

(2) 𝛢 𝛢⃑、𝛢 𝛢⃑、…、𝐴 𝐴 𝟏 和 𝑣⃑, 𝑣⃑, … , 𝑣⃑ 

分別的有向夾角命名為 𝜃 , 𝜃 , … , 𝜃 。 
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【討論】 

    如果 𝑛 = 3，因為三點不共線，所以此三點形成的三角形必有一個外接圓。此外接圓 

三段圓弧形成一組解。很明顯的，此解為三個點的「不自交光滑解」。 

    現在有個自然的問題：外接圓是 𝑛 = 3 的唯一解嗎？我們之後會完整的回答此問題。 

二、光滑解存在條件 

    利用 GGB 觀察後，我們發現給定平面上相異點，其實並不一定有解。而初始向量及平

面上 𝑛 個點不可任意決定，且奇數及偶數點情況不同。所以我們的問題為「奇數點及偶數點

分別的光滑解存在條件為何？」 

 要回答這個問題，我們先來看以下引理： 

引理 𝟏. 𝟏 給定平面上 𝑛 個點，存在以 𝑣⃑ 為初始向量的光滑解若且唯若 

𝜽𝒊 ≡ 𝟎 (𝒎𝒐𝒅 𝝅)

𝒏

𝒊 𝟏

 

證明. 

    如圖九，先找到 1 2A A  的圓心 𝑂 。很明顯的，∠𝐴 𝑂𝐴 為 −2𝜃 ，故 𝑣⃑ 向量旋轉 

 −2𝜃  後，即可得到 𝑣⃑ 向量；同理，𝑣  旋轉 −2𝜃  可得 𝑣 ⃑。 

    上面說明了存在以 𝑣⃑ 為初始向量的光滑解若且唯若 𝑣 ⃑ = 𝑣⃑，
1

1 0(mo )2 d
n

i




  ，

化簡後即得證。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖九 
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引理 𝟏. 𝟐 給定平面上 𝑛 個點，對 𝑖 𝜖{1,2, … , 𝑛}，我們有： 

𝜃 + 𝜃 + 𝛼 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝜋)，其中 𝛼 ＝𝛼 。 

證明. 

    為了省略下標，將 𝜃  記為 𝜃；𝜃  記為 𝛽；𝛼  記為 𝛼；𝑣  記作 �⃑�；𝑣 ⃑ 記作 �⃑� 。

令 – �⃑� 和 𝐴 𝐴  的有向夾角為 𝛾，則 𝛾 = 𝜃。接著由圖十可知 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝜋。 

    另外，由圖十一可知 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −𝜋。其他情形也類似，如圖十二到十四，證畢。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十二 

圖十四 

圖十一 圖十 

圖十三
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【討論】 

    將引理 𝟏. 𝟐 帶 𝑛 = 3 運算，可得在三點的情況之中，光滑解存在若且唯若 

3

3

1
10 (mod )

i
i  



  ，即 𝜃 ≡ 𝛼 (𝑚𝑜𝑑 𝜋)。 

    表示初始切向量 𝑣⃑ 在 𝛢  必須與外接圓在 𝛢  的切線平行。因此，我們得出三個點的

解必為其外接圓(其一解軌跡為外接圓，另一解為外接圓繞 2 圈)。 

再來我們做一般化推導： 

引理 𝟏. 𝟑 延續上述符號，對任一正整數 𝑛，我們有:
2

1 2 1

2 1

1

(mod )
n

i

n

i
j

j

  








    

 

引理 𝟏. 𝟒 延續上述符號，對任一正整數 𝑛，我們有: 
2

1
2

1

(mod )
n n

i j
i j  

 

    

證明. 

    而由上述引理，我們得出 𝜃 ≡ −𝜃 − 𝛼 (𝑚𝑜𝑑 𝜋)。再透過將 𝑛 個式子相加，即可得

到      1 1

1
2

(m d1 1 1 o )
i i i

j
j

i

i    



     ，證畢。 

 

合併引理 𝟏. 𝟏、𝟏. 𝟑、𝟏. 𝟒 ，我們就可以得出定理 𝟏. 𝟓、𝟏. 𝟔 : 

定理 𝟏. 𝟓 延續上述符號，給定平面上 𝑛 個點，我們有：若 𝑛 為奇數，則必定存在光滑解。 

但𝐴 𝛢⃑與 𝑣⃑ 的夾角 𝜃  必須滿足 𝜃 ≡ 𝛼 +  𝛼 + ⋯ + 𝛼 (𝑚𝑜𝑑 𝜋)。 

 

定理 𝟏. 𝟔 若 𝑛 為偶數，則有光滑解若且唯若內角滿足 𝛼 + 𝛼 + ⋯ +𝛼 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝜋)。 

在解存在的情況下，初始向量 𝑣⃑ 可以是任意的。 

【討論】 

由定理 𝟏. 𝟓，𝟏. 𝟔 可得知： 

    如果 𝑛 是奇數，那給定平面上任意 𝑛 個點，一定存在光滑解，且解只有兩個(因為初始

向量有 2 個選擇)；如果 𝑛 是偶數，那給定平面上任意 𝑛 個點，並不會都有光滑解，必須

於該 𝑛 個點所形成的 𝑛 邊形內角滿足特定條件才有解。而在偶數點有解的情況下，會有無

限多組解(因為初始向量可以是任意的)。 
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三、解不存在時 

(一) 當解不存在時的可能操作  

    定理 𝟏. 𝟔 告訴我們，奇數點的情況下必定有兩組光滑解，而這兩個解可以由初始向量來

決定。反過來說，一旦初始向量方向不對，就做不出光滑解，如圖十五。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    同理，任意給的偶數點可能沒有光滑解，所以任意決定一個初始向量可能做不出光滑解，

如圖十六。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在上述情境中，我們有個自然的問題：是否可以加入一個適當的點，使得光滑解存在？ 

注意，我們是在初始向量給定的情況下加點，希望找到光滑解滿足那個初始向量。 

圖十六

圖十五
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    因為一旦決定初始向量 𝑣⃑，那麼 𝑣⃑ 也就決定了，所以我們其實是要找一點 𝑃，使得 


nA P  在 𝐴  的有向切向量是 𝑣⃑ 、1AP  在 𝐴  的有向切向量是 −𝑣 ，⃑而且 nA P  和 1AP  在

 𝑃 點是光滑相連的，如圖十七(𝑤⃑ = −𝑣⃑ )。 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著為了簡化符號，我們令 𝐴 = 𝐴 、𝐵 = 𝐴 、𝑣⃑ = −𝑣⃑、�⃑� = 𝑣⃑。如圖十八。 

 

 

接下來，我們著手證明這種 𝑃 點(命名為中繼點)的存在性，以及找出尺規作圖中繼點的

方法。網路上可找到相關操作，關鍵字為「biarc」。我們所蒐集到 biarc 的資料都是使用三

角函數與矩陣來處理這個問題，而我們只使用古典幾何。 

 

 

圖十八 

圖十七 
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而在嘗試尺規作圖出中繼點時，我們發現了： 

定理 𝟐. 𝟏 (存在性) 給定 𝐴、𝐵 兩點和 𝐴、𝐵 上的兩向量 �⃑�、�⃑�。存在一點 𝑃 及圓弧 

AP、BP，使得 AP  在 𝐴 點的有向切向量為 �⃑�；BP  在 𝐵 點的有向切向量為 �⃑�。

且兩段圓弧在 𝑃 點光滑相連。 

         表 3 為我們證明中繼點存在時的構圖之作圖步驟 

表 3  證明中繼點存在時的構圖之作圖步驟 

構造方法 圖例 

【步驟 1】 

作與 �⃑� 向量平行且通過 𝐴 點的直線

 𝑚，以及與 �⃑� 向量平行且通過 𝐵 點    

的直線 𝑛 交於 𝑂 點，並令交點的一、

三象限夾角為 𝛼。 

 

【步驟 2】 

通過 𝐴 點做任意直線 𝐿，令 𝐿 和 𝑚 

交角為 𝛽。 
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【步驟 3】 

再通過 𝐵 點做直線 𝐾 使得 𝐾 和 n 

的夾角 𝜃 滿足𝜃 = 90° + 𝛼 − 𝛽。 

 

【步驟 4】 

直線 𝐾 和 𝐿 的交點 𝑃 即為所求。 

 

證明. 

    過 𝑃 點作 AP  切線，令其分別交 𝑚, 𝑛 於 𝐺, 𝐻 兩點，則 ∠𝑂𝐺𝐻 = 180° − 2𝛽，且 

∠𝑂𝐻𝐺 = 180° − 𝛼 − ∠𝑂𝐺𝐻 = 2𝛽 − 𝛼。故 ∠𝐻𝑃𝐵 = 180° − 𝜃 − (2𝛽 − 𝛼) = 𝜃 。所以 𝐻𝑃 =

𝐻𝐵，推得 𝑃𝐻⃖ ⃗ 為 BP  的切線。 

(二) 尺規作圖  

    為了找到符合兩個初始向量的光滑圓弧，我們可以增加一個適當的點當作這兩段圓弧的

中繼點，使得這兩段圓弧光滑。在上述的存在性證明當中，可以看出中繼點 𝑃 點並不是唯一

的，所以我們再來要用尺規作圖作出所有可能的 𝑃 點，並證明中繼點的軌跡為「圓」。 
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    我們發現可利用尺規作圖來找出中繼點 𝑃 ，表 4 為我們的尺規作圖操作之步驟 

表 4  尺規作圖操作之步驟 

構造方法 圖例 

【步驟 1】 

給定 𝐴, 𝐵 兩點以及向量 �⃑�、�⃑�。 

 

【步驟 2】 

過 𝐴, 𝐵 兩點分別作和向量 �⃑�, �⃑� 平行的直

線 𝑚, 𝑛，令其交於 𝑂 點。 

 

【步驟 3】 

作通過 𝑂, 𝐴, 𝐵 三點的圓，如圖中的綠色圓。 
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【步驟 4】 

取 AB  的中點 𝐽 (落在 �⃑�、�⃑� 交出的第一

或第三象限中)，並作以 𝐽 為圓心， 𝐽𝐴 為

半徑的圓，如右圖中的藍色圓。 

 

【步驟 5】 

圓 𝐽 上任一點都是可選擇的中繼點，如右圖

兩段紅色圓弧。 

 

 

注意上圖中的藍色圓並沒有與 𝑚, 𝑛 兩直線相切，下圖十九、二十更為明顯。 

    

 

 

 
圖二十 

 

圖十九 
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在證明此尺規作圖正確之前，我們先來證明一個引理： 

引理 𝟐. 𝟐 給定點 𝐴、𝐵 和 𝐴、𝐵 上的兩向量 �⃑�, �⃑�。過 𝐴、𝐵 兩點分別作和向量 �⃑�, �⃑�  

平行的直線 𝑚, 𝑛，令其交於 𝑂 點、令交點的一、三象限夾角為 𝛼。則 𝑃 點為中繼點若且

唯若 ∠𝐴𝑃𝐵 = 90° ± 𝛼。 

證明. 

    假設 𝑃 點為中繼點，如圖二十一，過 𝑃 點作兩圓弧切線 𝐿 分別交 𝑚, 𝑛 於 𝐽, 𝑆 兩點，

欲證明 𝜃 ≔ ∠𝐴𝑃𝐵 = 90° − 𝛼。令 ∠𝐽𝐴𝑃 = 𝑥, ∠𝑆𝐵𝑃 = 𝑦，則 180° = 𝛼 + ∠𝐴𝐽𝑃 + ∠𝐵𝑆𝑃 =

𝛼 + (180° − 2𝑥) + (180° − 2𝑦)，推得 𝑥 + 𝑦 = 90° + 𝛼，故 𝜃 = 180° − (𝑥 + 𝑦) = 90° − 𝛼。 

    另外，如圖二十二，設 ∠𝐴𝑃𝐵 = 90° − 𝛼 =: 𝜃。先做 AP，再做過 𝑃 點與 AP  相切的

直線 𝐿，令其分別交 𝑚, 𝑛 於 𝐽, 𝑆 兩點。令 ∠𝐽𝐴𝑃 = 𝑥，則 ∠𝑆𝑃𝐵 = 180° − 𝜃 − 𝑥 = 90° +

𝛼 − 𝑥；而 ∠𝑆𝐵𝑃 = 180° − ∠𝑆𝑃𝐵 − ∠𝑃𝑆𝐵 = 90° − 𝛼 + 𝑥 − ∠𝑃𝑆𝐵 = 90° − 𝛼 + 𝑥 −

(2𝑥 − 𝛼) = 90° + 𝛼 − 𝑥 = ∠𝑆𝑃𝐵。故存在以 𝑃𝑆⃖ ⃗ 和 𝑛 為切線的 BP，故 𝑃 點為中繼點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖二十二  圖二十一 
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定理 𝟐. 𝟑 上述尺規作圖是正確的，且圓 𝐽 上的點即為所有中繼點。 

證明. 

    延續上述符號，給定 𝐴、𝐵 兩點以及分別通過 𝐴、𝐵 的向量 �⃑�, �⃑�。令過 𝐴 點和 �⃑� 平

行的線為 𝑚、過 𝐵 點和 �⃑� 平行的線為 𝑛；𝑚、𝑛 交於 𝑂 點；�⃑�, �⃑� 夾角為 𝛼。上述尺規

作圖中，我們先做過 𝐴、𝐵、𝑂 三點的圓(如圖二十三綠圓)，再取落在第一或第三象限的中點

 𝐽，並以 𝐽 為圓心 𝐽𝐴 為半徑作圓(如圖二十三藍圓)。我們想要證明： 

對圓 𝐽 上任一點 𝑃，∠𝐴𝑃𝐵 = 90° ± 𝛼。 

因為 𝐴、𝑂、𝐵、𝐽 四點共圓，所以 ∠𝐴𝐽𝐵 = 180° − ∠𝐴𝑂𝐵 = 180° − 𝛼。又因為 ∠𝐴𝐽𝐵 是 

AB  在圓 𝐽 的圓心角，而 ∠𝐴𝑃𝐵 是 AB  (兩種可能)在圓 𝐽 的圓周角，所以∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴𝐽𝐵 

或 ∠𝐴𝑃𝐵 = 180° − ∠𝐴𝐽𝐵，化簡後即為所求(如圖二十三、二十四)。由上述討論加上引理 𝟐. 𝟐，

我們已經證明了圓 𝐽 上所有點都是中繼點。注意所有滿足 ∠𝐴𝑃𝐵 = 90° ± 𝛼 的 𝑃 點也恰

巧就是整個圓，所以除了圓 𝐽 上的點外，沒有其他的中繼點，證畢。     

   

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

   

 

圖二十三 圖二十四 
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【討論】 

    在尺規作圖中，我們有提到要取 AB  的中點，但是中點會有兩個。 

    我們由引理 𝟐. 𝟐 的證明 ( 90° ± α 的情形)可得知，若定理 𝟐. 𝟑 成立，則

 ∠𝐴𝐽𝑃、∠𝐵𝑆𝑃 以及 𝛼 必形成一個三角形，又因為 𝛼 必位於第一、三象限夾角。所以只可

取位於第一、三象限的中點作為圓心。 

性質 𝟐. 𝟒 增點後的圓弧走向有規律 

    設兩向量 �⃑�, �⃑� 分別為 𝑥、𝑦 軸的正向(固定始點)，將平面分為第一、二、三、四象限(如

圖二十五)定理 𝟐. 𝟑 得知所有中繼點 𝑃 的軌跡為一圓。 

 

 

 

 

 

 

 

依據此圓與 4 個象限相交情形，兩段圓弧的走向有以下規則(如圖二十六、二十七)： 

我們觀察到 𝑃 點落在第一、三象限時，則兩段圓弧趨勢會相同，而當 𝑃 點落在第二、

四象限時，則兩段圓弧的趨勢就會相反。 

 

 

圖二十六 

圖二十五 

圖二十七 
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其中圓弧的走向如下表： 

    上述性質成立的理由很單純：因為圓必定落在其切線的同側，所以如果 𝑃 點落在向量

 �⃑� 的右側，則由 𝐴 點走到 𝑃 點的圓弧必定是順時針；而若 𝑃 點落在向量 �⃑� 的左側，則

由 𝐴 點走到 𝑃 點的圓弧必定是逆時針。同理可知向量 �⃑� 的兩種狀況，將 �⃑�、�⃑� 分別的兩

種情形互相組合即是上述兩種狀況。注意一律從 𝑥 軸出發。 

四、自交情形討論  

    接著我們來討論自交的情形，給定平面上任 𝑛 點， 𝑛 ≥ 3 且 𝑛 為奇數，已知必存在  

2 組光滑解。我們發現有可能兩組解都自交，如圖二十八、圖二十九。 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 第一象限 第二象限 第三象限 第四象限 

𝐵 點至 𝐴 點 逆逆 逆順 順順(不存在) 順逆 

𝐴 點至 𝐵 點 順順 逆順 逆逆 順逆 

圖二十九 

圖二十八 
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    是否偶數點有較好的性質呢？偶數點有解的情況下，有無限多組解。我們自然的猜測在

無限多組解中，可能存在一組不自交。 

很不幸的，我們找到了 6 個存在無限組解的點，而在這所有解當中，沒有任何一組解是

不自交的，如圖三十。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們將上述兩個觀察寫成定理： 

定理 𝟑. 𝟏 給定正整數 𝑛，𝑛 個點的光滑解可能都自交。 

    經過上述討論，自交看來是無法避免的。我們在此做出一個猜想: 可以透過「加入」一

些新的點，來讓圖形不自交。直覺可以感受到只要加夠多個點，圖形就會趨近於這些點所連

成的曲線。所以可以透過這個技巧來找到不自交的解。但究竟要加入幾個點以及加入的位置

在哪還有待討論。 

 

 

 

 

圖三十 
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五、三維空間中的光滑解 

    我們先觀察三維空間中的兩個特例： 

1. 給定空間中「落在同一平面 𝑀」的「奇數」點，則由定理 𝟏. 𝟓 可以知道必定存在光滑解。 

2. 給定空間中「落在同一平面 𝑀」的「偶數」點，則可由以下方法找到光滑解(如圖三十一、

三十二)： 

  (1) 作以 𝐴 、𝐴  為直徑，且垂直平面 𝑀 的半圓弧(有 2 種可能)。 

  (2) 作以 𝐴 、𝐴  為直徑，且垂直平面 𝑀、與圓弧 1 2A A  在平面 𝑀 不同側的半圓弧 

(此圓弧唯一)。 

  (3) 重複上述步驟直到圓弧接回 𝐴 。 

 

 

    上述操作成立是利用了「偶數」點以及垂直面的性質，恰巧湊出光滑解，其實還有其它

光滑解，如圖三十三。 

 

 

 

 

 

 

     

圖三十一 

圖三十三 

圖三十二 
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最後，我們寫下我們利用Geogebra作圖觀察到的現象，並寫成猜想： 

猜想一 給定三維空間中的 𝑛 個點，如果 𝑛 為奇數，則必定存在光滑解；若 𝑛 為偶數且  

光滑解存在，則存在無限多組光滑解。 

 說明. 

    我們使用附錄說明的方法作圖，發現在空間中任選奇數個點(不共平面)都有光滑解，如圖

三十四、三十五。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    而偶數點若有光滑解，則初始向量取法有無限多種(非任意)，如圖三十六。再結合平面的

結論，我們才提出此猜想。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖三十五圖三十四

圖三十六
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猜想二 空間中的中繼點軌跡為二次曲線局部 

說明. 

    我們使用附錄說明的三維 Biarc 作圖，得到很多類似下圖三十七、圖三十八的結果，圖

中綠色軌跡就是中繼點。再結合平面的結論，我們才提出此猜想。 

 

 

 

 

肆、結論 

一、𝒏 為奇數時，必定存在光滑解，且恰有 𝟐 組解 

二、𝒏 為偶數時，光滑解不一定存在，解存在的情形下有無限多組解 

三、自交情形不可避免 

四、可透過增加點來達到光滑 

五、可透過增加點來達到不自交增加的新點軌跡為圓 

 

 

 

圖三十八圖三十七 
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伍、討論與未來展望 

    我們已找到光滑解存在的充分必要條件，也找到不自交解的找法。唯「至少要加幾個點」

及「究竟要加在哪」才能達到不自交，都是尚未討論的問題。期待日後繼續研究。 

    另外，關於三維空間中的光滑解，我們在畫圖以及觀察後，提出了兩個猜想，希望日後

能夠做出完整證明或給出反例。 

    最後，關於「流」的計算，希望將來學習更多數學工具後，能夠進行實際的計算，並得

到類似光滑曲線連續變動的收斂結果。 
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     𝑜𝑓 𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙 𝐾𝑛𝑜𝑡 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑒𝑠, 𝑝𝑝 39-53. 

四、 𝐻𝑎𝑘𝑒𝑛 𝑇𝑖𝑓𝑡𝑖𝑘𝑐𝑖 (2009). 𝐵𝑖𝑎𝑟𝑐 𝐶𝑢𝑟𝑣𝑒 𝐹𝑖𝑡𝑡𝑖𝑛𝑔. 
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柒、附錄 

一、三維空間下構造圓弧之步驟 

表 5 三維空間下構造圓弧之步驟 

構造方法 圖例 

【步驟 1】 

在三維空間中決定 𝑛 個點，

並在 𝐴  上決定初始向量

 𝑣⃑。 

 

【步驟 2】 

作 𝐴 𝐴  中點 𝑃，並作垂直

 𝐴 𝐴  於 𝑃 點之垂面 𝑀。初

始向量延伸與垂面 𝑀 交於一

點 𝑄，將 𝑃、𝑄 兩點連線。 

 

【步驟 3】 

作垂直初始向量 𝑣  於 𝐴  

之垂面 𝑁，垂面 𝑁 與 𝑃𝑄 交

於一點 𝑅。 
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五、空間中的 𝐁𝐢𝐚𝐫𝐜 

    我們一樣先給定空間中的兩點 𝑃 、𝑃  以及通過 𝑃 、𝑃  的兩單位向量 𝑇 、𝑇 。目標

就是要找一點 𝐵  以及 1 12PB 、212B P  使得兩段圓弧在 𝐵  光滑的相連且分別以 𝑇 、𝑇  為

端點的有向切向量，如下圖三十九。 

 

 

 

 

 

 

 

 

【步驟 4】 

以 𝑅 點為圓心，𝐴 𝑅 為半徑

畫圓弧。 

 

【步驟 5】 

之後重複上述步驟 𝑛 − 1 次

後，回到 𝐴  上，如右圖為一

光滑解例子。 

 

 

圖三十九
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    如圖四十，為了方便計算，我們令兩段圓弧的圓心分別為 𝐶 、𝐶 。1 12PB  在 𝑃  及𝐵  的

切線交於 𝐵 、212B P
 
在 𝐵  以及 𝑃  的切線交於 𝐵 。令 𝑃 𝐵  長度為 𝑎 、𝑃 𝐵  長度為 𝑎 、

𝑃 − 𝑃 = 𝑆。 

則 𝐵 = 𝑃 + 𝑎 𝑇  且 𝐵 = 𝑃 − 𝑎 𝑇  且 |𝐵 − 𝐵 | = 𝑎 + 𝑎  

而中繼點 𝐵  座標為 

𝐵 =
𝑎 𝐵 + 𝑎 𝐵

𝑎 + 𝑎
   

再來，我們計算 

         (𝑎 + 𝑎 ) = |𝐵 − 𝐵 | = (𝐵 − 𝐵 ) ⋅ (𝐵 − 𝐵 ) 

               = (𝑃 − 𝑃 − (𝑎 𝑇 + 𝑎 𝑇 )) ⋅ (𝑃 − 𝑃 − (𝑎 𝑇 + 𝑎 𝑇 )) 

     = |𝑆| − 2𝑆 ⋅ (𝑎 𝑇 + 𝑎 𝑇 ) + |𝑎 𝑇 + 𝑎 𝑇 |  

              = |𝑆| − 2𝑎 𝑆 ⋅ 𝑇 − 2𝑎 𝑆 ⋅ 𝑇 + 𝑎 + 𝑎 + 2𝑎 𝑎 𝑇 ⋅ 𝑇  

化簡可得 

𝑎 =
𝑎 𝑆 ⋅ 𝑇 −

1
2

|𝑆|

𝑎 (𝑇 ⋅ 𝑇 − 1) − 𝑆 ⋅ 𝑇
 

 

 

 

 

 

 

 

    由上面的式子可知，在 𝑃 、𝑃  以及 𝑇 、𝑇  給定的情況下，一旦決定 𝑎  的值，即可

以計算出 𝑎 。接著我們就可以利用 𝑎  和 𝑇  作圖出 𝐵 ；同理可以作圖出 𝐵 。接著就可以

利用 𝐵 、𝐵  和 𝑎 、𝑎  作出中繼點 𝐵 。 

前面的猜想二，就是利用這種作圖方法，在調整 𝑎  的數值得到中繼點的軌跡。 

圖四十 
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  壹、前言 

    本研究源自數學中「流」(flow) 的結構 ∶ 流可以描述物件隨著時間的變動，所發生的改變。由於物理狀態喜歡處於
能量小的情況，所以定義好一個物件的初始能量，物件將隨著時間而有變化，這種變動可用流來描述。而本研究所探討的
圓弧，是源自定義離散點能量時遇到的問題。在這種情境中，我們需要計算曲線的曲率，而圓弧的曲率是最好計算的，所
以很自然的，我們想要取的曲線集合是蒐集圓弧連接成的封閉曲線。為了便利之後流的計算，我們更進一步希望曲線要光
滑又不自交。 
    為了找出上述的平面曲線集合，我們使用如下策略 ∶ 先給定𝑛個點，並假設此n個點連接成一個簡單多邊形，再找 𝑛 段

圓弧，使 𝑛 個圓弧分別以 {𝐴1, 𝐴2}、 𝐴2, 𝐴3 、…、{𝐴𝑛−1, 𝐴𝑛}、{𝐴𝑛, 𝐴1} 為端點，並且 𝑛 個圓弧是光滑相連的。 

(一) 找出這些光滑解存在的充分必要條件 
(二) 上述圓弧不存在時，找尋令其存在的變動 
(三) 研究 𝑛 段圓弧不相交的可能性 

  一、研究動機 

  三、名詞定義及解釋 

  四、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、geogebra 

平面上 𝒏 個點：給定 {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛}，都額外要求 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛 是簡單多邊形。 
有向切向量：如圖一，給定兩點 𝐴、𝐵 以及通過 𝐴、𝐵 的弧，我們定義： 
(一) 於 𝐵 點之「有向切向量」𝑢 是順著 𝐴 點移動到 𝐵 點的有向切向量於 𝐵 點的最後瞬時方向。    
(二) 同理，於 𝐴 點之「有向切向量」𝑣  是為順著 𝐴 點移動到 𝐵 點的有向切向量於 𝐴 點的最初瞬時方向。 
     上述說明中，「有向切向量」是唯一的。 
(三) 命名每一個有向切向量依序為 {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}，如圖六。 
光滑：我們說曲線上一點 𝑃 光滑，是指從 𝑃 點兩側沿曲線走向 𝑃 點，在 𝑃 點的有向切向量剛好「方向相反」。 
      圖二中，𝐴1 的有向切向量 𝑣1 和 𝑣2 方向並非相反，所以曲線在 𝐴1 不光滑；在 𝐴4 是光滑的。 
光滑解：給定平面上  𝑛 個點，存在  𝑛 段圓弧，其中每段圓弧分別以  {𝐴1, 𝐴2}、…、{𝐴𝑛, 𝐴1} 為端點，且整個圖形是光滑的。      
        我們就稱這 𝑛 段圓弧成的圖形為光滑解，如圖三。 
自交：我們說一組光滑解自交，是指解當中的 𝑛 段圓弧，在端點之外至少有一處相交，如圖三。 

有向夾角：給定平面上兩向量，𝑣 = 𝑃𝑅、 𝑤 = 𝑃𝑄，則「 𝑤 和 𝑣  的有向夾角」定義為 𝜃 = ∠𝑄𝑃𝑅， 
          其中 𝜃 滿足 −𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋 (順時針為正)，如圖四。 
有向內角：{𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛}，如圖五。 
有向切向量 {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} 與 𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、…、𝐴𝑛𝐴1 的有向角：{𝜃1, 𝜃2, … 𝜃𝑛}，如圖六。 

  貳、研究結果 

圖十 圖九 圖八 圖七 

  二、初始向量的旋轉 

圖六 圖四 

圖一 圖二 圖三 

圖五 

  二、研究目的 

  一、研究問題 

(一) 𝒏 為奇數時，圓弧存在光滑解有哪些充分必要條件及滿足條件的圓弧組數量? 
(二) 𝒏 為偶數時，圓弧存在光滑解有哪些充分必要條件以及滿足條件的圓弧組數量?  
(三) 光滑解不存在時如何解決? 
(四) 解決方法的性質及規律為何? 
(五) 推廣到三維空間的情況為何? 
(六) 自交存在時如何解決?  

如果要找多邊形 {𝐴1, 𝐴2,𝐴3,…,𝐴𝑛} 的光滑解，可依照以下方法： 



引理𝟏. 𝟑 延續上述符號，對任一正整數 𝑛，我們有： 

(1) 

(2) 

 

  三、三個點的情況及一般化 

 
引理𝟏. 𝟏 給定平面上 𝑛 個點，存在以 𝑣1 為初始向量的光滑解若且唯若                 ，如圖十一 
 

引理𝟏. 𝟐 給定平面上 𝑛 個點，對 𝑖 𝜖{1,2,…, 𝑛}，我們有  𝜃𝑖 + 𝜃𝑖+1 + 𝑎𝑖+1 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝜋 。 

定理𝟏. 𝟒 延續上述符號，給定平面上 𝑛 個點，我們有： 

(1) 若 𝑛 為奇數，則必定存在光滑解，但             與初始向量 𝑣1 的夾角 𝜃1 必須滿足 𝜃1≡ 𝛼3 + 𝛼5 +⋯+ 𝛼𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝜋)。 

(2) 若 𝑛 為偶數，則存在光滑解若且唯若內角滿足                                                     。在解存在的情況下，初始向量 𝑣1 可以是任意的。 

 𝜃𝑖 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝜋)

𝑛

𝑖=1

 

圖十一 

圖十二 圖十三 

 

由於上述兩式較難閱讀，我們將其寫成： 

1.若 𝑛 是奇數，則 

2.若 𝑛 是偶數，則 

         證明：先找到    的圓心 𝑂。很明顯的，∠𝐴1𝑂𝐴2 為 −2𝜃1，故 𝑣1 向量旋轉 −2𝜃1 即可得到向量 𝑣2；同理，以 𝑣𝑖 旋轉 −2𝜃𝑖 可得 𝑣𝑖+1。 
上面說明了存在以 𝑣1 為初始向量的光滑解若且唯若 𝑣𝑛+1 = 𝑣1，化簡後即為所求。 

1 2A A

  

由圖十二、圖十三可明顯得出上述定理是正確的，且其他情況也一樣，證畢。 

  

1.給定 𝐴、𝐵 兩點以及向量 𝑣 、𝑤。 

2.過 𝐴、𝐵 兩點分別作和向量 𝑣 、𝑤 平行的直線 𝑚、𝑛，令其交於 𝑂 點。 

3.作過 𝑂, 𝐴, 𝐵 三點的圓。 

4.取        的中點 𝐽 ，並以 𝐽 為圓心、𝐽𝐴 為半徑作圓。 

5.圓 𝐽 上任一點都是可選擇的中繼點。 

AB

    因為隨便選一個初始向量大多是沒有光滑解的，如圖十四。所以我們希望透過增加新點來使此圖形光滑。          

為了找到符合兩個初始向量的光滑圓弧，我們希望透過增加一個適當的點當作中繼站(如圖十五)，利用兩段光滑圓弧來達成。我們利用尺規作圖找

出該新點的方法：    

  四、尺規作圖 

引理𝟐. 𝟏 給定 𝐴、𝐵 兩點和 𝐴、𝐵 上的兩向量 𝑣 、𝑤。 

過 𝐴、𝐵 兩點作分別平行向量 𝑣 、𝑤 的直線 𝑚、𝑛，令其交於 𝑂 點、∠𝐴𝑂𝐵 = 𝛼，則 𝑃 點為中繼點若且唯若 ∠𝐴𝑃𝐵 = 90° ±
1

2
𝛼。 

2
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圖十四 圖十五 

  五、尺規作圖證明 

        將上述定理代入 𝑛 = 3 運算，可得在三點的情況中，光滑解存在，若且唯若                                               ，即              。表示初始切向量 𝑣1

在 𝛢1 必須與外接圓在 𝛢1 的切線平行。因此，我們可以推出三個點的解必為其外接圓(其一軌跡為外接圓，另一為線段重合的外接圓)。 

存在以 𝑃𝑆 和 𝑛 為切線的   ，所以 𝑃 點為中繼點。其他情形(∠𝐴𝑃𝐵 = 90° ±
1

2
𝛼)也是類似的，如圖十六、十七。 BP

圖十六 圖十七 
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  六、增點後的圓弧走向 

定理𝟐. 𝟐 上述尺規作圖是正確的，且圓 𝐽 上的點即為所有中繼點。 

說明: 利用四點共圓、圓心角及圓周角的關係，證明出圓 𝐽 上的每一點都是90° ±
1

2
𝛼 ；且除了圓 𝐽 上的點，沒有其他的點

滿足 90° ±
1

2
𝛼 。接著再套用上面的引理 2.1，即得證。 

圖十八 圖十九 

(一)若中繼點 𝑃 落在第一、三象限，則兩段圓弧順、逆時針趨勢相同，如圖二十。  
(二)若中繼點 𝑃 落在第二、四象限，則兩段圓弧順、逆時針趨勢相反，如圖二十一。 

圖二十 圖二十一 

  七、自交情形討論 

圖二十三 圖二十四 圖二十二 

(一) 給定平面上任 𝑛 點， 𝑛 ≥ 3 且為奇數，已知必存在 2 組光滑解。我們發現有可能兩組解都自交，如圖二十二、二十三。 
(二) 偶數點並沒有較好的性質。即使在偶數點存在無限組解的情形，也可能當中並沒有任何一組解是不自交的，圖二十四中，
無限多個解都會自交。 

 

一、 國中數學課本第四冊第二章：平面幾何圖形。南一書局 
二、 國中數學課本第五冊第二章：圓的性質。南一書局 
三、 𝐽. 𝐻. 𝑀𝑎𝑑𝑑𝑜𝑐𝑘𝑠, 𝑃. 𝐵𝑢𝑠𝑒𝑟, 𝑆. 𝐻𝑖𝑑𝑒𝑏𝑟𝑎𝑛𝑑𝑡, 𝐴. 𝑄𝑢𝑎𝑟𝑡𝑒𝑟𝑜𝑛𝑖, 𝐺. 𝑊𝑎𝑛𝑛𝑒𝑟 2004 . 𝐺𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑖 𝑜𝑓 𝐶𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒, 𝑎𝑛𝑑 𝑇𝑒 𝐵𝑖𝑎𝑟𝑐 
          𝐴𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒 𝐶𝑢𝑟𝑣𝑒𝑠: 𝐼𝑛 𝑅𝑢𝑟𝑠𝑢𝑖𝑡 𝑜𝑓 𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙 𝐾𝑛𝑜𝑡 𝑆𝑎𝑝𝑒𝑠, 𝑝𝑝 39-53. 
四、 𝐻𝑎𝑘𝑒𝑛 𝑇𝑖𝑓𝑡𝑖𝑘𝑐𝑖 2009 . 𝐵𝑖𝑎𝑟𝑐 𝐶𝑢𝑟𝑣𝑒 𝐹𝑖𝑡𝑡𝑖𝑛𝑔. 
 

  伍、參考資料 

    我們已經完成光滑解存在的充分必要條件，也找到光滑解不存在的解決方法。唯「至少要加幾個點」才能達到不自交，
我們尚未討論。期待日後繼續研究。 
     

  肆、未來展望 

一、平面上存在奇數點時，必定存在光滑解，且恰有 2 組解 
二、平面上存在偶數點時，光滑解不一定存在，解存在的情形下有無限多組解 
三、自交情形不可避免 
四、可透過增加點來達到不自交 
五、增加的新點軌跡是圓 

  參、結論 

  八、三維的猜想 

猜想一 給定三維空間中的 𝑛 個點，如果 𝑛 為奇數，則必定存在光滑解；若 𝑛 為偶數且光滑解存在，則存在無限多組光滑解。 
       且空間中的中繼點軌跡為二次曲線局部。 

圖二十五 圖二十六 
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