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廖凡儀和黃子恆恭錄 

2018年 7月 31日於樹林中山路星巴克 
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摘要 

本研究要求對超立方體中，每個頂點開槍以獵捕兔子，每經過一輪後，兔子可以留在原

處，或跳動到相鄰的位置，每輪槍數均相同。如此，每輪開幾槍?總共開槍幾輪才能獵到兔子? 

本研究先以正多面體和足球探討。經由研究足球的經驗，利用組合數和文字字串解決任

意維度超立方體開槍點數量的問題。尤其是，文字字串從建構、組合觀點，提出不同角度的

研究。 

對於超立方體的輪數問題。發現 0 維度每輪至少 1 槍，需要 1 輪。1 維度每輪至少 2 槍，

需要 1 輪。3 維度需要 4 輪，可以依序用 4 槍、5 槍、5 槍和 4 槍。4 維度每輪均使用 8 槍，

需 6 輪。 

 

 

 

壹、前言 

一、研究動機 

基於教材相關性和全國科展作品集的理由，選擇題目 1.1.1.當作我們的研究主題。 

 

    (一)題目 1.1.1.所提正立方體屬於 3 維度超立方體在教科書五年級下學期[1]。 

(二)第 56 屆全國科展國小數學，【神算】引用自科學研習月刊[2]。 

   第 57 屆全國科展國小數學，【一直乘以 2】引用自科學研習月刊[3]。 

連續兩年，全國科展國小數學均有作品選自科學研習月刊。科學研習月刊的題目，有

趣，又有數學深度。 

 

本作品選自科學研習月刊，2017 年 8 月 2 日，第 56 卷，第 8 期，第 46 頁[4]。 

 

題目 1.1.1. 兔子甲藏在正立方體的八個頂點之一。每一輪，獵人乙選擇一些頂點，並同時對

這些頂點開槍。如果這些頂點之一有兔子甲，獵人乙就獵到兔子甲了。否則兔子甲在獵人乙

下一輪開槍之前可以移動到相鄰的頂點，也可以選擇停在原地不動。 

獵人乙在開槍之前不知道兔子甲在哪裡，也不知道兔子甲有沒有移動。如果獵人乙每輪開槍

的頂點數要一樣多，聰明的讀者，請問要保證可以獵到兔子甲，每一輪最少要同時對幾個頂

點開槍?至少要開槍幾輪? 

另一隻兔子丙的窩互相連結的形狀長得像是正八面體骨架。聰明的讀者，請問如果獵人乙要

保證可以獵到兔子丙，每一輪最少要同時對幾個頂點開槍?至少要開槍幾輪?  
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二、研究題材 

在這個研究，將依序探討正多面體、足球和超立方體。 

   (一)正多面體，計有 5 種。題目 1.1.1.所提議正立方體就是正多面體的一種，在 p6。。 

   (二)足球是 12 個五邊形和 20 個六邊形所組成的。每個頂點都有 3 條邊圖，在 p9。本研究

利用的足球的研究，得到超立方體的開槍布局靈感。 

   (三)超立方體是本研究的主軸，在 p14。 

   正多面體和足球將在本研究第三章討論；超立方體將在第肆章討論。 

 

 

三、符號與名詞定義 

符號 1.3.1. kS ： k 維度超立方體，依題目 1.1.1.，每輪至少 kS 次開槍可以保證抓到兔子。 

 

符號 1.3.2.  kJ ： k 維度超立方體，依題目 1.1.1.，每輪至少 kS 次開槍布局下，需要 kJ 輪。 

 

符號 1.3.3.  組合數，
!)(!

!
nmn

m
Cm

n


 。 

 

符號 1.3.4.    x 為大於 x或等於 x的最小的非負整數。 

 

符號 1.3.5.  nT ： 12 n 維度和 n2 維度超立方體的文字字串。 

 

符號 1.3.6.  nT ：計算 12 n 維度和 n2 維度超立方體的文字字串 nT 代表的數值。 

 

超立方體，任選一點當基準點均相同，本研究將在第肆章第一節討論。本研究選定某一

頂點當作北極。再規定的計算數量。 

組合數、 nT 和 nT 詳見第肆章第二節、第三節及第四節。 

 

定義 1.3.7. 正則圖:圖形中，每個頂點的邊數都相同。 

本研究所討論的五種正多面體、足球、超立方體都是正則圖。 

 

 

四、研究目的 

研究目的 1.4.1. 本研究的目的，探討正多面體、足球和 k 維度超立方體，每輪最少開幾槍，「保

證」可以獵到兔子，同時，在保證可以獵到兔子的情況下，開槍幾輪? 
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五、研究架構 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.5.1 研究架構 

 

 

六、研究特色 

    本研究的困難，在於 k 維度超立方體屬於正則圖，每個頂點都有 k 個邊，遇到高維度的

超立方體，很難用直觀的觀察期間的結構。 

提出組合數 k

k
C
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在 p15；文字字串在 p15，數值
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k

T ，解決 k 維度超立方體每輪至少 kS 次

開槍。對於超立方體開槍布局計數方式採用文字字串是國內科展計算超立方體的創舉。 

 

也就是， 

 

我們發現 k 維度超立方體阻擋點數量計算方式。 
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貳、研究過程 

一、文獻探討 

    (一)組合設計：第 46 屆全國科展國小數學科『神奇的尺』[5]p9 至 p10。 

                  本研的特色，首創文字字串 nT 和其數值 nT 就是組合設計的一種。 

    (二)巴斯卡三角形：第 56 屆全國科展國小數學科，『神算』[2]P12。同樣題材出現在 

                     第 57 屆全國科展國中數學科『神機妙算』[6] P1。 

       本研究針對超立方體組合數的靈感，來自於『神算』的研究過程。 

    (三)圖論：第 57 屆全國科展國小數學科『一直乘以 2』[3]P7 至 P9 圖論，樹。後來，一

直乘以 2 的同樣題材，在 2018 年台灣國際科學展覽數學科，以『「乘」「乘」有序—

乘二數列及乘五數列的探討』發表[7]。引用題目 1.1.1.的部分條文：「另一隻兔子丙

的窩互相連結的形狀長得像是正八面體骨架。」。本研究的超立方體就是因應引題目

1.1.1.所提的架構，使用圖論的工具。 

 

 

二、距離和連通 

定義 2.2.1. 連通：在一個圖G 中，若從頂點 iv 到頂點 jv 有路徑相連；也就是，從頂點 jv 到 iv

也一定有路徑，則稱 iv 和 jv 是連通的。 

定義 2.2.2. 若在一個圖G 中，若從頂點 sv 到頂點 tv 沒有有路徑相連，稱為不連通。 

 

定義 2.2.3. 在一個圖G ，若有任意兩個頂點u和 v連通，則規定最短的線段需要經過 k 個線

段，則稱為頂點u和 v距離為 k ，記做作 kvudG ),( 。若圖形G ，有兩個頂點u 和v，沒有

連通，則 ),( vudG 。 

 

例子 2.2.4.  如圖 2.2.5，為一個連通圖，其中，頂點 1 和頂點 2 的距離是 2；頂點 1 和頂點 3

的距離是 6；頂點 1 和頂點 4 的距離是 6；頂點 1 和頂點 5 的距離是 6；頂點 22 和頂點 21 的

距離是 1。設相異頂點u和 v在圖 2.2.5，則 6),(1  vudG 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.2.5  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%A1%B6%E7%82%B9
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三、緊縮 

定義 2.3.1. 圖形中，經過特定開槍後，兔子若留在原處，則可能出現兔子的區域為危險區域。 

 

定義 2.3.2. 圖形扣除危險區域，稱為安全區域。 

 

  將安全區域中的點區分成兩種，一類為「暫時安全點」，另一類為「保證安全點」。 

 

定義 2.3.3. 暫時安全點，滿足以下兩點條件，一、在安全區域內， 

                                        二、危險區域中存在一點與該點距離為 1。 

 

定義 2.3.4. 保證安全點，滿足以下兩點條件，一、在安全區域內， 

                                        二、危險區域中不存在一點與該點距離為 1。 

 

例子 2.3.5. 若這次開槍，圖 2.2.5 中的頂點 13,14,15,16,17,18, 19,20,21,22，共 10 個頂點。則

暫時安全點為頂點 13,14,15,16,17,18。保證安全點為頂點 19,20,21,22。 

 

 

四、阻擋點 

例子 2.4.1. 假設，某次搜尋前，頂點 a在危險區域，和頂點 a相鄰的頂點，屬於安全區域且

和頂點 a距離為 1 的有 k 個頂點 kaaaa ,...,, 321 。此 k 個頂點沒有和其他的危險區域頂點相連，

屬於暫時安全點。 

 

若，某次搜尋把頂點 a和 k 個頂點 kaaaa ,...,, 321 擺設開槍點，則頂點 a成為暫時安全點開槍點，

k 個頂點 kaaaa ,...,, 321 成為保證安全點。此時， k 個頂點 kaaaa ,...,, 321 成為保證點後，將不用再

開槍。如圖 2.4.2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.4.2  
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參、正多面體、足球 

一、正多面體 

正多面體有 5 類[9]：正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體及正二十面體。這 5

類正多面體都是正則圖。其中， 

 

事實 3.1.1. 在正多面體，任選一點當基準點均相同。 

 

[說明] 不破壞正多面體圖的構，透過平移、旋轉、翻轉、外翻和內翻，基準點可以由某一個

點移動到另一點。                                                            □ 

 

性質 3.1.2. 正四面體要同時選 4 個頂點開槍，且只要花 1 輪。 

 

[證明] 若 1 輪選 3 個點開槍，則沒被查到的搶匪，可在下一輪躲到另外 3 個點或不動。 

      做 3 頂點的開槍，做開槍等於沒做。正四面體要同時選 4 個頂點開槍。         □ 

 

定義 3.1.3. 給定一個圖G，有 n個頂點，每個頂點和圖G 另外其他的 1n 個頂點，直接連通，

稱為完全圖。 

 

事實3.1.4.  完全圖的每個頂點都是直接連通。每個頂點到任意相異頂點，只要走1步就到達。

必須要同時對於圖形中每一個頂點開槍。 

 

將正立方體編號，如圖 3.1.5。只考慮各頂點是否有線段相連結。如圖 3.1.6。 

 

 

 

 

 

 

 圖 3.1.5                                    圖 3.1.6 

 

性質 3.1.7. 正六面體，每輪需要 5 槍，需要 4 輪。  

 

[證明] (1)每輪選 4 個頂點開槍，發現搶匪抓不到。 

   若，不依照連通，下一輪開槍後，搶匪可能出現在任何一個位置。 

   若，依照連通，考慮性質 3.1.1.在正多面體，任選一點當基準點均相同。以事實 3.1.1 來看，

姑且以頂點 1,5,6,8 作為第一輪開槍，此時，頂點 1,6,8 為防禦點，確保頂點 5 為安全範圍。

第 2 輪將前一輪開槍，節省的頂點 5 選擇頂點 2、7 或 8，均無法增加保證安全的區域。

也就是說，正六面體每個頂點有三個邊，第 1 輪 3 個頂點可以保護 1 個頂點，但，第 2 輪，

就無法增加保證安全區域。 
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  (2)每輪選 5 個頂點開槍，總共花 4 輪，編號如同圖 3.1.5 和圖 3.1.6。 

    第 1 輪開槍 1、2、3、4、5，第 1 輪開槍後保證安全點有頂點 1。 

    第 2 輪開槍 2、3、4、5、6，第 2 輪開槍後保證安全點有頂點 1 和 2。 

    第 3 輪開槍 3、4、5、6、7，第 3 輪開槍後保證安全點有頂點 1、2、3 和 6。 

    第 4 輪開槍 4、5、7 和 8，全部開槍完畢。                                □ 

 

性質 3.1.8. 正八面體，如圖 3.1.9，每輪選 5 個頂點開槍，共花 2 輪，不浪費。 

 

[證明] (1)每輪選 4 個頂點開槍，任意一點的旁邊接 3 條線。 

       除了對角線，需要 2 步才能到達。另外旁邊有 3 條 

       線段可以連通。因此，留下 2 個，再下一步， 

       全部 6 個點，都可能有兔子的蹤跡。 

     (2)每輪選 5 個頂點開槍，如圖 3.1.9。沒有浪費的開槍數。 

       第 1 輪開槍：1、2、3、4、5，保證安全點為頂點 1。            圖 3.1.9 

       第 2 輪開槍：2、3、4、5、6，全部開槍完畢。                     □ 

 

性質 3.1.10. 正十二面體，每輪要開 7 槍，總共花 10 輪。 

 

[證明] 請參酌圖 3.1.11 的號碼。及事實 3.1.1 在正多面體，任選一點當基準點均相同。 

(1)每輪選 6 個頂點開槍。每輪選 6 個頂點必須連通。依照緊縮，每輪選 6 個頂點。不妨先選

頂點 1,2,3,6,7,8；如此，讓頂點 2 和頂點 7 成為保證安全點。多出來的 2 個頂點分配給頂

點 4 和頂點 9。如此，多一個頂點 3 成為保證安全點。但是，頂點 3 多出來的部份，無法

再增加安全區域。每輪選 6 個頂點開槍，太少。 

 (2)每輪選 7 個頂點開槍，總共花 10 輪，開槍順序及保證安全點，如表 3.1.12。 

 

表 3.1.12 

輪次 開槍頂點 保證安全點 

1 1、2、3、4、5、13、15 1、5 

2 2、3、4、7、9、13、15 1、2、3、5 

3 4、6、7、9、11、13、15 1、2、3、4、5 

4 6、7、9、11、13、15、16 1、2、3、4、5、6 

5 7、8、9、11、13、15、16 1、2、3、4、5、6、7 

6 8、9、11、13、15、16、17 1、2、3、4、5、6、7、8 

7 9、10、11、13、15、16、17 1、2、3、4、5、6、7、8、9 

8 10、11、13、15、16、17、18 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、17 

9 11、12、13、15、16、18、19 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、17、18 

10 13、14、15、16、19、20 保證抓到兔子 

□ 
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          圖 3.1.11                                           圖 3.1.13 

 

性質 3.1.14. 正二十面體，每輪選 7 個頂點開槍，需要 6 輪。 

 

[證明](1)如圖 3.1.13，每輪選 6 個頂點開槍，選頂點 1,2,3,4,5,6，只能產生 1 個保證安全點，

而 1 個保證安全點，無法再產生其他的保證安全點。每輪選 6 個頂點開槍，太少。 

      (2)每輪選 7 個頂點開槍，如圖 3.1.13。 

        第 1 輪開槍頂點 1,2,3,4,5,6,7  ，第 1 輪產生新的保證安全點有頂點 1。 

        第 2 輪開槍頂點 2,3,4,5,6,7,8  ，第 2 輪產生新的保證安全點有頂點 2。 

        第 3 輪開槍頂點 3,4,5,6,7,8,9  ，第 3 輪產生新的保證安全點有頂點 3。 

        第 4 輪開槍頂點 4,5,6,7,8,9,10 ，第 4 輪產生新的保證安全點有頂點 4。 

        第 5 輪開槍頂點 5,6,7,8,9,10,11，第 5 輪產生新的保證安全點有頂點 5,6。 

        第 6 輪開槍頂點 7,8,9,10,11,12 ，保證抓到兔子                    □ 

 

得到， 

表 3.1.15 

正多面體 每輪要多少個開槍點 總共多少輪數 浪費的開槍數 

正四面體 4 1 0 

正六面體 5 4 1 

正八面體 5 2 0 

正十二面體 7 10 3 

正二十面體 7 6 1 

 

發現 

 

依據表 3.1.15，對偶的正六面體和正八面體，每輪的阻擋點數量是 5 次開槍。 

               對偶的正十二面體和正二十面體，每輪的阻擋點數量是 7 次開槍。 

 

事實 3.1.16. 呈現對偶的正多面體，每輪阻擋點的數量均相同。 
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二、足球 

藉由正則圖的足球例子，我們發現另一種超立方體阻擋點的布局方式。在沒有圖形幫忙

的數值計算法。針對足球，我們提出兩種演算方法：數值計算法和足球的圍堵法。 

 

演算方法 3.2.1. 對於足球，我們使用下列的步驟： 

 

步驟一:由 1 組開槍開始測試，逐步升高 2 組，3 組，一直到可以保證抓到兔子。 

       此時，每輪出動的開槍，均為 n個。 

步驟二:出動 n組開槍後，可抓到兔子數。來源有兩個，步驟一的 60 個，或是步驟三結果。 

       若，一直重複上一輪的步驟二，則視為無效的圍捕， n組開槍變成 1n 組開槍。 

       若，步驟二的殘留數目，和上一輪的殘留數目相比，比上一輪的第二步少，視為有效

的蒐查。直到殘留的數目為 0。 

步驟三:殘留的兔子可躲到別的地方，下一輪開槍前，增加可藏匿的地方。重回步驟二。 

 

例子 3.2.2. 依照演算方法 3.2.1.，如圖 3.2.3。 

 

[說明] 如圖 3.2.3的第 1列，我們先布署 1個開槍，60-1=59，開槍後，兔子會移動造成 59+1=60，

如此，反覆出現 59，60，59，60，59，60。 

      再舉一例，如圖 3.2.3 的第 3 列，我們先布署 3 個開槍點，60-3=57，開槍後，兔子會

移動造成 57+3=60，如此，反覆出現 57，60，57，60，57，60。 

 

1       59       60       59       60       59       60…  

2       58       60       58       60       58       60… 

3       57       60       57       60       57       60… 

4       56       59       56       59       56       59… 

5       55       59       55       59       55       59…  

6       54       58       54       58       54       58…  

7       53       58       53       58       53       58…  

8       52       57       49       55       47       54  

54       46       53       46       53       46 

                 53… 

9       51       56       47       54       45       52 

54       43       49       40       49       40 

         49       40… 

10      50       55       45       52       42       51 

54       41       50       40       49       39 

         49       39       49       39… 

11      49       55       44       52       41       51 

54       40       39       49       38       48 
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         37       47       36       46       35 

         45       34       44       33       43 

 32       42       31       41       30 

                 40       39       28       38       27 

 37       26       36       25       35 

 24       34       23       33       22 

                 32       21       31       20       30 

                 19       29       18       28       17 

                 27       16       26       15       25 

                 14       24       13       23       12 

                 22       11       21       10       20 

                  9       18        7       14        3 

                  8        0 

                            圖 3.2.3 

 

由圖 3.2.3 得知，足球每輪需要開 11 槍圍捕，且要花 37 輪。         (3.2.4.) 

 

演算方法 3.2.5. 針對足球提出的演算方法。 

步驟一：取足球的極端，派 11 個開槍開槍，如圖 3.2.6 的甲。 

步驟二：和步驟一相鄰的點，繼續派 11 個開槍開槍，如圖 3.2.6 的乙。 

步驟三：持續，往另外一端前進。 

步驟四：如圖 3.2.6 的丙，一定會出現最大周長。由 10 個開槍圍成周長，另一個開槍連通。 

步驟五：持續，往另外一端前進。 

步驟六：持續縮小可能出現兔子的區域，會出現圖 3.2.6 的丁。 

步驟七：最後到達第 37 輪的開槍，全部圍捕成功，如圖 3.2.6 的戊。 

 

 

 

 

      甲             乙                丙                丁             戊 

圖 3.2.6 

 

針對足球，演算方法 3.2.1.，沒有考慮圖形的形狀；演算方法 3.2.5.則有考慮圖形，稱為

足球圍捕法。二者均需要每輪 11 組開槍開槍和需要 37 輪的開槍。 

 

經由探討足球的經驗，我們發現一種超立方體開槍布局的方法。 
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肆、超立方體 

一、超立方體 

考慮超立方體[10] 

 

定義 4.1.1.  0 維度超立方體為 1 個頂點，沒有線段相連，如圖 4.1.2。 

          1 維度超立方體為 2 個頂點，有 1 條線段相連，如圖 4.1.3。 

          2 維度超立方體為 4 個頂點，有 4 條線段相連，如圖 4.1.4。 

          3 維度超立方體為 8 個頂點，有 12 條線段相連。如圖 4.1.5。 

          4 維度超立方體為 16 個頂點，有 32 條線段相連，如圖 4.1.6。 

          k 維度超立方體，有 k2 個頂點，每個頂點有 k 個邊，總共有 12  kk 條線段。 

 

 

 
              圖 4.1.2              圖 4.1.3                     圖 4.1.4 

 
 

 

 

 

 

 

                圖 4.1.5                                 圖 4.1.6 

也就是， 

        在 k 維度超立方體中，每個頂點都有 k 個座標，每個座標只以 0 或 1 表示。 

 

性質 4.1.7. 在 k 維度超立方體，任選一點當基準點均相同。 

 

[證明] 不破壞圖的結構，透過平移、旋轉、翻轉、外翻和內翻，基準點由某一個點移動到另

一點。此時，整個座標體系將調整。                                            □ 

 

設 k 維度超立方體 3 個相異頂點，頂點 ，相異頂點 ，第

3 個相異頂點 ),...,,( 321 kwwwww  ，則有下列的定義、事實和性質。 

 

定義 4.1.8. k 維度超立方體，任意兩頂點距離， 



k

i

ii vud
1

， ki  1 。 

 

例子 4.1.9. 圖 3.1.5 和圖 3.1.6 中，均是國小五年級數學課本所稱的正立方體。 

圖 3.1.6 的頂點 1 和圖 4.1.5 的(000)相同。 

圖 3.1.6 的頂點 5 和圖 4.1.5 的(010)相同。 

         依照定義 2.2.3.，圖 3.1.6 的頂點 1 到頂點 5 的距離是 1。 

),...,,( 321 kuuuuu  ),...,,( 321 kvvvvv 
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         依照定義 4.1.8.，圖 4.1.5(000)到(010)距離是 1000100  。 

         二者的定義均相同。 

 

定義 4.1.10. k 維度超立方體，只有距離 1
1




k

i

ii vud ，頂點u和頂點v之間有線段相連。 

 

例子 4.1.11. 如圖 4.1.6，4 維度超立方體。 

           頂點(0000)和頂點(0001)的距離是 1，有線段相連。 

           頂點(0100)和頂點(0110)的距離是 1，有線段相連。 

           頂點(0011)和頂點(0000)的距離是 2，沒有線段相連。 

           頂點(0101)和頂點(1010)的距離是 4，沒有線段相連。 

 

事實 4.1.12. 在 k 維度超立方體中，設頂點 ，另頂點 ，若

)2(mod1 ii vu  ，則 



k

i

ii vuk
1

，此時， ki 1 ，對每個 i要同時成立。 

 

 

二、對稱 

    再以對稱的角度，探討 k 維度超立方體。 

 

將 0 維度、1 維度、2 維度的超立方體分別如圖、圖 4.2.1、圖 4.2.2 和圖 4.2.3。圖 4.2.3

的超立方體可變成圖 4.2.4.和圖 4.2.5。如此，可以建構 3 維度超立方體，如圖 4.2.6。 

我們可以發現，圖 4.2.1、圖 4.2.2、圖 4.2.3、圖 4.2.4、圖 4.2.5 和圖 4.2.6，都屬於線對

稱的圖形，具有國小數學課本的相關性。 

 

 

 

 圖 4.2.1                             圖 4.2.2                            圖 4.2.3 

 

 

 

 

 

圖 4.2.4                          圖 4.2.5                             圖 4.2.6 

  

),...,,( 321 kuuuuu  ),...,,( 321 kvvvvv 
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例子 4.2.7.   (1)圖 4.2.1 是 0 維度超立方體。 

            (2)圖 4.2.2 是 1 維度的超立方體，其中有 2 個 0 維度超立方體，且互相以線段

相連。此時，圖 4.2.1 在圖 4.2.2 出現，圖 4.2.1 是圖 4.2.2.的子圖。 

            (3)圖 4.2.3 是 2 維度的超立方體，其中有 2 個 1 維度超立方體，且互相只有以 1

條線相連。圖 4.2.3、圖 4.2.4 和圖 4.2.5，3 個圖形均相同。此時，圖 4.2.2.

在圖 4.2.3 出現，圖 4.2.2 是圖 4.2.3.的子圖。 

            (4)圖 4.2.6 是 3 維度超立方體。此時，圖 4.2.3、圖 4.2.4 和圖 4.2.5 都是圖 4.2.6

的子圖。 

 

事實 4.2.8.  從 0 維度到 k 維度超立方體都是 1k 維度超立方體的子圖。 

 

演算方法 4.2.9. 取 2 個 k 維度超立方體構造第 1k 維度的方法。 

步驟一：取 2 個 k 維度超立方體。每個超立方體各有 k2 個頂點，每個頂點有 k 個邊，總共有
12  kk 條線段。如圖 4.2.10。 

步驟二：將步驟一的 2 個 k 維度超立方體間，各取 1 個頂點，設為頂點 ，另頂

點 ，只要兩點的距離 



k

i

ii vu
1

1 ，再連成一條直線。如圖 4.2.11。 

步驟三：在圖 4.2.11 中， 1k 維度超立方體中，選任意兩點，頂點 ),...,,( 1321  ksssss ，和頂

點 ),...,,( 1321  kttttt ，只要 





1

1
1

k

i

ii ts ，就會有一條線段相連，其餘，沒有線段相

連。 

 

 

 

 

          圖 4.2.10                                            圖 4.2.11 

 

也就是， 

 

由演算方法 4.2.9，構造出來的任意 2 個相異頂點，頂點 ),...,,( 1321  ksssss ，和頂點

),...,,( 1321  kttttt 。只要 







1

1
1

k

i

ii ts 。 

對於頂點 s和頂點 t的座標，只有 1 個不同，其餘，在 1k 維度的座標均相同。此時，不

同的座標，只有 2 個數值可以填入，0 或 1。於是， 

 

 

 

 

),...,,( 321 kuuuuu 

),...,,( 321 kvvvvv 
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事實 4.2.12.  2 個 k 維度超立方體構成 1 個 1k 維度超立方體，可以呈現對稱現象。 

 

    對 1k 維度超立方體的結構，由 2 個 k 維度超立方體所構成。此時，這 2 個 k 維度超立

方體自我相似。自我相似的特性，出現在第 56 屆國展國小數學科【神算】和第 57 屆國展國

小數學科【一直乘以 2】的作品。 

 

請注意， 

 

演算方法 4.2.9.和事實 4.2.12.增加超立方體開槍布局的困難。 

 

 

三、代碼問題 
 

在這個章節，我們嘗試，在每輪 kS 的情況下，對於 k 維度超立方體需要多少輪，提出討

論。因為，超立方體中每個頂點座標，只有 0 或 1。我們發現幾個有趣的代碼問體。 

 

事實 4.3.1. 當 0k ，超立方體，可以每個頂點以 0 或 1 的布局開槍，如圖 4.1.2，顯然，每

輪用 0 點不足夠。同時，需要 1 輪且 1 槍。 

 

事實 4.3.2.  當 1 維度超立方體如圖 4.1.3，顯然，每輪用 1 點不足夠。1 維度超立方體布局以

1 輪 2 次開槍。 

 

事實 4.3.3.  對於 2 維度超立方體如圖 4.1.4，顯然，每輪用 2 點不足夠。 

       2 維度超立方體布局以每輪 3 次開槍。 

           第 1 輪選代碼 00、代碼 01 和代碼 10。第 1 輪開槍後，代碼 00 頂點變成保證安

全點，移到代碼 11 的頂點。 

           第 2 輪選代碼 01、代碼 10 和代碼 11。 

           對於 2 維度超立方體，需要 2 輪，每輪各 3 槍。 

 

事實 4.3.4.  3 維度超立方體如圖 4.1.5，每輪使用 4 點是不夠。 

3 維度超立方體布局以每輪 5 次開槍。 

    第 1 輪，分 2 部份，屬於代碼 0**和代碼 1**。 

            屬於代碼 0**，選代碼 000、001 和 010，3 頂點， 3)3( F 。 

            屬於代碼 1**，選代碼 100 和 101，2 頂點， 2)2( F 。 

    第 2 輪，也是分成兩部份，屬於代碼 0**和代碼 1**。 

            此時，000 頂點屬於保證安全點，移到代碼 011 的頂點。 

            代碼 0**的部份，選代碼 001、010 和 011，3 個頂點。 

            代碼 1**的部份，選代碼 100 和 101，2 頂點。 

            第 2 輪後，代碼 000 和代碼 001 均成為保證安全點。 

    第 3 輪，也是分成兩部份，屬於代碼 0**和代碼 1**。 
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            屬於 0**的部份，選代碼 010 和 011，2 個頂點。 

            屬於 1**的部份，選代碼 100、101、110，三部份。 

            第 2 輪後，代碼 000、代碼 001 代碼 1000 均成為保證安全點。 

    第 4 輪，挑代碼 010、011、101、110 和 111 頂點，計 5 次開槍。  

 

3 維度超立方體，以代碼表示，如表 4.3.5 表示，有斜線關係。 

 

表 4.3.5 

第 1 輪 000 001 010 100 101 

第 2 輪 001 010 011 100 101 

第 3 輪 010 011 100 101 110 

第 4 輪 011 X 101 110 111 

 

3 維度超立方體的 4 輪，如圖 4.3.6 所示，各輪布局的搜查點。所繪的正方形，已經去除

代碼，兩個相連接的正方形線段也拿掉。圖 4.3.6 的數字，1 代表第 1 輪開槍點，2 代表第 2

輪開槍點，3 代表第 3 輪開槍點，4 代表第 4 輪開槍點。 

 

 

 

 

圖 4.3.6 

 

發現，圖 4.5.6 中，第 1 輪開槍點布局和第 4 輪開槍的布局現點對稱。 

                 第 2 輪開槍點布局和第 3 輪開槍布局呈現點對稱。 

 

4 維度超立方體，考慮開槍點的布局以 7 點布置。兩個相連接的正方形線段拿掉。圖 4.3.7

的數字，1 代表第 1 輪開槍點，圖 4.3.8 的 2 代表第 2 輪開槍點，圖 4.3.9 的 3 代表第 3 輪開

槍點。很顯然，圖 4.3.6 的(0000)在第 1 輪開槍之後，成為保證安全點。圖 4.3.8 是第 2 輪開

槍之後，再增加 1 個頂點和(0000)連通。姑且，以(0010)當作第 2 輪開槍後，新增的保證安全

點。當布署第 3 輪的開槍布局之後，無法再增加保證安全點。 

 

 

 

 

      圖 4.3.7                          圖 4.3.8                       圖 4.3.9 

發現 

    使用 7 次開槍不能夠滿足 4 維度超立方體   。            (4.3.10.) 

 

每輪布署的數量以 8 槍布局，總共 6 輪，保證抓到兔子，如表 4.3.11。 
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表 4.3.11 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

第 1 輪 0000 0001 0010 0011 0100 0101 1000 1001 

第 2 輪 0010 0011 0100 0101 0110 1000 1001 1010 

第 3 輪 0011 0100 0101 0110 1000 1001 1010 1100 

第 4 輪 0011 0101 0110 0111 1001 1010 1011 1100 

第 5 輪 0101 0110 0111 1001 1010 1011 1100 1101 

第 6 輪 0110 0111 1010 1011 1100 1101 1110 1111 

 

 

四、一種布局方法 

很顯然，0 維度超立方體，阻擋點的數量 10 S 。                         (4.4.1.) 

 

 

 

 

 圖 4.4.2          圖 4.4.3        圖 4.4.4            圖 4.4.5              圖 4.4.6 

 

圖 4.4.2 是 1 維度超立方體，1 條線段，兩個頂點，以直立排列。 

                   11
1

1

2
1 








CC 及 11

2
1 








TT 。 

1 維度超立方體阻擋點的數量， 211
2
1

1

2
11 

















TCS 。                   (4.4.7.) 

 

圖 4.4.3 是 2 維度超立方體，以變直立排列為
T),, 12(1 ，如圖 4.4.3。 

                           22
1

2

2
2 








CC  11

2
2 








TT 。 

2 維度超立方體阻擋點的數量， 312
2
2

2

2
22 

















TCS 。                   (4.4.8.) 

 

圖 4.4.5 是 3 維度超立方體，以直立排列為
T),,, 133(1 ，如圖 4.4.5。 
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                    取兩個中間的數字 3 和 3。如圖 4.4.5。 33
2

3

2
3 








CC 。 

                              2112
2
3 








TTT 。                   (4.4.9.) 

請注意， 

                                   1
2
2

2
2


T

。                          (4.4.10.) 

3 維度超立方體阻擋點的數量， 523
2
3

3

2
33 

















TCS 。                     (4.4.11.) 

 

 

五、四維超立方體 

 

2 個 3 維度超立方體變成 1 個 4 維度超立方體，如圖 4.5.1、圖 4.5.2、圖 4.5.3 及圖 4.5.4。

取最中間的部分如圖 4.5.5 及圖 4.5.6。 

 

 

 

 

圖 4.5.1             圖 4.5.2            圖 4.5.3                    圖 4.5.4 

 

 

 

           圖 4.5.5                                  圖 4.5.6 

加上代碼後如圖 4.5.7。取 64

2
4 








C ，有 6 個阻擋點如圖 4.5.8 的紅色代碼。 

 

 

 

 

          圖 4.5.7                                     圖 4.5.8 

 

另外取 2
2
4 








T 。2 個阻擋點如圖 4.5.9 的綠色。此時，保護圖 4.5.10 的藍色。 

此時，多出來一個阻擋點移到圖 4.5.11 的代碼 0010，保護圖 4.5.12 的 2 個新增的藍色代

碼 0110 和代碼 1010。  
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       圖 4.5.9                                      圖 4.5.10 

 

 

 

 

       圖 4.5.11                                     圖 4.5.12 

 

只要選圖 4.5.12 的藍色已保護點 1 個到圖 4.5.13 的代碼 0001。就可以保護圖 4.5.14 的 6

個全部藍色的點。 

 

 

 

      圖 4.5.13                                        圖 4.5.14 

 

     
011 T 。 22)1(12112  TT 。 

     

826
2
4

4

2
44 

















TCS 。 

 

 

六、五度超立方體 

5 維度超立方體，以直立排列為
T)1,5,10,10.5,(1 ，取兩個中間數字 10 和 10。 

              105
3

5

2
5 








CC 。 

              相關的圖形拆解成 3 個部分，如圖 4.6.1、圖 4.6.2 和圖 4.6.3。 

 

 

 

 

 

圖 4.6.1 
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圖 4.6.2 

 

 

 

 

圖 4.6.3 

      

          如圖 4.6.4，先開 4 槍如紅色，保護 1 個綠色，此時，綠色可以移到下 1 輪。 

      如圖 4.6.5，再開 5 槍如紅色，又保護 1 個綠色，共 2 個綠色可以移到下一輪。 

      如圖 4.6.6，再開 6 槍如紅色，又保護 1 個綠色，共 4 個綠色可以移到下一輪。 

      如圖 4.6.7，再開 7 槍如紅色，又保護 1 個綠色，共 5 個綠色可以移到下一輪。 

      如圖 4.6.8，再開 8 槍如紅色，又保護 2 個綠色，共 7 個綠色可以移到下一輪。 

      如圖 4.6.9，再開 8 槍如紅色，全部完成。 

      下面的圖形，紅色代表開槍點，藍色代表沒開槍點，綠色代表受保護點。 

 

 

 

圖 4.6.4 

 

 

 

 

圖 4.6.5 

 

 

 

圖 4.6.6 

 

 

 

圖 4.6.7 

 

 

 

圖 4.6.8 
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                                   圖 4.6.9 

其中， 

                     431)-(231)-( 23
2
5 








TTT 。 

                     





3

1

22
1

0
0

2
1

4
2

3 123
1124

i

i

i

i

CCCC
T 。 

                     43 T ，只需要 4 槍就可以。 

 

 

七、高維度的超立方體 

 

6 維度超立方體，以直立排列為
T),,,,,, 161520156(1 ， 

                取兩個中間最大的數字 15 和 10。 206
3

6

2
6 








CC 。 

            分上層分解為 15，再拆成 10、5，如圖 4.7.1 甲和乙。 

              下層相對應 20，再拆成 10、10，如圖 4.7.1 甲和乙。 

              上層 10 對應下層 10，就是 43 T ，如圖 4.7.1 丙。 

                  上層 5 對應下層 10，因為，5<10，另一邊的 10 可以轉擋圖 4.7.1 丙的上

層 5 對應的下層 10，不計算。 

               採用由右到左的逐步計算， 3
2
6 TT 








。 

 

 

 

圖 4.7.1 
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                                 431)-(231)-( 23
2
6 








TTT 。       

6 維度超立方體阻擋點的數量， 24420
2
6

6

2
66 

















TCS 。 

 

7 維度超立方體的數列以直立排列
T)1,7,21,35,35,21,7,(1 ， 357

2
7 








C ， 

                          取
T)1,7,21,35,35,21,7,(1 中最大 2 個數值 35 和 35。 

                          分成 2 層；如圖 4.7.2 的變化。 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      圖 4.7.2 

 

                             採用由右到左的逐步計算，如圖 4.7.2 的戊。 

                        94)13()1()2( 234  TTT 。              

                                   
4

5
6
3

34
C

TT  。 

                                  





4

1

22
1

0
0

2
1

4
2

6
3

4 1234
9

i

i

i

i

CCCCC
T   

7 維度超立方體阻擋點的數量， 44935
2
7

7

2
77 

















TCS 。 

8 維度超立方體，數列以直立排列
T)1,8,28,56,70,65,82,8,(1 ， 70C8

2
8 








。如圖 4.7.3。 

 

 

 

圖 4.7.3 
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此時， 

8 維度超立方體阻擋點的數量， 79970
2
8

8

2
88 

















TCS 。 

 

 

八、每輪開槍次數的一般式 

依照題目 1.1.1.，每一輪最少要同時對幾個頂點進行開槍?這是一個效率問題。但是，我

們在研究足球的演算方法 3.2.5.，發現開槍點的佈置需要通過所研究物體的最大周長，方可達

成圍堵的效果。找不出最優解，所以先求解，而無法去確定它是最優解。 

 

事實 4.8.1.  已知 10 S ， 21 S ， 32 S ， 53 S ， 246 S ， 447 S ， 798 S 。 

 

性質 4.8.2.  針對 k 維度超立方體，組合數

)!
2

()!
2

(

!

2



























 kk
k

k
C k

k 。 

[證明](1)奇數 k 時，以距離頂點(000…000)是 






 










2
1

2
kk

的頂點，其數量有 k

k

k

k
CC








 










2
1

2

個。最  

多的數量必須要超過 k

k

k

k
CC








 










2
1

2

開槍點，如圖 4.8.3 紅色部分。 

      (2)偶數 k 時，以距離頂點(000…000)是 
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開槍點，如圖 4.8.4 紅色部分。 

 

 

 

            圖 4.8.3                                         圖 4.8.4          □ 

 

    考慮第 14 頁的圖 4.2.10 及圖 4.2.11。我們從另一個角度思考，如圖 4.8.5 及圖 4.8.6。假

設 k 維度採用組合數及文字字串，如圖 4.8.5。則， 1k 維度是由 2 個 k 維度所構成如圖 4.8.6。

如此，計算 1k 維度的 1kS ，先拆解文字字串，複製兩個文字字串，再組合，如圖 4.8.7。 
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圖 4.8.5                     圖 4.8.6                              圖 4.8.7 

 

請注意， k 維度超立方體，文字字串的生成變化。 

 

2      生成 32T ， 32T =(2-1)+3=4= 3T 。                                       (4.8.8.) 

       式子 4.8.8 的想法，如圖 4.8.9、圖 4.8.10 及圖 4.8.11。 

 

 

 

 

         圖 4.8.9                        圖 4.8.10                         圖 4.8.11 

32T     生成 3423TT ， 423 94)13()12()24(34 TTT                  (4.8.12.) 

 

        式子 4.8.12 的想法如圖 4.8.13、圖 4.8.14 和圖 4.8.15。 

 

 

 
 

         圖 4.8.13                     圖 4.8.14                       圖 4.8.15 

3423TT  生成 34534 2234 TTTT  

         34534 2234 TTTT  

        
523

5)14()13()12()24()13()12()24()49(
T


 

發現 。 65 6T  

考慮生成關係如圖 4.8.16。 
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圖 4.8.16 

得到 

),( nma 的數值如表 4.8.17，和 ),( nmb 如表 4.8.18 的數值，交互運算。 

表 4.8.17 ),( nma 的數值 

文字字串 2T  3T  4T  5T  6T  7T  8T  9T  

3T  1 0 0 0 0 0 0 0 

4T  1 1 0 0 0 0 0 0 

5T  2 1 1 0 0 0 0 0 

6T  5 2 1 1 0 0 0 0 

7T  14 5 2 1 1 0 0 0 

8T  42 14 5 2 1 1 0 0 

9T  132 42 14 5 2 1 1 0 

10T  429 132 42 14 5 2 1 1 

 

表 4.8.18 ),( nmb 的數值 

文字字串 3 4 5 6 7 8 9 10 

3T  1 0 0 0 0 0 0 0 

4T  1 1 0 0 0 0 0 0 

5T  2 2 1 0 0 0 0 0 

6T  2 2 3 1 0 0 0 0 

7T  14 14 9 4 1 0 0 0 

8T  42 42 28 14 5 1 0 0 

9T  132 132 90 48 20 6 1 0 

10T  429 429 297 165 75 27 7 1 
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其中， 

(1) 3T = 2T 3。表 4.8.17 和表 4.8.18， )1,1(a =1 表示 1 個 2T ； 1)1,1( b 表示 1 個 3。 

(2) 5T = 34534 2234 TTTT 。 

(3)表 4.8.17 )1,3(a =2 表示 2 個 2T 。 )2,3(a =1 表示 1 個 3T 。 )3,3(a =1 表示 1 個 4T 。 

(4)表 4.8.18 )1,3(b =2 表示 2 個 3。 )2,3(b =2 表示 2 個 4。 )3,3(b =1 表示 1 個 5。 

          1)1,1( b 。 1,0),1(  nnb 。 1),( nnb 。 0),( nmb , nm  。 

              nnnb  ),1( 。 





1

),1(),(
i

nmbnmb                          

發現， 

 

    11 T , 22 T , 43 T , 94 T , 235 T , 656 T , 1977 T , 6268 T ,  20569 T ,  691810 T 。 

 

得到一組數列，(1,2,4,9,23,65,197,626,2056,6918)輸入數列大全[11]，得到 Partial sums of 

Catalan numbers (A000108)。 

 

超立方體的開槍點數量， nT 和卡特蘭數有關。                (4.8.19.) 

請思考， 

 

性質 4.8.20.  12 k 維度超立方體最中間 2 層之下層及 k2 維度超立方體最中間的一層由下.往

上，距離是 1 的數量是 k 。 

 

[證明](1)0 維度超立方體，1 個頂點， 00 T 。 

     (2)1 維度超立方體，2 個頂點，1 條線段， 11 T 。 

     (3)2 維度超立方體，給定中間的 1 個頂點，只有 1 條， 11 T 。 

     (4)3 維度超立方體，給定中間頂點，有 2 條線段， 22 T 。 

     (5)奇數 12 k 維度超立方體，最中間有相同數量的 2 層，
1212

1


  k

k

k

k CC 。 

                     下一層代碼有 1k 個 0， k 個 1。 

                     上一層代碼有 k 個 0， 1k 個 1。 

                     給定下一層特定點走向上一層，距離是 1 的有 k 個。 

     (6)偶數 k2 維度超立方體，最中間數量最大是
k

kC 2
當下一層；上一層

k

kC 2
。 

                下一層代碼有 k 個 0， k 個 1。 

                     上一層代碼有 k 個 0， 1k 個 1。 

                     給定下一層特定點走向上一層，距離是 1 的有 k 個。      □ 

 

推理 4.8.21.  當 121  kn ， kn 22  ，


















22
21 nn

TT 。 
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上述得到文字字串， 

 

nT 生成 1nT ， 2n ，此時， )1(1  nTT nn ， )1( n 是一個文字字串。        (4.8.22.) 

     n生成 )1(...3452 nT 。此時， 2n 和 )1( n 都是一個文字字串。            (4.8.23.) 

 

例子 4.8.24.  422 T 。 12 3
2  C 。 

            9323 T 。 132 4
2  C 。 

            23432324 T 。 132 4
2  C 。 1432 5

2  C 。 

            65543243232432325 T 。 

            此時， 132 4
2  C 。 1432 5

2  C 。 15432 6
2  C 。 

            也就是， 6511111 6
2

5
2

4
2

5
2

4
25  CCCCCT 。 

此時， 







n

i

i

i
n

i

C
T

1

22
1 。                           (4.8.25.) 

在這個研究， 

               


















22
k

k

kk TCS 。                            (4.8.26.) 

 

 

九、在每輪開 kS 槍下，需要開幾輪數的問題 

已知， 10 S ， 10 J 。 21 S ， 11 J 。 32 S ， 22 J 。 53 S ， 43 J 。 

 

事實 4.9.1.  3 維度超立方體， 53 =S ，需要開槍 4 輪。 

           第 1 輪和第 4 輪及第 2 輪和第 3 輪的布局呈對稱。 

 

事實 4.9.2.  4 維度超立方體， 84 =S ， 64 J 。 

          第 1 輪和第 6 輪的布局呈現對稱。 

          第 2 輪和第 5 輪的布局呈現點對稱。 

          第 3 輪和第 4 輪的布局呈現點對稱。 

          如圖 4.9.3。綠色代表安全點，黑色代表開槍點。 

 

 

 

 

                                  圖 4.9.3 
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猜想 4.9.4.  若 k 維度超立方體需要 kS 情況下，需要開槍 kJ 輪，且 kJ 是偶數，則 

           第 i輪和第 kJ - 1i 輪的開槍布局呈點對稱。 

           

針對猜想 4.9.3.，本研究從新計算各維度最有效率的開槍布局。此時，各維度每輪開槍數

是 kS 。但是，有時候 k 維度的若干開槍數是小於 kS 。 

 

0 維度是 1 個頂點，需要 1 輪，每 1 輪 1 槍。 

 

1 維度是 2 個頂點，需要 1 輪，每 1 輪 2 槍。 

 

2 維度是 4 個頂點，需要 2 輪。第 1 輪 3 槍。 

                            第 2 輪 3 槍。 

                            第 1 輪開槍數和第 2 輪開槍數相同，開槍數是對稱。 

 

3 維度是 8 個頂點，需要 4 輪。第 1 輪可以 4 槍， 354 S 。 

                            第 2 輪要 5 槍， 35 S 。 

                            第 3 輪要 5 槍， 35 S 。 

                            第 4 輪只要 4 槍， 354 S 。 

                            第 1 輪開槍數和第 4 輪開槍數相同，開槍數是對稱。 

                            第 2 輪開槍數和第 3 輪開槍數相同，開槍數是對稱。 

 

再觀察 4 維度是 16 個頂點，需要 6 輪， 84 S 槍。 

                         第 1 輪需要 84 S 槍。 

                         第 2 輪需要 84 S 槍。 

                         第 3 輪需要 84 S 槍。 

                         第 4 輪需要 84 S 槍。 

                         第 5 輪需要 84 S 槍。 

                         第 6 輪需要 84 S 槍。 

考慮 224  ， 

 

4 維度的每輪均是 84 S ，再比較 2 維度每輪均是 32 S 。 

 

設計電腦偵測程式， 

如表 4.9.5 及表 4.9.6。表 4.9.5 提供每輪的槍數及每輪後的危險點數量，提供給表 4.9.6。 

                                    表 4.9.5 

每輪槍數 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

危險點 8 8 8 8 7 7 6 4 0 
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                                    表 4.9.6 

每輪槍數 總共幾輪 每輪變化           

5 4 7  0 0 0 0 0 7 0 0 0 

  6  0 0 0 0 0 0 6 0 0 

  4  0 0 0 0 0 0 0 4 0 

  0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

得到 

     10 S ， 10 J 。 21 S ， 11 J 。 32 S ， 22 J 。 53 S ， 43 J 。 84 S ， 64 J 。 145 S ，

105 J 。 246 S ， 186 J 。將(1，1，2，4，6，10，18)輸入數列大全，得到 A203175[12]。 

 

也就是，數列大全的 A203175 告訴我們 

 

猜想 4.9.7.  kJ
 具有存在性。 

 

猜想 4.9.8. kJ  具有唯一性，因為，(1，1，2，4，6，10，18)到目前只有一個結果，A203175。 

 

猜想 4.9.9. kJ
 所形成的數列，只有前兩項 1，1 是奇數，A203175 的第 3 項開始都是偶數。 

 

猜想 4.9.10.  對於超立方體的開槍布局，都是呈現線對稱。 

 

猜想 4.6.11.  31 2   kkk JJJ 。 

 

 

 

伍、結論 

(1)正多面體，如表 5.1.1。表 5.1.1 如 p8 的表 3.1.15。 

表 5.1.1 

正多面體 每輪要多少個開槍點 總共多少輪數 浪費的開槍數 

正四面體 4 1 0 

正六面體 5 4 1 

正八面體 5 2 0 

正十二面體 7 10 3 

正二十面體 7 6 1 

 

(2)足球，60 個點，90 條線，60 個面，每輪要 11 個開槍點，共 37 輪。 
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(3) k 維度超立方體的阻擋點，


















22
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k

kk TCS 。 

  其中，
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作品海報 

【評語】080406  

從一個有趣又有深度的數學問題出發，探討如何布局（每輪幾

槍、最少幾輪）才能獵到藏在正立方體某一頂點處的兔子，並將情

境延伸到不同類別的形體，包括正多面體、2n面體與足球。作者

從足球獲得的解題經驗，進一步挑戰更高層次的超立方體，透過作

者在現場清晰的表達能力，能將重要觀念與關鍵處說明清楚，值得

讚賞。 

E:\中小科展_58屆\排版\080406-評語 

 



壹、 前言 

題目 1.1. 兔子甲藏在正立方體的八個頂點之一。每一輪，獵人乙選擇一些頂點，並同時對這些頂點開槍。如果這些頂

點之一有兔子甲，獵人乙就獵到兔子甲了。否則兔子甲在獵人乙下一輪開槍之前可以移動到相鄰的頂點，也可以選擇停

在原地不動。 

獵人乙在開槍之前不知道兔子甲在哪裡，也不知道兔子甲有沒有移動。如果獵人乙每輪開槍的頂點數要一樣多，聰明的

讀者，請問要保證可以獵到兔子甲，每一輪最少要同時對幾個頂點開槍?至少要開槍幾輪? 

另一隻兔子丙的窩互相連結的形狀長得像是正八面體骨架。聰明的讀者，請問如果獵人乙要保證可以獵到兔子丙，每一

輪最少要同時對幾個頂點開槍?至少要開槍幾輪?  

符號 1.2.  kS ： k 維度超立方體，依題目 1.1.，每輪 kS 次開槍可以保證抓到兔子。 

符號 1.3.  kJ ： k 維度超立方體，依題目 1.1.，每輪 kS 次開槍布局下，需要 kJ 輪。 

符號 1.4.  nT ： 12 n 維度和 n2 維度超立方體的文字字串。 

符號 1.5.  nT ：計算 12 n 維度和 n2 維度超立方體的文字字串 nT 代表的數值。 

例子 1.6.  若這次開槍，取圖 1.7 中的頂點 13,14,15,16,17,18, 19,20,21,22， 

共 10 個頂點。暫時安全點為頂點 13,14,15,16,17,18。 

保證安全點為頂點 19,20,21,22。                                                        圖 1.7 

原則 1.8. 對暫時安全點，我們必須要擺阻擋點，保證安全點不需要開槍。 

貳、研究目的 

本研究的目的，探討正多面體、足球和 k 維度超立方體，每輪最少開幾槍，「保證」可以獵到兔子，同時，在保證可以

獵到兔子的情況下，需要開槍幾輪? 

參、研究流程圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.1 研究流程圖 

 

肆、 研究結果 

一、 正多面體與足球 

   結果 4.1.1. 正多面體的結果，如表 4.1.2。 

表 4.1.2 

正多面體 每輪要多少個開槍點 總共多少輪數 浪費的開槍數 

正四面體 4 1 0 

正六面體 5 4 1 

正八面體 5 2 0 

正十二面體 7 10 3 

正二十面體 7 6 1 
 

結果 4.1.2. 足球，60 個點，90 條線，32 個面，每輪要 11 個開槍點，共 37 輪。 

策略 4.1.3. 本研究的靈感來自於足球的研究。如圖 4.1.4 的變化。 

  

圖 4.1.4 
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二、超立方體的建構 

定義 4.2.1.  k 維度超立方體，有 k2 個頂點，每個頂點有 k 個邊，總共有 12  kk 條線段。此時， k 為非負整數。如圖 4.2.2 的 0 維、圖

4.2.3 的 1 維、圖 4.2.4 的 2 維、圖 4.2.5 的 3 維及圖 4.2.6 的 4 維。 

 
圖 4.2.2 

 
圖 4.2.3 

 
圖 4.2.4 

 
圖 4.2.5 

 
圖 4.2.6 

性質 4.2.7. 在 k 維度超立方體，任選一點當基準點均相同。 

定義 4.2.8. 設 k 維度超立方體 2 個相異頂點，頂點 ),...,,( 321 kuuuuu  ，相異頂點 ),...,,( 321 kvvvvv  ，則有 k 維度超立方體，任意兩相異頂

點距離，
1

1
k

i i

i

d u v k


    ， ki  1 。 

三、超立方體的對稱和自我相似與生成 

 
圖 4.3.1 

 
圖 4.3.2 

 
圖 4.3.3 

 
圖 4.3.4 

 
圖 4.3.5 

 
圖 4.3.6 

超立方體是對稱且自我相似。如圖 4.3.1 是 0 維度超立方體；圖 4.3.2 是 1 維度超立方體；圖 4.3.3、

圖 4.3.4、圖 4.3.5 都是 2 維度超立方體；圖 4.3.6 是 3 維度超立方體。維度越高變得越複雜。圖

4.3.7 是兩個 k 維度超立方體。在圖 4.3.8 中， 1k 維度超立方體中，選任意相異兩點，頂點

),...,,( 1321  ksssss ，和頂點 ),...,,( 1321  kttttt ，只要 





1

1

1
k

i

ii ts ，就會有一條線段相連，其餘，

沒有線段相連。如圖 4.3.8。此時，圖 4.3.7 及圖 4.3.8，增加尋找 kS 及 kJ 的困難度。 

 

圖 4.3.7 

 

圖 4.3.8 

四、超立方體的一種布局方式 

很顯然，0 維度超立方體，阻擋點的數量 10 S 。  

    1 維度超立方體，1 條線段，兩個頂點，以直立排列。 11
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    2 維度超立方體， 22
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    3 維度超立方體， 33
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將 2 個 3 維度超立方體複製成 1 個 4 維度超立方體。此時，成為巴斯卡三角形，取兩個中間數字第二列的 4 和第三列的 6 連接。互作

作用，產生相連的線段如圖 4.4.1。在圖 4.4.2 下面一行的紅色點開槍，下面一行藍色點不開槍，則保護上面一行綠色點。接著可以移動開

槍點，如圖 4.4.3，下面一行只有一點不開槍如紅色點，5 個紅色點開槍，此時，產生兩個綠點已經被保護。最後，下面一行全部開槍，如

圖 4.4.4，此時，可以保護上面的 4 個綠色的點。 

如此，
k
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          圖 4.4.1 

 

                                                                                   

 

 

 

 

      圖 4.4.2                      圖 4.4.3                     圖 4.4.4                             

五、超立方體每輪開槍布局的一般式 

事實 4.5.1.  已知 10 S ， 21 S ， 32 S ， 53 S ， 246 S ， 447 S ， 798 S 。 

性質 4.5.2.  針對 k 維度超立方體，組合數
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我們從另一個角度思考，假設 k 維度採用組合數及文字字串，則 1k 維度是由 2 個 k 維度所構成。如此，計算 1k 維度的 1kS ，先拆解文

字字串，複製兩個文字字串，再組合。請注意， k 維度超立方體，文字字串的生成變化。 

2      生成 32T ， 32T =(2-1)+3=4= 3T 。想法，如圖 4.5.3、圖 4.5.4 及圖 4.5.5。 

 

圖 4.5.3 

 

圖 4.5.4 

 

圖 4.5.5 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.5.6 



如此， nT 生成 1nT ， 2n ，此時， )1(1  nTT nn ， )1( n 是一個文字字串。                               (4.5.7.) 

      n生成 )1(...3452 nT 。此時， 2n 和 )1( n 都是一個文字字串。                                  (4.5.8.) 

得到表 4.5.9 和表 4.5.10。 

表 4.5.9 

文字

字串 2T  
3T  

4T  
5T  

6T  
7T  

8T  
9T  

3T  1 0 0 0 0 0 0 0 

4T  1 1 0 0 0 0 0 0 

5T  2 1 1 0 0 0 0 0 

6T  5 2 1 1 0 0 0 0 

7T  14 5 2 1 1 0 0 0 

8T  42 14 5 2 1 1 0 0 

9T  132 42 14 5 2 1 1 0 

10T  429 132 42 14 5 2 1 1 
 

表 4.5.10 

文字

字串 
3 4 5 6 7 8 9 10 

3T  1 0 0 0 0 0 0 0 

4T  1 1 0 0 0 0 0 0 

5T  2 2 1 0 0 0 0 0 

6T  2 2 3 1 0 0 0 0 

7T  14 14 9 4 1 0 0 0 

8T  42 42 28 14 5 1 0 0 

9T  132 132 90 48 20 6 1 0 

10T  429 429 297 165 75 27 7 1 
 

得到 

11 T , 22 T , 43 T , 94 T , 235 T , 656 T , 1977 T , 6268 T ,  20569 T ,  691810 T 。 

得到一組數列， (1,2,4,9,23,65,197,626,2056,6918)輸入數列大全，得到卡特蘭數。如此， 
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六、 超立方體的輪數問題 
 

已知， 10 S ， 10 J 。 21 S ， 11 J 。 32 S ， 22 J 。 53 S ， 43 J 。 84 S ， 64 J 。 145 S ， 105 J 。 

設計電腦偵測程式，如表 4.6.1 及表 4.6.2。表 4.6.1 提供每輪的槍數及每輪後的危險點數量，提供給表 4.6.2。 

表 4.6.1 

每輪槍數

危險點 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 

8 8 8 8 7 7 6 4 0 

表 4.6.2 

每輪槍數 總共幾輪 每輪變化           

5 4 7  0 0 0 0 0 7 0 0 0 

  6  0 0 0 0 0 0 6 0 0 

  4  0 0 0 0 0 0 0 4 0 

  0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 
 

事實 4.6.3.  3 維度超立方體， 53 =S ，需要開槍 4 輪。第 1 輪和第 4 輪及第 2 輪和第 3 輪的布局呈對稱。 

事實 4.6.4.  4 維度超立方體， 84 =S ， 64 J 。第 1 輪和第 6 輪的布局呈現對稱。第 2 輪和第 5 輪的布局呈現點對稱。 

           第 3 輪和第 4 輪的布局呈現點對稱。如圖 4.6.5。綠色代表安全點，黑色代表開槍點。 

 
圖 4.6.5 

此時， 

        我們知道 246 S ， 186 J 。將(1，1，2，4，6，10，18)輸入數列大全，得到 A203175。 

得到 

猜想 4.6.7.  kJ
 
所形成的數列，只有前兩項 1，1 是奇數，A203175 的第 3 項開始都是偶數。 

猜想 4.6.8.  對於超立方體的開槍布局，都是呈現線對稱。 

猜想 4.6.9.  31 2   kkk JJJ 。 

 

伍、未來展望找 

 

我們要朝 kk JS 和 之間的對射研究。 

猜想 5.1.  每一個維度都有一個每輪槍數等於下一輪危險點數量的不動點。 
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