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摘要 

    圓周上相異 n個點，將圓周分割成 n段弧，每次每個點沿逆時針方向變換成與下一點所

成弧之中點，若某點經m次變換後回到初始點，則m 的最小值以及m 的所有可能值為何？我

們發現，m的最小值為 2n 。更進一步發現，m的充要條件為 2m n  且 1, , 1m kn kn kn   ，

其中 k 為正奇數。接著，我們將問題一般化，圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下

一點所成弧之 :p q 處，若某點經m次變換後回到初始點，則m的最小值以及m 的所有可能值

為何？同時，我們也針對 n個點具特殊初始位置座標來研究其回歸性質。 
 

壹、研究動機 

    第 27 屆環球城市數學競賽試題中，有一個關於圓周上跳躍問題：「12 隻蚱蜢處於圓周上

的不同點，牠們將圓周分割成 12 段弧，每步每隻蚱蜢同時沿順時針方向跳到以牠為端點的弧

之中點，得到新的 12 段弧，繼續這樣的跳步，則是否能在 12 步後至少有一隻蚱蜢回到初始

點？」我們對這樣的回歸性質感到好奇，便展開一連串的研究。 
 

貳、研究目的 

一、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變換數。 

二、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可能變換數。 

三、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q 處，求某點回歸的最小變換數。 

四、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q 處，求某點回歸的所有可能變換數。 

五、圓周上相異 n個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。 
 

參、研究器材 

    紙、筆、電腦、GeoGebra、Mathematica、C++ 
 

肆、研究過程與方法 

研究架構： 

 

 

 

 

 

 

 

最小變換數 
中點 

所有可能變換數 

研究一：定理 1.2 

研究二：定理 2.1 

特殊初始位置座標 等分點 線對稱排列 週期性排列 

固定n ,k 值，求
q

p
所滿足的範圍。 研究三：定理 3.3 

所有可能變換數 研究四：定理 4.3 

研究四：定理 4.4 

 

推廣 

:p q 處 

固定 n ,
q

p
值，求 k 值。 研究三：定理 3.2 

最小變換數 

研究五：定理 5.1 研究四：引理 4.1 研究五：定理 5.2 



 2 

說明：為了方便以極座標撰寫程式，我們將n隻蚱蜢改成以逆時針方向排序在圓周上，並以 

       逆時針方向跳躍。同時，將此跳躍問題轉化成數學問題：「圓周上相異 n個點，沿逆時 

       針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點經m次變換後回到初始點，求m 的最小值。」 

 

文獻探討：對於圓周上的跳躍問題，我們搜尋了許多資料，目前尚未有人有相關問題探討。 

           文獻[2]為我們針對特殊初始位置的回歸問題之研究，而此篇作品，主要是針對 

           任意初始位置的回歸問題作延伸探討。 

 

符號與名詞定義： 

【定義一】圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，將圓周展開成以 0P 為起始點的射線，以 

          0P 為原點，單位長為 1 圓周長，若 0 1 1, , , nA A A  為 0 1 1, , , nP P P  在此射線上的座標， 

          則稱 0 1 1, , , nA A A  為 0 1 1, , , nP P P  之位置座標。（如下圖） 

 

 

【定義二】定義數列 iA ， iA 為點 iP 的初始位置座標且滿足  1, 0i n iA A i N      。其中 

          位置座標差為整數的任意兩個點在圓周上重合。 

 
【定義三】圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處， 

          稱為一次變換。設點 iP 的初始位置座標為 iA ， iP 變換 r 次後的點之位置坐標為 

          ( )iA r ，其中 (0)i iA A 。由分點公式知， 1( ) ( )
( 1) i i

i

qA r pA r
A r

p q


 


。（下左圖） 

 

 

 

【定義四】若某點經變換 r 次後回到初始位置，則稱此點變換 r 次後回歸。 

【定義五】設點 iP 變換 r 次後的點之位置坐標為 ( )iA r ，若 ( )iA r 的所有可能值之範圍為開區間 

          ( , )r rL U ，稱 rL 為 ( )iA r 的最小極端值， rU 為 ( )iA r 的最大極端值。（如上右圖） 

【解題技巧】 

  

0 ( )A r 的 ( , )r rL U 含整數點 0P 可能回歸 0 ( )A r 的 ( , )r rL U 不含整數點 0P 不可能回歸 
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研究一：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變換數。 

一、推導 iP 變換 r 次後的點之位置坐標 ( )iA r 之公式：（由定義三知： 1( ) ( )
( 1)

2

i i
i

A r A r
A r 

  ） 

以 3n  來觀察：設圓周上相異三個點 0 1 2, ,P P P ，其初始位置座標 0 1 2, ,A A A 。 

(1)1 次變換： 0 1 0 1
0

(0) (0)
(1)

2 2

A A A A
A

 
  ；同理 1 2

1(1)
2

A A
A


 ； 2 3

2 (1)
2

A A
A


 。 

(2)2 次變換：  

0 1 1 2

0 1
0 0 1 2

(1) (1) 12 2(2) 2
2 2 4

A A A A
A A

A A A A

 



      

            同理  1 1 2 3

1
(2) 2

4
A A A A   ；  2 2 3 4

1
(2) 2

4
A A A A   。 

(3)3 次變換：
   

 
0 1 2 1 2 3

0 1
0 0 1 2 3

1 1
2 2

(2) (2) 14 4(3) 3 3
2 2 8

A A A A A A
A A

A A A A A

    


       

            同理  1 1 2 3 4

1
(3) 3 3

8
A A A A A    ；  2 2 3 4 5

1
(3) 3 3

8
A A A A A    。 

(4) 4 次變換：       

   
 

0 1 2 3 1 2 3 4
0 1

0 0 1 2 3 4

1 1
3 3 3 3

(3) (3) 18 8(4) 4 6 4
2 2 16

A A A A A A A A
A A

A A A A A A

      


      

同理  1 1 2 3 4 5

1
(4) 4 6 4

16
A A A A A A     ；  2 2 3 4 5 6

1
(4) 4 6 4

16
A A A A A A     。 

由以上可觀察出以下公式： 

定理 1.1：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，其初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ，沿逆時針方          

向變換成與下一點所成弧之中點處，若 iP 變換 r 次後的點之位置坐標為 ( )iA r ，則

 0 1 1 2 2

0

1 1
( )

2 2

r
r r r r r

i i i i r i r k i kr r
k

A r C A C A C A C A C A   



       。 

【證明】 

  (1)當 1r  時，  1 1

0 1 11

1
(1)

2
i i iA C A C A   原式成立。 

(2)假設 r t 時原式成立，即  0 1 1 2 2

1
( )

2

t t t t

i i i i t i tt
A t C A C A C A C A        

則 1r t  時 

1( ) ( )
( 1)

2

i i
i

A t A t
A t 

   

    

   

     
1 1

1 1 1
0 1

1 2

0 1 1 2 2 0 1 1 2 2 3 1

0 1 0 1 2 1 2 1 11

1 1 1

2 2 2

1

2
t t

t t t
t

t

t t t t t t t t

i i i t i t i i i t i tt t

t t t t t t t t

i i i t t i t t i tt

C CC C C

C A C A C A C A C A C A C A C A

C A C C A C C A C C A C A
 

  


       

     

 
          

 



        

 1 1 1 1

0 1 1 2 2 1 11

1

2

t t t t

i i i t i tt
C A C A C A C A   

    


 
 
  

    

           

   由(1)(2)及數學歸納法得證。█     註 ：巴斯卡公式： 1

1

n n n

k k kC C C

  。 
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說明：由 0 ( )A r 的通式可觀察到，對於某個固定值 r ，初始位置座標 0 1 1, , , nA A A  為滿足 

      0 1 10 1nA A A      的任意實數，取 0 0A  且 1 1 0nA A    時，可得 0 ( )A r 的最 

      小極端值 rL ，取 0 0A  且 1 1 1nA A    時，可得 0 ( )A r 的最大極端值 rU ，若任取一 

      實數  ,r rt L U ，則必存在一組初始位置座標 0 1 1, , , nA A A  ，使得 0 ( )A r t 。 

 

二、解決原始問題： 

問題：12 隻蚱蜢處於圓周上的不同點，牠們將圓周分割成 12 段弧，每步每隻蚱蜢同時沿逆 

時針方向跳到以牠為端點的弧之中點，得到新的 12 段弧，繼續這樣的跳步，則是否能 

在 12 步後至少有一隻蚱蜢回到初始點？ 

【解】沒有任何一隻蚱蜢可以經由跳躍 12 步後回到初始點！ 

        (事實上，跳躍 1~12 步皆不存在任何蚱蜢可以回歸。)  

  

【直觀證明】 

    若 12 隻蚱蜢為 0 1 11, , ,P P P ，不妨假設 0P 經過跳躍 12 步後回歸。 

    令 0P 的初始位置為O 點，則可觀察到以下性質： 

  （一）每次跳躍後， 0 1 11, , ,P P P 之次序皆不改變。 

  （二）若 0P 在跳躍 12 步後回到O點，則 1 2 11, , ,P P P 每隻會至少越過或踩上O點 1 次。 

  （三）每跳躍 1 步，至多 1 隻蚱蜢會越過或踩上O點。 

  （四）第一步跳躍時，無任何蚱蜢會越過或踩上O 點。 

    由（三）（四）可推得，跳躍 12 次後至多 11 隻蚱蜢越過或踩上O 點。   

    然而由（二）知，跳躍 12 步後，12 隻蚱蜢皆各越過或踩上O點一次，因此矛盾！ 
 
【代數證明】 

    令 0 1 11, , ,P P P 之初始位置座標為 0 1 11, , ,A A A ，顯然 0 1 110 1A A A      

    不妨觀察 0P 的回歸情形。由定理 1.1 的公式知： 

    12 12 12 12 12

0 0 0 1 1 2 2 11 11 12 1212

10

1
(12)

2
A C A C A C A C A C A

 
      

 
 

 

     取 0 0A  且 1 11 1A A   ， 

     0 (12)A 有最大極端值  
12

12 12 12 12

12 1 2 11 1212 12

1 2
1

2 2
U C C C C        

     即 0P 跳躍 12 步後仍在第一圈內，因此不可能回歸。▓ 

 

延伸：若存在某隻蚱蜢跳躍m次後回到初始點，則m 的最小值為何？ 

      

1

13 13 13 13 13 13

0 0 0 1 1 2 2 11 11 12 12 13 1313

10 1

1
(13)

2
A

A C A C A C A C A C A C A



 
       
 
 

 

      取 0 0A  且 1 11 1A A   ， 

      0 (13)A 有最大極端值
13 13
0 13

13
13 13 13 13

13 1 2 12 1313 13

1 2
2 1

2 2
C C

U C C C C



 
       
 
 

 

      即 0P 跳躍 13 步後仍在第一圈內，因此不可能回歸。 
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21

14 14 14 14 14 14 14

0 0 0 1 1 2 2 11 11 12 12 13 13 14 1414

1 10 1

1
(14)

2
AA

A C A C A C A C A C A C A C A



 
        
 
 

             

      取 0 0A  且 1 11 0A A   ， 0 (14)A 有最小極端值  14 14 14

14 12 13 1414

1 106
1

2 16384
L C C C      

      取 0 0A  且 1 11 1A A   ， 0 (14)A 有最大極端值 

       
14 14
0 14

14 14 14 14 14 14 14

14 1 2 11 12 13 1414 14

1 1 16398
2 2 2 14 1

2 2 16384
C C

U C C C C C C



 
           
 
 

 

      由 0 ( )A r 之公式可知，當 14r  ，適當的取 0 1 2 11, , , ,A A A A 之值，可使得 0 (14) 1A  。 

      也就是說，若 0P 變換m 次後回歸，則m 的最小值為 14。 

推論：圓周上相異 n個點，若某點變換m 次後回歸，則m的最小值為 2n 。 

定理 1.2：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點變換m 次 

         後回歸，則m的最小值為 2n 。若已知某點在變換 2n 次後回歸，則當 3n   

         時，此點為唯一回歸的點；當 2n  時，n個點同時回歸。 

【證明】 

（第一部分）證明m的最小值為 2n 。 

     設圓周上相異 n個點 0 1 1, , , nP P P  之初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ， 

     其中 0 1 10 1nA A A      ，不妨觀察 0P 的回歸情形。由定理 1.1 之公式知： 

     

1

1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 2 2 1 11

0 1 1

1
( 1)

2

n n n n n

n n n nn

A

A n C A C A C A C A C A    

 



 
       
 
 

 

     取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 

     0 ( 1)A n  有最大極端值
1 1

0 1

1
1 1 1 1

1 1 2 11 1

1 2
2 1

2 2n n
n

n
n n n n

n n nn n

C C

U C C C C
 




   

  



 
       
 
 

 

     故 0P 變換 1n  次後仍在第一圈內，不可能回歸。 

     

1 2

2 2 2 2 2 2

0 0 0 1 1 2 2 1 1 2 22

0 1 1 1

1
( 2)

2

n n n n n n

n n n n n nn

A A

A n C A C A C A C A C A C A     

   

 

 
        
 
 

 

     取 0 0A  且 1 1 0nA A    ， 

     0 ( 2)A n  有最小極端值  
2

2 2 2

2 1 22 3

1 5 8
1

2 2

n n n

n n n nn n

n n
L C C C  

   

 
      

     取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 0 ( 2)A n  有最大極端值 

      
2 2

0 2

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 22 2

1 1
2 2 2 2 1

2 2
n n

n

n n n n n n

n n n nn n

C C

U C C C C C n
 



     

   



 
          
 
 

 

    註：以上不等式可以數學歸納法證得，在此省略。 

    由 0 ( )A r 之公式可知，當 2r n  ，適當的取 0 1 1, , , nA A A  之值，可使得 0 ( 2) 1A n   。 

    也就是說，若 0P 變換m 次後回歸，則m 的最小值為 2n 。 
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（第二部份）證明當 3n  時，若 0P 變換 2n 次後回歸，則 0P 為n個點中唯一回歸的點。 

      不妨假設 0 , iP P (1 )
2

n
i

 
   

 
在跳躍 2n 步後同時回歸， 

      即 0 ( 2) 1A n   且 0 0( 2) ( 2) ( 2) 1i i i iA n A n A A A n A          

      
1 1

1 2

2 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 +1 1 1 12

1 1 1

2 2 2

1 1 2 2

1 1 1

1
( 2)

2

1

i

i i i

n n n n n n

i i i n i n n i n n i n n n in

A A

n n n

n n i n n i n n i i

A A A

A n C A C A C A C A C A C A

C A C A C A A



 

     

         

 

  

      

  


        




    



 

      2 2 2 2 2 2

1 1 22n n n n n n

n i n i n n nC C C C C     

             

         

   

 

 

 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 0 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 3 3 1 1

2 2 2 2 2

1 1 0

2 2 2

1 1 1 2

2

2

i i i

n n n n n n n n

n i n i n i n i n i

A A A

n n n n

n i i n i n

n n n n n

n i n n i

n n n

n i

C A C A C A C C A C C A

C C A C A C A

C C C C A

C C A C C

       

       

  

   

     

    

  

  

 

        

    

     

    2 2 2

2 2 3 3 1 1

n n n

n i i n i nA C A C A  

       

 

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 02 2n n n n n n n n n n n n

n i n i n n n n i n i n n iC C C C C C C C C C A           

                        

        
   

     

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 1 02

n n n n n n

n i n i i n i n

n n n n n n n n n n

n n n i n i n

C C A C C A C A C A

C C C C C C C C C

     

       

         

    

      

           
 

       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 0 0 1 2 1

1

2

2n n n n n n n n n n

n i n i n n i n n nC C C C C A C C C C         

       



             

       2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 0 1

1
2

2

n n n n n n n

n i n i n n nC C C C C C      

              （由 P7 討論知
1

1

2
iA A  ） 

      2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 02 2 2n n n n n n n n

n n i n i n nC C C C C C       

              產生矛盾。           

     故 0 , iP P (1 )
2

n
i

 
   

 
在跳躍 2n 步後不可能同時回歸。 

（第三部份）證明當 2n  時，若 0P 變換 4 次後回歸
0 1

1
0,

2
A A   且 0 1,P P 同時回歸。 

     

1

4 4 4 4 4

0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 1 14

1 20 1

1 1
(4) 1 8 12 16

2 2
A

A C A C A C A C A C A A A



 
           
 
 

 

     此時

1 1

4 4 4 4 4

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 14

1 21 2

1 3
(4) 1

2 2
A A

A C A C A C A C A C A A

 

 
        
 
 

。故 1P 也同時回歸。▓ 
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討論：若 0P 恰變換 2n 次即可回歸，則 0 1 1, , , nP P P  的初始位置座標 0 1 1, , , nA A A   

      須滿足什麼條件呢？ 

【說明】設 0P 在變換 2n 次後回歸，則 0 ( 2) 1A n   ，即     

1 2

2 2 2 2 2 2

0 0 0 1 1 2 2 1 1 2 22

0 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2 3 3 1 12

1
( 2)

2

1
( ) ( ) ( ) 1

2

n n n n n n

n n n n n nn

A A

n n n n n n n n n

n n n n n n nn

A n C A C A C A C A C A C A

C C C C C A C C A C A C A

     

   

 

        

     

 
        
 
 

            

   可整理得 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 1 0 1 2(2 ) ( 1) 2n n n n n n n n

n nC A C A C A C A C C C       

           

   又已知 0 1 2 10 1nA A A A       ，故 

   

2 2 2 2 2 2
0 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 1 1 2 2 3 3 1 1

2

2 2 2 2 2 2

0 1 2 2 1

2 1 (2 ) ( 1)

2 2 5 2 1 2 2 1 2

n n n n n n
n n n

n n n n n n n n

n n n

C C C C C

n n n n n n n

C C C C A C A C A C A C A

C C C n n C n A

     
 

       

  

    

      

 
           
 
 

                
2 2

2

2 2 2 2

2 1 2

2 2 3 2

2
1 2 2 3 2 3 2

2

3

2 1 2 3

2 3 2 5 8 2 4
1

2 1 2 3 4 2 3 4

n

n n n n

n n n

n n n n

n C

C A n C

n C n n n
A

C n n n n



   

  

   

  

        

      
    

       

 

   

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 1 0 1 2

2 2 2 2 2

1 2 2 2 3 3 1 1

2 2 2 2 2

2 2 3 1

2 2 2 2

2 2 3

(2 ) ( 1) 2

(2 4) 2 3 ( 1)

2 3 ( 1)

2 4 (

n n n n n n n n

n n

n n n n n

n n

n n n n n

n

n n n n

C A C A C A C A C C C

n A n C C A C A C A

n C C C C

n C C C

       

 

    

 

    



   

        

          

        

      
2 2 2 2 2 2

0 1 1 2

2

1 1

2

2 1
) 2

2 4 2
n n n n n n

n n n

n

n

C C C C C

n
C n A

n
     

 





    


     



 

 

結論：若 0P 變換 2n 次後回歸，則當 3n  時， 0 1 1, , , nP P P  的初始位置座標 0 1 1, , , nA A A  必 

      須滿足 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 1 0 1 2(2 ) ( 1) 2n n n n n n n n

n nC A C A C A C A C C C       

          ，此時 

      
1 3 2

1 2 4
1

2 2 3 4n

n
A

n n


  

  
。 

 

【例】已知圓上相異3個點 0 1 2, ,P P P ，其初始位置座標 0 1 2, ,A A A ，若 0P 變換 5 次後回歸， 

      則 0 0A  且 1 210 11 16A A  。更進一步發現，此時 1

1 16

2 21
A  。因此若取 

      1 2

6 10
,

10 11
A A  ，則 0P 變換 5 次後即可回歸，此時， 0P 為3個點中唯一會回歸的點。 
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研究二：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可能變換數。 

    由研究一的結果，我們知道若圓周上相異 n個點，某點經m 次變換後回歸，則m 的最小

值為 2n 。那麼是否所有變換次數大於等於 2n ，都有可能存在某點回歸呢？經過實際測試

發現，在有些變換次數下，無論此n個點在圓周上的初始位置為何，都不可能有任何點回歸。

以 3n  為例，在變換次數為1,2,3,4時，所有點位置均仍在第一圈內，不可能回歸。而變換次

數為5時，由定理 1.2 討論知，若此3個點 0 1 2, ,P P P 之初始位置座標 0 1 2, ,A A A 滿足 0 0A  且

1 210 11 16A A  時，則恰有一個點 0P 回歸。而變換次數為6,7時，我們以 GeoGebra 所寫的程

式，拉動初始位置，都可得到存在某點回歸的情形。但當變換次數為8時，無論我們如何拉

動初始值，完全無法得到有任何點回歸。最後我們發現，當變換次數為8,9,10,14,15,16,20,21,22,

時，不存在任何點可回歸。於是我們有了以下猜測： 

 

問題：若某點經m次變換後回歸，求m 的所有可能值。 

推論：m不可能的值為1,2, , 1, , 1,n n n  3 1,3 ,3 1,n n n  5 1,5 ,5 1n n n  ， 

      其餘皆可能存在某點回歸。 

 

定理 2.1：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點經m 次 

         變換後回歸，則m之充要條件為 2m n  且 1, , 1m kn kn kn   ，其中 k 為正奇數。 

【證明】 

由定理 1.2 知， 2m n  。 

（第一部份）證明當 1, , 1m kn kn kn   時，其中 k 為正奇數，不存在任何點可回歸。 

(1)欲證：若某點經m次變換後回歸，則 1m kn  。 

1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 2 2 ( 1) ( 1) 1 11

1 2 ( 1)1

1
( 1)

2
n

kn kn kn kn kn kn

n n n n k n k n kn knkn

k Ak

A kn C A C A C A C A C A C A



     

   

 

 
           
 
 

     

   

1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 3 1 ( 1) 11

1 1 1 1 1 1

1 1 ( 1) 1 1 1 2 1 1 1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn kn kn kn

n n n n n k n knkn

kn kn kn kn kn kn

n k n n n kn n

C C C C C k C k C

C C C A C C C A

      

    

     

      

            


        


 

取 0 0A  且 1 1 0nA A    ， 0 ( 1)A kn  有最小極端值 

  

     1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 3 1 ( 1) 11

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n knkn
L C C C C C k C k C      

     
             
 

    
1

1 1 1

0 1 11

2

1 1 1

2 2 2
kn

kn kn kn

knkn

k k
C C C



  



   
      

  
  

 

取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 0 ( 1)A kn  有最大極端值 
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1 1 1 1

0 ( 1)

1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 3 1 ( 1) 11

1 1 1 1 1 1

1 1 ( 1) 1 1 2 1 1

2 ( )

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn
n k n

kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n knkn

kn kn kn kn kn kn

n k n n n kn

C C C

U C C C C C k C k C

C C C C C C

   


      

     

     

     

   

            


         1 1

1

1 1 1
2 2

2 2 2

kn kn

kn

k k 




  

      


故
0

1 1
( 1)

2 2

k k
A kn

 
   ，即 0 ( 1)A kn  不可能為正整數。 

 

(2)欲證：若某點經m次變換後回歸，則m kn 。 

1

0 0 0 1 1 2 2 ( 1) ( 1) 1 1

1 2 ( 1)1

1
( )

2
n

kn kn kn kn kn kn kn

n n n n k n k n kn kn kn knkn

k A kk

A kn C A C A C A C A C A C A C A



   

 

 
           
 
 

 

  
     

   

1 2 1 2 3 1 ( 1) 1

1 1 ( 1) 1 1 1 2 1 1 1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn kn kn kn kn

n n n n n k n kn knkn

kn kn kn kn kn kn

n k n n n kn n

C C C C C k C k C kC

C C C A C C C A

    

      

             


        


 

取 0 0A  且 1 1 0nA A    ， 

○1 n為偶數， 0 ( )A kn 有最小極端值     

     

   

1 2 1 2 3 1 ( 1) 1

0 1 1 1 2 1

1 1
1 1

2 2 2

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2

( 1) ( 1)

kn kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n kn knkn

kn kn kn kn kn kn

n n n nkn

kn kn

k k k
n n n

L C C C C C k C k C kC

kC k C k C kC k C k

kC k C k

    

  

 
 

              
 

             


     0 1

2 2

1 1 1 1
2

2 2 2 2

kn kn kn kn kn kn

k n kkn
n n

k k k
C C C C 

       
           

      

 

○2 n為奇數， 0 ( )A kn 有最小極端值 

     

   

1 2 1 2 3 1 ( 1) 1

0 1 1 1 2 1

1 1 1
1

2 2 2

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2

( 1) ( 1)

kn kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n kn knkn

kn kn kn kn kn kn

n n n nkn

kn kn

k k kn
n n

L C C C C C k C k C kC

kC k C k C kC k C k C

kC k C k C

    

  

  


             


             


     0 1

2

1 1 1
2

2 2 2

kn kn kn kn kn

n kkn
n

k k
C C C 

      
           

       

 

取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 0 ( )A kn 有最大極端值 

     

0 1

2

1 2 1 2 3 1 ( 1) 1

1
2

2

1
2 2 ( 1) ( 1)

2
kn kn kn kn

n k
n

kn kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n kn knkn

k
C C C

U C C C C C k C k C kC



    


   



             




 

     
 0

1 1 ( 1) 1 1 2 1 1

2

1

2
kn kn kn kn

n kn

kn kn kn kn kn kn

n k n n n kn

C C C

k
C C C C C C     

   


 

         



 

故
0

1 1
( )

2 2

k k
A kn

 
  ，即 0 ( )A kn 不可能為正整數。 



 10 

(3)欲證：若某點經m次變換後回歸，則 1m kn  。 

 

1 1

1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 2 2 ( 1) ( 1)1

1 2 1

1 1 1

1 1 1 1

( 1)

1
( 1)

2

n

kn kn kn kn kn

n n n n k n k nkn

k

kn kn kn

kn kn kn kn kn kn

k A k k A

A kn C A C A C A C A C A

C A C A C A



    

 



  

   

  


         




  



 

   
     

   

1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 3 1 ( 1) 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 ( 1) 1 1 1 1 2 1 1 1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn kn kn kn

n n n n n k n knkn

kn kn kn kn kn kn kn kn kn

kn kn n k n kn n n kn n

C C C C C k C k C

kC kC C C C C A C C C A

      

    

        

        

            


           


 

取 0 0A  且 1 1 0nA A    ， 

○1 n為偶數， 0 ( 1)A kn  有最小極端值 

     

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 3 1 ( 1) 1 11

1 1 1 1 1 1

0 1 2 1 11

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

1
( 1) ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n kn kn knkn

kn kn kn kn kn kn

n n n nkn

L C C C C C k C k C kC kC

kC kC k C k C kC kC k C

        

      

     

  

                

          
  1 1

2 2 1

1 1 1

1 1
1

2 2 2

( 1)

( 1)

kn kn

n

kn kn kn

k k k
n n n

k C

kC kC k C

 



  

 


  


      



   

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 0 11
1

2 2 2

2

2

1 1
( 1)

2 2

kn

kn kn kn kn kn kn kn kn kn

n n k k knkn
n n

k
C C C C C C + k C C C



        

  


     
               

     

○2 n為奇數， 0 ( 1)A kn  有最小極端值 

     

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 3 1 ( 1) 1 11

1 1 1 1 1 1

0 1 2 1 11

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

1
( 1) ( 1) ( 1)

2

kn kn kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n n k n kn kn knkn

kn kn kn kn kn kn

n n n nkn

L C C C C C k C k C kC kC

kC kC k C k C kC kC k C

        

      

     

  

                

          
  1 1

2 2 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1

2 2 2 2

( 1)

1
( 1)

2

kn kn

n

kn kn kn kn

k k kn kn
n n

k

k
kC kC k C C

 



   

   


  


       



    

   

1 1
1

2

1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 11
1

2 2

1 1 1 1

0 1 1 1

2 2

2

2

1

2

1 1
( 1)

2 2

kn kn
kn

kn kn kn kn kn kn

n n k kkn
n n

kn kn kn kn

kn kn

C

C C C C C C

k k
k C C C C

 


     

  


   

 



  
         

  

   
       

 

 

取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 0 ( 1)A kn  有最大極端值  
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1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1
1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 3 1 ( 1) 1 11

1
2

2

1
2 2 ( 1) ( 1)

2
kn kn kn kn kn kn kn

n n k k
n n

kn kn kn kn kn kn kn kn

kn n n n n k n kn kn knkn

k
C C C C C C

U C C C C k C k C kC kC

      
  



       

     


      

             








      
 1 1 1 1

0

1 1 1 1 1 1

1 1 ( 1) 1 1 2 1 1

2

1

2
kn kn kn kn

n kn

kn+ kn kn kn kn kn

n k n n n kn

C C C

k
C C C C C C

   

    

     

   


 

         



 

  故
0

1 1
( 1)

2 2

k k
A kn

 
   ，即 0 ( 1)A kn  不可能為正整數。 

（第二部分）證明當 2 (2 2)kn r kn n     時，其中 k 為正奇數，存在某點可回歸。 

(1)當 r kn s    其中 2 1s n   時 

   

1

0 0 0 2 2 ( 1) ( 1)

1 2 1

1 1

1
( )

2

s

kn s kn s kn s kn s

n n n n k n k nkn s

k

kn s kn s kn s

kn kn kn kn kn s kn s

k k A k A

A kn s C A C A C A C A

C A C A C A

   

 



  

   

 


        



   



 

  

     

   

2 1 2 3 1 ( 1) 1

1 1 1 1 1

1 1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s

n n n n k n knkn s

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

kn kn kn s n kn s n s kn s s

kn s kn s

s n s

C C C C k C k C

kC kC kC C C C A C C C A

C C

     

   

        

     

 

  

           


            

    ( 1) 1 1 1 2 1 1 1

kn s kn s kn s kn s

k n s s n n kn nC A C C C A   

       
      


 

取 0 0A  且 1 1 0nA A    ， 

○1 kn s 為偶數， 0 ( )A kn s 有最小極端值 

  
     2 1 2 3 1 ( 1) 1

1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s

kn s n n n n k n knkn s

kn s kn s kn s

kn kn kn s

L C C C C k C k C

kC kC kC

     

    

  

 

           


    

 

   0 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2

1
( 1) ( 1)

2

1
( 1)

2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

s s n n n s n skn s

kn s kn s kn s kn s kn s

k k k k kn s
n n n s n s

kC kC kC k C kC kC kC k C

k
kC kC kC k C C

       

    

    

    
   

             


   
            

    

   0 1 1

2 2

1 1
2

2 2

1 1 1
2 2

2 2 2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

s n n s k kkn s
n n s

kn s kn s

kn s

k
C C C C C C

k k

      

  


 



   
            

   

  
   

 

 

○2 kn s 為奇數， 0 ( )A kn s 有最小極端值 
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     2 1 2 3 1 ( 1) 1

1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s

kn s n n n n k n knkn s

kn s kn s kn s

kn kn kn s

L C C C C k C k C

kC kC kC

     

    

  

 

           


    

  

   0 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2

1
( 1) ( 1)

2

( 1) ( 1)

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

s s n n n s n skn s

kn s kn s kn s kn s kn s

k k k k kn s
n n n s n s

kC kC kC k C kC kC kC k C

kC kC kC k C k C

       

    

    

     
   

             



          



 

   0 1 1

2 2

1 1
2

2 2

1 1 1
2 2

2 2 2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

s n n s k kkn s
n n s

kn s kn s

kn s

k
C C C C C C

k k

      

  


 



   
            

   

  
   

 

 

取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 0 ( )A kn s 有最大極端值 

     

   

2 1 2 3 1 ( 1) 1

1 1 1 1

1 1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s

kn s n n n n k n knkn s

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

kn kn kn s n kn s n s kn s

kn s kn

s n s

U C C C C k C k C

kC kC kC C C C C C C

C C

     

    

        

     

 

  

           


            

    ( 1) 1 1 2 1 1

s kn s kn s kn s kn s

k n s n n knC C C C   

     
      


 

       0 1 1

2 2

1 1
2

2 2

kn s kn s kn s kn s kn s kn s kn s

s n n s k kkn s
n n s

k
C C C C C C      

  


   
            

  

 

            
0

1
2

2

kn s kn s kn s kn s

n kn

k
C C C    

       

  由 0 ( )A r 之公式可知，適當的取 0 1 2 1, , , , nA A A A  之值，   

  可使得
0

1
( )

2

k
A kn s


  。 

(2)當 r hn s    其中 h 為偶數且0 2s n   時 

1

0 0 0 2 2 ( 1) ( 1)

0 1 2 1

1 1

1
( )

2

s

hn s hn s hn s hn s

n n n n h n h nhn s

h

hn s hn s hn s

hn hn hn hn hn s hn s

h h A h A

A hn s C A C A C A C A

C A C A C A

   

 



  

   

 


        



   



 

     

   

2 1 2 3 1 ( 1) 1

1 1 1 1 1

1 1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s

n n n n h n hnhn s

hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s

hn hn hn s n hn s n s hn s s

hn s hn s

s n s

C C C C h C h C

hC hC hC C C C A C C C A

C C

     

   

        

     

 

  

           


            

    ( 1) 1 1 1 2 1 1 1

hn s hn s hn s hn s

h n s s n n hn nC A C C C A   

       
      


 

取 0 0A  且 1 1 0nA A    ， 

○1 hn s 為偶數， 0 ( )A hn s 有最小極端值 
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     2 1 2 3 1 ( 1) 1

1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s

hn s n n n n h n hnhn s

hn s hn s hn s

hn hn hn s

L C C C C h C h C

hC hC hC

     

    

  

 

           


    

             

   0 1 1 1 1

1 1
2 2 2 2

1
( 1) ( 1)

2

2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s

s s n n n s n shn s

hn s hn s hn s hn s

hn hn hn s hn s

hC hC hC h C hC hC hC h C

h
hC hC hC C

       

    

   

 
 

             



      



   1 1 1 2 1
( 1) 1 1
2 2

1
2

2 2 2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s

s n n s n h hhn s
n s n

h h
C C C C C C      

    
   

  
              

   

 

○2 hn s 為奇數， 0 ( )A hn s 有最小極端值 

     2 1 2 3 1 ( 1) 1

1

1
2 2 ( 1) ( 1)

2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s

hn s n n n n h n hnhn s

hn s hn s hn s

hn hn hn s

L C C C C h C h C

hC hC hC

     

    

  

 

           


    

         

   0 1 1 1 1

1
1

2 2 2

1
( 1) ( 1)

2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s

s s n n n s n shn s

hn s hn s hn s

hn hn hn s

hC hC hC h C hC hC hC h C

hC hC hC

       

    

  

 


             



     



   1 1 1 2 1
( 1) 1 1
2 2

1
2

2 2 2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s

s n n s n h hhn s
n s n

h h
C C C C C C      

    
   

  
              

   

 

 取 0 0A  且 1 1 1nA A    ， 0 ( )A hn s 有最大極端值 

    1 1 1 2 1
( 1) 1 1
2 2

1
2

2 2

hn s hn s hn s hn s hn s hn s hn s

hn s s n n s n h hhn s
n s n

h
U C C C C C C      

     
   

  
             

  

 

       
02

2

hn s hn s hn s hn s

n hn

h
C C C           

 由 0 ( )A r 之公式可知，適當的取 0 1 2 1, , , , nA A A A  之值， 

 可使得
0 ( )

2

h
A hn s  。█ 

研究三：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q 處，求某點回歸的最小變換數。 

定理 3.1：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，其初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ，沿逆時針方 

         向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若 iP 變換 r 次後的點之位置座標為  iA r ，則    

         
 

 

1 2 2

0 1 1 2 2

0

1
( )

1

r r r r r r r r

i i i i r i rr

r
r k r k

k i kr
k

A r C q A C pq A C p q A C p A
p q

C p q A
p q
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【證明】 

(1)當 1r  時，
 

1 1

0 1 11

1
(1)i i iA C qA C pA

p q


   


原式成立。 

(2)假設 r t 時成立， 

即
 

1 2 2

0 1 1 2 2

1
( ) t t t t t t t t

i i i i t i tt
A t C q A C pq A C p q A C p A

p q

 

  
      


 

則 1r t  時 

 
 

 
 

 
 

1
1

0
1

1

1 2 2

0 1 1 2 2

1 2 2

0 1 1 2 2 3 1

1

0 1 0 11

( ) ( )
( 1)

1

1

t
t

i i
i

t t t t t t t t

i i i t i tt

t t t t t t t t

i i i t i tt

t t t t t

i it

C C

qA t pA t
A t

p q

q
C q A C pq A C p q A C p A

p q p q

p
C q A C pq A C p q A C p A

p q

C q A C C pq A
p q 





 

  

 

    






 




    

 


     

 

   


 

 

1
1

1
2

2 1 1

2 1 2 1

1 1 1 1 2 1 1 1

0 1 1 2 2 1 11

1

t
t

t

t t t t t

i t i t

CC

t t t t t t t t

i i i t i tt

C C p q A C p A

C q A C pq A C p q A C p A
p q






 

  

      

    

 
   
 
  

      


        

由(1)(2)及數學歸納法得證。█   

    首先，我們先整理出 0 ( )A r 的最小極端值 rL 與最大極端值 rU 的通式（ 0 ( )r rL A r U  ）。 

由定理 3.1 知：
 

1 2 2

0 0 0 1 1 2 2

0

1
( ) r r r r r r r r

r rr
A r C q A C pq A C p q A C p A

p q

 
 

     
   

 

(1)取 0 0A  且 1 2 1 0nA A A     時， 0 ( )A r 會有最小極端值 rL ： 

   2 1 (2 1) 2 2 3 1 (3 1)

2 1 2 3 1

1
2 2

( )

1

( )

r n r n r n r n r n r n r n r n r r

r n n n n rr

r
r i r i

ir
i n

r
L C p q C p q C p q C p q C p

np q

i
C p q

np q

       

 





              

 
    



(2)取 0 0A  且 1 2 1 1nA A A     時， 0 ( )A r 會有最大極端值 rU ： 

   1 1 1 2 2

1 1 2

1

1 1
2 2

( )

1 1

( )

r r r n r n r n r n r n r n r r

r n n n rr

r
r i r i

ir
i

r n
U C pq C p q C p q C p q C p

np q

i n
C p q

np q

     







    
            

  
    



     

    圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若某點經m 次變換

後回歸，假設m的最小值為 n k 。則以下性質會成立： 
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性質一：當
q

p
越小時， k 會越小。即當 iP 每次跳躍跳離原位置越遠時，會越快可能回歸。 

性質二：無論 ,p q為何，且無論 n個點之初始位置為何，在變換n次後皆仍在第一圈內， 

        不可能有任何點回歸。（同理 P4.直觀證明） 

性質三：若 1
q

p
 時， 2k  。（定理 1.2） 

  

    由以上性質，我們可以合理猜測當 1
q

p
 時，m的最小值應為 1n  或 2n 。我們利用電

腦程式跑了幾個特殊值，並記錄其結果如下：（設m 的最小值為n k ） 

 n  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

m  
的最
小值 
( )n k  

1

2

q

p
  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1

3

q

p
  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1

4

q

p
  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

   由以上的表格我們可觀察到，當 1
q

p
 時，m的最小值應該是 1n  。 

那當 1
q

p
 時，會是什麼情形呢？ （設m的最小值為n k ） 

 n  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

m  
的最 
小值 
( )n k  

=2
q

p
 5 6 8 9 10 12 13 14 16 17 18 20 21 22 

=3
q

p
 7 8 10 12 13 15 17 19 20 22 24 25 27 29 

=4
q

p
 8 10 12 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 

    由以上表格我們可觀察到，固定
q

p
，隨著n值的增加，k 之值會變大。而固定n，隨著

q

p

變大，k 之值也會變大。也就是 k 值會隨著 n與
q

p
而變動而非定值，因此 k 、n、

q

p
必定有一

個關係式存在，我們的目的是要把它找出來，並分析其意義。以下分成兩大方向探討。 

(已知圓周上相異 n個點，變換成與下一點所成弧之 :p q 處，某點回歸最小變換次數為n k 。) 

方向一 ：固定n ,
q

p
值，求 k 值。(定理 3.2) 

方向二 ：固定n , k 值，求
q

p
所滿足的範圍限制。(定理 3.3) 
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定理 3.2：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若某點經 

         m次變換後回歸，則： 

(1)當 1
q

p
 時，m的最小值為 1n  。 

(2)當 1
q

p
 時，m的最小值為 2n 。 

(3)當 1
q

p
 且 k 為最小自然數滿足

1

1 1
1

( )

n k
n k i n k i

in k
i

i n
C p q

p q n


  




  
   

 時， 

     m的最小值為 n k 。此時 2k  。 

【證明】 

     (2)部分即為定理 1.2。我們只需證(1)和(3)部分即可，不失一般性只需觀察 0P 是否回歸。 

(1)部分證明：由定理 3.1 知，
 

1 2 2

0 0 0 1 1 2 2

1
( ) r r r r r r r r

r rr
A r C q A C pq A C p q A C p A

p q

       


。 

   a.當 0P 變換 n次後， 0 ( )A n 的最大極端值為 

     
1 0

1 1 1 ( )
1

( ) ( ) ( )

nn n
n i n i n i n i

n i in n n
i i

i n p q
U C p q C p q

p q n p q p q

 

 

   
        

   

     故 0P 變換 n次後仍在第一圈內，不可能回歸！ 

 b.當 0P 變換 1n  次後， 0 ( 1)A n  的最小極端值與最大極端值分別為 

  
 

11
1 1 1 1 1

1 111 1

1 1 ( )
1

( ) ( )

nn
n i n i n n n n

n i n nnn n
i n

i p q
L C p q C p q C p

p q n p qp q


     

  


 
           

  

    
1

1 1

1 1
1

1 1

( )

n
n i n i

n in
i

i n
U C p q

p q n


  

 


  
    

  

     

   

1 1 1 1
1 1

1 1 2 1 1 1 1

1 2 11

11 1 1 1 1 1 1

0 11 1

1
2

1 1
( )

( ) ( )

n n n n
n n

n n n n n n n n

n nn

C p C p

nn n n n n n n

nn n

C pq C p q C p q C p
p q

p q C q C p p q p q
p q p q

   
 

     





      

 

 
     
 
 

             

 

   若 p q ，則 1 1nU   ，可知 0 ( 1) 1A n   ，即 0P 變換 1n  次後仍在第一圈內，不可能回歸。 

   若 p q ，則 1 1nU   ，即可透過適當取  0 1 1, , , nA A A  之值，使得 0 ( 1) 1A n   。█ 

(3)部分證明：首先，我們先找出 0 ( )A n k 的最小極端值 n kL  與最大極端值 n kU  。 

 當 0P 變換 n k 次後， 0 ( )A n k 的最小極端值與最大極端值分別為  

 
1

( )

n k
n k i n k i

n k in k
i n

i
L C p q

p q n


  

 


 
    

  ； 
1

1 1

( )

n k
n k i n k i

n k in k
i

i n
U C p q

p q n


  

 


  
    

 。 

【分析】若m的最小值為 n k ，則其充要條件為  0n k n kL A n k U    滿足 

        1n kL   、 1n kU   ，且 1 1n kU    。 

   若 k 為最小自然數滿足
1

1 1
1

( )

n k
n k i n k i

n k in k
i

i n
U C p q

p q n


  

 


  
    

  

   則
1

1 1

1 1
1

1 1
1

( )

n k
n k i n k i

n k in k
i

i n
U C p q

p q n

 
    

   


  
    

 。 
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【分析】若可以再證得 1n kL   ，即可完成證明，然而直接去比較 n kL  與1之大小關係並不容 

        易，因此我們想透過比較 n kL  與 1n kU   之大小關係，來證得 1 1n k n kL U    。 

        即須先證
1

1 1

1
1

1 1 1

( ) ( )

n k n k
n k i n k i n k i n k i

i in k n k
i i n

i n i
C p q C p q

p q n p q n

  
       

  
 

    
       

  。 

      

1
1 1

1

1 2 1 1 1 1

1 1

( 1)

1
( )

2 1
( )

2 2

n k
n k i n k i

i

i

n k n k n k i n k i n k i n k i

i i

i i

n k

i n
p q C p q

n

i n i n
p q C pq C p q C p q

n n

n k
C

n

 
    



             







  
  

 


       

         
   



  
  
 



第 項 第 項

1 1

1

n k n kp   







 

    鎖定相鄰兩項  1 1 1 1

1

2 1
( ) ( )n k i n k i n k i n k i

i i

i n i n
p q C p q p q C p q

n n

         



      
     

   
 

    其中 2 ~ 1i n k   。觀察前項的 p 倍加後項的 q 倍為 

       

 

1 1 1 1

1

1 1

1

1 1

1

2 1

2 1

n k i n k i n k i n k i

i i

n k i n k i n k i n k i

i i

n k n k i n k i n k i n k i

i i i

i n i n
p C p q q C p q

n n

i n i n
C p q C p q

n n

i i
C C p q C p q

n n

         



       



        



      
   

   

      
    
   

   
     
   

 

    故
1

1 1

1

1
( )

n k
n k i n k i

i

i

i n
p q C p q

n

 
    



  
  

 
  

       

1
1 2 1 1 1 1

1 1

2

1
1 1

1

2

2 1

2 2 2 2

n k
n k n k n k i n k i n k i n k i

i i

i

n k
n k n k n k i n k i n k

n k i

i

n i n i n
q C pq p C p q q C p q

n n n

n k i n k
p C p C p q p

n n n

 
             





 
       

 



          
          

      

        
        

     





 

       
1n k

n k i n k i n k

i

i n

i n k
C p q p

n n

 
   



   
     

   


n k
n k i n k i

i

i n

i
C p q

n


  



 
  

 
  

     註 2 ~ 1i n  時， 0
i

n

 
 

 
；2 2 , 2n k n k n      。 

    故可得
1

1 1

1

1
( )

n k n k
n k i n k i n k i n k i

i i

i i n

i n i
p q C p q C p q

n n

  
       

 

    
    

   
   

    同除以 ( )n kp q  得
1

1 1

1
1

1 1 1

( ) ( )

n k n k
n k i n k i n k i n k i

i in k n k
i i n

i n i
C p q C p q

p q n p q n

  
       

  
 

    
       

   

    故 1 1n k n kL U    。■ 

    

    接下來，我們想探討，若給定 n、 k 值，在什麼樣時機或是條件下，會存在某個點回歸

的最小可能變換數為 n k ？我們針對1 2.5
q

p
  的範圍觀察幾筆程式數據，整理如下表：  
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【註】藍色部分為可回歸的最小變換數為 2n 的情形；黃色部分為可回歸的最小變換數為   

      3n  的情形；紅色部分為可回歸的最小變換數為 4n 的情形。(下表) 

m  
的 
最 
小 
值 

n k   

2.5 6 7 9 10 12 13 15 16 18 19 21 22 24 25 27 28 30 31 33 
2.4 6 7 9 10 12 13 15 16 17 19 20 22 23 25 26 28 29 31 32 
2.3 5 7 8 10 11 13 14 16 17 18 20 21 23 24 26 27 28 30 31 
2.2 5 7 8 10 11 12 14 15 17 18 19 21 22 24 25 26 28 29 30 
2.1 5 7 8 9 11 12 13 15 16 17 19 20 22 23 24 26 27 28 30 
2.0 5 6 8 9 10 12 13 14 16 17 18 20 21 22 24 25 26 27 29 
1.9 5 6 7 9 10 11 13 14 15 17 18 19 20 22 23 24 25 27 28 
1.8 5 6 7 9 10 11 12 14 15 16 17 19 20 21 22 24 25 26 27 
1.7 5 6 7 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19 20 22 23 24 25 26 
1.6 4 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 17 19 20 21 22 23 25 26 
1.5 4 5 7 8 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19 20 21 23 24 25 
1.4 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16 18 19 20 21 22 23 24 
1.3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
1.2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18 19 20 21 22 23 
1.1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

 /q p  
       n  

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

    由以上表格我們可以觀察到，當 3n  時，
q

p
約在 1.1~1.5 間，某點回歸的最小變換數為

2n ；而
q

p
約在 1.6~2.0 間，某點回歸的最小變換數為 3n  。我們的目的在找出某點回歸的

最小變換次數為 n k 時，
q

p
的範圍為何？以下為我們研究的結果： 

定理 3.3：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，其中 1
q

R
p

  ，    

         若存在某點回歸的最小變換次數為 n k ，對於某個自然數 2k  ，則R 須滿足 

   不等式      
1

1

1

1 1

1 1n k n k
n k i n k n k in k n k

n k i n k i

i n i n

i i
C C

n n
R R R

  
      

    

   

    
    

   
  。 

【證明】 

由定理 3.2 知，若某點回歸的最小變換次數為n k ，則須滿足兩大條件： 

1. 1 1n kU    （即
1

1 1

1
1

1 1
1

( )

n k
n k i n k i

in k
i

i n
C p q

p q n

 
    

 


  
   

 ） 

  1 2 1 1 2 1 1

1 1 11

1 2
2

( )

n k n k n k n k n k n k

n n kn k

n k n
C pq C p q C p

p q n

           

   

     
        

 

   
1 1 1 1 1 2 1 1

0 1 11

1 2
1

( )

n k n k n k n k n k n k n k

n n kn k

n k
p q C q C p q C p

p q n

             

   

    
           

 

  1 1 1 1 2 1 1

0 1 1

2
0n k n k n k n k n k n k

n n k

n k
C q C p q C p

n

           

  

  
      

 
 

  同除以 1n kp   且令
q

R
p

 可整理得     

  

1 2 1 1

2 1

1 1 1 2

2 1

3 2

3 2
(1)

n k k n k n k

k

n k k n k n k

k

n k n k
C R C R R

n n

n k n k
C R C R R R

n n
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2. 1n kU   （即
1

1 1
1

( )

n k
n k i n k i

in k
i

i n
C p q

p q n


  




  
   

 ） 

    

1 1 1

1 1

1 1

0 1

1 1

0 1

1 1
2

( )

1 1
1

( )

1

n k n k n k n k n k n k

n n kn k

n k n k n k n k n k n k n k

n n kn k

n k n k n k n k n k

n n k

n k n
C pq C p q C p

p q n

n k
p q C q C p q C p

p q n

n k
C q C p q C p

n

       

 

       

 

     

 

     
        

    
           

  
      

 
0n k 

 

   同除以 n kp  且令
q

R
p

 可整理得 1

1 1

2 1
(2)n k k n k n k

k

n k n k
C R C R R

n n

   



      
       

   
 

   由(1)(2)可知   

1 1 1 2 1
2 1 1 1

3 2 2 1n k k n k n k n k k n k
k k

n k n k n k n k
C R C R R R C R C R

n n n n

        
 

              
              

       

         
1

1

1

1 1

1 1n k n k
n k i n k n k in k n k

n k i n k i

i n i n

i i
C C

n n
R R R

  
      

    

   

    
    

   
   

   此式即為某點回歸的最小變換次數為n k 之條件。■ 

【例】圓周上相異3個點，若存在某點回歸的最小變換次數為 6 ( 3)k  ，則
q

R
p

 須滿足不等

式      
5 6

6 6 65 6

5 6

4 4

1 1

3 3

i i

i i

i i

i i
C R R C R

 

 

 

    
    

   
  。整理得 2 6 25 15 6 1R R R R R     ，    

      可解得1.54 2.06R  。 

以下為 Mathematica 程式所畫出的 k 、n、
q

p
之關係圖：(可觀察到與表一之數據圖一致) 
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研究四：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q 處，求某點回歸的所有可能變換數。 

    由定理 2.1 知，圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點

經m次變換後回歸，則m之充要條件為 2m n  且 1, , 1m kn kn kn   ，其中 k 為正奇數。 

在這個定理的證明中，我們善用了 0 1 2n n n n

nC C C    以及 n n

k n kC C  這兩個組合公式，成功

證明了m值的充要條件。那麼若變換成任意 :p q 處，是否也有如此漂亮的結論？ 

    首先我們先觀察 0 ( )A r 的值所在的範圍  ,r rL U ，其中
1

( )

r
r i r i

r ir
i n

i
L C p q

p q n





 
    

 且 

1

1 1

( )

r
r i r i

r ir
i

i n
U C p q

p q n





  
    

 。若  ,r rL U 涵蓋某個整數值，則 0P 變換 r 次後可能回歸，

反之則否。我們嘗試針對各種不同的 , ,n p q 值，利用 Mathematica 寫程式跑出 ,r rL U 來觀察其

值之變化，有了非常驚人的發現：當 r 足夠大時， rL 與 rU 的小數部分會週期性的趨近於

某些定值。即 rL 與 rU 對應到圓上的位置會週期性接近某些定點。故 0P 變換 r 次後可否

回歸也能被預期。 

以下列出幾個例子： 

【例 1】以 3n  、 : 1:1p q  為例：(以下數值為四捨五入至小數點後第二位之結果) 

r  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

rL  0 0 0 0.13 0.31 0.50 0.67 0.84 1.00 1.17 1.33 1.50 

rU  0 0.5 0.75 0.88 1.00 1.16 1.33 1.50 1.67 1.83 2.00 2.17 

可否

回歸 
否 否 否 否 否 可 可 可 否 否 否 可 

r  12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 

rL  1.67 1.83 2.00 2.17 2.33 2.50 2.67 2.83 3.00 3.17 3.33 3.50 

rU  2.33 2.50 2.67 2.83 3.00 3.17 3.33 3.50 3.67 3.83 4.00 4.17 

可否

回歸 
可 可 否 否 否 可 可 可 否 否 否 可 

【說明】當 r 足夠大時， rL 與 rU 的小數部分以 6 個變換數為週期趨近於某些定值。我們特別

針對  6 ( 0 )r k k N   去觀察 rL 與 rU 的小數部分到第 10 位，更可清楚看到其收斂的性質。 

r  rL  rU  

0 0.0000000000 0.0000000000 

6 0.6718750000 1.3281250000 

12 1.6667480469 2.3332519531 

18 2.6666679382 3.3333320618 

24 3.6666666865 4.3333333135 

   

【註】由以上表格的數據可說明定理 2.1 所證明的結論。 
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【例 2】以 3n  、 : 2 :1p q  為例 (以下數值為四捨五入至小數點後第二位之結果) 

r  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

rL  0 0 0 0.3 0.59 0.79 0.99 1.22 1.45 

rU  0 0.67 0.89 0.96 1.19 1.46 1.68 1.88 2.11 

可否

回歸 
否 否 否 否 可 可 可 否 可 

r  9 10 11 12 13 14 15 16 17 

rL  1.67 1.89 2.11 2.33 2.56 2.78 2.99- 3.22 3.44 

rU  2.33 2.56 2.78 2.99- 3.22 3.44 3.67 3.89 4.11 

可否

回歸 
可 可 否 否 可 可 可 否 可 

r  18 19 20 21 22 23 24 25 26 

rL  3.67 3.89 4.11 4.33 4.56 4.78 5.00- 5.22 5.44 

rU  4.33 4.56 4.78 5.00- 5.22 5.44 5.67 5.89 6.11 

可否

回歸 
可 可 否 可 可 可 否 否 可 

【說明】當 r 足夠大時， rL 與 rU 的小數部分以 9 個變換數為週期趨近於某些定值。我們特別

針對  9 ( 0 )r k k N   去觀察 rL 與 rU 的小數部分到第 10 位，更可清楚看到其收斂的性質。 

r  rL  rU  

0 0.0000000000 0.0000000000 

9 1.6680384088 2.3347050754 

18 3.6666497316 4.3333502684 

27 5.6666665970 6.3333332636 

36 7.6666666675 8.3333333325 

   

 

【例 3】以 3n  、 : 3:1p q  為例 (以下數值為四捨五入至小數點後第二位之結果) 

r  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

rL  0 0 0 0.42 0.74 0.90 1.14 1.43 1.67 1.91 2.17 2.42 

rU  0 0.75 0.94 0.98 1.31 1.63 1.83 2.06 2.34 2.59 2.83 3.08 

可否 

回歸 
否 否 否 否 可 可 否 可 可 可 否 可 

r  12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 

rL  2.67 2.91 3.17 3.42 3.67 3.92 4.17 4.42 4.67 4.92 5.17 5.42 

rU  3.34 3.58 3.83 4.08 4.33 4.58 4.83 5.08 5.33 5.58 5.83 6.08 

可否 

回歸 
可 可 否 可 可 可 否 可 可 可 否 可 

【說明】當 r 足夠大時， rL 與 rU 的小數部分以 4 個變換數為週期趨近於某些定值。 
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為了更清楚瞭解
0 ( )A r 的最小極端值 rL 對應到圓上的位置變化，我們做出 0 15~L L 的位置圖： 

    

 

 0L  1L  2L  3L  

    

 

4L  5L  6L  7L  

    

 

8L  9L  10L  11L  

    

12L  13L  14L  15L  當 r kT 時三點之位置變化 

 

綜合上面結論，可觀察到以下性質： 

性質一：若同時觀察圓上相異 n個點 0 1 1, , , nP P P  的位置變化，可發現當 r 足夠大時，無論 ,p q  

        值為何，此 n個點的位置會趨近於圓上n等分點。 

性質二：若單獨觀察 0P 的位置變化（ 0 ( )A r 的值），當 r 足夠大時，其 rL 與 rU 的小數部分以週 

        期為
( )

( , )

n p q
T

n p


 個變換數趨近於某些定值，而這些定值對應到圓周上位置恰為圓上 

        T 等分點。 

性質三：特別觀察 0 ( )A r 的極端值 ,r rL U ，在 ( )r kT k N  ，其中
( )

( , )

n p q
T

n p


 時，無論 ,p q值 

        為何，當 k 趨近於無限大時， rL 與 rU 的小數部分皆會趨近於某一定值。以 3n  為例 

        (由例 1~例 3 之表格可知)，此定值分別為
2

3
與

1

3
。 

為了解釋以上現象，我們必須先了解以下幾個引理，再得出定理 4.3 

引理 4.1：圓周上n等分點 0 1 1, nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，  

         其中 , , ( , ) 1p q N p q  ，則此n個點以週期為
 
( , )

n p q

n p


個變換數全部回歸。          

【證明】 

變換 kT 次後( k  ) 

變換 ( 1)k T 次後 

( )

( , )

n p q
T

n p
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     令 0 1 1, , , nP P P  的初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ，其中 ,0 1i

i
A i n

n
    ， 

     則可得數列 iA ，  , 0i

i
A i N

n
    。     

     

 
   

 

0 0 0 0

1 2

1

1 1 1
( )

1

r r r r
r k r k r k r k r k r k r k r k

i k i k k k kr r r
k k k k

r r

r

i k
A r C p q A C p q i C p q kC p q

np q p q n p q

i pr
i p q pr p q

n n p qn p q

   



   



 
 

    
    

 

      
  

   
註 註

    【註 1】  
0

r
rr k r k

k

k

C p q p q



     

【註 2】
0 1 1

! ( 1)!

!( )! ( 1)!( )!

r r r
r k r k k r k k r k

k

k k k

r r r
kC p q k p q p q

k r k k r k

  

  

 
  

  
    

                        
11 1

1

1

r
rr k r k

k

k

pr C p q pr p q
  





    

     若 iP 在變換 r 次後回歸，則
( )

pr
N

n p q



 

     若 ( , )n p d ，令 , , ( , ) 1n ds p dt s t   ，則
( ) ( ) ( )

pr dt r tr

n p q ds p q s p q


 

  
 

     又 ( , ) 1s t  ，故滿足
( )

pr
N

n p q



的最小 r 值為

( )
( )

n p q
s p q

d


   

     因此 iP 以週期為
 
( , )

n p q

n p


個變換數全部回歸。 

 

【例】 4, 2, 1n p q   ： 

 
  

 
初始位置 變換 1 次後 變換 2 次後 變換 3 次後 

   

 

變換 4 次後 變換 5 次後 變換 6 次後  

 

【說明】圓周上 4 等分點 0 1 2 3, , ,P P P P ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 2 :1處，因

 4,2 2  故此 4 個點以週期為
 4 2 1

6
2


 個變換數全部回歸。 
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引理 4.2：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若 

         iP 變換 r 次後的點之位置坐標為 ( )iA r ，則  1

1
lim ( ) ( ) , 1 ,i i
r

A r A r i n i N
n




      。 

         換句話說，無論 0 1 1, , , nP P P  之初始位置座標為何，在無限次變換後，此n個點 

         終將變換至圓上 n等分點。 

 【證明】 

     令 ( )

1( ) ( ) r

i i iA r A r s  ， 1 ,i n i N    ，其中 0( ) 1 ( )nA r A r  。 

    則此 n點間距變換之轉移矩陣為

0 0

0 0

0 0

0 0

n n

q p

p q p q

q p

p q p q

T

q p

p q p q

p q

p q p q


 
  
 
 
  
 

  
 
 
  
 
 
   

            

    若

1

2

n

s

s

S

s

 
 
 
 
 
 
  

為穩定狀態，則TS S 

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

0 0

n n

n n

q p

p q p q

s sq p

s sp q p q

T

q p

p q p q s s

p q

p q p q


 
  
 

    
          
       
    
    
         

 
 
   

 

    

1 2

1

2 3 2

1 2

1

n

n

n

q p
s s

p q p q
s

q p
s s s

p q p q
s s s

s
q p

s s
p q p q

 
  

   
       
       
   
   
   

  
 

  

，又 1 2 1ns s s    ，故
1 2

1
ns s s

n
    。 

     故圓周上相異 n個點，在無限次變換後，此n個點終將變換至圓上n等分點。█ 

【註】若T 是一個n階轉移矩陣，且T 或T 的某一次方之所有元都是正實數，則會存在穩定狀態。 

定理 4.3：圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，其中 ,p q N ,   

( , ) 1p q  ，當變換次數 r 足夠大時，此n個點的位置會收斂至圓周上 n等分點。同

時，此 n個點會在變換
( )

( , )

n p q
T

n p


 次後再次收斂至相同的位置。  

 【證明】     

      由引理 4.2 知，當變換次數 r 足夠大時，此n個點的位置會收斂至圓周上n等分點。 

      由引理 4.1 知，此 n個點會在變換
( )

( , )

n p q
T

n p


 次後再次收斂至相同的位置。█     
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    最後我們對於當 3n  且 r kT 時，其中
( )

( , )

n p q
T

n p


 ，無論 ,p q 值為何， 0P 的 rL 在圓上對

應座標會趨近於
2

3
的收斂位置相當好奇，顯然它並不受 ,p q值影響，那麼與n值有關嗎？我

們利用 Mathematica 程式跑出更多更多的數據(詳細過程記錄於研究日誌)，得到以下結果： 

 

n  2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  lim kT kT
k

L L


   
3

4
 

2

3
 

5

8
 

3

5
 

7

12
  

4

7
  

9

16
  

5

9
  

11

20
  

  lim kT kT
k

U U


  
1

4
 

1

3
 

3

8
 

2

5
 

5

12
  

3

7
  

7

16
  

4

9
  

9

20
  

 

 

由以上表格，可觀察到 rL 和 rU 的小數部分收斂值具有非常漂亮的規律，證明如下：   

定理 4.4：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點， 

若 0P 變換 r 次後的點之位置坐標 0 ( )A r 的最小極端值為 rL ，最大極端值為 rU ，

2T n ，則   
1

lim
2

kT kT
k

n
L L

n


  ；   

1
lim

2
kT kT

k

n
U U

n


  。 

 【證明】     

    已知  
1

( )

r
r i r i

r ir
i n

i
L C p q

p q n





 
    

 ；
1

1 1

( )

r
r i r i

r ir
i

i n
U C p q

p q n





  
    

  

     1 2 2 1 3 3 1

1 1
2 2 3 3

2 2

r
r r r r r r r

r i n n n n n nr r
i n

i
L C C C C C C C

n
  



 
           

 
   

    故當 (2 )r n k  時    

    
2

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 3 3 12 2

1 1
2 2 3 3

2 2

nk
nk nk nk nk nk nk nk

nk i n n n n n nnk nk
i n

i
L C C C C C C C

n
  



 
           

 
  

                            2 2 2

(2 1) (2 1) 1 2(2 1) (2 1) 2nk nk nk

k n k n knk C k C kC         

           2 2 2 2 2 2

2 2 1 1 1 2 1 ( 1) 1 12

1
1

2

nk nk nk nk nk nk

nk nk n n n k n knnk
L L C C C C C C     

            
 

 

    已知 

    
     

     

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 ( 1) 1 12

2 2 2 2 2 2

1 ( 1) 1 (2 2) 1 (2 1) 1 (2 1) 1 2

2 2 2

0

2 2

1(2 1) 2

1

2

1

nk nk nk nk nk nk

n n n k n knnk

nk nk nk nk nk nk

kn k n k n k n

nk nk nk

n kn

nk nk

k n k n k nn k

C C C CC C C

C

C C

CC C C C C C

     

          

            


          


        

    因為 2 2 2 2

0 2 22

1 1
lim

2

nk nk nk nk

n n knnkk
C C C C

n
        ，且 

    
       

   

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 (2 1) 1 2 1 1 2 1 (2 2) 1 (2 1) 1

2 2 2 2

( 1) 1 1 1 ( 1) 1

,

, ,

nk nk nk nk nk nk nk nk

n k n kn n n k n k n

nk nk nk nk

k n kn kn k n

C C C C C C C C

C C C C
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2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 ( 1) 1 1

2 2 2 2 2 2

0 (2 1) 2

1
2

2

nk nk nk nk nk nk

n n n k n k

nk nk nk nk nk

n kn k n k

n

nk

nC C

C C C

C C

C

C

C C



             

      





    

即      2 2 2 2 2

0 (2 12 ) 2

2

2 2

1 1
lim 1 lim 2

2 2

nk nk nk nk nk

n

nk

nk nk n kn k n knkk k
C C CL L C C

 



        





 

                 
1 1 1

1
2 2 2

n

n n


      

同理可證   2 2

1
lim

2
nk nk

k

n
U U

n


  。 █ 

事實上，定理 4.4 的結論在變換成與下一點所成弧之 :p q 處時，也會成立！ 

 

結論：圓周上相異 n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若   

      0P 變換 r 次後的點之位置坐標 0 ( )A r 的最小極端值 rL 與最大極端值 rU ，
( )

( , )

n p q
T

n p


 ， 

      則   
1

lim
2

kT kT
k

n
L L

n


  ；   

1
lim

2
kT kT

k

n
U U

n


  。也就是說，當 ( )r kT k N  時， 

      rL 與 rU 在圓周上的的收斂位置分別在
1

2

n

n


與

1

2

n

n


處，而 1, 2,r kT kT   時， 

      rL 與 rU 的收斂位置也隨之確定。因此， 0 ( )A r 的值之範圍  ,r rL U 是否會涵蓋整數值 

      皆可得知，則 0P 變換 r 次後可否回歸也能被預期。 

 

【例】若 3, 3, 1n p q   ， 0P 變換 r 次之位置座標 0 ( )A r 之範圍為  ,r rL U 。由以下圖示可知， 

      當 r 足夠大，若 4 ,4 1,4 3r k k k   ， 0P 可能回歸。若 4 2r k  ， 0P 永不回歸。 

 
 

因此，我們可以預期，圓周上相異3個點
0 1 2
, ,P P P ，變換至與下一點所成弧之3:1處， 

則在變換 2018 次後，無論初始位置座標為何，永遠不可能有任何點可回歸！ 
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研究五：圓周上相異 n個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。 

    在文獻[2]中，我們以程式嘗試各類特殊初始位置坐標時，發現除了n等分點有明顯的循

環回歸性質外，若此 n個點的初始排列方式為線對稱或是具週期性，也同樣具有規律。為了

此篇作品完整性，將部分研究內容敘述如下： 

定理 5.1：圓周上相異2n個點 0 1 2 1, , , nP P P  ，且初始位置座標為   

         
1 2 1 1 2 1

1
0, , , , , ,1 , ,1 ,1

2
n na a a a a a 

 
   

 
，其中

1 2 1

1
0

2
na a a      ，沿逆時 

         針方向變換成與下一點所成弧之中點，則 0P 和 nP 在變換 4n次後會回歸。 

【證明】 
      令 0 1 1, , , nP P P  的初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ，其中 

      

2

,0 1

1
,

2

1 , 1 2 1

i

i

n i

a i n

A i n

a n i n

  



 

    

 ，
1 2 1

1
0

2
na a a      ， 

      由定理 1.1 知：  0 0 0 1 1

1
( )

2

r r r r

n n r rr
A r C A C A C A C A       

      

 

     

 
4
2 1

4 4 4 4 4 4

0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 44

4 4 4 4 4

0 1 1 2 2 1 14

4 4 4 4

1 1 2 2 2 2 1 1 2

4 4

2 1 1 3 1

1
(4 )

2

1 1
0

2 2

1 1 1 1

1
n
n n

n n n n n n

n n n n n n n nn

n n n n n

n n nn

n n n n

n n n n n

n n

n n

C C

A n C A C A C A C A C A C A

C C a C a C a C

C a C a C a C

C a C



 

   

 

        


          



         

     

 

4 4
1

4 4 4
1 1 0

4

1 3

4 4 4

3 1 1 4 1 1 4

3
1

2

2 (2 ) 2

n n
n

n n n
n

n

n n

C

n n n

n n n n

C C C

a C

C a C a C







  

  


       



 

              
4

4 4 4

0 1 44 4

1 2
1

2 2

n
n n n

nn n
C C C      。同理可證得

3
(4 ) 1

2
n nA n A   。▓    

討論：若將定理 5.1 中「變換成與下一點所成弧之中點」改成「變換成與下一點所成弧之 

      : ( )p q p q 處」，那麼是否有類似的回歸情形呢？ 

【說明】由定理 5.1 的證明過程中，我們可以觀察到，在 4r n 時，初始位置座標      

      1 2 1 1 2 1

1
0, , , , , ,1 , ,1 ,1

2
n na a a a a a 

 
   

 
恰可以利用 n n

k n kC C  之性質對消或是合併大   

      部份的項，進而得到整數這個漂亮的結果。然而，當我們嘗試變換成與下一點所成弧 

      之 : ( )p q p q 處時，顯然沒有這種對消或合併的現象，因此不會產生特定循環或回歸 

      現象。      

     

    接著，若 0 1 1, , , nP P P  在圓周上的排列具週期性，是否也有類似的回歸現象呢？我們利用

GeoGebra 寫出的程式，針對各種不同具週期性排列的初始位置座標去觀察，發現只有兩間隔

成一週期時才有明顯的規律，其餘並沒有特定規律。研究結果如下： 
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定理 5.2：圓周上相異 2n個點 0 1 2 1, , , nP P P ，且初始位置座標為
1 1 2 1

0, , , , , ,
n

a a a
n n n n

 
  

 
， 

         其中
1 1

0 ,
2

a a
n n

   ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，則一次變換 

         後， 0 1 2 1, , , nP P P  會變換至圓周上 2n等分點，且此2n個點無論變換幾次永不回歸。 

【證明】 

    令 0 1 2 1, , , nP P P  的初始位置座標為 0 1 2 1, , , nA A A  ， 

    其中
2

i

i
A

n
 ， i 為偶數，

1

2
i

i
A a

n


  ， i 為奇數 

    因為  
0

1

2

r
r

i k i kr
k

A r C A 



     故    
1

1

1

0

1 1
1

2 2
i k i k i i

k

A C A A A 



    

   當 i 為偶數，
1 1

(1)
2 2 2 2

i

i i i
A a a

n n n

   
       

   
 

   當 i 為奇數，
1 1 1 1

(1)
2 2 2 2

i

i i i
A a a

n n n

    
       

   
 

   故 1

1 1 1 1
(1) (1)

2 2 2
i i

i i
A A a a

n n n


   
        

   
 

   即 0 1 2 1, , , nP P P  經一次變換後會為圓周上的 2n等分點。 

   由定理 4.1 知，之後此 2n個等分點位置皆以逆時針轉
1

4n
的方式變換。當 i 為偶數時，   

   
1 1 1

( )
2 4 2 2 4

    
        

   
i

i r i a r
A r a

n n n n
，若 iP 在變換 r 次後回歸，則  

1
0

2 4

 
   

 

a r
N

n
，   

   顯然除非
1

2
a

n
 ，否則此 2n個點永不回歸。同理可證 i 為奇數的情形。█ 

討論：若將定理 5.2 中「變換成與下一點所成弧之中點」改成「變換成與下一點所成弧之 :p q

 

      
( )p q 處」，那麼是否有類似的情形呢？即圓周上相異 2n個點，若其初始位置座標為   

      
1 1 2 1

0, , , , , ,
n

a a a
n n n n

 
  

 
，是否可能在有限次變換後，變換至圓周上 2n等分點？ 

【說明】因為
  0

1
( ) 









r

r k r k

i k i kr
k

A r C p q A
p q

且
 

1 1

0

1
( ) 

  







r

r k r k

i k i kr
k

A r C p q A
p q

 

        不妨假設 ,i r 皆為偶數，則       

 
 

 

1 1

0

1 2 2 3 3 1
0 1 2 3 1

1
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1 1 1 1

r
r k r k

i i k i k i kr
k

r r r r r r r r r r r r
r rr

A r A r C p q A A
p q

C q a C pq a C p q a C p q a C p q a C p a
n n np q


   



   


  


      
                

       



 

 
 

   

1 2 2 3 3 1 3 3 1
0 1 2 3 1 3 1

2

1 1

1 1

2

r r r r r r r r r r r r r r r r
r rr

r r

r

r

a C q C pq C p q C p q C p C pq C p q C p q
np q

p q p q
a p q

np q

     


    
             

       

  
    



註1 註

1 1
(*)

2 2

r
p q

a
n p q n
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【註 1】  1 2 2 3 3

0 1 2 3

            
rr r r r r r r r r r

rC q C pq C p q C p q C p p q     

【註 2】  1 2 2 3 3

0 1 2 3 (1)        
rr r r r r r r r r r

rC q C pq C p q C p q C p p q  

   1 2 2 3 3

0 1 2 3 (2)        
rr r r r r r r r r r

rC q C pq C p q C p q C p p q  

(1) (2)

2


可得 1 3 3 1

1 3 1

( ) ( )

2

  



  
   

r r
r r r r r r

r

p q p q
C pq C p q C p q  

  由(*)式可知，除非 p q 或
1

2
a

n
 時， 0 1 2 1, , , nP P P  才有機會變換至圓周上 2n等分點。■ 

 

伍、研究結果
 
一、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變換數。 

    圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點變換m 次後回 

    歸，則m的最小值為 2n 。（若某點在變換 2n 次後回歸，則當 3n  時，此點為唯一回 

    歸的點；當 2n  時， n個點同時回歸。） 

二、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可能變換數。 

    圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點經m 次變換後 

    回歸，則m之充要條件為 2m n  且 1, , 1m kn kn kn   ，其中 k 為正奇數。 

三、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q 處，求某點回歸的最小變換數。 

  (一)圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若某點經m 次變換   

     後回歸，則： 

     (1)當 1
q

p
 時，m的最小可能值為 1n  。 

 (2)當 1
q

p
 時，m的最小可能值為 2n 。 

 (3)當 1
q

p
 且 k 為最小自然數滿足

1

1 1
1

( )

n k
n k i n k i

in k
i

i n
C p q

p q n


  




  
   

 時，m 的最小可 

   能值為 n k 。此時 2k  。 

  (二)圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，其中 1
q

R
p

  ，    

     若存在某點回歸的最小可能變換數為 n k ，對於某個自然數 2k  ，則R 須滿足 

     不等式      
1

1

1

1 1

1 1n k n k
n k i n k n k in k n k

n k i n k i

i n i n

i i
C C

n n
R R R

  
      

    

   

    
    

   
  。 

四、圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q 處，求某點回歸的所有可能變換數。 

  (一)圓周上相異 n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，其中 ,p q N ,   

     ( , ) 1p q  ，當變換次數 r 足夠大時，此n個點的位置會收斂至圓周上n等分點。同時， 

     此 n個點會在變換
( )

( , )

n p q
T

n p


 次後再次收斂至相同的位置。 

  (二)圓周上相異 n個點 0 1 1, , , nP P P ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q 處，若 0P 變 
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     換 r 次後的點之位置坐標 0 ( )A r 的最小極端值為 rL ，最大極端值為 rU ，
( )

( , )

n p q
T

n p


 ，則   

       
1

lim
2

kT kT
k

n
L L

n


  ；   

1
lim

2
kT kT

k

n
U U

n


  。也就是說，當 ( )r kT k N  時， rL 與 rU  

     在圓周上的的收斂位置分別在
1

2

n

n


與

1

2

n

n


處，而 1, 2,r kT kT   時， rL 與 rU 的收 

     斂位置也隨之確定。因此， 0 ( )A r 的值之範圍  ,r rL U 是否會涵蓋整數值皆可得知，則 0P  

     變換 r 次後可否回歸也能被預期。 

五、圓周上相異 n個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。 

    圓上 n個點初始排列方式為等分點、線對稱或是具週期性，在特定條件下具有規律。 

 

陸、討論與未來展望 

    在這篇研究中，我們針對圓周上相異 n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點

所成弧之 :p q 處時，某點回歸之最小變換數以及所有可能變換數作探討。同時發現，當變換

次數 r 足夠大時，此n個點的位置會收斂至圓周上n等分點。當 ( )r kT k N  ，其中
( )

( , )

n p q
T

n p




時， 0 ( )A r 的最小極端值 rL 與最大極端值 rU 在圓周上的收斂位置分別在
1

2

n

n


與

1

2

n

n


處，此收

斂位置與跳躍比例 :p q 無關。 

    事實上，任意一組初始位置座標都會對應到某一組收斂位置，舉例來說，圓周上 3 個點

之初始位置座標若為
2 4

0, ,
5 5

 
 
 

，當 ( )r kT k N  時，其在圓周上的收斂位置為
1 6 11

, ,
15 15 15

 
 
 

。

圓周上 5 個點之初始位置座標若為
1 3 5 6

0, , , ,
10 10 10 10

 
 
 

，當 ( )r kT k N  時，其在圓周上的收斂

位置為
9 1 3 5 7

, , , ,
10 10 10 10 10

 
 
 

。我們歸納出一個結論：圓周上相異n個點，若其初始位置座標為

11 20, , , , nbb b

a a a

 
 
 

，無論跳躍比例 :p q 為何，當 ( )r kT k N  時，其在圓周上的收斂位置為

圓周上 n等分點 0 1 1, , , nc c c  ，其中 0c 的值為（ 1 2 11 1

2

nb b bn

n a n

  
  ）的小數部分 。

這是個非常漂亮的關係式，值得未來繼續深入去探討。 
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作品海報 

【評語】050419  

本作品探討圓周上相異 n個點，將圓周分割成 n段弧，每次每

個點沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點經 m次

變換後回到初始點，則 m的最小值以及 m的所有可能值。這個問

題相當有趣，作者研究架構及邏輯也很清楚，且都能關心問題內含

的重要的數學問題，其中最主要是去關心 Ai(r)的最小極端值和最大

極端值。這一部份的問題是困難的，作者主要是借助電腦工具去輔

助觀察，但是，由於數列的值域不具有連通性，因此有機會在區間

之中但被跳過去，而電腦卻檢查不出來，這一部數學的嚴格性仍待

加強。 
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壹、研究動機 
    第 27 屆環球城市數學競賽試題中，有一個關於圓周上跳躍問題：「12隻蚱蜢處於圓周上的不同點，牠們將圓
周分割成 12段弧，每步每隻蚱蜢同時沿順時針方向跳到以牠為端點的弧之中點，得到新的 12 段弧，繼續這樣的
跳步，則是否能在 12步後至少有一隻蚱蜢回到初始點？」我們對這樣的回歸性質感到好奇，便展開一連串的研究。 
貳、研究目的 
一、圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變換數。 
二、圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可能變換數。 
三、圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之 :p q處，求某點回歸的最小變換數。 
四、圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之 :p q處，求某點回歸的所有可能變換數。 
五、圓周上相異n個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。 
參、研究設備與器材     紙、筆、電腦、GeoGebra、Mathematica、C++ 

說明：為了方便以極座標撰寫程式，我
們將n隻蚱蜢改成以逆時針方向排序
在圓周上，並以逆時針方向跳躍。同
時，將此跳躍問題轉化成數學問題：「圓
周上相異n個點，沿逆時針方向變換成
與下一點所成弧之中點，若某點經m次
變換後回到初始點，求m的最小值。」 

肆、研究過程與方法 
【定義一】圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，將圓周展開成以 0P為起始點的射線，以 0P為原點，單位長 

            為1圓周長，若 0 1 1, , , nA A A  為 0 1 1, , , nP P P  在此射線上的座標，則稱 0 1 1, , , nA A A   

            為 0 1 1, , , nP P P  之位置座標。 

【定義二】定義數列 iA ， iA為點 iP的初始位置座標且滿足  1, 0i n iA A i N      。其中位置座標差為整數的 

         任意兩個點在圓周上重合。 

【定義三】圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，稱為一次變換。設點 

          iP的位置座標為 iA， iP變換 r次後的點之位置坐標為 ( )iA r ，其中 

          (0)i iA A 。由分點公式知， 1( ) ( )( 1) i i
i

qA r pA rA r
p q


 


。 

【定義四】若某點經變換 r次後回到初始位置，則稱此點變換 r次後回歸。 
【定義五】 設點 iP變換 r次後的點之位置坐標為 ( )iA r ，若 ( )iA r 的所有可能值之範圍為開區間 ( , )r rL U ，稱 rL 為 ( )iA r  

          的最小極端值， rU 為 ( )iA r 的最大極端值。 

  

【解題技巧】

( , )r rL U 含整數點 0P可能回歸 ( , )r rL U 不含整數點 0P不可能回歸  
研究一：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變換數。 

定理 1.1：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，其初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點處 

              ，若 iP變換r次後的點之位置坐標為 ( )iA r ，則  0 1 1 2 2
0

1 1( )
2 2

r
r r r r r

i i i i r i r k i kr r
k

A r C A C A C A C A C A   


       。 

 

定理 1.2：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點變換m次後回歸，則m的最小值為 2n 。  
             若已知某點在變換 2n 次後回歸，則當 3n  時，此點為唯一回歸的點；當 2n  時，n個點同時回歸。 

【原始問題】12隻蚱蜢處於圓周上的不同點，每步每隻蚱蜢同時沿逆時針方向跳到以牠為端點   
           的弧之中點，繼續這樣的跳步，沒有任何一隻蚱蜢可以經由跳躍 12步後回到初 
           始點！若存在某隻蚱蜢跳躍m次後回到初始點，則m的最小值為 14。 

討論：若 0P恰變換 2n 次即可回歸，則 0 1 1, , , nP P P  的初始位置座標 0 1 1, , , nA A A  須滿足什麼條件呢？ 

結論：若 0P變換 2n 次後回歸，則當 3n  時， 0 1 1, , , nP P P  的初始位置座標 0 1 1, , , nA A A  必須滿足 

          2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 0 1 2(2 ) ( 1) 2n n n n n n n n

n nC A C A C A C A C C C       
          ，此時 1 3 2

1 2 41
2 2 3 4n

nA
n n


  

  
。 

【例】已知圓上相異3個點 0 1 2, ,P P P ，其初始位置座標 0 1 2, ,A A A ，若 0P變換5次後回歸，則 0 0A  且 1 210 11 16A A  。更進一 

       步發現，此時 1
1 16
2 21

A  。因此若取 1 2
6 10,

10 11
A A  ，則 0P變換5次後即可回歸，此時， 0P為3個點中唯一會回歸的點。 

研究二：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可能變換數。 

定理 2.1：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，若某點經m次變換後回歸，則m之  
          充要條件為 2m n  且 1, , 1m kn kn kn   ，其中 k為正奇數。 

【例】圓周上相異3個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，當變換次數為1, 2,3, 4,8,9,10,14,15,16, 20, 21, 22, 
        時，無論初始位置座標為何，皆不存在任何點可回歸。 
研究三：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q處，求某點回歸的最小變換數。 

定理 3.1：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，其初始位置座標為 0 1 1, , , nA A A  ，沿逆時針方向變換成與下一點所 

          成弧之 :p q處，若 iP變換 r次後的點之位置座標為  iA r ，則   

          
   

1 2 2
0 1 1 2 2

0

1 1( )
r

r r r r r r r r r k r k
i i i i r i r k i kr r

k

A r C q A C pq A C p q A C p A C p q A
p q p q

  
   



        
 。      

圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，若某點經m次變換後回歸，假設m的最小值為n k 。以下性質會成立： 

 

性質一：當
q
p
越小時， k會越小。即當 iP每次跳躍跳離原位 

        置越遠時，會越快可能回歸。 
性質二：無論 ,p q為何，且無論 n個點之初始位置為何，在 
        變換 n次後皆仍在第一圈內，不可能有任何點回歸。 

性質三：若 1q
p
 時， 2k  。（定理 1.2） 

 n  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1
4

q
p
  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1
3

q
p
  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1
2

q
p
  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

=2q
p

 5 6 8 9 10 12 13 14 16 17 18 20 21 22 

=3q
p

 7 8 10 12 13 15 17 19 20 22 24 25 27 29 

m  
的 
最 
小 
值 
n  
＋ 
k   

=4q
p

 8 10 12 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 

結論：當 1q
p
 時，m的最小值是 1n 。當 1q

p
 時，固定

q
p
，隨著n值的增加，k之值會變大。而固定n，隨著

q
p
變大，k之值 

          也會變大。也就是k值會隨著n與 q
p
而變動而非定值，因此k、n、q

p
必定有一個關係式存在。以下分成兩大方向探討。 



 
1 

方向一 ：固定n , q
p
值，求 k值。 

定理 3.2：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，若某點經m次變換後回歸，則： 

(1)當 1q
p
 時，m的最小值為 1n 。                     (2)當 1q

p
 時，m的最小值為 2n 。 

(3)當 1q
p
 且 k為最小自然數滿足

1

1 1 1
( )

n k
n k i n k i
in k

i

i n C p q
p q n


  




      
 時，m的最小值為 n k 。此時 2k  。 

方向二 ：固定n , k值，求
q
p
所滿足的範圍限制。 

定理 3.3：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，其中 1qR
p

  。若存在某點回歸的最小變換次數為 

         n k ，對於某個自然數 2k  ，則R須滿足不等式      
1

1
1

1 1

1 1n k n k
n k i n k n k in k n k

n k i n k i
i n i n

i iC C
n n

R R R
  

      
    

   

           
  。 

【例】圓周上相異3個點，若存在某點回歸的最小變換次數為6 ( 3)k   ，則
qR
p

 須滿足不等式      
5 6

6 6 65 6
5 6

4 4

1 1
3 3

i i
i i

i i

i iC R R C R 
 

 

           
  。 

     整理得 2 6 25 15 6 1R R R R R     ，可解得1.54 2.06R  。 
【程式數據】藍色部分為可回歸的最小變換數為 2n  的情形；黃色部分為可回歸的最 
                 小變換數為 3n  的情形；紅色部分為可回歸的最小變換數為 4n  的情形。 

2.5 6 7 9 10 12 13 15 16 18 19 21 22 24 25 27 28 30 31 33 
2.4 6 7 9 10 12 13 15 16 17 19 20 22 23 25 26 28 29 31 32 
2.3 5 7 8 10 11 13 14 16 17 18 20 21 23 24 26 27 28 30 31 
2.2 5 7 8 10 11 12 14 15 17 18 19 21 22 24 25 26 28 29 30 
2.1 5 7 8 9 11 12 13 15 16 17 19 20 22 23 24 26 27 28 30 
2.0 5 6 8 9 10 12 13 14 16 17 18 20 21 22 24 25 26 27 29 
1.9 5 6 7 9 10 11 13 14 15 17 18 19 20 22 23 24 25 27 28 
1.8 5 6 7 9 10 11 12 14 15 16 17 19 20 21 22 24 25 26 27 
1.7 5 6 7 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19 20 22 23 24 25 26 
1.6 4 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 17 19 20 21 22 23 25 26 
1.5 4 5 7 8 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19 20 21 23 24 25 
1.4 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16 18 19 20 21 22 23 24 
1.3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
1.2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18 19 20 21 22 23 

m  
的 
最 
小 
值 
n  
＋ 
k  

1.1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
/q p  

   n  
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

  
研究四：圓周上相異 n個點變換成與下一點所成弧之 :p q處，求某點回歸的所有可能變換數。 

     首先我們先觀察 0 ( )A r 的值所在的範圍 ,r rL U ，其中 
1

( )

r
r i r i

r ir
i n

iL C p q
p q n





     
  且  

1

1 1
( )

r
r i r i

r ir
i

i nU C p q
p q n





      
  。 

若  ,r rL U 涵蓋某個整數值，則 0P變換 r次後可能回歸，反之則否。我們嘗試針對各種不同的 , ,n p q值，利用Mathematica寫程式跑出 ,r rL U 來

觀察其值之變化，有了非常驚人的發現：當 r足夠大時， rL 與 rU 的小數部分會週期性的趨近於某些定值。即 rL 與 rU 對應到圓上的位

置會週期性接近某些定點。故 0P變換 r次後可否回歸也能被預期。 
【例 1】 3n  、 : 1:1p q  (以下數值為四捨五入至小數點後第二位之結果) 【例 2】 3n  、 : 3 :1p q   
r  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

rL  0 0 0 0.13 0.31 0.50 0.67 0.84 1.00 1.17 1.33 1.50 

rU  0 0.5 0.75 0.88 1.00 1.16 1.33 1.50 1.67 1.83 2.00 2.17 
可否
回歸 否 否 否 否 否 可 可 可 否 否 否 可 

r  12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 

rL  1.67 1.83 2.00 2.17 2.33 2.50 2.67 2.83 3.00 3.17 3.33 3.50 

rU  2.33 2.50 2.67 2.83 3.00 3.17 3.33 3.50 3.67 3.83 4.00 4.17 
可否
回歸 可 可 否 否 否 可 可 可 否 否 否 可 

【說明】當r足夠大時， rL 與 rU 的小數部分以6個變換數為週期趨近於某些定值。 

 

r  rL  rU  
0 0.0000000000 0.0000000000 
6 0.6718750000 1.3281250000 
12 1.6667480469 2.3332519531 
18 2.6666679382 3.3333320618 
24 3.6666666865 4.3333333135 
     

 
【註】由以上表
格的數據可說
明定理 2.1 所
證明的結論。 【說明】當 r足夠大時， rL 與 rU 的小數部分以 4個變換 

        數為週期趨近於某些定值。 

r  0 1 2 3 4 5 6 7 

rL  0 0 0 0.42 0.74 0.90 1.14 1.43 

rU  0 0.75 0.94 0.98 1.31 1.63 1.83 2.06 
可否 
回歸 否 否 否 否 可 可 否 可 

r  8 9 10 11 12 13 14 15 

rL  1.67 1.91 2.17 2.42 2.67 2.91 3.17 3.42 

rU  2.34 2.59 2.83 3.08 3.34 3.58 3.83 4.08 
可否 
回歸 

可 可 否 可 可 可 否 可 

r  16 17 18 19 20 21 22 23 

rL  3.67 3.92 4.17 4.42 4.67 4.92 5.17 5.42 

rU  4.33 4.58 4.83 5.08 5.33 5.58 5.83 6.08 
可否 
回歸 可 可 否 可 可 可 否 可 

【例2中 0 ( )A r 的最小極端值 0 15~L L 的位置圖】 
 

 

 

 1.同時觀察圓上相異 n個點的位置變化，

可發現當 r足夠大時，此 n個點的位置

會趨近於圓上 n等分點。 

2.單獨觀察 0P 的位置變化（ 0 ( )A r 的值），

當 r足夠大時， rL 與 rU 的小數部分以週

期為
( )
( , )
n p qT
n p


 個變換數趨近於某些

定值，而這些定值對應到圓周上位置恰

為圓上T 等分點。 

3.特別觀察 0 ( )A r 的極端值 ,r rL U ，在 

  ( )r kT k N  ，其中
( )
( , )
n p qT
n p


 時，無  

  論 ,p q值為何，當 k時， rL 與 rU  

  的小數部分皆會趨近於某一定值。以 

  3n  為例，此定值分別為
2
3
與

1
3
。 

    
0L  1L  2L  3L  

    
4L  5L  6L  7L  

    
8L  9L  10L  11L  

    
12L  13L  14L  15L   

 
為了解釋以上現象，我們必須先了解以下幾
個定理： 

 當 r kT 時三點之位置變化  

 

變換 kT 次後 

( k  ) 

變換 ( 1)k T  
次後 

【程式函數圖形】 



 
1 

 

引理4.1：圓周上n等分點 0 1 1, nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，其中 , , ( , ) 1p q N p q  ，  

        則此 n個點以週期為
 
( , )
n p q
n p


個變換數全部回歸。          

引理4.2：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，若 iP變換 r次後的點之位     

        置坐標為 ( )iA r ，則  1
1lim ( ) ( ) , 1 ,i ir

A r A r i n i N
n

      。換句話說，無論 0 1 1, , , nP P P  之初始位置座標 

為何，在無限次變換後，此 n個點終將變換至圓上 n等分點。 
 

定理4.3：圓周上相異n個點，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，其中 ,p q N ,( , ) 1p q  ，當變換次數r足夠 

          大時，此n個點的位置會收斂至圓周上n等分點。同時，此n個點會在變換
( )
( , )
n p qT
n p


 次後再次收斂至相同的位置。 

定理4.4：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處，其中 , ,p q N ( , ) 1p q  ，   

        若 0P變換 r次後的點之位置坐標 0 ( )A r 的最小極端值 rL 與最大極端值 rU ，
( )
( , )
n p qT
n p


 ，則 

           1lim
2kT kTk

nL L
n


  ；    1lim

2kT kTk

nU U
n


  。 

 

結論：圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變 

        換成與下一點所成弧之 :p q處，當 ( )r kT k N   

       時， rL 與 rU 在圓周上的的收斂位置分別在
1

2
n
n


       與
1

2
n
n


處，而 1, 2,r kT kT   時， rL 與 rU

       的收斂位置也隨之確定。因此， 0 ( )A r 的值 

      之範圍  ,r rL U 是否會涵蓋整數值皆可得   

      知，則 0P 變換 r次後可否回歸也能被預期。

我們可預期，圓周上相異3個點，變換至與下一點所成

弧之3:1處，則在變換 2018 次後，無論初始位置座標

為何，永遠不可能有任何點可回歸！ 

【例】若 3, 3, 1n p q   ，下圖所示為 0P變換r次後的點之位置座標 

         0 ( )A r 之範圍 ,r rL U 。當r足夠大時，若 4 ,4 1, 4 3r k k k   ，  

         0P可能回歸。若 4 2r k  ， 0P永不回歸。 

  

研究五：圓周上相異 n個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。 

定理5.1：圓周上相異2n個點 0 1 2 1, , , nP P P  ，且初始位置座標為 1 2 1 1 2 1
10, , , , , ,1 , ,1 ,1
2n na a a a a a 

     
  ，其中        

            1 2 1
10
2na a a      ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，則 0P 和 nP 在變換4n次後會回歸。

 
 
 

定理5.2：圓周上相異 2n個點 0 1 2 1, , , nP P P  ，且初始位置座標為
1 1 2 10, , , , , , na a a
n n n n

    
 ，其 

         中
1 10 ,

2
a a

n n
   ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之中點，則一次變換後， 

         0 1 2 1, , , nP P P  會變換至圓周上 2n等分點，且此 2n個點無論變換幾次永不回歸。 
 

 

討論：定理5.1、5.2中，將「變換成與下一點所成弧之中點」改成「變換成與下一點所成弧之 :p q ( )p q 處」，並無類似的回歸情形。 
 

伍、研究結果 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

陸、討論與未來展望 
    在這篇研究中，我們針對圓周上相異n個點 0 1 1, , , nP P P  ，沿逆時針方向變換成與下一點所成弧之 :p q處時，某點回歸之最小變
換數以及所有可能變換數作探討。同時發現，當變換次數r足夠大時，此n個點的位置會收斂至圓周上n等分點。當 ( )r kT k N 

時， 0 ( )A r 的最小極端值 rL 與最大極端值 rU 在圓周上的收斂位置分別在
1

2
n
n


與
1

2
n
n


處，此收斂位置與跳躍比例 :p q無關。 

    事實上，任意一組初始位置座標都會對應到某一組收斂位置，舉例來說，圓周上3個點之初始位置座標若為
2 40, ,
5 5

 
  

，當 

( )r kT k N  時，其在圓周上的收斂位置為
1 6 11, ,

15 15 15
 
  

。圓周上 5個點之初始位置座標若為
1 3 5 60, , , ,

10 10 10 10
 
  

，當 

( )r kT k N  時，其在圓周上的收斂位置為
9 1 3 5 7, , , ,

10 10 10 10 10
 
  

。我們歸納出一個結論：圓周上相異n個點，若其初始位置座標為 

11 20, , , , nbb b
a a a

 
  

 ，無論跳躍比例 :p q為何，當 ( )r kT k N  時，其在圓周上的收斂位置為圓上n等分點 0 1 1, , , nc c c   

，其中 0c 的值為 1 2 11 1
2

nb b bn
n a n

     
 


的小數部分。這是個非常漂亮的關係式，值得未來繼續深入去探討。 
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最小變換數 
中點 

所有可能變換數 

研究一：定理 1.2 

研究二：定理 2.1 

特殊初始位置座標 等分點 線對稱排列 週期性排列 

固定n ,k值，求
q
p
所滿足的範圍。 研究三：定理 3.3 

所有可能變換數 研究四：定理 4.3 

研究四：定理 4.4 

推廣 

:p q處 

固定 n , q
p
值，求 k值。 研究三：定理 3.2 

最小變換數 

研究五：定理 5.1 研究四：引理 4.1 研究五：定理 5.2 
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