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摘要 

  本文章之最大鄰升數「升頂值 q 」與「附值點鄰集 )(, tqp

n 」源於都市計畫遊戲「Tower 

Bloxx」，再由「相鄰數 4p 」將 q 提升至 15  p 。 

  第一部分，研究「鄰升數總和 ),,( qpS 」過程中，找出基數覆蓋法、鑲嵌法、通道法、

邊角分析法與左右加格法。以矩形鑲嵌拼圖
5,4
5mB 、

5,4
5 nB  合併上述方式處理

5,4
nm ，得到

),5,4( nmS  一般式。 

  第 二 部 分 ， 定 義 方 格 狀 點 鄰 集 p

nmV  ， 推 廣 在 8,,3p 、 1,,,2  ppq  時 的

),,( ,qp

nmqpS  一般式。並利用均值找出「完美填數定理」與「不取代鄰升數總和上界

),,(ˆ nmqpS  」公式。 

  第三部分，以
qp

nm

qp

nm

,, )0(   處理策略繼續尋找「可取代鄰升數總和 ),,( qpR 」時，同

樣發現中心鑲嵌法，再轉化成「匯流魚鱗 )}({ ,
'' tF qp

nm  」與「鋪瓦法 )( ji tF 」找出 )(, hqp

nm 與

),,( nmqpR  一般式。 

  第四部分，論述應用方向，並將平面中的
qp

pn
J

,
)1( 
應用在輪胎面與球面，改裝部分魔術方

塊與定義新玩法。在解決球面填數時，額外發現切割五邊形幾項幾何性質。 

壹、遊戲介紹和研究動機與定位 

一、填數規則： 
1. Tower Bloxx 為都市計畫手機遊戲，在 5×5 的方格空地上蓋 1 級樓、2 級樓、3 級樓、

4 級樓。除 1 級樓可任意蓋外，蓋高級樓時，旁必須要所有低級樓與之相鄰(共邊)，
即 2 級樓旁有 1 級樓； 3 級樓旁有 2 和 1 級樓；4 級樓旁有 3、2 和 1 級樓。每級樓可

容納人口數從最少 1 級樓至最高 4 級樓，故此遊戲基本策略是將所有空地蓋滿，並且

4 級樓所占比例最高。 
2. 數學填數模式：於 nm 方格中填入數字 1、2、3、4 代表樓之等級，因方格最多相鄰

格數為 4，故最大數字可以填至 5。與前相同，填大數字時必有已填所有較小數字與

之相鄰，故稱所填的數字為鄰升數。例： 

→  

白色方格可填入 1、2、3、4，最大鄰升數可填 5。承上，左上角雖已填數字，但其相

鄰二格有 1、2，可以取代 1 更替為 3。 

二、研究動機與定位： 
1. 此遊戲目標為將人口數最大化，代表填入鄰升數總和之上界為最終結果。 
2. 我們可以將方格及所填鄰升數視為附值點鄰集，希望可以發展出相鄰格數不必拘束於

方格的 4 鄰邊，與鄰升數比 5 更大的填法。 
3. 在找出總和最大值後，一併找到數種符合最大值的鄰升數填法，本文章並未羅列所有

不同的填法。 

1 2 3 1

1 4 2

2 3 1 3

3 2 3 1

1 4 2

2 3 1 3
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4. 處理公式過程，我們使用大量的級數與同餘技巧，再藉由數據分析得到分類結論。 

5. 在填數時，以 Excel 內建功能賦予數字顏色，利於觀察與找出可用形式。而本文升頂

值可達 1p ，亦即可著 1p 色，且相鄰可同色(相同鄰升數)，所以本文並非討論著

色、四色定理等相關問題。搜尋歷屆科展得獎作品後，找出近似研究主題，發現他們

並未處理鄰升數相關問題： 

(1)  ＜潘朵拉的正鑲嵌圖塗色秘密＞、＜蜂窩染色問題的探討＞：討論鑲嵌與少數著色； 

(2) ＜盡可能擁擠＞：著重在填數找相鄰和最小值； 

(3) ＜擋得住的魅力—看你往哪逃＞：使用與點鄰集相同技巧，在討論封閉路徑問題。 

貳、研究目的 

一、在任意 nm 方格中填入鄰升數，並使其總和為最大值。為方便估算，我們一併計算每

格之均值(算術平均數、期望值)。 

二、由於在填好部分數字後，可以再填其他鄰升數取代先前數字，我們分兩種狀況討論： 

1. 每格只填一次，即不取代原先鄰升數； 

2. 可在滿足規則下取代已填鄰升數。 

三、 利用平移方格與點鄰集概念，處理 8,7,6,5,3p 。並求出一般化的公式和定理。 

四、找出上述最大值公式的一般式，與滿足總和最大值的鄰升數填法。即求： 

1 pq  總和最大值 均值(領導係數) 鄰升數填法 

不取代鄰升數 ),,( nmqpS   ),( qpS

 )0(,, qp

nm

qp

nm    

取代鄰升數 ),,( nmqpR   ),( qpR
F

 )(, hqp

nm  

五、將平面的 qp

pn
J

,
)1( 
鄰升數填法應用在輪胎面 1T 與球面 2S ，並改裝部分魔術方塊與定義新

玩法。而與 qp

Sn

,
)( 2 同區之魔術方塊，可由排列狀況找出符合的調和鄰升數填法

qp

Sn
H

,
)( 2 。 

參、研究設備及器材 

Microsoft office Excel、GeoGebra、GSP、筆記型電腦、魔術方塊、立體展開圖 

肆、名詞解釋與符號定義 

一、數學常用符號： 
1. 計數， (# 集合 ) 集合元素個數。 

2. 整數，   x 小於或等於 x 的最大整數、   x 大於或等於 x 的最小整數。 

3. 同餘， hn k 即 h
k

n
kn 








 。為方便表示公式整理，以 jinm k ,,  代表 jnim kk  , 與

jmin kk  , 。而 ki 表示 in k 。 
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二、相鄰數 p 、點鄰集
p

nV ： 

1. p

nV 有 n 個相異點，即 nV p

n )(# 。 

2. 任意一點
p

nVv ，最多只有 p 個點與 v 相鄰。 

可以知道 nm 方格為點鄰集
4

nmV  ，將 nm 方格(封閉區域、面)與其相鄰格的關係轉換成

為：方格→點、相鄰兩格→連線。 

三、鄰升數：當相鄰的數字有 k,,2,1  時，可以將數字填至 1k 。 

四、升頂值 q ：可填的最大鄰升數。 

五、附值點鄰集 ,()(, p

n

qp

n Vt  鄰升數 ))(t  

1. )(, tqp

n 是在
qp

nV ,
的每個點上附加鄰升數，即 

)(),( , tuv qp

n , },,2,1{, quVv p

n  。 

2. 不取代附值點鄰集 )0(,, qp

n

qp

n  ，即
p

nV 中每點只填一次鄰升數。 

3. 取代附值點鄰集 )(, tqp

n ，取代在 )1(,  tqp

n 中填的鄰升數，其中 t 代表取代次數。 

4. 以泛指附值點鄰集 )(, tqp

n 。 

5. 同區 '  和 ' 之點鄰集相同。同區符號為 ' 。 

六、鄰升數總和 ))(,,( , tqpS qp

n 、鄰升數均值、鄰升數極限均值 

1. 



),(

, ))(,,(
uv

qp

n utqpS


，即將 )(, tqp

n 中每點的鄰升數加總。 

2. 不取代鄰升數總和最大值  ),,(max),,( ,qp

nqpSnqpS  ，即找到一
qp

n

,
 使得鄰升數加

總為最大值。 

3. 取代鄰升數總和最大值  ))(,,(max),,( , tqpSnqpR qp

n 。 

4. 不取代鄰升數均值
n

nqpS
nqpS

),,(),,(  、取代鄰升數均值
n

nqpR
nqpR

),,(),,(  。 

5. 不取代鄰升數極限均值 ),,(lim),( nqpSqpS
n 

  。 

七、方格狀鄰升數總和、均值 

1. 方格狀鄰升數指填數於
p

nmV  中，即 nm 方格的每個點幾乎有都 p 個相鄰數。 

2.  ),,(max),,( ,qp

nmqpSnmqpS   、  ))(,,(max),,( , tqpSnmqpR qp

nm 、

mn

nmqpS
nmqpS

),,(),,( 
  、

mn

nmppR
nmppR

),,(),,( 
 。 

八、附值點鄰集填法 

1. )(, tqp

n 中符號代表區域之意，在討論填數及求最大值時，引入 B 、C 、 F 、

H 、 J 、 P 、 Q 分別代表基底、環狀、魚鱗、調和、拼圖、完美、矩形填法。 

2. (n 空間 ) 表示
p

nV 的點落在該空間上。
qp

Sn

,
)( 2 代表 n 個點在球面上填數。 

3. qp

nm

qp

nm

,
)(

,
2  ，代表平面上 nm 方格填數。 

  
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 

qp

nm

,  

Jc1 Jc4

Jc2 Jc3

左上角 右上角

Je4 上邊

Je1

左

邊

Q(m-2)×(n-2)

中心

Je3

右

邊

Q(m-1)×(n-1)

右上部

Je2 下邊

左下角 右下角

九、 nm 方格的中心、邊、角 

1. qp

nmQ ,
)1()1(  = qp

nm

,
 的右上部、 qp

nmQ ,
)2()2(  = qp

nm

,
 的中心。 

2. 取代鄰升數填法順序： 
Je1：結束邊左邊、Je2：結束邊下邊、 
Je3：初始邊右邊、Je4：初始邊上邊、 
Jc1：左上角、Jc2：左下角、Jc3：右下角、 

Jc4：右上角，而 443,
)2()2(

,
)1()1( JeJcJeQQ qp

nm

qp

nm   。 

伍、研究方法與過程 

一、 不取代鄰升數總和 ),5,4( nmS  一般式 二、 ),,( nmqpS  一般式與填數定理 
用窮舉法找 ),,4( nnqS  ， 7,6,5,4,5,4  nq  

↓ ↓ 
基數覆蓋法 鑲嵌法 

↓ ↓ ↓ 
4,3,2,1),,5,4(  mnmS  10,),,5,4(  nmnmS  

↓                   ↙      ↓ 

通道法 
→ 邊角分析法 

↓ 
左右加格法 

5,4
nm   

↙ ↓ ↓  
← ),5,4( nmS  的一般式 

 

定義方格狀點鄰集 p

nmV   

8,7,6,5,3p  

↓ 
找出 qp

npB
,

)'1(  、 qp

pmB
,

)1(   

完
美
填
數
定
理 

均
值
定
理 

↓ 

→ ),,( ,qp

nmqpS  一般式 

 

三、 取代鄰升數總和 ),,( nmqpR  一般式 

1. 嘗試 10,),,5,4(  nmnmR  

2. 找到鑲嵌法、處理策略：斜角填數法、外層分析法 

3. 找出 )(,4 hq

nm ，並得到 ),,4( nmqR  的一般式 

4. 以匯流魚鱗、與鋪瓦法完成 ),,( nmqpR   

陸、研究結果 

  本研究分成四部分，第一部分，在不取代鄰升數下，從
q

nm

,4
 中找 ),,4( nmqS  ，先是得

到幾個填數的方法與技巧，並從 ,4,3,2,1m ， n ，逐步討論得到 ),5,4( nmS  的一般式

與對應的  5,4
nm 。第二部分利用點鄰集與 nm 方格平移的技巧，推廣 8,7,6,5,4,3p 且

1,,,3,2  ppq  時，得到 ),,( nmqpS  公式中 ),(),(),,( 21
,

nmkncmcmnqpSqpS
qp

nm  

的係數與 qp

npB
,

)'1(  、 qp

pmB
,

)1(  。並給定理找出總和上界 ),,(ˆ nmqpS  與最佳填法。 

  第三部分，換成取代鄰升數，直接從 4p 、 10, nm 開始討論，發現新舊方法與技

巧，逐步討論得到 ),,4( nmqR  的一般式與對應的 )(,4 hq

nm 。再處理 8,7,6,5p ，得到廣泛的
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處理技巧與 ),(),(),,( 21 nmkncmcmnqpRnmqpR
F

 中的係數與鋪瓦鑲嵌拼圖 }{
,qp

kF 。

第四部分，給一應用實例，並試將鑲嵌法應用在與平面相仿的曲面上，得到一些有趣的結

果。 
  首先在填鄰升數與找總和最大值時，我們所追求的目標是加總，而並非數字在方格上呈

現的圖形與相異排列方式，所以很多經由鏡射與旋轉後得到類似的圖像結果不會逐一論述。

但這不表示得到總和最大值時，不知道怎麼填數，在第一部分與第三部分尋找公式的過程已

經呈現如何從總和數值查表回推 )(, hqp

nm 。 

一、 不取代填數與平鋪鑲嵌的結合、 ),5,4( nmS  一般式及填數方式 

(一) 基數覆蓋法 
  若要符合填數規則，我們必須從鄰升數 1，開始填起；確認所有未填方格相鄰至少

1 個鄰升數 1 後，才能再填鄰升數 2。依此類推，最後再填至升頂值 q 。因從鄰升數 1

開始依序填數覆蓋方格，我們將此填數方法稱之為「基數覆蓋法」。以下舉一填數的過

程說明： 
Step1 任意填 1，將被 1 覆蓋的方格標記

*，找未標記與相鄰方格標記◎。 

 →  

Step2 知標記◎的方格至少有一格要填 1。 

 →  

Step3 同理填 2。 

 →  

Step4 完成填數。 

 →  

■ 
(二) 鑲嵌法 

  接著我們發現鄰升數會有規律的重複出現的例子： 

Step1 由升頂值 5 所排出的十字形沿著同方向複製。 

 →  

Step2 將範圍擴大，出現了平鋪鑲嵌形式。 

 →  

1 * * 1 *

* 1 * * 1

* 1 * * *

* * 1 *

1 * * 1 *

* 1 * * 1

◎ 1 * * *

◎ ◎ * 1 *

1 * * 1 *

* 1 * * 1

◎ 1 * * *

◎ ◎ * 1 *

1 1

1 1

1 1

1

1 2 1 2

2 1 1

1 1 2

2 1

1 2 1 2

2 1 2 1

1 1 2

2 1

1 2 3 1 2

2 1 2 3 1

1 1 3 2

3 2 1 3

1 2 3 1 2

2 1 2 3 1

1 1 3 4 2

3 2 4 1 3

1 2 3 1 3 1 2 3

3 4 5 1 2 3 4 1

4 1 2 3 4 5 1 2

2 3 4 5 1 2 3 4

1 4 1 2 1 3 2 1

3

4 5 1 3

2 3 4 5 1

4 5 1 2

2

3 3
3 4 5 1 3 4 5 1

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

4 5 1 2 4 5 1 2
2 2
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  我們將這有趣的發現稱之為「鑲嵌法」。值得注意的是，既然填數會有平面鑲嵌的

形式，那麼我們應該有比上面「十字形鑲嵌」更快複製填數的方式。以下舉三例，並用

第三例發展出鑲嵌拼圖
5,4
55J 。 

Step1 截出包含五格的多邊形，並設法使其鑲嵌。發現在複製的過程與十字形鑲嵌差不多。 

 、  

Step2「一字形鑲嵌」只需重複列。 

 

Step3 設法填數，意外發現任何填數方式皆可滿足鄰升數規則。 

     

Step4 擷取 55 “相同”鑲嵌拼圖
5,4
55J 。其數字排列方式恰巧為拉丁方陣(需 1p 為質數)。 

      ■ 

  
5,4
55J 並非 ),5,4( nmS  最後填數結果，不過我們可以預期在

5,4
nm 中，約略會出現 


















55
nm

個
5,4
55J ，計算 3),5,4( 5,4

55 JS ，這表示 0,3),5,4(  ccmnnmS 。接著將處理

藉由鑲嵌法所製成的
5,4
nm 。 

  由於上面發展鑲嵌拼圖時，從鏡射、旋轉後可得到相同的填數方式，我們不免好奇

最多有幾類不同的鑲嵌拼圖
5,4
55J 。從環狀排列、左右鏡射、上下鏡射，可知   5,4

55# J  

6
2
1

2
1

5
!5

 。因為    6# 5,4
55 J ，當複製大量

5,4
55J 後，我們處理 ),5,4( nmS  的選擇並不

多，算是一項優點。不過由於鄰升數 5 顯然不能出現在邊和角，鄰升數 4、3 也需要滿足

填數規則才能出現在邊或角。 

(三) 邊角分析法 

  以鑲嵌拼圖
5,4
55J 製作

5,4
nmJ  ，修改不符規則鄰升數至符合填數規則的

5,4
nm ，由於需修

改的鄰升數多位於邊角，故稱「邊角分析法」。以求 )106,5,4( S 為例： 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

1 3 5 2 4 1 3 5 2 4

5 2 4 1 3 5 2 4 1 3

4 1 3 5 2 4 1 3 5 2

3 5 2 4 1 3 5 2 4 1

2 4 1 3 5 2 4 1 3 5

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

4 5 1 2 3

4 5 1 2 3

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

1 3 5 2 4

5 2 4 1 3

4 1 3 5 2

3 5 2 4 1

2 4 1 3 5

5 2 4 1 3

4 1 3 5 2

3 5 2 4 1

2 4 1 3 5

1 3 5 2 4
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Step1 選一
5,4
55J 製作

5,4
)410(6 J (或 5,4

6)410( J )。 



5,4
55J  → 

5,4
)410(6J  

Step2 有 5 種擷取法。 



5,4
106J ，…，或  

Step3 對任一從
5,4

)410(6 J 擷取的
5,4
106J 中，刪除不符填數規則的鄰升數，並重新填上數字。 

 →  

Step4 最後修改部分鄰升數，使得 ),5,4( 5,4
106S 更大。以下 157)106,5,4(),5,4( 5,4

106   SS 。 

 →  

5,4
106  

■ 
  從上例發現一個實質的問題，有 6 種

5,4
55J 、2 種

5,4
)410(6 J 、5 種

5,4
106J ，要處理

60526  個
5,4
106 ，這代表目前的處理方式並不能快速找出 ),5,4( nmS  。 

  不過在處理數例後，我們觀察到邊角分析法依然有一個好用的結果：每個角落附近

的重新填數方式只有 5 種，而且當 9, nm 時皆可如法炮製。同樣的，再分析邊是否有類

似的結果？答案是肯定的，而且當 15, nm 後，每個邊幾乎只有 2 種填法。這意味著我

們只要再找到更有效率處理邊角的填數方式，即可找出 ),5,4( nmS  。 

  現在先來解決 )1,5,4( nS  ，再說明如何應用在下一個方法。 

(四) )1,5,4( nS  、通道法 

公式：  nnnSnS ,12)1,3,2()1,5,4( 。 

結論： 

1. 當 13n 時，令  kkn ,13 ，鄰升數填法為： 1)1()1(
)1(
 





個k

，其中任兩個相鄰 

可填 2、3 或 3、2。例： 10n ， 。 
2. 當 23n 時，令  kkn ,23 ，鄰升數填法為： 1)1()1(2

)1(
 





個k

或 12)1()1(
)1(
 





個k

。 

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

1 2 1 2
1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3 1 2 3 1 3
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

2 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
1 4 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 1 2 1 2 3 4 1

6×10 S=153

1 2 3 1 3 1 2 3 1 3

3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

2 1 2 3 4 5 1 2 3 4

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

1 4 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 1 2 1 2 3 4 1

6×10 S=156

3 1 2 4 3 1 2 3 1 3

2 3 4 1 2 3 4 5 1 2

1 1 2 3 4 5 1 2 3 4

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

3 4 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 4 1 1 2 3 4 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
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例： 11n ，  或 。 
3. 當 03n 時，令  kkn ,3 ，鄰升數填法為： 12)1()1(2

)1()1(
 




個k

。 

例： 12n ， 。■ 

重新檢視 121
3

321)1,3,2( 


 nnnS ，這代表
3,2

1 n 中的填數方式可改為

)1(3,2
1   nn ： 

2)1(
221

個n

 或 122
2)1( 個n

 。除了方便計算總和外，更加提升了填數的效率。 

例： 10n ，  → 。 
  當數個鄰升數 1、2、3 可一字排開，可用上面方式。若數個鄰升數 1p 、 p 、 1p

可一字排開，是否依然有快速填數與快速計算總和之法呢？ 

公式：已知依通道長(通道格數) ，令通道上鄰升數總和最大值 L 。 

1.若通道可填上 1p 、 p 、 1p ，稱 )1()1(  pp 通道，則 1 pL  。 

2.若通道可填上 1p 、 p ，稱 pp  )1( 通道，則

2
1
0

,
,3/13/)13(

3/23/)13(
,3/)13(

3

3

3



































p

p

p

L 。 

  在邊角分析法中，必須修改邊與角的鄰升數，並且要花時間在微調總和。在處理大

量例子後，常常需要修改鄰升數 3、4、5 的排列順序，才能使總和達到最大值。下面我

們給一例說明如何找出通道法。 

Step1 邊角分析法處理左上角，直接刪掉鄰升數 3、4、5，再將左上角用基數覆蓋法填上鄰

升數 1、2，忽略灰色區域填法。 

 →  →   

Step2 方格裡面可填數個鄰升數 3、4、5，並且可改為 
411

443
個

。 

 →   

Step3 將黃色方格稱為 3-5 通道。此處有 4 條 3-5 通道。而 441764  。 

 →  

■ 

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
2 1 2 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1
2 1 2 1 2

1 1 2 1 2
2 1 2

1 2

1 2

S=80

1 2 1 2 4 1

2 1 2 4 5 3 1 2

1 1 2 4 5 3 1 2
2 4 5 3 1 2

4 3 1 2

1 2

S=80

1 2 1 2 4 1

2 1 2 4 4 4 1 2

1 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2

3 4 1 2

1 2

17格3-5通道 通道和=0

1 2 1 2 1

2 1 2 1 2

1 1 2 1 2
2 1 2

1 2

1 2

17格3-5通道 通道和=64

3 1 2 3 4 1 2 4 1

2 3 4 1 2 4 4 4 1 2

1 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2

3 4 1 2

1 2
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  將鑲嵌拼圖
5,4
55J 製作的

5,4
nm 中的鄰升數 3、4、5 刪去，再用基數覆蓋法製作 3-5 通

道的過程稱為「通道法」。有了通道法的輔助，邊角分析法便有較佳的效率。 

  在上例的通道總和中，發現通道的數量(條數)與通道的格數會影響 ),5,4( 5,4
nmS  ，接

下來透過處理 4,3,2),,5,4(  mnmS ，得到新方法處理 ),5,4( 5,4
nmS  一般式。 

(五) 4,3,2),,5,4(  mnmS  

公式：









,25
,35

)2,4,3()2,5,4(
n

n
nSnS 




n

n

n
,

1
0

2

2
。 

公式： )3,4,4()3,5,4( nSnS  }7,4{, n 、 

   


















7,52
3

523

4,28
3

823

)3,5,4(
n

n

n
n

nS ；























,4/)1331(
,4/)1431(
,4/)1131(
,4/)1631(

)3,4,4(

n

n

n

n

nS

3
2
1
0

4

4

4

4









n

n

n

n

n, 。 

公式： }5,2{,
2
1
0

,3/)1932(
,3/)1132(
,3/)1232(

)4,5,4(

3

3

3























 n

n

n

n

n

n

n

nS ； 49)54,5,4( S 。 

以下說明在推導 )4,5,4( nS  過程中得到的

想法與技巧： 
令鑲嵌拼圖 



2,4
34B 、 

2,4
34B 。 

從
2,4
64B 開始，發現長通道自我複製， n 三次一循環。 

 →  →   

→  →  → … 

  從上面得到找到一個好的基數鑲嵌拼圖
2,4
nmB  ，再設法製造長通道會是一項有用的策

略。不難看出在往左增加格數(行數)和往右增加格數，皆可能出現好的
2,4

)(4 格數 nB 。 

(六)左右加格法 

  前述所有技巧可以用 2,4
nmB  求 5,4

nm 。當尋找 ),5,4( nmS  12,,5,4, m 公式時，我

們發現可以找任意的
2,4
5mB ，以鑲嵌法、基數覆蓋法、邊角分析法製作 2,4

)5(  左格數mB 、

2,4
)5( 右格數mB ，再用通道法求 5,4

)5(  左格數m 、 5,4
)5( 右格數m 。最後計算每個增加格數後總和的差

值，找出在左右增加幾格時，會得到最大值 ),5,4( nmS  。 

2 1

1

2

2 1

2 1

2

1

2 1

4×6 S=19

1 1 2 1 2

2 1

1 2

1 2 1 2

4×7 左+1格 S=23

2 1 2 1 2

1 2 1

+1 1 2

2 1 2 1 2

4×8 左+2格 S=27

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1

+2 +1 1 2

1 2 1 2 1 2

4×9 左+3格 S=28

1 2 1 2 1 2

+4 +3 1 2 1

2 +2 +1 1 2

1 1 2 1 2 1 2

4×10 左+4格 S=32

2 1 2 1 2 1 2

+5 +4 +3 1 2 1

1 2 +2 +1 1 2

2 1 2 1 2 1 2
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  用找 )9,5,4( nS  公式為例，直接說明左右加格法。以下用 9m ，避免符號混淆。 

Step1 以
5,4
5mJ 製作上下邊滿足填數規則的基數鑲嵌拼圖

5,4
5mB ，令 ),5,4()( 5,4

5 mBSBS 。 

 →  或  

Step2 以
5,4
5mJ 製作基數鑲嵌拼圖

2,4
)252(

2,4
9   mm BB 。 

 →  →  

Step3 以
2,4
9mB 往左+1 格、…、+4 格找

2,4
)91( mB 、…、

2,4
)94( mB 。 

 →  → … →  

Step4 以通道法完成
5,4
9m 、 5,4

)91( m 、…、 5,4
)94( m 。 

差值 4,3,2,1,0),,5,4(),5,4( 5,4
9

5,4
)9(   lSS mlm  

 、  、…、   

Step5 同理，以
2,4
9mB 往右+1 格、…、+4 格完成

5,4
9m 、

5,4
)19( m 、…、 5,4

)49( m 。 

差值 4,3,2,1,0),,5,4(),5,4( 5,4
9

5,4
)9(   rSS mrm  

 、  、…、  

S(J)=135
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 5 1
4 5 1 2 3
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 5 1

S(J)=135 S(B)=126
1 2 3 1 3
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 5 1
4 5 1 2 3
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 1 1

S(B)=126
1 2 3 1 3
4 4 4 1 2
4 1 2 4 4
2 4 4 4 1
4 4 1 2 4
1 2 4 4 4
4 4 4 1 2
4 1 2 4 4
2 3 4 1 1

1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4

2 3 4 5 1
4 5 1 2 3
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

5 1 2 3 4
2 3 4 5 1

1 2 1
1 2

1 2

2 1
1 2

1 2
1 2

1 2
2 1 1

2 1 2 1 1 2
1 2 1 2

1 2 1

2 1 2 1 2 1
2 1 2
1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1
2 1 2 1 1 2

9×9 左+0格
2 1 2 1 1 2
1 2 1 2

1 2 1
2 1 2 1 2 1
2 1 2
1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1
2 1 2 1 1 2

9×10 左+1格
2 1 2 1 1 2
1 1 2 1 2
2 1 2 1

1 2 1 2 1
1 2 1 2

1 2 1 2
2 1 2 1 2

1 2 1
1 2 1 2 1 1 2

9×13 左+4格
1 1 2 1 1 2 1 1 2
2 1 2 1 2

1 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2
2 1 2 1 2 1 2
2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 1 2

9×9 差值=0 S=215
2 3 1 2 3 1 3 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3

9×10左+1格 差值=28 S=243
2 4 3 1 2 3 1 3 1 2
1 1 2 4 4 4 1 2 4 3
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 2 1 2 3 4 1 1 2 3

9×13 左+4格 差值=101 S=316
1 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 1 2
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
3 2 1 2 4 1 2 3 4 1 1 2 3

9×9 差值=0 S=215
2 3 1 2 3 1 3 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3

9×10右+1格 差值=24 S=239
2 3 1 2 3 1 3 1 2 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 1 2 4 4 4 1 2 4 3
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 4 1 2 4 4 4 1 2 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3 2

9×13 右+4格 差值=100 S=315
2 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3
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Step6 製作增加格數 rl  與差值和對照表，以 14n 為例，知道在左+1 格和右+4 格可得  

343)149,5,4( S 。 

Step7 反推 5,4
14m ，這裡找

2,4
)91( mB 和

2,4
)49( mB 合併的

5,4
)491( m 。 

 +  →  

Step8 插入或刪除
5,4
5mB 得 ,2,1,0,1)),514(,5,4(  kkmS 。 

  

5,4
)4591( km













、 、…













 

■ 

  藉由上述方式，計算 
915)14321()31321()2)(54321(),5,4( 5,4

5  mmBS m ， 

可以求出 )(
5

93),5,4( mf
n

mnnmS 







 ， 










5
9 n

中的9 是從
5,4
5mJ 修整上下邊至

5,4
5mB 少去

的鄰升數總和。只要找出 )(mf 的關係式，即解決 ),5,4( nmS  。 
(七) ),5,4( nmS  一般式 

公式：















CTnmS

CTnmmnS
nmS

mn

nm

),(),,5,4(

),(5),,5,4(
),5,4(

5,4

5,4

當

且當
， nm, ; 

 ),(
5

9
5

103),5,4( 5,4
nmk

nm
mnS nm 

















  ， )}5,12(),5,11{(),(5,  nmnm 且 。 

其中
5,4
nm 為左右加格法中，滿足 ),5,4( 5,4

nmS  為最大值之填數結果； )},{( nmCT   
)}11,7(),9,7(),11,6(),10,6(),7,6(),14,5(),10,5(),9,5{( }11,6,4,|)5,35{(  lklkk

 }|)65,45{(  kkk 。 

),( nmk 對照表 05n  15n  25n  35n  45n   05n  15n  25n  35n  45n  

8m  

05m  9 7 5 3 1 5m  7 5 3 2 1  
15m  7 6 3 3 0 6m  5 4 2 0 2  
25m  5 3 1 0 2  7m  3 3 0 1  3  
35m  2 0 1  4  5  
45m  1 2  2  4  7  

對照表 右+格 0 1 2 3 4 總+格 最大差值和 n mod5 S=

左+格 差值和 0 24 51 76 100 +3 79 12 2 294
0 0 0 24 51 76 100 +4 104 13 3 319
1 28 28 52 79 104 128 +5 128 14 4 343

2 51 51 75 102 127 151 +6 154 15 0 369
3 77 77 101 128 153 177 +7 178 16 1 393

4 101 101 125 152 177 201 +8 205 17 2 420
5 126 126 150 177 202 226 +9 230 18 3 445

9×10 左+1格
2 1 2 1 1 2
1 1 2 1 2
2 1 2 1

1 2 1 2 1
1 2 1 2

1 2 1 2
2 1 2 1 2

1 2 1
1 2 1 2 1 1 2

9×13 右+4格
2 1 2 1 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2
2 1 2 1 2 1 2
2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2 1 2

9×14 S(B)=126 S=343
2 3 4 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 2
1 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3 4 1
1 2 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3

9×9 S=217
2 3 4 1 2 3 1 3 2
1 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 4 1 2 3 4 1
1 2 1 2 3 4 1 2 3

9×19 S(B)=126 S(B)=126 S=469
2 3 4 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 2
1 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3 4 1
1 2 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3
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說明： 
  從 13,8m 中，發現同於插入或刪除

5,4
5mB 的方式，只是這次變成

5,4
5 nB  。 

觀察
2,4

913B 與 2,4
98B ，找到

5,4
95B 。 

 +  →  

而 109151010)29(15),5,4( 5,4
95 BS ，同於 915),5,4( 5,4

5  mBS m 之技巧，順利得

到 1015),5,4( 5,4
5  nBS n 。 

  令 ),(
5

9
5

103),5,4( 5,4
nmk

nm
mnS nm 

















  ，將 12,,6,5 m 的左右加格法結論代入

求 ),( nmk 。逐一討論 11, nm 後，知 )}5,12(),5,11{(),(5,  nmnm 且 ， nm, 符合公式。  

比較
5,4
nm 與

5,4
mn ，知當 3

55

















 mn
時， ),5,4(),5,4( 5,45,4

mnnm SS   。 

  由於考慮 nm  ，選擇 )},5,4(),,5,4(max{),5,4( 5,45,4
mnnm SSnmS   ，從 2

55

















 mn

中找 ),5,4(),5,4( 5,4
mnSnmS  的特例。令 ),5,4(),5,4( 5,45,4

mnnm SS   ，知 CTnm ),( 時， 

),5,4(),5,4( 5,4
mnSnmS  。■ 

二、 方格狀點鄰集 p

nmV  、 ),,( nmqpS  一般式的係數與填數定理 

(一)方格狀點鄰集 p

nmV  的定義， 8,7,6,5,3p  

  在第一部分，我們於 nm 方格完成 4p 不取代的一般式，接下來依序處理 6p 、

8、3、5、7。為了繼續使用 nm 方格填數，且希望於 Excel 中方便操作，將以 Excel 格

線表示每方格相鄰的關係，並找出要使用的點鄰集 p

nmV  。 

Step1( 6p )將每列水平移動半格，增加相鄰格數，再復原成矩形。斜線方向代表相鄰方格

關係，會有兩種平移方式：↙ nm 、↘ nm 。

 

→ → →  

→ → →  

8×9
2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1

2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1

2 1 2 1 2
1 2 1 2 1

B5×9 S=125
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 3

1 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3

13×9

2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1

2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1

2 4 4 4 1 2 4 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2

1 2 4 4 4 1 2 4 3
1 2 1

2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

5×8 p=4

↙5×8 p=6 ↙5×8 p=6

←

←

←

←

↙5×8 p=6 P

↘5×8 p=6 ↘5×8 p=6

←

←

←

←

↙5×8 p=6
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Step2( 6p )考慮 4p 時習慣的通道方向，通道的長度要長(相對通道條數少)。在不考慮角

落填數之下， 6p 時，↙ nm 比↘ nm 佳。 

   

Step3( 8p ) 仿 6p 時，斜線方向代表相鄰方格關係，將右上格、左下格一併納入。 

 →  →  

Step4( 3p )在繪製三角形 24 N 多面體的點鄰集時，發現同樣可以調整至矩形方格，再將

不相鄰的邊以虛線表示。 

→ → →  

Step5( 3p )在 m 、 n 為奇偶時，取每方格相鄰數相對高(期望值總和大)的點鄰集。 

 、  →  

Step6( 5p )仿 6p 列平移，在 5p 時，每兩列水平移動半格，相同斜線代表兩方格有關

係、不同斜線代表無關係。為方便以後填數辨識，每格皆有斜線。 

→  →  →  

Step7( 5p ) m 為偶數取期望值總和較大者； m 為奇數取 ),6,5( 6,5
6mBS 較大者。 

、  →  

41 2 1 2 31 2 1 2 3 42 1 2 3 41 2 3 4 12 3 4 1 23 1 2 3 4 1 2 1
1 21 2 3 41 2 3 42 3 43 4 14 1 22 1 2 3

3 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 43 4
1 2 3 41 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 4

1 2 31 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 33 4 1 2 3 4
11 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 41

1 2 3 4 22 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 42 3 4
3 44 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 44 1

1 22 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 42
2 3 4 13 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 43 4

1 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 3
34 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 43 4 1

11 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 43 4 11 1 2
2 3 4 23 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 42 3 4

p=6 1 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 44 1 2 3 4
23 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42

↙m×n
11 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 43 4

1 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 4
34 4 1 24 1 2 34 1 2 3 44 1 2 3 41 2 3 42 3 4 41 4 1

4 11 2 3 1 2 32 3 1 2 3 43 1 2 3 4 11 2 3 4 1 22 3 4 1 2 34 1 2 3 12 3

↘m×n
p=6

2 3 4 3 23 4 1 2 14 1 2 1 21 2 1 2 31 2 1 2 3 42 1 2 3 42 3 4 1
14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 41 1

2 3 4 23 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 43 4
1 2 3 41 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 32 1 2 3 4

3 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 43 4
1 2 3 4 31 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 4

1 21 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 44
3 4 34 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 4

1 2 12 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41
2 3 4 23 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 43 4

1 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 43 4 14 1 22 1 2 3
4 11 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 43 4 1

31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 43 4 14 1 21 2 3
23 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 44

2 3 4 33 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 42 3 4
14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 41 2 3 42 3 41 1

2 3 4 23 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 43 4
2 3 43 4 14 1 21 2 31 2 3 41 2 3 42 1 2 3 4

4 14 1 2 3 44 1 2 3 41 2 3 42 3 4 43 4 4 13 3 4 1 2
2 3 1 23 1 2 3 4 11 2 3 4 1 22 3 4 1 2 33 4 1 2 3 11 2 3 1 21 4 1 2 3 4

5×8 p=4 ↙5×8 p=6 5×8 p=8 P

8

6

4

2

-2

-5 5 10

8

6

4

2

-2

-5 5 10

8

6

4

2

-2

-5 5 10

隱藏 線段

5×8 p=3

6×7 Type 1 相鄰數

2 2 3 2 3 2 2

2 3 3 3 3 3 2

2 3 3 3 3 3 2

2 3 3 3 3 3 2

2 3 3 3 3 3 2

2 2 3 2 3 2 2

6×7 Type 1 期望值S=96

2 2 2.5 2 2.5 2 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2 2.5 2 2.5 2 2

6×7 Type 2 相鄰數

1 3 2 3 2 3 1

2 3 3 3 3 3 2

2 3 3 3 3 3 2

2 3 3 3 3 3 2

2 3 3 3 3 3 2

1 3 2 3 2 3 1

6×7 Type 2 期望值S=95

1.5 2.5 2 2.5 2 2.5 1.5

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

1.5 2.5 2 2.5 2 2.5 1.5

6×7 Type 1 P

↙5×8 p=5

←

↙5×8 p=5

←

↙5×8 p=5 ↙5×8 p=5

↙6×8 p=5 期望值 S=151

2.5 3 3 3 3 3 3 2

2.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3

3 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 2.5

2.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3

3 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 2.5

2 3 3 3 3 3 3 2.5

↙6×8 p=5 期望值 S=144

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

3 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 2.5

2.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3

3 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 2.5

2.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3

2 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2

↙偶×8 p=5 P
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、  →  

Step8( 7p ) 使用 5p 結果，並加入 8p 相鄰格想法。因 Excel 單格內無法使用兩種不同

斜線，而每格都有左上右下斜線(╲)，故省略只顯示右上左下斜線(╱)。 

→ → → 、 、  

■ 

(二) 無差別完美填數定理 

  分析完 p

nmV  後，在填數過程中，我們知到中心 )2()2(  nm 方格的相鄰數都是

p ，先推導兩個定理，再分析 ),,( ,qp

nmqpS  。 

不浪費的填數其意代表： 

盡可能使大鄰升數旁的小鄰升數各只有一個。 

定理： kS
p

nqpq
nqpS 















12
)32(),,( ， qk

kk
Sk 


 ,

2
)1(

、

qk
qkq

Sk 


 ,
2

)12(
。其中 












1
)1(

p

n
pnk 。 

證明： 

令 











1p

n
a ，即 )1(  pn 之商數，餘數 1)1(  papnk 。 


3,2

3C  


3,2

4C  

qp

nP
,

為完美填法，意即 kapn  )1( 個鄰升數的填法為： 

Step1 先配予鄰升數 1、2、…、 1q 、 q 分別有 a 、 a 、…、 a 、 ))1()1((  qpa 個。 

Step2 1.當 qk  時，配予鄰升數 1、2、…、 k 各 1 個，如： 

鄰升數 1 2 … k  1k  … 1q  q  

分配個數 1a  1a  … 1a  a  … a  ))1()1((  qpa  

2.當 qk  時，鄰升數 1、2、…、 1q 各 1 個，鄰升數 q 有 )1(  qk 個，如： 

鄰升數 1 2 … 1q  q  

分配個數 1a  1a  … 1a  )1)(1(  qan  

↙7×6 p=5 S=131

1 3 1 2 3 1 3 4 1 2 3

1 2 3 6 4 5 1 2 3

2 3 4 5 1 2 3 6 1

… 1 2 3 6 4 5 1 2 3 …

1 2 3 6 4 5 1 2 3

2 3 4 5 1 2 3 5 1

1 2 1 2 3 4 1 2 1 2 3

↙7×6 p=5 S=132

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 5 1 2 3 6 4 1 2

1 2 3 6 4 5 1 2 3

… 1 2 3 6 4 5 1 2 3 …

3 5 1 2 3 6 4 1 2

1 2 3 5 4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 1 2 3 1

↙奇×5 p=5 P

↙6×4 p=7

←

←

←

←

↙6×4 p=7 ↙6×4 p=7 ↙偶×5 p=7 P ↙奇×5 p=7 P

不取代填數

↙奇×5 p=7 P

取代填數

8

6

4

2

-2

5 10

3

2

18

6

4

2

-2

5 10

1

3

2

1
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  令      a
qpq

aqpqqa 



2

)32()1()1()1(21S  ，知 

ka

qp

n SPqpS  S),,( ,
。考慮 qk  與 qk  兩種情況下的 kS ： 

當 qk  時，
2

)1(21S 


kk
kk  。 

當 qk  時，  
2

)12()1()1(21 


qkq
qkqqSk  。 

  可知任意
qp

n

,
 滿足 ),,(),,( ,, qp

n

qp

n PqpSqpS  ),,(),,( ,qp

nPqpSnqpS  。由於將

apnk )1(  帶入 kS 所展開式子比較繁複，我們以 kS 表達 ),,( nqpS 。■ 

  無差別完美填數定理將鄰升數毫不浪費地填至 n 點，不過對於我們考慮的 nm 方格

而言，並無法完美的將鄰升數填至 mn 方格，其原因是 nm 的邊角的相鄰數是 3 和 2，

而不是中心的 4，必須要用更多的鄰升數 1、2 覆蓋相鄰點。所以我們可以知道

),,4( nmqS  有一上界 ),,4( mnqS ，即 ),,4(),,4( mnqSnmqS  。 

  以下的
5,4

)(9 3
P 與

5,4

33
Q 並不同區，也間接說明上述的上界問題。 




5,4
)(9 3P 、 



5,4

33
Q  

  
5,4

)(9 3
P 中的 9 點位於三維歐式空間 3 ，

5,4

33
Q 中的 9 點只有 1 點相鄰數是 4，而且無論

如何用基數覆蓋法，都要用到 3 個鄰升數 1。顯然地， ),5,4(),5,4( 5,4

33

5,4
9 

 QSPS 。 

(三) 平面鄰升數極限均值定理 

  我們從鑲嵌法中得知當 nm, 足夠大時， 1, 


pp

nm
中鄰升數 1、2、3、…、 1p 所占比例

各接近
1

1
p

。進而推測得 ),,( ,qp

nmqpS  ≒
2

)2)(1(
1

1 




pp

p
。 

定理： 











 )1(2

11),(
p

q
qqpS 。 

證明： 

  已知  nmmnqpSnmqpS ,),,,(),,( ，即 ),( qpS 存在。 

  我們假設平面上 nm 方格幾乎每格都有 p 相鄰數，而且 nm, 非常大。由鑲嵌法可以

得知鄰升數 1、2、…、 1q 、 q 的比例接近  )1()1(:1::1:1  qp 。 

鄰升數 1 2 … 1q  q  

比例 1 1 … 1 )1()1(  qp  

  當 nm, 時，邊的比例占 02,2


nm
，推得： 

   














 )1(2

11)1(1)1(21(
1

1),(
p

q
qqqpq

p
qpS 

。■ 

2 4 1

1 3 2

2 4 1
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  再觀察 ),5,4( nmS  一般式中 mn 項的係數，發現可重新改寫為： 

),(
5

10
5

9)5,4(),5,4( nmk
nm

mnSnmS 
















  ； 

代表可以合理推測： 

),(
11

),(),,( nmk
p

n
c

p

m
cmnqpSnmqpS nm






















  ， 

nm cc , 。 

(四) ),,( ,qp

nmqpS  一般式與係數 

  推導 ),(
55

3),5,4( 21
5,4

nmk
n

c
m

cmnS nm


















  時，為方便手算與驗證，用高斯符號

 使每項都是整數，並得到 Znmk ),( 。接下來一樣用基數覆蓋法與通道法求得： 

),(),(),,( 21
,

nmkncmcmnqpSqpS
qp

nm   。 

並起整理出 1,8,7,6,5,4,3  pqp 時的 1c 、 2c 。 

  分析 ),5,4( 5,4
nmS  一般式處理過程，從左右加格法，找出 4,3,2,1,05n 一循環後中間多

的 14  行 5,4
5mB ；再增列得 4,3,2,1,05m 一循環後多的 14  列 5,4

5 nB 
。並可得： 

),5,4()5()5,4( 5,4
51 nBSnSc   、 ),5,4()5()5,4( 5,4

52   mBSmSc 。 

  若可在 qp

nm

,
 中找出

qp

npB
,

)1(  和
qp

pmB
,

)1(  ，其中 




1
)1(

p

p
或 





)1(
1

p

p
。則可定義：

)1(
),,(

),(),,(
,

)1(
11







p

BqpS
nqpSnqpcc

qp

np  
1

),,(
),(),,(

,
)1(

22






p

BqpS
mqpSmqpcc

qp

pm 。 

  回看 ),(
5

9
5

103),5,4( 5,4
nmk

nm
mnS nm


















  ，知 5,4  qp 時， 2

5
1

1 



c

c 、 

5
9

5
2

2 



c

c ，但 ),( nmk 並不完全同於 ),( nmk 。 

  接著找當 2,3,4q 時， ),,4( ,4 q

nmqS  的 1c 、 2c 為何，並將所得技巧泛用在 7,5,8,6p 。 

引理：通道長影響 1c 、不影響 2c 。 

Step1( 1c , 4q ) 5,4
5 nB  中有 2 條通道，以通道法只需在 2 條通道各填上一個 3 其餘填 4 即可求

),5,4(1 nc 。但在 1,02n 時，2 條通道的長度同餘 3 後並不同，即
4,4

5 nB  需要分 1,02n 填

入 3~4 通道討論。黑色粗線可視為上下相通。 

     

 

2 1 2

1 1 2 格數≡3

1 2 1 5×6

1 2 1

2 1 2 同餘1格

2 1 2

1 1 2 同餘2格

1 2 1

1 2 1

2 1 2

2 1 2 1

1 1 2 格數≡3

1 2 1 2 5×7

1 2 同餘0格

2 1 2 1

2 1 2 1

1 1 2 同餘0格

1 2 1 2

1 2

2 1 2 1

2 1 2 格數≡3

1 1 2 1

1 2 1 2 1 5×8

1 2 同餘1格

2 1 2 1 2

2 1 2 同餘2格

1 1 2 1

1 2 1 2 1

1 2

2 1 2 1 2

1 1 2

p= 4 1 2 4 4 4 1 5×奇

q= 5 4 4 4 1 2 1

S∞= 3 2 1 2 4 4 3 Δ=10

2 4 4 4 1 2 c1=10/5

1 4 1 2 4 3 S=80

p= 4 1 2 4 3 4 1 5×奇

q= 4 4 3 4 1 2 1

S∞= 2.8 2 1 2 4 4 3 Δ=8

2 4 4 3 1 2 c1=8/5

1 3 1 2 3 4 S=76

1 2 1

1 1 2

p= 4 1 2 4 4 4 1 2 5×偶

q= 5 4 4 4 1 2 4 3

S∞= 3 2 1 2 4 4 4 1 Δ=10

2 4 4 4 1 2 1 c1=10/5

1 4 1 2 4 4 3 S=95

p= 4 1 2 4 3 4 1 2 5×偶

q= 4 4 3 4 1 2 3 4

S∞= 2.8 2 1 2 3 4 4 1 Δ=7

2 3 4 4 1 2 1 c1=7/5

1 4 1 2 4 3 4 S=91

1 2 1 2
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Step2( 1c , 2,3q )當 3q 時，通道全填 3；當 2q 時，將 3 全部取代成 2。 

→  

Step3( 2c ) 5,4
5mB 只有單一長通道，而且通道長不會因 m 大小(增減列數)而改變其同餘 3 結果。 

■ 

引理：
2,
)'1(




pp

npB 會有數種，因此必須以 }{ 2,
)'1(




pp

npB 討論 1c 。 

比較 5,4
55J 、 9,8

99J 製作的 5,4
5 nB 

、 9,8
9 nB 

是否需分類討論： 

  製作左下至右上 )1()1(  pp 通道，每列數字平移 3 格，3 和(4+1)互質， 2,4
5 nB 

只有

一種；但 3 和(8+1)不互質，會有 3 種 6,8
9 nB 

。 

→ → 

 

=…= 

 ↓Type1

 

↓Type2

 

 

↓Type3 

■ 

),(),,(),,(),(),,( 21
,

nmknmqpcmnqpcmnqpSqpS
qp

nm  
係數： 

1.以通道長分類計算 ),,(1 nqpc ：(1) 8p 、(2) 7,6,5,4,3,  ppq  。 

2.分 3})({#})({# 6,8
3

3,5
6   nn BB 類，討論 ),,(1 nqpc ： 8,5p 。 

3.用點鄰集 p

nmV  取法計算 ),,(2 mqpc ： 7,5p 。又在 }{ 5,7
8mB 下 ),,7(2 mqc 皆相同。 

4. 8,7,6,5,4,3p 、 1,,,2  ppq  結果皆有計算，以下擇要僅列 )4,4(),4,3(),( qp 與

8,7,6,5p 時 ppq ,1 。為方便比較，將下方結果 1̂c 、 2ĉ 一併列入。 
p  3 4 5 6 7 8 
q  4 4 6 5 7 6 8 7 9 8 
m  偶 偶 奇   偶 偶 奇 偶 偶 奇              
n  偶 奇 奇 偶 奇 偶 奇 奇 偶 奇 奇  偶 奇 偶,奇 54,0  53,1  52  30  31  32  30  31  32  

),( qpS
 
2
5  

2
5  

2
5  

5
14  

2
7  

3
10  4 

7
27  

2
9  

8
35  5 

9
44  

1c  
2
3  1 1 

5
8  

5
7  

6
15  

6
14  

6
14  

6
13  

6
11  

6
11  

7
26  

7
22  

7
23  

8
36  

16
64  

16
65  

16
63  

3
15  

3
14  

3
13  

9
39  

9
38  

9
34  

p= 4 1 2 3 3 3 1 5×奇

q= 3 3 3 3 1 2 1

S∞= 2.4 2 1 2 3 3 3 Δ=5

2 3 3 3 1 2 c1=5/5

1 3 1 2 3 3 S=67

p= 4 1 2 2 2 2 1 5×奇

q= 2 2 2 2 1 2 1

S∞= 1.8 2 1 2 2 2 2 Δ=2

2 2 2 2 1 2 c1=2/5

1 2 1 2 2 2 S=52

p= 4 q= 5 S∞= 3 q= 4 S∞= 2.8 q= 3 S∞= 2.4 q= 2 S∞= 1.8

6×5 格數≡3 Δ=9 c2=9/5 Δ=7 c2=7/5 Δ=4 c2=4/5 Δ=2 c2=2/5 同餘1格

1 2 1 1 2 3 1 3 1 2 4 1 3 1 2 3 1 3 1 2 2 1 2 1 2 1

1 2 4 4 4 1 2 4 4 3 1 2 3 3 3 1 2 2 2 2 1 2 1 2

1 2 4 1 2 4 4 3 1 2 4 4 3 1 2 3 3 2 1 2 2 2 1 2

2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3 1 2 3 3 3 1 2 2 2 2 1 2 1

1 2 4 4 1 2 4 4 3 1 2 3 3 3 1 2 3 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 1 2 3 3 1 1 2 2 2 1 1 2 1

1 2 3 4 5 1

3 4 5 1 2 3

5 1 2 3 4 5

2 3 4 5 1 2

4 5 1 2 3 4

1 2 3 4 5 1

3 4 5 1 2 3

5 1 2 3 4 5

2 3 4 5 1 2

4 5 1 2 3 4

1 2 3 4 5 1

1 2 1

1 2 1

2 1 2

2 1 2

1 1 2

1 2 1

1 2 1

2 1 2

2 1 2

1 1 2

1 2 1

2 1 2

2 1 2

1 1 2

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

2 1 2

2 1 2

1 1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

4 5 6 7 8 9 1 2 3 4

7 8 9 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

4 5 6 7 8 9 1 2 3 4

7 8 9 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

4 5 6 7 8 9 1 2 3 4

7 8 9 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

1 2 3 4 5 6 1

4 5 6 1 2 3 4

3 1 2 3 4 5 6 2

2 3 4 5 6 7 8 9 1 2

5 6 7 8 9 1 2 3 4 5

8 9 1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8 9 1 2

5 6 7 8 9 1 2 3 4 5

8 9 1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8 9 1 2

5 6 7 8 9 1 2 3 4 5

8 9 1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8 9 1 2

2 3 4 5 6 1 2

5 6 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 6 3

3 4 5 6 7 8 9 1 2 3

6 7 8 9 1 2 3 4 5 6

9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9 1 2 3

6 7 8 9 1 2 3 4 5 6

9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9 1 2 3

6 7 8 9 1 2 3 4 5 6

9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9 1 2 3

3 4 5 6 1 2 3

6 5 1 2 3 4 5 6

2 1 2 3 4 5 6 4 1
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2c  
2
1  

2
1  1 

5
7  

6
13  

6
13  

6
15  

6
10  

6
10  

6
12  

7
25  

7
22  

8
33  

8
30  

9
46  

9
42  

1



c  1 
5
3  

6
9  

6
7  

7
14  

7
12  

8
20  

16
36  3 

9
25  

2



c  2
1  

5
3  

6
6  

6
9  

6
4  

6
7  

7
14  

7
12  

8
16 ,

8
20  

8
14 ,

8
18  

3
9  

9
25  

(五) 分部完美填數定理 ),,(ˆ nqpS  

  由極限均值定理知在幾乎每個點的相鄰數都是 p 之下， ),( qpS
為每個點的期望值，

以此概念思考，若 p

nV 中的 11 NNNn pp    ，其中 vVvN p

ni |({#  相鄰數 })i ，則

可知：若每個點都填期望值，則可找總和上界。 

相鄰數 p  1p  2p  … 1 

期望值 

(選擇小) 

),( qpS

 ),1( qpS 

 ),2( qpS 

 … ),1( qS

 

)1,(  ppS
 ),1( ppS 

 )1,2(  ppS  … )2,1(S
 

點數量 pN  
1pN  

2pN  
… 1N

 

總和 i

p

i
NiqiS    ))1,min(,(

1
 

舉例：已知 p

nVv 和其相鄰的點 p

nk Vvvv ,,, 21  pk , ，共 1k 個點恰符合

}1,,,2,1{},,,,{ 21  kkuuuu k  ，即 v 點的期望值 )1,(   kkSu ；若 1 kq ，將大於 q

的 iu 降至 q 即可，則 ),( qkSu  。 

最大填至 k ：                 最大填至 q ：  

  然而這裡我們使用期望值(加權平均)的想法處理，不代表一定找得到 p

nV 。不是所有

點的相鄰數都是 p，代表無差別完美填數定理可以依點的相鄰數改進填數方式，使得

),,( nmqpS  的上界更小，我們將其概念「圈鏈」列在未來展望。 

分部完美填數定理 

1.當 11 NNNn pp    時，定義： i

p

i
NiqiSnqpS    ))1,min(,(),,(ˆ

1
。 

2.若 11 NNNmn pp    ，則 

),(),,(ˆ),,(ˆ),(),,(ˆ
11 nmknmqpcmnqpcmnqpSnmqpS  

。 

其中 1̂c 、 2ĉ 是 p

nmV  在邊少去相鄰數所扣除的部分， ),( nmk 是角與調整後產生差值的常數

項。 

4

2

-2

-4

-6

-8

5

(k)

(k+1)

(q+1)

(q)

(2)

(1)v

v
k

v
1

v
2

v
q

v
q+1

4

2

-2

-4

-6

-8

5

(q)

(q)

(q)

(q)

(2)

(1)v

v
k

v
1

v
2

v
q

v
q+1
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  ),,(ˆ nmqpS  只需要找 p

nmV  的相鄰數而已，不需要填數，我們在分析完 8,7,6,5,4,3p ，

後即可求出 ),,(ˆ nmqpS  。 

  顯然的 

),,()},,(ˆ),,,(min{ nmqpSnmqpSmnqpS  )},,(),,,(max{ ,, qp

mn

qp

nm qpSqpS   ， 

從上式可以快速估算我們找的 ),,( ,qp

nmqpS  是否正確，以及分析 11 ĉc  、 22 ĉc  ，進一步

找出 nm 方格在填數上有何遺漏。 

(六) nm 方格一字填數 

  分析最佳 qp

nm

,
 的邊角填數結果，發現 22 ĉc  差距相對小，

即製作 1, 



pp

nmJ 時，在上下邊只要修改的少量的鄰升數。接著利

用匯流法說明在 nm 方格上，一字填數是最佳結果。 

Step1 匯流填數法考慮最簡單的附值點鄰集，E 最大相鄰數 4 點填

5，全部填至 5 稱為匯流。 

從粗線 A(1)→B(2)→C(3)→D(4)→E(5)，5 個點稱為 5 匯流主

道，其餘與 E 相鄰點稱為 5 匯流枝。 

Step2 在 nm 方格填數的最主要目的是盡量用 2p 匯流主道塞滿與保持最大通道(長度長與

條數多)，並將 2p 匯流主道上 3p 、 4p 、…、3 的匯流枝併入任意 2p 匯流主道。

以 8p 為例，6 匯流主道為一字時稱一字填數。 

→ 、 →  

Step3 一字填數的匯流主道合併後較緊緻，增加鑲嵌比例，是簡單也是最佳的填數策略。 

  

■ 

三、 取代填數中 ),,( nmqpR  的一般式及填數方式 

(一)取代填數中 ),,4( nmqR  的名詞定義及填數方式 
1. 取代鄰升數計算符號與數列 

(1) 區域和，小寫表示分割區域總和。例： 4,4
)1()1(  nmq ＝ ),,( 4,4

)1()1(  nmQqpS ； 

1

1 3 2

1 3 2 4

2 4 5 6

1

1 3 2

1 3 2 4 5 6

3 2 4 5 6

4 5 6

1 2

1 2 3 4

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 1

1 3 2 1 3 2

1 3 2 4 5 6 1 3 2 4 5 6

3 2 4 5 6 1 3 2 4 5 6 1

4 5 6 1 3 2 4 5 6 1 3 2

1 3 2 4 5 6 1 3 2 4 5 6

3 2 4 5 6 1 3 2 4 5 6 1

4 5 6 1 3 2 4 5 6 1 3 2

3 2 4 5 6 1 3 2 4 5 6

4 5 6 3 2 4 5 6

4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

8

6

4

2

-2

-5 5 10

2

E(5)

13

2

1
1

2

1

D(4)

1

2

3

C(3)

1

B(2)

A(1)

1
1

1
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(2) 取代鄰升數填數過程數列 )()1()0( ,,,, hqp

nm

qp

nm

qp

nm

qp

nm    。 

例： 3,2
31 ＝  → 。 

2. 減鄰法 
  以下我們填入之鄰升數若為升頂值，則此格便不再取代，換言之，

其相鄰格的相鄰數便會降低，亦即在部分的升頂值下，會遇到有些格子

的鄰升數無法填至升頂值。例：因為 3 已是該格的升頂值，根據減鄰

法，右下方的 2，只剩下一個相鄰數，故最大到 2。 

3. 斜角填數法 

  斜角填數法是處理 q

nm

,4
 的最佳策略，因為取代最重要的就是方向性的問題，斜

角填數法可以固定覆蓋的方向，並且可以在覆蓋的同時，一起解決邊塊缺少相鄰數的

問題。以找 )17(5,4
98 為例，擇最重要的形式表示 5,4

98 ： 

→ → → → →  

4. 鑲嵌法 
  在取代鄰升數的填數過程中，和不可取代的鑲嵌法一樣，會有重複的步驟，利用

一樣拼圖，不斷覆蓋平面，不但可以加速找到填數結果 )(,4 hq

nm ，更可以減少無謂填

數總和的浪費。 

 

→  

中心鑲嵌 

 

 
初始邊 

3Je 、 4Je  

 

 

結束邊 

1Je 、 2Je   
填數結果 

5. 外層分析法 
  由於我們在處理不取代鄰升數時用了邊角分析法一詞，其意為修正邊角附近的鄰

升數滿足填數規則，而我們在處理取代鄰升數會討論邊角填數排列狀況，我們將邊與

角該如何填數稱為外層分析法。如下圖例的左邊、左下角、下邊。 
    3         333  

6. 起填數，  鄰升數 

  在
q

nm

,4
 的圖形中， 4,3,,4

)1()1(  qQ q

nm 與
5,4

)2()2(  nmQ 右上角的數字稱作「起填

數」，用來辨別當起填的鄰升數不同時的圖形。上圖例，有 3 、 333 兩種。 

2 1 1 2 3 1

2 1 1 1 1 1 1 1 3

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 4 3 3 3 3

2 1 1 2 2 3 5 4 4
2 1 1 1 1 1 2 5 3

2 1 1 1 1 1 1 1 3
2 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 3 3 4 3 3 3 3

2 1 2 4 5 3 5 4 4
2 1 1 1 1 5 2 5 3

2 1 1 1 3 4 5 3 3
2 1 1 1 2 1 2 5 4

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 3 3 3 4 3 3 3 3

1 2 5 4 5 3 5 4 4
2 1 2 5 3 5 2 5 3

2 1 1 1 5 4 5 3 3
2 1 1 1 2 5 3 5 4

2 1 1 1 1 2 5 4 3
2 1 1 1 1 1 1 5 3
1 1 1 1 1 1 1 2 2

2 3 3 3 4 3 3 3 3

4 3 5 4 5 3 5 4 4
2 5 2 5 3 5 2 5 3

3 4 5 3 5 4 5 3 3
2 1 3 5 2 5 3 5 4

2 1 2 4 5 3 5 4 3
2 1 2 1 1 5 2 5 3
1 1 1 1 1 4 3 3 2

2 3 3 3 4 3 3 3 3

4 3 5 4 5 3 5 4 4
2 5 2 5 3 5 2 5 3

3 4 5 3 5 4 5 3 3
2 5 3 5 2 5 3 5 4

4 3 5 4 5 3 5 4 3
2 5 2 5 3 5 2 5 3
1 4 3 3 2 4 3 3 2

Jc1 Jc4

Jc2 Jc3Je2 下邊

左下角 右下角

左上角 右上角

Je4 上邊

Je1

左

邊

Q(m-2)×(n-2)

中心

Je3

右

邊

5 4

2 5

5 3

3 5

5 3 5 4

3 5 2 5

5 4 5 3

2 5 3 5

5 3 5 4

3 5 2 5

4 3 3 3
5 3 5 4

5 4 5 3
2 3 2 4

2 5 3 5
3 3 2 4

2 3 3 3 4 3 3 3 3

4 3 5 4 5 3 5 4 4
2 5 2 5 3 5 2 5 3

3 4 5 3 5 4 5 3 3
2 5 3 5 2 5 3 5 4

4 3 5 4 5 3 5 4 3
2 5 2 5 3 5 2 5 3
1 4 3 3 2 4 3 3 2

Jc2 Je2下邊

左下角

Je1

左

邊

Q5×5

右上部

2 3 4 3 4 3
2 4 3 4 3 4

4 3 4 3 4 3
2 4 3 4 3 4
4 3 4 3 4 3

1 4 2 4 2 2

2 4 3 4 3 3
4 3 4 3 4 3

2 4 3 4 3 4
4 3 4 3 4 3
2 4 3 4 3 4

3 1 4 2 4 2

1 1 3
1 1 2
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7. 公式計算 ),,4( nmqR  ：利用右上角起填數的不同，分析中心、邊與角如何填數，得

最大值。以 ))8(,4,4()55,4,4( 4,4
55 SR 為例： 

 
3 ：  

333 ：  

 
 

選 1Je 、 
2Je  

 
區域符號改小寫為區域總和 

))8(,4,4( 4,4
55S 2214,4

44 jcjejeq    
811121256   

中心 選起填數  最佳填數結果 求 ))(,,4(),,4( ,4 hqSnmqR q

nm  

(二) ),,4( nmqR  的一般式 

以下僅列公式，限於篇幅，其填數結果 )}({ ,4 hq

nm 未羅列。 

公式：
1
0

,2/32/5
,22/5

)1,3,2()1,5,4(
2

2














n

n

n

n
nRnR ， n 。 

公式： 36)2,4,3()2,5,4(  nnRnR ， n 。 

公式： mnnmR  ),1,4( 、 12),2,4(  mnnmR ，  nm, 。 

公式：









1,0,,2/)3(3
1,0,,2/)2(3

),3,4(
2

22

nmnmmn

nmnmnmmn
nmR

或
，  nm, 。 

公式：

1,0,
1,
0,

,2/)77(
,2/)37(
,2/)67(

),4,4(

2

2

2























nm

nm

nm

nmmn

nmmn

nmmn

nmR ，  nm, 。 

  ),5,4( nmR  的結論反而是在取代鄰升數最初處理時就得到一定的結論，中間我們

發展了許多計算方式和填數技巧，不過有些技巧並非是最佳結論。而我們找會根據中心

拼圖鑲嵌的形式找出有幾種 nm, 同餘的狀況，再分類逐一討論最佳填數結果。 

公式： ),(4/)(74),5,4( nmknmmnnmR  ， Nnm  , 。 

4, nm  0,0 0,1 0,2 0,3 1,1 1,2 1,3 2,2 2,3 3,3 

),( nmk  1 4/1  2/1  4/3  2/1  4/1  0 0 4/1  2/1  

(三) 匯流魚鱗 )(, tF qp

k 、與鋪瓦法 )( ji tF 與 ),7,6( nmR  一般式 

  接下來處理 ),7,6( nmR  ，使用匯流法時的點鄰集稍加修改，在填數過程中發現「匯

流魚鱗 )(, tF qp

k 」的概念。下例中的 )1(6,5
21F 簡稱 6 魚鱗。 

    →        →     

               )0(6,5
21F                  取代填法，恰由 2 依序填至 6       )1(6,5

21F 即是最佳結果   

4 3
3 4

4 3
3 4

3 3
4 3

4 2 4 2

2 4 3 4 3

4 3 4 3 4

2 4 3 4 3

4 3 4 3 4

1 4 2 4 2

8

6

4

2

-2

5 10

1

21
1

2
2

1
2

1

2

1

1

1

1
2

12

2

2

2

1

8

6

4

2

-2

5 10

1,6

21,4
1,3

2
2

1,3
2

1,5

2

1,3

1,4

1,3

1,4
2

1,32

2

2

2

1

8

6

4

2

-2

5 10

6

24
3

2
2

3
2

5

2

3

4

3

4
2

32

2

2

2

1
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  魚鱗的作用是：當要填入數值大的鄰升數時，需要改變其相鄰點的鄰升數，並希望

固定數值較大的數字，再利用下一個魚鱗蓋掉數值小的數字。魚鱗一直覆蓋的過程稱作

「鋪瓦法 )( ji tF 」，而未被覆蓋的部分魚鱗稱作「鋪瓦鑲嵌拼圖 qp

kF
, 」。以下用

),7,6( nmR  的圖形進行說明。 

公式： ),(3
2
7

2
11),7,6( nmknmmnnmR   

鋪瓦法說明：填數的過程中，不斷以 6 魚鱗 )11(6,6
33F 覆蓋，在初始方向填上較大的鄰升

數，相對的，另一方向填上較小的鄰升數，並用下一塊魚鱗覆蓋掉較小的一邊。 

 )11(6,6
33F ， )( ji tF )11(1F  → )11(2F  →… 

以製作 )(7,6
106 h 的過程為例： 

Step1 考量相鄰數較少的邊角，上邊方格的 5,4  qp ，製作 5 魚鱗。 

→  

Step2 先將另一初始邊的鄰升數提升，避免因減鄰法而使鄰升數減小。 

 

Step3 深入相鄰數較多的中央，中心方格的 7,6  qp ，再來製作 7 魚鱗。 

→  

Step4 最後相鄰數最少的結束邊，下邊方格的 5,4  qp ，盡量使用 5 魚鱗。 

→  

4 5 2

5 6 3

2 2 1

4 5 2

5 6 3

2 2 1

4 5 4 5 2

5 6 5 6 3

2 2 2 2 1

4 5 2

2 3 1

1

4 5 4 5 2

2 3 2 3 1

1 1

4 5 4 5 2

5 3 2 3 1

2 1 1

4 5 4 5 2

5 6 7 3 1

2 2 2 1

4 5 4 5 4 5 2

5 6 7 6 7 3 1

2 2 2 2 2 1

4 5 4 5 4 5 4 5 4 3

5 6 7 6 7 6 7 6 7 3

4 5 4 5 4 5 4 5 4 3

5 6 7 6 7 6 7 6 7 3

4 2 2 2 2 2 2 2 2 1

3 5 1

4 5 4 5 4 5 4 5 4 3

5 6 7 6 7 6 7 6 7 3

4 5 4 5 4 5 4 5 4 3

5 6 7 6 7 6 7 6 7 3

4 3 5 2 2 2 2 2 2 1

3 5 4 1

2, nm  0,0 0,1 1,0 1,1 
),( nmk  2 2 3/2 2 
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Step5 完成填數，並找到鋪瓦鑲嵌拼圖 qp

kF
,

，便於計算公式。 

     qp

kF
,





、 、 、 、




 

■ 
  鋪瓦法不但可以有效率的利用相鄰的鄰升數，並可以減少取代的次數，並將不被覆

蓋的魚鱗所形成的拼圖定義成 qp,
kF 。下面我們將用部分 qp,

kF 的均值定義公式領導係數。 

(四)鋪瓦均值 ),( qpR
F

、 ),,( nmqpR  一般式 

  接著重點在推廣 8,7,5p 、 1 pq 的情況，先用鋪瓦法處理，找出有用的 qp,
kF 。

接著定義 ),( qpR
F ，得 ),(),(),,( 21 nmkncmcmnqpRnmqpR

F
 ， 21 ,cc 。並且

求當 1 pq 時的 ),( qpR
F 、 1c 、 2c ，以及在下一段求當 pq  時的 ),( qpR

F ，而常數項

),( nmk 可利用外層分析法求得，在此不一一深論。 

公式： ),()6,5(),6,5( 21 nmkncmcmnRnmR
F

 ， 2/9)6,5( 
F

R 。 

2),( nm  (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 

1c  2 2 5/2 2 

2c  0 0 1 1 

公式： ),()8,7(),8,7( 21 nmkncmcmnRnmR
F

 ， 4/25)8,7( 
F

R 。 nnmm  62 , 。 

),( nm   (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) 

1c  5 15/4 7/2 19/4 7/2 15/4 5 15/4 7/2 19/4 7/2 15/4 

2c  7/2 13/4 

  ),,7( nmqR  的點鄰集有數種狀況，但此處因只有一種點鄰集填數結果總和較大，故

不列其他點鄰集的填數結果。 

  以下用 )116,8,7( R 推演過程 )( ji tF ，講解計算 ),( qpR
F 時， qp,

kF 的選取。 

Step1 製作 8 魚鱗 )26(7,8
53F ，再用 8 魚鱗 )16(7,8

43F 覆蓋，得不再被取代的鋪瓦鑲嵌拼圖
7,8
6F 。 

)26(1F  → )16(2F  

4 5 4 5 4 5 4 5 4 3

5 6 7 6 7 6 7 6 7 3

4 5 4 5 4 5 4 5 4 3

5 6 7 6 7 6 7 6 7 3

4 3 5 4 3 5 4 3 5 2

3 5 4 3 5 4 3 5 4 1

4

5

5 4

6 7

5 4 3

6 7 3

4 3 5

3 5 4

2

1

4 5 6 4 3

6 7 8 3 1

2 2 2 1

4 5 6 4 5 6 4 3

6 7 8 7 8 3 1 1

2 2 2 2 2 1
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Step2 製作 8 魚鱗 )18(7,8
63F ，再用 8 魚鱗 )8(7,8

43F 覆蓋，得不再被取代的鋪瓦鑲嵌拼圖
7,8
6E 。 

)18(3F  → )8(4F  

Step3 從 )(7,8
116 h 中，知道

7,8
6F 與

7,8
6E 為中心鑲嵌拼圖，令

66
3837)9,8(






F
R 。 

      )4(15F      
7,8
6F  、 

7,8
6E   

■ 

定義：鋪瓦均值





i i

i

qp

ki

F k

F
qpR i

,

),( ，其中
qp

ki
i

F
,

為使用的中心鑲嵌拼圖。 

公式： ),()9,8(),9,8( 21 nmkncmcmnRnmR
F

 ， 2/13)9,8( 
F

R 。 nnmm  32 , 。 

),( nm   )0,0(  )1,0(  )2,0(  )0,1(  )1,1(  )2,1(  

1c  3/2 7/2 9/2 3/2 7/2 9/2 

2c  7/2 4 

計算 )9,8(
F

R 時，只取一項 
8,9
6F  ，相對應的魚鱗為 。 

(五) ),,( nmqpR  ， pq  的 ),( qpR
F

對照表 

  在討論 1 pq 的同時，我們也討論了 pq  的情形，討論至升頂值 ),( qpRq
F

 ，即

大部分皆可填到升頂值 q 。 
p  5 6 7 8 
q  5 4 3 6 5 4 7 6 5 4 8 7 6 5 

F
R  17/4 15/4 3 21/4 19/4 4 25/4 21/4 19/4 4 13/2 25/4 23/4 5 

qp

kF
,

 
              

四、 填數技巧與應用 

  此部分說明在不取代與取代下的填數過程，常使用到的技巧整理於升頂值對角定理，方

便找 )(, tqp

nm 。並實際舉例 ),,( nmqpS  結果的應用。接著使用完美填數定理，找符合的點鄰

集作
qp

nP
,

。除了著色應用外，也發現五邊形多面體的切割方式。 

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 3

6 7 8 7 8 7 8 3 3 1 1

2 2 2 2 2 2 2 1 1

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 3

6 7 8 7 8 7 8 7 8 3 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 3

6 7 8 7 8 7 8 7 8 7 5

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 3

6 7 8 7 8 7 8 7 8 7 5

4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 2

3 5 3 5 3 5 3 5 3 5 1

5 6 4

7 8 7

5 6 4

8 7 8

5 6 4

7 8 9

6 4 5

8 9 7

3 2 1

4 5

3 5

4 4

3 4

3 3

3 3

4 5

6 6

4 5

5 5

4 4

4 4

4 5 6

7 7 7

5 6

4 6

5 5

5 4

4 4

4 4

5 6

7 8

5 6

7 7

6 5

6 6

5 5

5 5
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=4

=7

=5=2+1

V1

V3

V2

Vp+1

Vp

V4

A=6

B

C=6

D

(一)升頂值對角定理 

填數準則：若 p

nVv 旁相鄰已填數字皆大於 k ，且剩未填 k 相鄰點， 

     則 v 可填最大鄰升數為 1k 。例： 3v 最大可填 3。 

對角關係：若有四點其點鄰集狀況恰為矩形四頂點，稱不相鄰 

     兩點關係為對角。例：圖中的 A、C 為對角關係。 

定理：已知 1 pq 。在 )(,
t

qp

n 中若兩對角已填上 q ， 

   則剩餘對角必為 1q 、 2q 。 

   例：利用減鄰法知：若 6, CA ，則 5,4  DB 或 4,5  DB 。 

(二) ),,( nmqpS  對應
qp

nm

,
 或

qp

mn

,
 的應用 

  本研究結果可用於 q 種分級物於平面上的均勻分布，並每種分級物旁的支援性達到

最佳結果。舉例而言，於 76 教室座位中，將能力優至不佳者予以等第，最佳等第者賦

予鄰升數為 1、其次等第者依序為 2、3、4、5，而能力佳者可處理較多問題也可支援能

力較差者。若依本研究結果排 42 位學習者，則每位能力較弱者前後左右都有支應

( 4p )，而且可依問題難度得到一定程度的支援；更進一步使用鄰升數總和最大值結

果，則可以有效降低能力佳者的需求量。 

以下圖例說明排位方式： 

手動排位，已接近最大值 研究結果 ),5,4()76,5,4( 5,4
67 SS  

→ 

 
(三)完美鑲嵌應用 

1. 輪胎面上的鑲嵌 

鑲嵌拼圖 5,4
55J 每個鄰升數的數量相同，若將

5,4
55J 中的邊角相鄰數設法增加至相鄰數

4p ，便可呼應完美填數定理的結論。將
5,4
105J 的上下相連、左右相連，得 5,4

)(50 1T
P ，

其中 1T 是輪胎面。我們將與之相鄰的鄰升數填至外層，以方便參照。 



5,4
105J  → 

5,4
)(50 1T

P    

6×7 符合規則 S=107

2 3 1 2 3 1 3 學期成績

1 2 3 4 5 1 2 1 11 A×11

3 4 5 1 2 3 4 2 11 B×10,C+

2 1 2 3 4 5 1 3 10 C×8,D+×2

2 3 4 5 1 2 3 4 6 D×6

1 2 1 2 3 4 1 5 4 E×4

人數
6×7 最大值 S=110

2 1 2 3 1 3 2 學期成績

4 1 5 4 2 4 1 1 11 A×11

3 2 3 1 3 5 2 2 10 B×10

1 5 4 2 4 1 3 3 9 C+,C×8

2 3 1 3 5 2 4 4 8 D+×2,D×6

1 4 2 4 1 3 1 5 4 E×4

人數

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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由於鑲嵌拼圖
5,4

55 nmJ  之形式，我們可以知道 



kP

pp

Tkp
,1,

)()1( 12 都是非常漂亮的結果。 

2. 球面與魔術方塊的關係 

以下填數結果並未呈現在本文章內，我們將實際填數結果於展示時陳列。 

(1) 球型多面體填數結果：由於多面體的面與點有對偶關係，仿照本文內填數並包含

顏色，我們將數賦予顏色填至多面體的面或點上。 

(2) 四面體的面或點 4,3
)(4 2S

P ，金字塔方塊 Pyraminx 符合 kP
Sk

,4,3
)(4 22 。 

(3) 六面體的點與八面體的面
4,3

)(8 2S
P ，將二階魔術方塊的八個角塊視為點，將鄰升數

1、2、3、4 各填兩次，可得    1# 4,3
)(8 2 

S
P 。由於魔術方塊可以交換點(角塊)的排列

順序，我們將八個角塊賦予四種顏色，每個顏色有兩個角塊。再規定二階魔術方

塊必須讓任一角塊與其相鄰的角塊都不同顏色，符合
4,3

)(8 2S
P 。此規則下的魔術方塊

比原本將六面復原更簡單。 

(4) 雙四角錐柱的點
5,4

)(10 2S
P ，而我們改造俗稱風火輪的的變形三階魔術方塊，使其樣

式與對偶雙四角錐柱相同。 

(5) 五邊形多面體的面
6,5

)(12 2Sk
 。除了十二面體外，我們找到五邊形 72 面體與五邊形

132 面體的
6,5

)(72 2S
P 與

6,5
)(132 2S

P ，其著色結果非常漂亮。而二階 12 面體魔術方塊恰能

符合
6,5

)(72 2S
P 的著色方式，雖然一樣能相鄰不同色，不過復原難度頗高。 

3. 製作 6,5
)(12 2Sk

 過程中，找到將五邊形分割成六個小五邊形的方法，藉由 GSP 模組化，

我們找到
6,5

)(62 2Sk
 。當 7,6,5k 時，發現漂亮的碎形，以五邊形 72 面體呈現

6,5
)(62 27 S

 ；

當 8k 時，電腦無法顯示。 

(1) 切割正十二面體結果，只看一個正五邊形，顯示 6,5,4,3,2,1k 。 

 

(2) 參考鳶形六十面體的兩面角與單一鳶形的內角，製作等面積的五邊形 72 面體。再

以五邊形 72 面體模擬五邊形 132 面體。 

  

12

10

8

6

4

2

-2

顯示 參數物件

隱藏 著色正定方向

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

自訂比值 = 0.25

比例 = 0.447

隱藏 著色正定放向

隱藏 參數物件

移動 點

顯示 點

移動 定位點

移動到自訂比值

歸0

移動比例到 limit

移動比例到6等份
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柒、研究結論 

一、不取代鄰升數的總和與填數方式 

1. 在不使用查表下，由鑲嵌法、基數覆蓋法與通道法可快速求出
5,4
nm 使得： 

),5,4( 5,4
nmS  ≒ ),5,4( nmS  。 

2. 左右加格法之對照表可找出
5,4
nm 與 ),5,4(),5,4( 5,4

nmSS nm   。 

3. 解決 ),5,4( nmS  的一般式與特例。 

二、不取代鄰升數一般式的係數與填數定理 

1. p

nmV  的定義與最佳 p

nmV  選法。 

2. ),,( ,qp

nmqpS  一般式的係數求法與結果。 

3. ),,( nqpS 的一般化與上界定理。 

三、取代鄰升數的總和與填數方式 

1. 鑲嵌法與鋪瓦法提供有效率的填數策略。 

2. 外層分析法簡化公式的探討。 

3. 解決 ),,4( nmqR  的一般式，一併找出 )(,4 hq

nm 。 

4. ),,( nmqpR  一般式係數與 }{
,qp

kF 。 

四、應用 

1. 鄰升數總和最大值研究結果的實際應用。 

2. 漂亮的填數結果與曲面填數的應用。 

整體而言，我們解決現階段於方格中的填數總和最大值問題，而均值的探討在於我們是

否可以合理的估算所填的 )(, tqp

nm 正確與否。所以當有了完美填數定理，便可知道所用的方

法、技巧與策略能否達到總和最大值。 

其次，在研究的過程中，發現不少調和或者漂亮的圖像表徵，顯示簡單填數想法內含不

少有意思的數學藝術。 
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捌、未來展望 

一、 發展完美填數定理時，想找 p

mnV 使得
qp

mn

,
 符合 ),,(ˆ),,( ,

nmqpSqpS
qp

mn  ，額外發現

「圈鏈 
p

i

i

N

p

n i
V

1
C


 」的填數技巧，其中：1. i

Ni
C 所有點的相鄰數都是 i ；2. i

Ni
v C ，

存在 i

Ni
v C 與 v 相鄰。猜測最小上界公式： 

)(),,(ˆ}C|)),(,,(max{),,(
1

ncnqpSVuVqpSnqpS
p

i

i

N

p

n

p

n i





， 0)( nc 。 

二、 在處理 ),,( nmqpR  時，我們找出    hhH qp

nm

qp

nm |)(,, ，其中 h 代表取代次數，從製

作 qp

nmH ,


的過程中，隱約知道 ),(21 nmkncmch  其中 Qnmkcc ),(,, 21 。未來會著手找

出最少取代次數  ),,())(,,(|min ,
0 nmqpRtqpRth qp

nm  
的一般式。 

三、 將結果應用在更多不同的多面體，求符合完美填數的圖形或點鄰集特性。 

四、 在處理五邊形多面體
6,5

)(72 2S
 時，找到在平面上將五邊形切割成六個小五邊形方式。除了

欲將切割技巧進一步調整至等面積切割外，未來希望學習立體角及更多球面上的幾何性

質，解決
6,5

)( 2Sn
 中  kccn k ,,6 的填數方式。 
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作品海報 

【評語】050416  

本作品是由一種都市計畫手機遊戲 Tower Bloxx 發展出來，它

是在 5×5 的方格空地上蓋 1 級樓、2 級樓、3 級樓、4 級樓。除 1

級樓可任意蓋外，蓋高級樓時，旁必須要所有低級樓與之相鄰（共

邊），即 2 級樓旁有 1 級樓；3 級樓旁有 2 和 1 級樓；4 級樓旁有 3、

2 和 1 級樓。每級樓可容納人口數從最少 1 級樓至最高 4 級樓，故

此遊戲基本策略是將所有空地蓋滿，並且 4 級樓所占比例最高。 

整體來說，研究過程以表格架構來說明，有一定創意，值得鼓

勵。論文的分析算是詳盡，提出多種填數策略，可以加強說明哪一

種是本研究的創新填數策略。舉出來的填數方法有很多種，可以加

強說明如何確定所填的方法已經是最大值。完成填數的可能解應該

無法確定，研究中所提出的是可能的填法，可以加強說明是否有因

為某些因素而造成不可能填數成功。此外，可以加強列出參考文獻，

說明這些文獻與本作品之關聯性，那些部分是作者自行完成。又，

可以說明鄰升數名詞是否自行命名。 

E:\中小科展_58 屆\排版\050416-評語 

 



填數規則 
nm 方格中填入數字 1、2、3、4、5。填大數字時必有已填所有較小數字

與之相鄰，故稱所填的數字為鄰升數。例：白色空格可填入 1、2、3、4 與

升頂值(最大鄰升數)5。左上角已填 1，但其相鄰二格有 1、2，以 3 取代 1。   
 →  

研究目的 
一、在任意 nm 方格中填入鄰升數，並使其總和為最大值。為方便估算，我們一併計算每格之均值。 
二、分兩種狀況討論：1.每格只填一次，即不取代原先鄰升數；2.可在滿足填數規則下取代已填鄰升數。 
三、 推廣 4p ，求出一般化的公式和定理。 

四、將
qp

pnJ
,

)1(  填法應用在輪胎面 1T 與球面 2S ，

並改裝魔術方塊與定義新玩法。 

 公式與填法 總和最大值 均值(領導係數) 填法 
 不取代鄰升數 ),,( nmqpS   ),( qpS

 qp

nm

,
  

 取代鄰升數 ),,( nmqpR   ),( qpR
F

 )(, hqp

nm  

名詞與符號 
一、升頂值 q：可填的最大鄰升數。相鄰數 p ：每格相鄰最多格數。當填數於 nm 方格時， 4p 。 

二、 不取代附值點鄰集 )0(,, qp

nm

qp

nm   。取代附值點鄰集 )(, tqp

nm ，取代在 )1(,   tqp

nm 中填的鄰升數。 

三、鄰升數總和 ))(,,( , tqpS qp

nm ：將 )(, tqp

nm 中每格的鄰升數加總。  ),,(max),,( ,qp

nmqpSnmqpS   、

 ))(,,(max),,( , tqpSnmqpR qp

nm 、
mn

nmqpS
nmqpS

),,(),,( 
  、

mn

nmqpR
nmqpR

),,(),,( 
 。 

四、符號代表區域之意，引入  B、F、J、P、Q 分別代表基底、魚鱗、拼圖、完美、矩形填法。 

研究方法與過程 
一、不取代鄰升數總和 ),5,4( nmS   

用窮舉法找 ),,4( nnqS  ， 7,6,5,4,5,4  nq  
↓ ↓ 

基數覆蓋法 鑲嵌法 
↓        ↓ 

↓ 

4,3,2,1),,5,4(  mnmS  10,),,5,4(  nmnmS  
↓                               ↙ ↓ 

通道法 
→   邊角分析法 

↓ 
左右加格法 

5,4
nm 、 5,4

mn   
↙ ↓ ↓  
← ),5,4( nmS  公式 

 

二、 ),,( ,qp

nmqpS  與填數定理 
定義方格狀點鄰集 p

nmV 
， 8,7,6,5,3p  

↓ 

找出 }{ ,
)'1(

qp

npB 
、 }{ ,

)1(
qp

pmB 
 

 定理： 

 極限均值、 

 完美填數 

↓ 

→ ),,( ,qp

nmqpS  一般式 

     ↓      ↓ 
四、填數應用 

三、取代鄰升數總和 ),,( nmqpR   
1. 嘗試 10,),,5,4(  nmnmR  
2. 找到鑲嵌法、處理策略： 

斜角填數法、外層分析法 
3. 找出 )(,4 hq

nm ，並得到 

),,4( nmqR  一般式 
4. 以匯流魚鱗、鋪瓦法完成

),,( nmqpR  一般式 

研究結果 
一、不取代填數、 ),5,4( nmS  公式及填數方式 5,4

nm  
(一) 基數覆蓋法：依序填入鄰升數 1、2、3、4、5，並且覆蓋所有格子。 

→ → → → → →  

(二) 鑲嵌法：鄰升數會有規律的重複出現，即平鋪鑲嵌形式。設法填數，可找出數種鑲嵌拼圖
5,4
55J 。 

→ → → →  

→ 、 → … 、 …  

(三) 邊角分析法：以
5,4
55J 製作

5,4
nmJ  ，修改不符規則鄰升數至符合填數規則的

5,4
nm 。以 5,4

106 為例： 

→ → → →  

(四)  nnnSnS ,12)1,3,2()1,5,4( 。 3,2
1 n → )1(3,2

1   nn ： 212 ，其中 2 有 1n 個。例： 
10n → 、 11n 、 12n  

(五) 通道法：微調總和的極佳策略。以鄰升數 1、2 覆蓋，快速修改 3、4、5 的排列順序。黃色為通道。 

→ → → → →    

(六) 左右加格法：固定m ，作
5,4

)252( rlm  ，以增加格數後總和的差值，作查表，求最佳 ),5,4( 5,4
nmS  。 

→ → → → … 、 …  

→ → + → → … 

1 2 3 1

1 4 2

2 3 1 3

3 2 3 1

1 4 2

2 3 1 3

1 * * 1 *

* 1 * * 1

* 1 * * *

* * 1 *

1 * * 1 *

* 1 * * 1

◎ 1 * * *

◎ ◎ * 1 *

1 1

1 1

1 1

1

1 2 1 2

2 1 1

1 1 2

2 1

1 2 1 2

2 1 2 1

1 1 2

2 1

1 2 3 1 2

2 1 2 3 1

1 1 3 2

3 2 1 3

1 2 3 1 2

2 1 2 3 1

1 1 3 4 2

3 2 4 1 3

1 2 3 1 3 1 2 3

3 4 5 1 2 3 4 1

4 1 2 3 4 5 1 2

2 3 4 5 1 2 3 4

1 4 1 2 1 3 2 1

3

4 5 1 3

2 3 4 5 1

4 5 1 2

2

3 3
3 4 5 1 3 4 5 1

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

4 5 1 2 4 5 1 2
2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

1 3 5 2 4 1 3 5 2 4

5 2 4 1 3 5 2 4 1 3

4 1 3 5 2 4 1 3 5 2

3 5 2 4 1 3 5 2 4 1

2 4 1 3 5 2 4 1 3 5

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

4 5 1 2 3

4 5 1 2 3

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

1 3 5 2 4

5 2 4 1 3

4 1 3 5 2

3 5 2 4 1

2 4 1 3 5

5 2 4 1 3

4 1 3 5 2

3 5 2 4 1

2 4 1 3 5

1 3 5 2 4

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 1 2
1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3 1 2 3 1 3
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

2 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
1 4 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 1 2 1 2 3 4 1

6×10 S=156

3 1 2 4 3 1 2 3 1 3

2 3 4 1 2 3 4 5 1 2

1 1 2 3 4 5 1 2 3 4

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

3 4 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 4 1 1 2 3 4 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1
4 5 1 2 3 4 5 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
2 1 2 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1
2 1 2 1 2

1 1 2 1 2
2 1 2

1 2

1 2

S=80

1 2 1 2 4 1

2 1 2 4 5 3 1 2

1 1 2 4 5 3 1 2
2 4 5 3 1 2

4 3 1 2

1 2

S=80

1 2 1 2 4 1

2 1 2 4 4 4 1 2

1 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2

3 4 1 2

1 2

17格3-5通道 通道和=0

1 2 1 2 1

2 1 2 1 2

1 1 2 1 2
2 1 2

1 2

1 2

1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 5 1
4 5 1 2 3
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 5 1

1 2 1
1 2

1 2
2 1

1 2
1 2

1 2
1 2

2 1 1

2 1 2 1 1 2
1 2 1 2

1 2 1
2 1 2 1 2 1
2 1 2
1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1
2 1 2 1 1 2

9×9 差值=0 S=215
2 3 1 2 3 1 3 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3

9×10左+1格 差值=28 S=243
2 4 3 1 2 3 1 3 1 2
1 1 2 4 4 4 1 2 4 3
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 2 1 2 3 4 1 1 2 3

9×13 左+4格 差值=101 S=316
1 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 1 2
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
3 2 1 2 4 1 2 3 4 1 1 2 3

9×10右+1格 差值=24 S=239
2 3 1 2 3 1 3 1 2 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 1 2 4 4 4 1 2 4 3
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 4 1 2 4 4 4 1 2 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3 2

9×13 右+4格 差值=100 S=315
2 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3 1
2 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3

對照表 右+格 0 1 2 3 4 總+格最大差值和 n ≡5 S=

左+格 差值和 0 24 51 76 100 +3 79 12 2 294
0 0 0 24 51 76 100 +4 104 13 3 319
1 28 28 52 79 104 128 +5 128 14 4 343
2 51 51 75 102 127 151 +6 154 15 0 369
3 77 77 101 128 153 177 +7 178 16 1 393
4 101 101 125 152 177 201 +8 205 17 2 420
5 126 126 150 177 202 226 +9 230 18 3 445

S(4,5,9×14)=343

9×10 左+1格
2 1 2 1 1 2
1 1 2 1 2
2 1 2 1

1 2 1 2 1
1 2 1 2

1 2 1 2
2 1 2 1 2

1 2 1
1 2 1 2 1 1 2

9×13 右+4格
2 1 2 1 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2
2 1 2 1 2 1 2
2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2 1 2

9×14 S(B)=126 S=343
2 3 4 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 2
1 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3 4 1
1 2 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3

9×19 S(B)=126 S(B)=126 S=469
2 3 4 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 2
1 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3
4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 3
4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3
4 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 2 3 4 1
1 2 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3



(七) ),5,4( nmS  公式：上述方法求 12,,6,5 m ，再插入 5,4
5 nB 

，求出 13m 公式與 5,4
nm 。不失一般性，以下  nm 。 
















CTnmS

CTnmmnS
nmS

mn

nm

),(),,5,4(

),(5),,5,4(
),5,4(

5,4

5,4

當

且當

),(
5

9
5

103),5,4( 5,4
nmk

nm
mnS nm


















 

)}5,12(),5,11{(),(, nm

)},{( nmCT           ),( nmk 為邊角校正值  

 +  →  
 

)}11,7(),9,7(),11,6(),10,6(),7,6(),14,5(),10,5(),9,5{( }11,6,4,|)5,35{(  lklkk }|)65,45{(  kkk  

二、 方格狀點鄰集 p

nmV 
、 ),,( ,qp

nmqpS  一般式的係數與填數定理 

(一)方格狀點鄰集 p

nmV 
的定義， 8,7,6,5,3p ：斜線方向代表相鄰方格關係、不同斜線代表無關係、不相鄰的邊以虛線表示。 

→ → 、 → 、 → → 、 →  

(二)無差別完美填數定理：以不浪費填數，將鄰升數由小至大依序覆蓋 n 點且覆蓋區不重疊。 

kS
p

nqpq
nqpS 















12
)32(),,( ， qk

kk
Sk 


 ,

2
)1(

、 qk
qkq

Sk 


 ,
2

)12(
、 












1
)1(

p

n
pnk 。 

說明：以下為完美填法
qp

nP
,
，令商數  )1/(  pna 。 kapn  )1( 個鄰升數分配至餘數 qk  或 qk  。 

1 2 … k k+1 … q-1 q … p p+1 分配順序 1 2 … q-1 q … k k+1 … p p+1 


5,4
)(9 3P  

1 2 … k k+1 … q-1 q … q q 鄰升數 1 2 … q-1 q … k k+1 … q q 

a a … a a … a a … a a 分配商數 a a … a a … a a … a a  

1 1 … 1 0 … 0 0 … 0 0 分配餘數 1 1 … 1 1 … 1 0 … 0 0 ■ 
 

填數比較( 4p )： 
在 nm 方格中，

鄰升數無法完美填

至mn 個空格，其

原因是 nm 方格

的邊與角相鄰數分

別為 3 和 2，而不

是中心的 4，必須

要用更多的鄰升數

1、2 覆蓋。 




5,4
)(33 2Q  

(三) 平面鄰升數極限均值定理：為估計 ),,( nmqpS  ，在不考慮邊角相鄰數小於 p 的問題，取極限忽略。 













 )1(2

11),(
p

q
qqpS 。說明：當 nm, 非常大時， qp

nm

,
 上 

鄰升數 1 2 … q-1 q 

數量比 1 1 … 1 (p+1)-(q-1) 
 

。■ 
 

(四) ),,( ,qp

nmqpS  一般式與係數： ),(),(),,( 21
,

nmkncmcmnqpSqpS
qp

nm   ， 1,8,7,6,5,4,3  pqp 。 

分析 ),5,4( 5,4
nmS  一般式處理過程，從左右加格法找出 4,3,2,1,05n 一循環後中間多的 14 行 5,4

5mB ；再增列得 4,3,2,1,05m 一循

環後多的 14  列 5,4
5 nB 

。同理，在 qp

nm

,
 中找出 qp

npB
,

)1(  和 qp

pmB
,

)1(  ，其中 )1( p 為 1p 的因數或倍數。定義： 

)1/(),,(),(),,( ,
)1(11   pBqpSnqpSnqpcc

qp

np
、 )1/(),,(),(),,( ,

)1(22   pBqpSmqpSmqpcc
qp

pm 。 

引理：通道長影響 1c 、不影響 2c 。(黑色粗線可視為上下相通、左右相通) 

1c ：
4,4

5 nB  分 1,02n 填入 3-4 通道

   

2c ：
5,4
5mB 只有單一長通道，而且通道長不會因m 大

小(增減列數)而改變其同餘 3 結果 

 
 

引理： 2,
)'1(




pp

npB 可能有數種，必須以 }{ 2,
)'1(




pp

npB 討論 1c 。引理： 8
nmV  用二維通道法。      

(五) 分部完美填數定理： ),(),,(ˆ),,(ˆ),(),,(ˆ
21 nmknmqpcmnqpcmnqpSnmqpS   ， 11 NNNmn pp    。 

在每個點的相鄰數都是 p 之下， ),( qpS 為每個點的期望值。若 p

nV 的 11 NNNn pp    ， vVvN p

ni |({#  相鄰數 })i ，

則可知：每個點都填期望值可得總和上界。定義：
i

p

i
NiqiSnqpS    ))1,min(,(),,(ˆ

1
。 1̂c 、 2ĉ 是 p

nmV  在邊所扣除的部分。 

),,()},,(ˆ),,,(min{ nmqpSnmqpSmnqpS  可快速估算 ),,( ,qp

nmqpS  是否正確，分析 11 ĉc  、 22 ĉc  找出在填數上有何遺漏。 

三、 取代填數中 ),,( nmqpR  一般式及填數方式 

(一)斜角填數法：填 )(,4 tq

nm 用。取代下最重要的是以方向性留下相對大的鄰升數，此法可解決中心與邊的填法。 

 →  →  →  →  → 、 
、 、 

 
、 

 
中心 初始邊 結束邊 

(二) 鑲嵌法：加速找到填數結果 )(,4 hq

nm ，從上例( 5q 、 98 方格)可發現中心與邊皆有鑲嵌拼圖。 

(三) 起填數、外層分析法：計算 ))(,,4( ,4 hqS q

nm 用，分析中心、邊與角如何填數，得最大值。以 4q 、 86 方格為例： 

 
 

3 ：  

333 ：  
  

區域符號改小寫為區域總和 

))(,4,4( 4,4
86 hS  2214,4

75 jcjejeq    
15831914122   

中心鑲嵌 選起填數α 選 1Je 、 2Je  最佳填數結果 求 ))(,,4( ,4 hqS q

nm 、當 ht  時為公式使用結果 

(四) ))(,,4(),,4( ,4 hqSnmqR q

nm ： ),()(
4
74),5,4( nmknmmnnmR  ，中心鑲嵌拼圖均值 4 為領導係數。 

8×9
2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1

2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1

2 1 2 1 2
1 2 1 2 1

B5×9 S=125
4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1
2 4 4 4 1 2 4 4 3

1 4 1 2 4 4 4 1 2
1 2 4 4 4 1 2 4 3

13×9

2 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1

2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

4 4 4 1 2 4 4 4 1
2 1 2 4 4 4 1 2 1

2 4 4 4 1 2 4 4 3
1 4 1 2 4 4 4 1 2

1 2 4 4 4 1 2 4 3
1 2 1

2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

↙5×4 p=6
←

←

←
←  

↙5×4 p=6 5×4 p=8 ↙5×4 p=5
← 
← 

← 
← 

↙5×4 p=5

←
←

←
←

↙5×4 p=7 ↙5×4 p=7 ↙5×4 p=7

10 15

5×4 p=3

2 4 1

1 3 2

2 4 1

2 1 2

1 1 2 格數≡3

1 2 1 5×6

1 2 1

2 1 2 同餘1格

2 1 2

1 1 2 同餘2格

1 2 1

1 2 1

2 1 2

2 1 2 1

1 1 2 格數≡3

1 2 1 2 5×7

1 2 同餘0格

2 1 2 1

2 1 2 1

1 1 2 同餘0格

1 2 1 2

1 2

2 1 2 1

1 1 2 1 1 2

p= 4 1 2 4 4 4 1 5×偶 p= 4 1 2 4 4 4 1 2 5×奇

q= 5 4 4 4 1 2 1 q= 5 4 4 4 1 2 4 3

S∞= 3 2 1 2 4 4 3 Δ=10 S∞= 3 2 1 2 4 4 4 1 Δ=10

2 4 4 4 1 2 c1=10/5 2 4 4 4 1 2 1 c1=10/5

1 4 1 2 4 3 S=80 1 4 1 2 4 4 3 S=95

p= 4 1 2 4 3 4 1 5×偶 p= 4 1 2 4 3 4 1 2 5×奇

q= 4 4 3 4 1 2 1 q= 4 4 3 4 1 2 3 4

S∞= 2.8 2 1 2 4 4 3 Δ=8 S∞= 2.8 2 1 2 3 4 4 1 Δ=7

2 4 4 3 1 2 c1=8/5 2 3 4 4 1 2 1 c1=7/5

1 3 1 2 3 4 S=76 1 4 1 2 4 3 4 S=91

1 2 1 1 2 1 2

p= 4 q= 5 S∞= 3 q= 4 S∞= 2.8 q= 3 S∞= 2.4 q= 2 S∞= 1.8

6×5 格數≡3 Δ=9 c2=9/5 Δ=7 c2=7/5 Δ=4 c2=4/5 Δ=2 c2=2/5 同餘1格

1 2 1 1 2 3 1 3 1 2 4 1 3 1 2 3 1 3 1 2 2 1 2 1 2 1

1 2 4 4 4 1 2 4 4 3 1 2 3 3 3 1 2 2 2 2 1 2 1 2

1 2 4 1 2 4 4 3 1 2 4 4 3 1 2 3 3 2 1 2 2 2 1 2

2 1 2 4 4 4 1 2 4 4 3 1 2 3 3 3 1 2 2 2 2 1 2 1

1 2 4 4 1 2 4 4 3 1 2 3 3 3 1 2 3 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 1 2 3 3 1 1 2 2 2 1 1 2 1

1 2 3 1 2 3 1

3 5 4 5 6 4 2

4 6 7 8 9 7 5

1 2 3 1 2 3 1 2

3 5 4 5 6 4 5 3

4 6 7 8 9 7 6 4

2 1 2 3 1 2 3 1 2

3 4 5 6 4 5 6 4 3

5 6 8 7 8 9 7 8 5

2 1 1 1 1 1 1 1 3

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 4 3 3 3 3

2 1 1 2 2 3 5 4 4
2 1 1 1 1 1 2 5 3

2 1 1 1 1 1 1 1 3
2 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 3 3 4 3 3 3 3

2 1 2 4 5 3 5 4 4
2 1 1 1 1 5 2 5 3

2 1 1 1 3 4 5 3 3
2 1 1 1 2 1 2 5 4

2 1 1 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 3 3 3 4 3 3 3 3

1 2 5 4 5 3 5 4 4
2 1 2 5 3 5 2 5 3

2 1 1 1 5 4 5 3 3
2 1 1 1 2 5 3 5 4

2 1 1 1 1 2 5 4 3
2 1 1 1 1 1 1 5 3
1 1 1 1 1 1 1 2 2

2 3 3 3 4 3 3 3 3

4 3 5 4 5 3 5 4 4
2 5 2 5 3 5 2 5 3

3 4 5 3 5 4 5 3 3
2 1 3 5 2 5 3 5 4

2 1 2 4 5 3 5 4 3
2 1 2 1 1 5 2 5 3
1 1 1 1 1 4 3 3 2

2 3 3 3 4 3 3 3 3

4 3 5 4 5 3 5 4 4
2 5 2 5 3 5 2 5 3

3 4 5 3 5 4 5 3 3
2 5 3 5 2 5 3 5 4

4 3 5 4 5 3 5 4 3
2 5 2 5 3 5 2 5 3
1 4 3 3 2 4 3 3 2

5 4

2 5

5 3

3 5

4 3 3 3
5 3 5 4

5 4 5 3
2 3 2 4

2 5 3 5
3 3 2 4

Jc2 Je2 下邊

左下角

Je1

左

邊

Q(m-1)×(n-1)

右上部
4 3

3 4

4 3

3 4

3 3
4 3

4 2 4 2

2 4 3 4 3 4 3 3
4 3 4 3 4 3 4 3

2 4 3 4 3 4 3 4
4 3 4 3 4 3 4 3
2 4 3 4 3 4 3 4

3 1 4 2 4 2 4 2

10

8

6

4

2

5

4
3

2

1 4
3

2
5

1



(五) 匯流魚鱗 )(, tF qp

k
、鋪瓦法 )( ji tF ：利用魚鱗蓋掉數值小的鄰升數，覆蓋的過程稱作「鋪瓦法」。 

)0(6,5
17F  

 

→ 
6
魚

鱗 

)1(6,5
17F  方格狀 6 魚鱗 )( ji tF )11(1F → )11(2F →… 

 )11(6,6
33F   →  →… 

(六) 鋪瓦均值 ),( qpR
F

、 ),(),(),,( 21 nmkncmcmnqpRnmqpR
F

 ：以上述方法計算公式。  

  )4()( 15
7,8

116 Fh  

 

定義：     
i ii

qp

kiF
kFqpR

i

,
),( 、

qp

ki
i

F
,
為使用的中心鑲嵌拼圖。 

用中心、邊、角鑲嵌拼圖得 ),,( nmqpR  一般式： 

鋪瓦鑲嵌拼圖 }{
,qp

kF  

{ 、 、 、 、 }   )(7,6
106 h  


8,7

41F 、 
8,7

42F 、 
8,7

43F 、
444
262524)8,7(






F
R  

四、 填數技巧與應用  
(一) ),,( nmqpS  對應

qp

nm

,
 或

qp

mn

,
 的應用： q種分級物於平面上均勻分布，分級物旁支援性達到最佳化。 

於 76 座位中，最佳等第者鄰升數為 1、其次等

第者依序為 2、3、4、5，能力佳者處理較多問題

也可支援能力較差者。依填數規則，每位能力較

弱者前後左右都有支應( 4p  )，而且可依問題難

度得到一定程度的支援；更進一步使用鄰升數總

和最大值結果，可有效降低能力佳者的需求量。 

手動排位接近最大值(以次充好) → ),5,4()76,5,4( 5,4
67 SS  

 

 

(二) 完美鑲嵌應用：
1,
)1(




pp

npP  

1. 輪胎面上的鑲嵌：將
5,4
55J 中邊角的相鄰數增加至 4p ，即上下相通、左

右相通，得 5,4
)(50 1T

P 。由 5,4
55 nmJ  形式，知 




kP

pp

Tkp
,1,

)()1( 12 是非常漂亮的結果。 
→  

2. 球面與魔術方塊的關係：鄰升數賦予顏色填至多面體的面或點上。規定魔數方塊相鄰配色不同。 

(1) 四面體的面或點 4,3
)(4 2S

P ，金字塔方塊 Pyraminx(其實是三角錐)符合 kP
Sk

,4,3
)(4 22 。 

(2) 六面體的點與八面體的面
4,3

)(8 2S
P ，把二階魔術方塊的八個角塊視為點，將鄰升數 1、2、3、4 各填

兩次，即四色各二角塊。規定任一角塊其相鄰的角塊都不同顏色，比傳統二階更容易復原。 

(3) 雙四角錐柱的點
5,4

)(10 2S
P ，改造 233  魔術方塊，使其樣式與對偶雙四角錐柱相同。 

(4) 五邊形多面體的面 6,5
)(12 2Sk

 。五邊形 12、72、132 面體對應的 6,5
)(12 2S

P 、

6,5
)(72 2S

P 、
6,5

)(132 2S
P ，其著色結果非常漂亮。而二階、四階 12 面體魔術方塊

恰能符合
6,5

)(72 2S
P 、

6,5
)(132 2S

P 的著色方式，復原難度高。 

3. 製作 6,5
)(12 2Sk

 過程中，找到五邊形分割成六個小五邊形。以 GSP 模組化與迭代，得到 6,5
)(62 2Sk

 。 5k ，

發現漂亮的碎形；以五邊

形 72 面體呈現 6,5
)(62 27 S

 。 

研究結論 

一、 不取代鄰升數於 4p 的總和與填數方式 
1. 由鑲嵌法、基數覆蓋法與通道法可快速求出

5,4
nm

 使得： ),5,4(≒),5,4( 5,4
nmSS nm  

。 
2. 解決 ),5,4( nmS  公式與特例。 

二、 不取代鄰升數一般式的係數與填數定理 

1. p

nmV 
的定義與最佳 p

nmV 
選法。 

2. ),,( ,qp

nmqpS  一般式的係數求法與結果。 

3. ),,( nqpS 的一般化與上界定理。 

三、取代鄰升數的總和與填數方式 
1. 鑲嵌法與鋪瓦法提供有效率的填數策略。 
2. 外層分析法簡化公式的探討。 

3. 解決 ),,4( nmqR  一般式，一併找出 )(, hqp

nm 。 

4. ),,( nmqpR  一般式係數與 }{
,qp

kF 。 

四、應用 
1. 鄰升數總和最大值研究結果的實際應用。 
2. 漂亮的填數結果與曲面填數的應用。 

我們解決現階段於方格中填數總和最大值問題，而均值的探討在於是否可以合理的估算所填的  )(, hqp

nm

正確與否。所以當有了完美填數定理，便可知道所用的方法、技巧與策略能否達到總和最大值。其次，在

研究的過程中，發現不少調和或者漂亮的圖像表徵，顯示簡單填數想法內含不少有意思的數學藝術。 

未來展望 

一、 找 ),,(ˆ),,( ,
nmqpSqpS

qp

mn  時，發現「圈鏈 
p

i

i

N

p

n i
V

1
C


 」的填數技巧：1. i

Ni
C 所有點的相鄰數都是

i ；2. i

N i
C 與 }{C j

N j
鏈結後修整的結果為 i

Ni
C 。猜測最小上界公式： )(),,(ˆ)),(,,( ncnqpSuVqpS p

n  。 

二、 處理 ),,( nmqpR  時，找出   hhH qp

nm

qp

nm |)(,, ， h 代表取代次數。從製作 qp

nmH ,
 的過程中，隱約知

道 ),(21 nmkncmch  。未來找最少取代次數  ),,())(,,(|min ,
0 nmqpRtqpRth qp

nm   的一般式。 
三、 在處理五邊形多面體 6,5

)(72 2S
 時，找到在平面上將五邊形切割成六個小五邊形方式。除了欲將切割技巧

進一步調整至等面積切割外，未來學習立體角及更多球面上的幾何性質，解決 6,5
)(6 2Sc k

 的填數方式。 
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6×7 最大值 S=110
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