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摘要 

    我們的作品的內容為探討正方形 mm 的方格中，若將其全部塗上黑或白兩種顏

色，則每個 22 的正方形中的黑白數目皆一致(皆為 2 個)的時候，會有多少種可能性，

並將其分作旋轉視為相異，旋轉視為相同 2 種，在前者我們使用了是列舉法以及基模法

進行驗證，兩種方法在推導出公式後的結果後是一樣的，在這個基礎下，我們將題目發

展成在矩形 nm 方格的情況下再次推算，也得到一樣的結果。 

    而方格旋轉視為相同的情況則使用了組合「C 」以及基模法來解決問題，並發現許

多情況都必須考慮進去才能避免遺漏或重複的情況產生，在求得正方形 mm 方格的通

式後，我們再次嘗試將公式應用到矩形 nm 方格中，在考慮到幾種不同的條件後，我

們都列出了相對應的通式來求得我們所需要的答案。 
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壹、研究動機 

我們在翻閱 AMC 試題中看到一個非常有趣的題目「一個 33 方格中，小方格內都被塗上

了黑色或是白色。若其中任何一個 22 方格中，黑色和白色都各佔二個小方格，則稱為均衡

方塊，如圖(1)。反之則為不均衡方塊，如圖(2)，因為右上角的 22 方格內有三個白色小方格，

一個黑色小方格。若將旋轉後不同的方格視為不同，請問總共有多少個 33 方格的均衡方塊？」

我們認為若將此題推廣到 nm 方格的均衡方塊會是一題非常有挑戰性的題目，經過初步列舉

和思考後，我們發現此題可以應用高一「排列組合」單元中學過的概念，因此我們利用課本

中所學到的知識觀念進行探究，希望能解出找到通式。 

 

 

 

     圖(1)                   圖(2) 

貳、研究目的及名詞解釋 

一、基於上述，我們的研究目的如下： 

(一)利用列舉法和重複排列基模法，探討矩形 nm 方格旋轉視為相異均衡方塊的個

數，並推廣找到通式。 

(二)利用組合「C」和重複排列基模法，探討正方形 mm 方格旋轉視為相同均衡方塊的

個數，並推廣找到通式。 

(三)探討矩形 nm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數，並推廣找到通式。 

二、名詞解釋： 

(一)矩形 nm 方格旋轉視為相異均衡方塊的個數記為 )( nmAn   

(二)正方形 mm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數記為 )( mBn  

(三)矩形 nm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數記為 )( nmBn   

參、研究設備與器材 

紙、筆、電腦 
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肆、研究過程及方法 

一、矩形 nm 方格旋轉視為相異的均衡方塊 

因為題目提供二種解法，所以我們也打算利用列舉法和基模法來找出規則，以便推廣或

找出通式。 

(一)列舉法  

1. n2 方格的均衡方塊 

(1) 22 方格的均衡方塊；我們用列舉法畫出所有可能情況，共有 6 種，如圖(3) 

 

a          b          c          d           e          f   

圖(3) 

  我們打算以 22 方格的 6 種情況為基模，往右延伸。 

(2) 32 方格的均衡方塊個數，從 22 均衡方塊的基模中，我們定義從 a畫出 1a、

2a；b 畫出 1b、 2b； c畫出 1c； d 畫出 1d ； e畫出 1e、 2e； f 畫出 1f 、 2f ，共有

10 種，如圖(4)。 

 

 

1a             2a              1b              2b             1c  

 

 

        1d               1e             2e             1f              2f   

                                    圖(4) 

由此我們觀察出，基模 a、b 、 e、 f 只要往右延伸一行就可畫出 2 種情況；基模

c、 d 只能維持一種，我們初步的列出算式 
           a     b     c   d    e      f  

  22An 1     1    1  1  1     1 

  32An 21   21  1  1  21   21  
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依此類推，我們可推估， 
  42An 221 

221  1  1  221 
221  

  52An 321 
321  1  1  321 

321  

畫圖驗證也無誤，所以 系統先暫且擱下，我們往下探究。 

2. n3 方格的均衡方塊 

(1) 23 方格的均衡方塊，我們用列舉法畫出所有可能的情況，如圖(5) 

 
 
 
      1a          1b          2b         1c          2c         1d         2d  
 
 
 

     1e          2e          1f  

圖(5) 

(2) 33 方格的均衡方塊，從 3  2 均衡方塊往右延伸一行，我們 畫出 11a 、 12a ；𝑏1

可畫出 11b 、 12b ； 2b 畫出 2b ； 1c 畫出 1c ； 2c 畫出 2c ； 1d 畫出 1d ； 2d 畫出 2d ； 1e 畫

出 1e ； 2e 畫出 21e 、 22e ； 1f 畫出 11f 、 12f ，如圖(6) 

 

 

       11a               12a             11b             12b              2b  

 

 

       1c                2c              1d              2d              1e  

 

 

       21e               22e             11f              12f  

圖(6) 

 

n2

1a
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由此我們觀察出 

                                       e             

  23An                           

 33An 21      121     21      121     21  

依此規律，我們可推估 

  43An 221   1221  121  121  221   

   53An 2221   12221  121  121   12221  2221   

我們暫時擱下，先繼續往下延伸 n4 、 n5 …方格的均衡方塊 

3. n4 方格的均衡方塊 

(1) 24 方格的均衡方塊:以 23 方格的均衡方塊向下延伸一列畫圖，如圖(7) 

 

 

 

        1a        11b        12b       21b        22b        11c        12c        21c  

 

 

 

 22c        11d       12d        21d       22d        11e        12e        21e  

 

 

 
  22e        1f                     圖(7) 
(2) 34 方格的均衡方塊，由 24 方格的均衡方塊向右延伸一行畫圖，如圖(8) 

 

 

 

11a           12a            111b           112b           12b            21b  

a b c d f

1 21  21  21  21 1

  21  

     1221  

    
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        22b            11c           12c            21c           22c           11d  

 

 

 

        12d           21d           22d            11e           12e            211e  

 

 

 

        212e           22e           111f           12f  

圖(8) 

           a            b              c       d         e              f   

  24An 1           31          221   221    31          1 

  34An 21         321        221   221    321         21  

依此規律和作圖，我們推估出 

  44An 221       3221      221   221    3221      221   

  54An 2221    32221   221   221    32221   2221   

4. n5 方格的均衡方塊 

(1) 25 方格的均衡方塊:以 24 方格的均衡方塊向下延伸一列畫圖，如圖(9) 

 

 

 

      1a        111b       112b        121b        122b         211b        212b  
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     221b        222b        111c        112c        121c         122c        211c  

 

 

 

     212c        221c        222c       111d        112d        121d        122d  

 

 

 

     211d        212d       221d       222d        111e        112e        121e  

 

 

 

     122e        211e       212e        221e       222e         1f  

圖(9) 

     a          b         c      d      e        f  

      25An 1          71    81  81   71     1 

依照規律和作圖，我們推估出 

      35An 21        721   81  81   721   21  

      45An 221      741   81  81   741   221   

      55An 2221    781   81  81   781   2221   
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5.透過 n2 、 n3 、 n4 、 n5 的整理公式我們進而推導出𝑚  𝑛的通式 

     121212 22
2  



nn

nAn  

        21121212 22
3  



nn

nAn  

      222
4 21321212  



nn

nAn  

      322
5 21721212  



nn

nAn  

                       … 

         2222 211221212 

  mmnn

nmAn  

(二)基模的重複排列 

1. 22 方格的均衡方塊，我們用列舉法先找到 22 方格的均衡方塊，如圖(10) 

 

                              圖(10) 

我們以「行」和「列」來看，如圖(11) 

       (1)以行來看                和            (2)以列來看  

 

                                     圖(11) 

發現「行」的基模為     、    ，所以 2 行有 22 種方法 

    「列」的基模為       、      ，所以 2 列有 22 種方法 

     其中有 2 組重複出現 

            「行」     「列」    「重複」 

因此   22An 22         22         2      6 種 

2.2  3 方格的均衡方塊:同樣我們採用列舉法，如圖(12) 

(1)以「行」來看                                    (2)以「列」來看 

 

 

 

                                               圖(12) 
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發現「行」的基模為    、    ，所以 3 行有 32 種方法 

          「列」的基模為        、       ，所以 2 列有 22 種方法 

其中有 2 組重複出現 

                     「列」     「行」   「重複」 

因此   32An      32         22         2     10 種 

3. 2  4 方格的均衡方塊:如圖(13) 

(1)以「行」來看                                    (2)以「列」來看 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                            

圖(13) 

我們發現「行」的基模跟「列」的基模也會有 2 組重複出現，於是 

  42An 42 
22  2 18  

我們因而大膽推測   42An n2 
22  2  

4. 33 方格的均衡方塊: 推測 n2 方格的均衡方塊後，我們也嘗試用同樣方法，推測

33 方格的均衡方塊，如圖(14) 
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(1)以「行」來看                            (2)以「列」來看 

 

 

 

 

 

 

                                  圖(14) 

 

我們發現「行」的基模也有兩種    、   ，所以 3 行總共有23種 

「列」的基模也是兩種        、        ，所以 3 列總共有23種 

其中也有 2 組重複圖形 

因此個數為   33An 14222 33   

至此，我們再延伸畫圖，發現不管「行」還是「列」的基模都只會有 2 種，因此每一行、

每一列都會有兩種選擇，而且重複圖形也都剛好有 2 個 

因此可以得知：在 nm 的方格中會有 222  nm 種均衡方塊。 

(三)小結： 

   由(一)列舉法和(二)重複排列得知 

     222 211221212 

  mmn

nmAn  

  2222222222222 11111   mnmnmmn  

推導後的結果相同，得證 

矩形 nm 方格中，旋轉視為相異均衡方塊的個數 )( nmAn  = 222  nm  

二、正方形 mm 方格旋轉視為相同的均衡方塊 

我們覺得這個題目如果就這樣結束未免太可惜，於是我們想到，若經旋轉後的圖形視為

相同圖形，又會有怎樣的情形發生?首先我們打算從正方形研究，再推廣到矩形的通式。 
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 (一)用組合「C 」探討正方形 mm 方格的特徵方塊 

我們將旋轉後的圖形視為同一種圖形的情況，稱為「特徵均衡方塊」，簡稱「特徵方塊」

經過之前的研究，我們發現一種有效率尋找「特徵方塊」的方法。任何一種均衡方塊均是

由基本方塊「直行變色」而來的。所謂的「直行變色」是指「一直行」中的    變成   。 

以 33 方格為例，如圖(15)，無論它怎麼「直行變色」皆脫離不了均衡方塊的情況。藉由

「直行變色」的位置及數目的不同，我們可以用組合「C 」來表示變化情況。 

0 行變色：組合數= 3
0C              1 行變色：組合數= 3

1C  

 

 

 2 行變色：組合數= 3
2C              3 行變色：組合數= 3

3C   

 

 

                                圖(15) 

在計算過程中，我們發現有些圖形會產生重複的問題  

 

 

        圖(16)      圖(17)       圖(18) 

像是圖(16)、圖(17)、圖(18)這三個圖形，都會在組合 3
1C 中出現，但是圖(16)旋轉 180 度

後會變為圖(18)，代表他們兩個圖只能歸為同一種。另外 3
2C 和 3

1C 的黑白變化情況相同，

我們用 3
12 C 表示，而且由此更可知道因為對稱性的關係，我們需將方塊分為奇數和偶

數來看。 

1.奇數方格正方形的特徵方塊 

(1) 33 方格的特徵方塊：我們畫出所有情況，如圖(19) 

 

 

      3
0C           3

1C           3
1C           3

2C           3
2C           3

3C  

                               圖(19) 
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3
0C 的圖形在直行變色後會和 3

3C 相等， 3
1C 和 3

2C 也是，所以把 3
0C 、 3

1C 各乘 2 就可以

知道特徵方塊的總個數。但其中可以發現 3
1C 、 3

2C 有 1 組重複圖形，這些重複圖形的

特徵是沒有左右對稱，因此要將這些圖形的總數除以 2；圖形中不會重複的圖形左

右是會對稱的，如圖(20)，只要減掉它再除以 2 便可以找出不對稱的圖形總數。 

將不對稱的圖形加上對稱的圖形即為 3
1C 的全部圖形，乘以 2 後即為 3

1C 、 3
2C 的全部

圖形。 

  
 

圖(20) 

可推得： 33 方格的均衡方塊數，   21
2

12
3
13

03 












C
CBn 種 

(2) 55 方格的特徵方塊:由 33 方格的均衡方塊知需將圖形再分為左右不對稱和左右

對稱的圖形 

○1 左右不對稱的圖形，如圖(21)中，依 33 方格的均衡方塊規則知道，它們都會重複

計算，所以要除以 2 

 

                     =                                     = 

                                       

                                      圖(21) 

 ○2 左右對稱的圖，如圖(22)，它們不會重複。 

 

 

 

                                     圖(22)  

          推得   22
2

221
2

12
5
2

5
15

05 
























CC
CBn  
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(3)小結:最後我們得到奇數方格正方形的通式: 

       在 mm (令 Naam  ,12 )方格中，   
 









 
a

k

a

K

a

km CCBn
0 2

12
       

這裡的 a

K
C










2

指的是對稱的圖形，藉由對稱性質，觀察一半可以求得另一半的圖形，

故







2
K 表示該半邊的變色情形，高斯符號可以限制變色方格的數目為奇數時所造成

的影響。 

2.偶數方格正方形的特徵方塊 

在偶數方格正方形的特徵方塊中，由於其並不具有中間那一行的直行變色，所以其性  

質一定和奇數有所差別，但我們依然使用組合「C」來解決問題。 

(1) 44 方格的均衡方塊 

  4
0C    

 

  4
1C  

 

  4
2C  

 

  4
3C  

 

  4
4C  

 

可以看出 4
0C 的圖形會和 4

4C 相同，而 4
1C 和 4

3C 也是同樣情況，因此在計算時，將 4
4C

和 4
3C 忽略不計。藉由觀察，可以發現零行變色的數目為 4

0C ，一行變色的數目為

4
1C ，和組合「C」的規則不符的為 4

2C ，比預計多了 2 種，產生重複的圖形為 4
2C ，

如圖(23)，以及圖(24)，接著我們以 66 來進行下一步的研究。 
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                     圖(23)                            圖(24) 
(2) 66 方格的均衡方塊 

再次驗證我們之前的推論，可以忽略 6
6C 、 6

5C 以及 6
4C 的圖形，且除了 6

3C 之外皆符

合組合「C」的規則，藉由觀察，可發現不會產生重複的圖形，看起來都有個共通

點，他們都是自中間切開後，左右 2 邊在旋轉後一模一樣的圖形，我們把他稱作

「斜鏡像方塊」 

     

 

          

 

   

圖(25) 

唯一的例外是圖(26)，其雖然符合鏡像方塊的定義，卻會產生重複，因此必須將總

方塊的數目扣去一個。 

 

 

                                    圖(26) 

(3)偶數方格正方形斜鏡像方塊的數目 

由於斜鏡像方塊的特殊性質，觀察其中一邊便可以推得其另外一邊的樣貌。因此在

),2( Naammm  圖形中，若斜鏡像方塊左半邊有 1 個變色，其右半邊則有 1m

個變色，藉此可以知道斜鏡像方塊的數目為 m

m

mm CCC ...10  ，將 m

mC 2 加入其斜鏡像方

塊後除以 2，最後再移去例如圖(26)的圖形，即可求出其變色數目。 

(4) 小結:最後我們推得偶數方格正方形的通式: 
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     在 mm (令 Naam  ,2 ) ，   





 




1

0

0

2

2
22 1

2

m

k

m

k

m

k

m

m
m

kmm

CC

CBn  

(二)用重複基模法探討正方形 mm 方格的特徵方塊 

因為在一之(二)基模的重複排列結論中，可以使用行與列的基模成功找到通式，所以我們

再次嘗試在特徵方塊使用此方法。 

1.初探 

(1) 22  方格的特徵方塊，如圖(27)  

以行來看                                      以列來看 

 
 

                                圖(27) 
這時我們發現，特徵方塊的基模跟原題的一樣 
 
行有     、      兩種 
 
列有        、        兩種 
 

但是這兩種看法的結果會完全的重疊在一起，所以我們決定先只以行來看，然而，

就算只算以「行」來看還是會有一樣的，最後剩下 

  

               、           兩種 

而在畫之前，我們想到有一個關鍵點，若「以行來看」跟「以列來看」一模一樣，

它得是正方形；若只是長方形，例如： 23 方格的均衡方塊「以行來看」和「以列

來看」就不一樣，如圖(28)。 

 

 
 
                                  圖(28) 

因此，需把特徵方塊分成正方形、和長方形兩部分 
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 (2) 33 方格的特徵方塊，如圖(29) 

以行來看                                以列來看 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     圖(29) 

由 22 方格的推導加上這裡的畫圖可以驗證正方形的以「行」來看和以「列」來看

真的是完全相同的，所以，留下以「行」來看的部分，並扣除重複的圖形，如圖

(30)，共六種。 

 

 

 

 

 

 

 

                                               

                                    圖(30) 

此時，我們發現有四個圖形不會重複到，如圖(31) 

 

 

                                

                            圖(31) 

我們覺得這四個圖形看起來相較於其他兩個圖形更「有規律」，但是暫時無法完全

解釋關係。只好先繼續往 44 研究 

(3) 44  的特徵圖形，如圖(32) 
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   以「行」來看 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      圖(32) 

接著，把重複的扣掉，只剩 9 種，如圖(33) 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                 圖(33) 

此時，我們再次把沒有重複到的圖形找出，如圖(34) 

 

 

 

                              圖(34) 

到這裡，我們發現又有相似於剛剛的感覺，它們很對稱，於是決定仔細觀察一下它們。 
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(4)正方形中特徵方塊的對稱 

仔細觀察 33 及 44 中不重複的圖形後，如圖(35)，我發現可以在這些圖形的正中

央切一半 

 

 

 

 

 

 

 

                              圖(35) 

在 33 的方格表中，從中間分割後，左右兩部分會一模一樣(中間那行不算)，而

44 的方格表中，從中間分割後左邊旋轉 180 度會變成右邊的樣子，其差異來自於

33 是奇數方格中間還會多一行，而 44 是偶數方格，中間是分界線。所以我們大

膽假設了奇數和偶數方格的特徵方塊是無法共同找到通式，因此需將正方形分為奇

數和偶數方格來探討。 

2.奇數方格正方形的特徵方塊 

為了驗證想法，我們找了 55 中不會兩兩重複的方塊，如圖(36) 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              圖(36) 

此時我們發現假設是對的，中間那行不看，左邊跟右邊的圖形有對應關係(首末兩行

相同、二四行相同)。為了簡化說法，我們把這種方塊稱為「對稱方塊」，而由「對

稱方塊」，和 2 種基模，我們就可以從邊長長度找出對稱方塊個數。 
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(1) 33 方格的特徵方塊 

33 方格中，把中間那行切掉後，剩下兩個 31 的長方形，左邊的部分和右邊的部

分互相對應才會是對稱方塊 

    

         

                       → 其中      =       →這是一個對稱方塊 

 

在對稱方塊中，只要固定左邊的基模，右邊的基模為了對應左邊都只有 1 種基模可

選。例如， 33 方格中，只有左邊 1 行和中間 1 行各有 2 種基模選擇，共有22種對

稱方塊，如圖(37)。 

 

 

 

                              

圖(37) 

(2) 55 方格的特徵方塊 

依照 33 方格的想法， 55 方格中，左邊 2 行和中間 1 行各有 2 種基模選擇，共有

23種對稱方塊如圖(38)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(38) 

(3)小結 

以此類推，最後我們可以推出奇數的正方形中特徵方塊的個數， 

「以行來看的全部圖形」減掉「對稱方塊」除二就是「會重複的圖形」的個數，再

加上「不會重複的圖形」的個數，就是特徵方塊的總數。 
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在 mm (令 Naam  ,12 )方格中 

  2
1

1

1
21

2

1
2

22
2
222

2
22 
















m

m

m

mm
m

m

mBn 種 

3.偶數正方形的特徵方塊 

(1) 66 方格的特徵方塊 

依照上面的想法，我們先找出 66 方格中不會兩兩重複的圖形，如圖(39)，共 7 種 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(39) 

從結果來看， 66 和 44 中「會重複的圖形」都有共同的規則，即從中間切掉後左

邊的部分倒轉180度會跟右邊的部分一模一樣，為了簡化說法，同樣我們把它稱為

「斜鏡像方塊」。利用「斜鏡像方塊」如同「對稱方塊」的尋找方法，從中間分割

後，左邊跟右邊的部分相對應，所以只要鎖定左邊的基模組合，右邊就會自動對

應。以 66 為例，左邊部分有3行，每行有 2 種基模可選，所以有 32 個鏡像方塊。 

但是在鏡像方塊中，還有比較特殊的情況，如圖(40)。 

 
 
 
 
 

圖(40) 

這兩種方塊雖然是「斜鏡像方塊」，但是它們旋轉後會變成兩兩相同的圖形，因此在計

算時需扣掉。 
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 (2)小結: 

因此我們推出偶數正方形的規律。「以行來看的圖形」減掉「斜鏡像方塊」再除 2

就是「會重複的方塊」的個數，再把「斜鏡像方塊」加回來就是特徵方塊的總數。 

       在 mm (令 Naam  ,2 )方格中 

         122
2

)22(2)22(
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21

2
2

2











m

m

m

mm
m

m

mBn   

(三)總結 

由(一)知組合「C 」探討正方形方格的特徵方塊數為 
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由(二)知重複基模探討探討正方形方格的特徵方塊數為 
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若(一)和(三)的結論相同，則可以驗証我們的想法無誤 

1. 當m為奇數時，即 12  am , 

(1) a為正偶數 
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(2) a為正奇數 
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2. 當m為偶數，即 am 2  
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綜合上述，我們得證 mm 方格正方形旋轉視為相同方塊之通式 

(1)奇數( 12  am )公式 
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(2)偶數( am 2 )公式 
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三、矩形 nm 方格旋轉視為相同的均衡方塊 

接著我們從正方形的特徵方塊延伸到長方形的特徵方塊，因為前面的研究發現奇數和偶

數的計算法不同，所以分成奇數奇數、奇數偶數、偶數偶數三個部分 

(一)奇數奇數的長方形特徵方塊 

正方形中「以行來看」和「以列來看」的圖形旋轉後會完全相同，但長方形沒有這種情

形，於是我們以 35 方格(5列3行)為例，列出「以行來看」和「以列來看」，如圖(41) 

             以行來看                                  以列來看 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(41) 
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我們可以發現， 35 方格特徵方塊的個數， 不管「以行來看」與「以列來看」都跟奇

數正方形一樣。「以行來看」的部分有 3 行，每行有 2 種基模可以選擇，不考慮重複圖

形會有23種方塊，但因只有「對稱方塊」才不會重複，所以實際上特徵方塊只有

622 12  種。「以列來看」的部分有 5 列，每列有 2 種基模可以選擇，不考慮重複的

部分會有25種方塊，但同樣只有「對稱方塊」不會重複，所以實際上特徵方塊只有

2022 24  種。不過，這兩種看法還有兩個圖形重複，如圖(42) 

 

 

 

 

圖(42) 

因此最後得到     2422222 2412  種 

依此類推，我們推出通式 

    m為奇數、n為奇數，矩形 nm 方格中，特徵方塊共有 2
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(二)奇數偶數方格的特徵方塊 

由奇數奇數方格特徵方塊的想法，我們同樣將奇數偶數方格的特徵方塊分成「以行

來看」和「以列來看」觀察，以 23 為例，如圖(43) 

            以行來看                                以列來看 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

                                

                              圖(43) 
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同樣的，「以行來看」的部分，有 2 行，每行有 2 種基模可選，不考慮重複的圖形共有

22 種，經過觀察後發現不會重複的是「對稱方塊」，所以共有 322 01  種特徵方塊。

以列來看的部分，有 3 列，每列有 2 種基模可選，不考慮重複的圖形應有 32 種，經過

觀察後發現沒有不會重複的方塊，因此有 42 13  種特徵方塊。但是行列兩部分重複計

算到一個圖形，如圖(44)，因此要在扣除 1 種，共 6 種，因此我們也找出了通式 

 

                                   

 

圖(44) 
依此類推，我們推出通式 

  m為偶數、n為奇數，矩形 nm 方格中，特徵方塊共有 1
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(三)偶數偶數的特徵方塊 

同樣將偶數偶數方格的特徵方塊分成「以行來看」和「以列來看」觀察，以 24  為

例，如圖(45) 

                 以行來看                          以列來看 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

圖(45) 

25



 
 

「以行來看」有 2 行，每行有 2 種基模選擇，不考慮重複圖形有22種，但是只有「斜鏡

像方塊」不會重複，因此會有 3
2

22 12




種。「以列來看」有 4 列，每列有 2 種選擇，

不考慮重複圖形會有 42 種圖形，但是其中只有「斜鏡像方塊」不會重複、因此會有

10
2

22 24




種。「以行來看」和「以列來看」兩部分中有兩個圖形重複，如圖(46)。 

 
 
 
                             

圖(46) 
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依此類推，我們推出通式 

m為偶數、n為偶數，矩形 nm 方格中，特徵方塊共有 2
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伍、研究成果 

1. 矩形 nm 方格旋轉視為相異均衡方塊的個數 

         222211221212 222  



mnmmn

nmAn  

2. 正方形 mm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數 

(1)奇數( 12  am )公式 
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(2)偶數( am 2 )公式 
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3. 矩形 nm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數 

(1)奇數奇數( 12  am 、 12  bn ) 
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(2)偶數偶數( am 2 、 bn 2 ) 
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(3)偶數奇數( 12  am 、 bn 2 ) 
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陸、結論 

 研究初期，我們一直像在黑暗中摸索一樣，不知道圖形能不能找到規律，規律背後

有沒有通式，找到的通式正不正確。很幸運，我們先透過列舉法和重複基模法找到了原題的

通式，彼此之間也得到驗證。之後我們透過排列組合和重複基模法找出了特徵方塊的通式，

透過「二項式的證明」證明了我們的想法沒有錯誤，讓研究有一個完美的句點。 

柒、未來展望 

我們認為均衡方塊或許可以應用於美化生活，找出各式各樣的均衡方塊來裝飾空間。另

外，對於未來若想繼續研究者，建議可嘗試加入第三種顏色，把 22 方格轉成 33 方格，

均衡方塊定義為 33 方格內的三種顏色數目相等來作探討，甚至延伸到 nn 方格n色的均

衡方塊。或者也可以從平面探討到空間，做出類似於魔術方塊的組裝遊戲。 

捌、參考資料 

澳洲 AMC 2017 考題(2017)。財團法人台北市九章基金會。取自 
http://files.chiuchang.org.tw:8080/MyWeb/download/docu/AMC/17AMC/amc2017-
UP_TC.pdf 
游森棚(主編) (2001)。普通高級中學數學 2。台南市：翰林出版社。 
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作品海報 

【評語】050413  

1. 旋轉視為不同方塊的討論較為簡單，但基本上是由圖形歸納

猜測出公式，並未嚴格推導。旋轉視為同樣方塊需要扣除重

複圖形，但是重複圖形的計算方式也並未說明。這一部分仍

然沒有給出數學證明。 

2. 研究可朝以下方向改善： 

(一) )( nmAn  的公式似乎只是觀察得到，宜有正式論證。 

(二) )( nmBn  的公式取m=n時與 ( )m mn B  不同，宜再檢查。 

(三) )( nmBn  的公式可以統一寫出來，不必分四種情況。 

(四) 如果不只考慮旋轉、也考慮翻轉，答案如何。 

(五) 若考慮極值狀況，應該比較能有推廣至一般化的結

果。 

E:\中小科展_58屆\排版\050413-評語 

 



壹、摘要 
 我們的作品的內容為探討正方形         的方格中，若將其全部塗上黑或白兩種顏色，則每個         的正方形中的黑白數目皆一致(皆為 2

個)的時候，會有多少種可能性，並將其分作旋轉視為相異，旋轉視為相同 2 種，在前者我們使用了是列舉法以及基模法進行驗證，兩種

方法在推導出公式後的結果後是一樣的，在這個基礎下，我們將題目發展成在矩形          方格的情況下再次推算，也得到一樣的結果。 

    而方格旋轉視為相同的情況則使用了組合「 」以及基模法來解決問題，並發現許多情況都必須考慮進去才能避免遺漏或重複的情況產

生，在求得正方形         方格的通式後，我們再次嘗試將公式應用到矩形          方格中，在考慮到幾種不同的條件後，我們都列出了相對

應的通式來求得我們所需要的答案。 

 

貳、研究動機 
 我們在翻閱 AMC 試題中看到一個非常有趣的題目「一個         方格中，小方格內都被塗上了黑色或是白色。若其中任何一個         方格

中，黑色和白色都各佔二個小方格，則稱為均衡方塊，反之則為不均衡方塊。若將旋轉後不同的方格視為不同，請問總共有多少個         

方格的均衡方塊？」我們認為若將此題推廣到         方格的均衡方塊會是一題非常有挑戰性的題目，經過初步列舉和思考後，我們發現此

題可以應用高一「排列組合」單元中學過的概念，因此我們利用課本中所學到的知識觀念進行探究，希望能解出找到通式。   

参、研究目的 
一、基於上述，我們的研究目的如下： 

(一)利用列舉法和重複排列基模法，探討矩形          方格旋轉視為相異均衡方塊的個數，並推廣找到通式。 

(二)利用組合「   」和重複排列基模法，探討正方形          方格旋轉視為相同均衡方塊的個數，並推廣找到通式。 

(三)探討矩形          方格旋轉視為相同均衡方塊的個數，並推廣找到通式。 

二、名詞解釋： 

(一)矩形          方格旋轉視為相異均衡方塊的個數記為 

(二)正方形         方格旋轉視為相同均衡方塊的個數記為 

(三)矩形         方格旋轉視為相同均衡方塊的個數記為   

肆、研究設備及器材 
紙、筆、電腦、電腦軟體 Microsoft Office  

伍、研究過程及方法 
一、矩形     方格旋轉視為相異的均衡方塊 

 (一)、列舉法 

  1.         方格的均衡方塊 

  (1)         (2 列 2 行)方格的均衡方塊；我們用列舉法畫出所有可能情況，共有 6 種。 

 

 

                                                                                                                                       

  (2)          (2 列 3 行)方格的均衡方塊個數，從          均衡方塊的基模中，我們定義從    畫出    、    ；   畫出    、   ；   畫出   ；   畫出   

   ；畫出    、   ；   畫出   、   ，共有 10 種  

 
依照往右往下延伸的規則類推，最後得出         的通式: 

  

 (二)、基模法(可旋轉):依照(一)列舉式的方法我們從    方格的均衡方塊開始研究 

  1.         方格的均衡方塊              

   (1)我們先分成「以行來看」和「以列來看」兩個部分並分別觀察 

                       以行來看                      和               以列來看  

 

                                      

  「行」的基模為     、    ；「列」的基模為       、      ，因此這 2 部分都有     種方法，其中有 2 組重複出現 

 

                                    「列」        「行」     「重複」 

  因此                                      +                  -                  =       6 種                                   

 2.         方格的均衡方塊:同樣依          均衡方塊的方式列出圖形 

   我們發現「行」的基模也有兩種    、   ，所以 3 行總共有     種；「列」的基模也是兩種         、         ，所以 3 列總共有     種 

   其中也有 2 種重複圖形 

  因此個數為 

  至此，我們發現不管「行」還是「列」的基模都只會有 2 種，因此每一行、每一列都會有兩種選擇，重複圖形也都剛好有 2 個，因此

  可以得知： 

  在           的方格中會有                  種方法。  

 (三)、小結 

 由(一)列舉法可知 

 

  

 整理後和(二)重複排列的結果相同，所以我們確定在         的方格中會有                種方法。 

二、正方形     方格旋轉視為相同的均衡方塊 

我們覺得這個個題目如果就這樣結束未免太可惜，於是我們想到，若經旋轉後的圖形視為相同圖形，又會有怎樣的情形發生?首先我們打

算從正方形研究，在推廣到矩形的通式。 

 (一)用組合「  」探討正方形      方格的特徵方塊 

 我們將旋轉後的圖形視為同一種圖形的情況，稱為「特徵均衡方塊」，簡稱「特徵方塊」，經過之前的研究，我們發現一種有效率的尋  

 找「特徵方塊」的方格的方法。任何一種均衡方塊均是由基本方塊「直行變色」而來的。所謂的「直行變色」是指「一直行」中的    變 

 成   。以         方格的特徵方塊為例，無論它怎麼「直行變色」皆脫離不了為 均衡方格。藉由「直行變色」的位置及數目的不同，我們可

 以用組合「   」來表示變化情況。  

 (二)奇數正方形 
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 我們從          方塊開始探討 

 先畫出所有的情況 

 

 

                                                          

  1.發現     的圖形在黑白變化後會和      相等，     和      也是，所以把     、     乘 2 就可以算出     、     、    、     不計算重複圖形的個數。 

  2.也發現     、    的圖形各重複 1 種，這些重複圖形的特徵是沒有左右對稱，要將這些圖的總數除以 2 才不會多算。 

  3.發現圖形中不會重複的圖形(如下圖)左右是會對稱的，只要減掉它再除以 2 便可以找出不對稱的圖形總數，將不對稱的圖形加上對 

  稱的圖形即為      的全部圖形，乘以 2 後即為      和      的全部圖形。 

 

 

                                      

         如此就可以找出公式:在          中，有                                     個 

  4.而在         方塊中，也和           一樣，有左右不對稱且會兩兩重複的圖形，以及左右對稱且不重複的圖形 

  我們也能推得        的個數: 

  依此類推，最後我們得出奇數正方形的通式: 

  在          中(令                       )，                                                                                       

        

      這裡的            指的是對稱的圖形，藉由對稱性質，觀察一半可以求得另一半的圖形，故          表示該半邊的變色情形，高斯符號可以限制變色方格的數目為奇數時所 

   造成的影響。 

 (三)偶數正方形 

   1.             方格的均衡方塊    

 

   

 

       

 

 

 

  

            可以看出       的圖形會和      相同，而     和     也是同樣情況，因此在計算時，將      和     忽略不計。藉由觀察，可以發現零行變色的數目為      ，一行變色的數目 

  為      ，和組合「   」的規則不符的為       ，比預計多了 2 種，產生重複的圖形如下圖，接著我們以         來進行下一步的研究。 

 

 

   2.          方格的均衡方塊 

          再次驗證我們之前的推論，可以忽略     、     以及     的圖形，且除了      之外皆符合組合「   」的規則，藉由觀察，可發現不會產生重複的圖形，看起來都有個共 

  通點，他們都是自中間切開後，左右 2 邊在旋轉後一模一樣的圖形，我們把他稱作「斜鏡像方塊」 

 

 

       唯一的例外是下圖，其雖然符合鏡像方塊的定義，卻會產生重複，因此必須將總方塊的數目扣去一個。 

 

 

      3. 偶數方格正方形斜鏡像方塊的數目 

         由於斜鏡像方塊的特殊性質，觀察其中一邊便可以推得其另外一邊的樣貌。因此在             (令                        )圖形中，若斜鏡像方塊左半邊有 1 個變色，其右半邊則 

  有個變色，藉此可以知道斜鏡像方塊的數目為                               ，將加入其斜鏡像方塊後除以 2，最後再移去例如上的圖形，即可求出其變色數目。 

      4. 小結:最後我們推得偶數方格正方形的通式: 

        在           中(令                        ) ， 

           

(四)特徵方塊的第二種解法(基模法) 

因為在上面的結論中，可以使用行與列的基模組合成功得出公式，再次嘗試在特徵方塊使用同一招。 

經過觀察，我們發現特徵方塊的基模跟原題的一樣都是 2 種，但是以行來看、以列來看，兩部分在正方形中會一模一樣，因此，我把特徵方塊先分成正方形、和長方

形兩部分來做，且在正方形的特徵方塊中只看「以行來看」的部分。 

  1.             的特徵方塊 

  接著，我們畫出了以 2、3、4 個小方格為邊長的正方形的「以行來看」部分，發現這些方塊中，都可以分為「兩兩會重複的方塊」和「不會重複的方塊」，並且我 

  們主觀的認為「不會重複的方塊」看起來比其他方塊還要「對稱」(如下圖)，因此我們把重點放在這些方塊身上，最後找出了它們的關係:在         中，從中間切一半 

  後左邊和右邊會互相對應；在          中，從中間切一半後左邊轉 180 度後會和右邊一模一樣。 

 

 

 

 

  接著，我們繼續畫出更多個小方格為邊長的正方形，發現到它們的「不會重複的方塊」也跟上述的關係一樣:以奇數為邊長的方塊中，左邊和右邊相對應的(首末兩 

  行相同、第二和倒數第二行相同...)；以偶數為邊長的方塊中，左邊轉 180 度後跟右邊一模一樣。我們也發現到這跟前一種作法中找到的規則一樣，因此，為了簡  

  化，我們同樣把這兩種方塊稱為「對稱方塊」和「鏡像方塊」而只要知道這點，配上只有兩組的基模，我們就可以從邊長長度找出對稱方塊個數:在嘗試找出「對  

  稱」或「鏡像」方塊時，只要固定左邊的基模，右邊的基模為了對應左邊都只會有 1 種基模 可選。例如，在          中，只有左邊 1 行、中間 1 行可以選擇 2 種基  

  模，共有     種對稱(不重複)方塊。依此類推，在          中，左邊      行，中間 1 行都可以選擇 2 種基模，共有         種不會重複的方塊。要記得的是，鏡像方塊仍跟前 

  面的做法一樣，會有 2 個黑白相間的方塊不重複。到這裡，我們大概就可以推出正方形中特徵方塊的個數:「以行來看的全部圖形」減掉「對稱方塊」除 2 就是「會

  重複的圖形」的總數，再加上「不會重複的圖形」的總數，就是該方格表的總數，如下: 

                         在    是奇數時，            的正方形方格表有                                                                 在     是偶數時，           的正方形方格表有 
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(五)總結 

若組合「   」之結果與基模法相同，則可證明公式無誤 

  1.當m為奇數時，即 

    (1)a為正偶數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    (2)a為正奇數 

 

 

 

 

 

 

 

  2.當m為偶數時，即 

 

 

  

 

       綜合上述，證得旋轉視為相同之通式 

三、         的特徵方塊 

        接著我們再從正方形的特徵方塊延伸到長方形的特徵方塊，前面的研究發現，正方形中『以「行」來看』和『以「列」來看』的圖形旋

轉後會完全相同，但長方形就沒有這種情形，於是我們在這裡就只能把這兩種部分都納入計算，而且因為前面的研究發現奇數和偶數的計算

法不同，於是我們也先大膽的假設長方形也是如此，養此我們把它們先分成奇數×奇數、奇數×偶數、偶數×偶數三個部分。 

    1. 奇數×奇數長方形特徵方塊 

        我們發現，以行來看與以列來看兩部分都跟奇數正方形一樣，以        的方塊為例，以行來看的部分有3行，每行有2種基模可以選擇，不 

    考慮重複的部分會有    種方塊，但是只有對稱方塊不會重複，所以實際上有                 個特徵方塊。以列來看的部分有5列，每列有2種基模 

    可以選擇，不考慮重複的部分會有   種方塊，但是只有對稱方塊不會重複，所以實際上有                     個特徵方塊，合起來就有26個特徵方 

    塊，不過這兩種看法還有兩個黑白相間的圖形重複，因此最後會多扣掉兩種，共24種。因而我們再次進一步推出通式: 

    m、n為奇數，在          中，共有                                               種特徵方塊 

    

     2.奇數×偶數長方形特徵方塊 

        同樣的，分成行、列部分觀察，以      的方塊為例，以行來看的部分，經過觀察後發現不會重複的是對稱方塊，所以共有                  種特   

     徵方塊。以列來看的部分，沒有不會重複的方塊，因此有              種特徵方塊。但是行列兩部分重複計算到一個黑白相間圖形，要在扣除1  

     種，共6種，因此我們找出了通式: 

     m為奇數、n為偶數，在           中，共有                         種特徵方塊 

    

      3.偶數× 偶數長方形的特徵方塊 

         以       為例，以行來看中，有4行，只有鏡像方塊不會重複、因此會有                  種，以列來看中，有2列，只有鏡像方塊不會重複，因 

      此會有                 種， 行列兩部分中有兩個黑白相間圖形重複出現，因此最後再扣掉2種，共11種，也能推得通式: 

      m、n為偶數，在           中，特徵方塊共有                           種 

伍、研究成果 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

陸、結論與未來展望 
我們認為均衡方塊或許可以應用於美化生活，找出各式各樣的均衡方塊來裝飾空間。另外，對於未來若想繼續研究者，建議可嘗試加入第三
種顏色，把         方格轉成         方格，均衡方塊定義為          方格內的三種顏色數目相等來作探討，甚至延伸到          方格    色的均衡方塊。或
者也可以從平面探討到空間，做出類似於魔術方塊的組裝遊戲。 

柒、參考資料 
澳洲AMC 2017考題(2017)。財團法人台北市九章基金會。取自 

http://files.chiuchang.org.tw:8080/MyWeb/download/docu/AMC/17AMC/amc2017-UP_TC.pdf 

游森棚(主編) (2001)。普通高級中學數學2。台南市：翰林出版社。 
 
  
 

 
  

  

1. 矩形 nm 方格旋轉視為相異均衡方塊的個數 
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2. 正方形 mm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數 

(1)奇數( 12  am )公式 
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(2)偶數( am 2 )公式 
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3. 矩形 nm 方格旋轉視為相同均衡方塊的個數 

(1)奇數奇數( 12  am 、 12  bn ) 
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(2)偶數偶數( am 2 、 bn 2 ) 
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(3)偶數奇數( 12  am 、 bn 2 ) 
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