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摘要 

本文探討如何尋找𝑛條平行線上所鑲接的正𝑛邊形，並推廣至交於一點的𝑛條射線、𝑛條直

線上的鑲接正𝑛邊形，因為鑲接的正𝑛邊形的頂點並非依序出現在直線上，所以我們也探討這

些頂點與直線的順序關係，來定出鑲接的正𝑛邊形的位置，並且討論所有可能的鑲接的正𝑛邊

形的解情況。再推廣至𝑝邊形鑲接的正四邊形的情況，並應用我們這些技巧來解決部分

𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎。 

壹、 研究動機 

在做練習題時，我們做到一題目：給定三條相異之平行線，作一正三角形，使其三頂點

分別落在三條平行線上。 

看到此題目，我們想試著將條件推廣至𝑛條相異平行線，如何作出鑲接正𝑛邊形的情況。

當完成研究後，我們又將當𝑛條平行線的條件推廣至𝑛條線交於一點的情況，來進行研究如何

尋找鑲接正𝑛邊形，再推廣至𝑛邊形來進行研究。我們從教授那裡得知有百年問題

𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎，我們希望利用前面研究的一些性質來解決一些

𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎 的特殊情況。 

而獨立完成以上研究後，教授告訴我們在科展第 38 屆「平行線問題之研究推廣」及在西

元 2012 年國際科展 「過平面上𝑛定點作正𝑛邊形問題與其對偶命題」有跟我們命題相似的研

究，因為關鍵字不同的緣故，我們在研究過程中並沒發現這兩篇。比較後我們將相同的地方

刪除，希望我們的研究能讓此命題更加完備。 

貳、 研究目的 

一、𝑛條平行線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

二、𝑛條從一點出發的相異射線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

三、𝑛條交於一點的相異直線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

四、任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

五、𝑝邊形鑲接正三、四邊形作圖法及討論解的情形 
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相關資料比較： 

我們將上述兩篇與我們研究作比較，「平行線問題之研究推廣」是對𝑛條平行線鑲接正𝑛邊

形及𝑛條直線相交於一點鑲接正𝑛邊形存在性證明：平面上有𝑛條平行線其相鄰間距由上而下

分別為𝑑1、𝑑2、𝑑3…𝑑𝑛−1。且滿足{
𝑑1 ∶ 𝑑3 ∶ ⋯ ∶ 𝑑2𝑘−1 ∶ ⋯ = 𝑠𝑖𝑛

1

𝑛
𝜋 ∶ 𝑠𝑖𝑛

3

𝑛
𝜋 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑖𝑛

2𝑘+1

𝑛
𝜋 ∶ ⋯

𝑑2 ∶ 𝑑4 ∶ ⋯ ∶ 𝑑2𝑘 ∶ ⋯ = 𝑠𝑖𝑛
2

𝑛
𝜋 ∶ 𝑠𝑖𝑛

4

𝑛
𝜋 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑖𝑛

2𝑘

𝑛
𝜋 ∶ ⋯

，

則可在此𝑛條平行線上各取一點，使其為正𝑛邊形的頂點；「過平面上𝑛定點作正𝑛邊形問題與

其對偶命題」雖然已研究出平行線、兩兩交於一點的𝑛條線鑲接正𝑛邊形的作圖法，但作圖法

極為複雜，利用外心貫穿及旋轉縮放作出鑲接正𝑛邊形。而我們是以幾何方式將鑲接正𝑛邊形

用尺規作圖方式畫出以及討論在各種情況下，能畫出幾個鑲接正𝑛邊形。  

參、 研究設備及器材 

電腦、GSP、GGB、紙、文具 

肆、 研究過程及方法 

定義： 

𝑛邊形 本研究所討論的𝑛邊形為凸𝑛邊形 

鑲接 每條線上僅含有一個正𝑛邊形之頂點 

𝑃𝑙(𝑛) 𝑛條平行線鑲接正𝑛邊形 

𝑅𝑎(𝑛) 𝑛條從一點出發的相異射線鑲接正𝑛邊形 

𝐶𝑜(𝑛) 𝑛條共點的相異直線鑲接正𝑛邊形 

𝐴𝑟(𝑛) 任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形 

𝐴𝑟(𝑝, 𝑛) 任意𝑝邊形鑲接正𝑛邊形(此𝑝邊形為凹、凸多邊形) 

 

在課堂上老師給我們一個練習題：給三條相異之平行線，畫出一個鑲接正三角形，這個

題目引發我們思考，如果將平行線增加，正多邊形的邊數也隨之增加，我們有沒有辦法可以

找出這些正多邊形？ 
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首先我們觀察給定一正四邊形，四條相異平行線

分別通過正四邊形之四個頂點，我們將此圖形稱為四

條平行線鑲接正四邊形(如右圖 1-1)。很明顯的，我們

需要在𝐿2與𝐿3各找出𝑃2、𝑃3並滿足∠𝑃2𝑃1𝑃3 = 90°且

𝑃1𝑃2=𝑃1𝑃3，就可以畫出正四邊形。為了推廣至正𝑛邊

形，利用角度的特性作圖是無法推廣的，所以我們想

出了下面的引理一來當我們的工具，畫出正𝑛邊形。 

【引理一】 

〈作圖法〉：以𝑃1為旋轉中心，將𝐿2逆時針旋轉𝜃成𝐿2′(如右圖 1-2-1)，此時𝐿2′交𝐿3於𝑃3點，以

𝑃1為旋轉中心，將𝑃1𝑃3
 ⃡       旋轉−𝜃，交𝐿2於𝑃2點即為所求。 

𝑝𝑓： 

(1) 1°過𝑃1作𝐿2的垂線，交𝐿2於𝑇點，以𝑃1為旋轉中心， 

將𝐿2和𝑇點逆時針旋轉𝜃成𝐿2′和點𝑄，此時𝐿2′交𝐿3

於𝑃3點，以𝑃1為旋轉中心，將𝑃1𝑃3
 ⃡       順時針旋轉𝜃，

交𝐿2於𝑃2點(如右圖 1-2-1)。 

2° {

∠𝑃1𝑇𝐾 = ∠𝑃1𝑄𝑃3 = 90°

𝑃1𝑇 = 𝑃1𝑄
∠𝐾𝑃1𝑇 = ∠𝑃3𝑃1𝑄 = 𝜃 − ∠𝑃3𝑃1𝑇

 

∴△ 𝐾𝑃1𝑇 ≅△ 𝑃3𝑃1𝑄(𝑆𝐴𝑆全等)→𝑃1𝑃2=𝑃1𝑃3 

3°以𝐿2向𝐿3度量(逆時針為正，順時針為負)，若

旋轉𝜃為𝐿2、𝐿3之銳交角，則𝐿2′與𝐿3平行，

作不出𝑃2、𝑃3，故𝜃不為𝐿2往𝐿3方向之夾角(如

右圖 1-2-2)。 

 

(1) 平面上有相異三條線𝐿1、𝐿2、𝐿3，在𝐿1上找一點𝑃1，給定角𝜃（−𝜋 < 𝜃 < 𝜋且𝜃不為𝐿2

往𝐿3方向之夾角），則可以在𝐿2、𝐿3分別找一點𝑃2、𝑃3，使𝑃1𝑃2=𝑃1𝑃3，且∠𝑃2𝑃1𝑃3 = 𝜃。 

(2) 承上(1)，若固定𝑃1、𝜃，且𝑃1到𝐿1、𝐿2的距離不相等，則𝑃2、𝑃3為唯一解。 

▲圖 1-1 

▲圖 1-2-1 

▲圖 1-2-2 

L1

L2

L3

L4
P4

P3

P2

P1
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(2) 1○若固定𝜃、𝑃1，證明𝑃2、𝑃3分別在𝐿2、𝐿3上的位置之唯一性： 

假設有𝑃2′、𝑃3′分別在𝐿2、𝐿3上，使得𝑃1𝑃2′=𝑃1𝑃3′且∠𝑃2′𝑃1𝑃3′ = 𝜃(如下圖 1-3)， 

令∠𝑃2𝑃1𝑃2′ = 𝛼，則∵∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ + ∠𝑃2′𝑃1𝑃3 = ∠𝑃2′𝑃1𝑃3 + ∠𝑃3𝑃1𝑃3

′
 

∴∠𝑃3𝑃1𝑃3
′ = 𝛼 

∵{

𝑃1𝑃2 = 𝑃1𝑃3

𝑃1𝑃2′ = 𝑃1𝑃3′

∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ = ∠𝑃3𝑃1𝑃3

′ = 𝛼

∴△ 𝑃2𝑃1𝑃2
′ ≅△ 𝑃3𝑃1𝑃3

′(𝑆𝐴𝑆全等) 

2○  𝑃1向𝐿2作垂直線交𝐿2於𝐻2，𝑃1向𝐿3作垂直線交𝐿3於𝐻3， 

因為∠𝑃1𝑃2𝑃2
′ = ∠𝑃1𝑃3𝑃3

′、∠𝑃1𝑃2𝐻2 = ∠𝑃1𝑃3𝐻3 = 90°且𝑃1𝑃2 = 𝑃1𝑃3， 

所以∆𝑃1𝑃2𝐻2 = ∆𝑃1𝑃3𝐻3→𝑃1𝐻2 = 𝑃1𝐻3， 

故若𝑃1到𝐿1、𝐿2的距離不相等，則𝑃2、𝑃3為唯一解。 

3○若∠𝑃1𝑃2𝑃2
′為鈍角,則∠𝑃1𝑃2

′𝑃2為銳角，則改採∠𝑃1𝑃2
′𝑃2 = ∠𝑃1𝑃3

′𝑃3， 

同理可證𝑃1𝐻2 = 𝑃1𝐻3。 

 

 

 

 

■ 

有了引理一，我們只要確定，𝑃1的相鄰兩點在哪兩條直線上，就可以找出𝑃2、𝑃3，進而

完成鑲接正四邊形。我們可以發現只有下圖兩種情況： 

 

  

▲圖 1-3 

▲圖 1-4-1 

L1

L2

L3

L4
P4

P3

P2

P1

▲圖 1-4-2 



5 
 

▲圖 1-6 

由引理一之(2)可說明，因𝑃1位於𝐿2、𝐿3同側，故若固定𝜃，則𝑃2、𝑃3分別在𝐿2、𝐿3上的位

置為唯一性。當𝐿2以𝑃1旋轉時，有順時針旋轉和逆時針旋轉情況，亦就是旋轉𝜃或−𝜃，使𝑃3在

𝐿3上交於不同位置，而產生兩種鑲接正四邊形(如上圖 1-4-1、1-4-2)，而且由圖可知此兩種正

四邊形為鏡射圖形。 

然而以右圖 1-5 為例，為何𝑃1的相鄰頂點絕不是𝑃4？(如圖

1-5)，我們的證明如下： 

𝑝𝑓： 

假設𝑃1的其中相鄰頂點是𝑃4，過𝑃2作𝑃1𝑃4之平行線，分別交𝐿1、

𝐿4於𝑃2′、𝑃3′點，∵𝐿1 ∥ 𝐿4 ∴𝑃1𝑃4 = 𝑃2′𝑃3′ 

又𝑃2′𝑃3′ > 𝑃2𝑃3 產生矛盾，故𝑃1的相鄰頂點必是𝑃2、𝑃3，得證 

■ 

(一)〈 𝑷𝒍(𝟒)作圖法〉：(如圖 1-6) 

已知四條平行線𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4，且可鑲接正四邊形，𝐿1上的任意一點𝑃1(此𝑃1為正四邊

形之其中一頂點) 

1°以𝑃1為旋轉中心，將𝐿2逆時針旋轉90°，交𝐿3於𝑃3點，連𝑃1、𝑃3。 

2°以𝑃1為旋轉中心，以𝑃1𝑃3為半徑，順時針旋轉90°，交𝐿2於𝑃2點。 

3°以𝑃2為旋轉中心，以𝑃1𝑃2為半徑，順時針旋轉 90 ， 

交𝐿4於𝑃4點。  

4°連𝑃3𝑃4，正四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4即為所求。  

(二) 〈 𝑷𝒍(𝟒)解的情形〉 

四條相異平行線可否鑲接正四邊形，我們將其論為「解」，討論𝑃𝑙(4)解的情形： 

1.給四條相異平行線若可鑲接正四邊形，𝑃1在𝐿1上的任意位置時，所形成的正四邊形為平移

的圖形，因此我們將平移圖形都視為同一種解。 

2.我們發現在𝑃𝑙(4)作圖法中第一步驟的𝐿2可以𝑃1為旋轉中心，逆時針或順時針旋轉，形成兩

種正四邊形，由圖可知其為鏡射圖形；若作得出如上圖 1-4-1、1-4-2 其中一種情況，則另

一種必作得出，因為兩種正四邊形為鏡射圖形，故另一種不必討論，反之若作不出如上

▲圖 1-5 
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圖 1-4-1、1-4-2 其中一種情況，則必定無法作出鑲接正四邊形。 

 

接下來我們推廣至𝑃𝑙(𝑛)，在作正𝑛邊形的過程中，

我們無法明確觀察出相鄰線上頂點的相對順序，例如：

𝑃𝑙(9)：正𝑛邊形的相鄰頂點𝑃3、𝑃5、𝑃7分別落在𝐿3、𝐿5、

𝐿7，但𝐿3、𝐿5、𝐿7互不為相鄰直線(如右圖 1-7)，因此討

論𝑃𝑙(𝑛)時，無法利用討論𝑃𝑙(4)的方法進行討論，所以

我們利用圖形旋轉角度範圍討論投影點位置相對順序關係： 

若𝑛 = 2𝑘 + 1(𝑘 ∈ ℕ且𝑘 ≥ 2)，正𝑛邊形的每個頂點落在以原

點為圓心之單位圓上，令正𝑛邊形之其中一頂點座標為 

( 0 , -1 )，且其編號為𝐴0，逆時針將每頂點依序編號𝐴0,𝐴1,…

𝐴2𝑘−1,𝐴2𝑘，並且將此正𝑛邊形的頂點投影在 x 軸上。令𝐴0的投影

點為𝑋(𝐴0)、𝐴1的投影點為𝑋(𝐴1)、…、𝐴𝑚的投影點為𝑋(𝐴𝑚) 

(0 ≤ 𝑚 ≤ 2𝑘且𝑚 ∈ ℕ)(如右圖 1-8)。 

【引理二】 

 

 

 

𝑝𝑓： 

1°說明為何只討論旋轉範圍0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
： 

𝐶𝑎𝑠𝑒1：以原點為中心，將落在單位圓上的正𝑛邊形逆時針旋轉
𝜋

𝑛
，則𝐴𝑘落在𝑦軸上，將此圖形

以𝑥軸作對稱，與原本之正𝑛邊形重合，所以旋轉超過
𝜋

𝑛
則不需討論。 

𝐶𝑎𝑠𝑒2：以原點為圓心，將落在單位圓上的正𝑛邊形旋轉
𝜋

2𝑛
+ 𝜃後的圖形對𝑥、𝑦軸鏡射會與以

原點為圓心將正𝑛邊形旋轉
𝜋

2𝑛
− 𝜃後的圖形重合(0 < 𝜃 <

𝜋

2𝑛
)，所以旋轉超過

𝜋

2𝑛
也不需

討論(如圖 1-9)。 

▲圖 1- 8 

若𝑛 = 2𝑘 + 1 (𝑘 ∈ ℕ且𝑘 ≥ 2)，以原點為圓心，將正𝑛邊形(如上圖 1-8)逆時針或順時針旋轉

𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
)，則𝑥軸上的投影點相對順序不會改變。 

 

▲圖 1-7 
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故只需討論當正𝑛邊形逆時針旋轉𝜃(0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
)，則𝑥軸上的投影點相對順序是否會改變。 

 

 

 

 

 

 

2°𝑥軸上的投影點之間相對順序關係： 

已知正𝑛邊形之𝐴0頂點座標為( 0 , -1 )，則𝐴𝑚的𝑥座標𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚)，可知下列順序

規則： 

𝑛 = 2𝑘 + 1，若 k 奇數，則𝑘 = 2𝑟 − 1；若 k 偶數，則 2k r (𝑘, 𝑟 ∈ ℕ)，則： 

(1) 𝑋(𝐴0)的足碼為中位投影點以其為對稱點，則可知左右相對順序相同投影點之足碼總和為

2𝑘 + 1。 

(2) 從足碼 0 向右出發，投影點之足碼依序為0, 𝑘, 1, 𝑘 − 1,2,…, 𝑘 − 𝑚 + 1, 𝑚, 𝑘 − 𝑚… 

(0 < 𝑚 ≤ 𝑟 − 1且𝑚 ∈ ℕ)。 

(3) 最右端投影點之足碼為𝑟 (若𝑘為奇數最右端依上述規則自然為𝑟) 

(4) 再利用以足碼 0 為中心，左右相對順序相同投影點之足碼總和為2𝑘 + 1，可求出𝑋(𝐴0)左

方投影點之足碼。 

 

 

 

 

▲圖 1- 10：當 𝑘 = 2𝑟 − 1 

▲圖 1- 11：當 𝑘 = 2𝑟 

▲圖 1-9 

對𝑥、𝑦軸鏡射 
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3°說明在正𝑛邊形逆時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
)，𝑋(𝐴𝑘+1−𝑚),𝑋(𝐴𝑚), 𝑋(𝐴𝑘−𝑚)(0 < 𝑚 ≤ 𝑟 − 1)相

對順序不會改變且𝑋(𝐴𝑟)為最右邊的點： 

(1) 在正𝑛邊形逆時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
)， 𝑋(𝐴𝑘+1−𝑚),𝑋(𝐴𝑚)順序不變： 

令𝑋(𝐴0)之𝑥座標為𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
)，則其他投影點之𝑥座標為 

𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚)(0 < 𝑚 ≤ 𝑟 − 1) 

令𝑓(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃) − 𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃) 

如果投影點在0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
有變換順序，因為𝑐𝑜𝑠函數為連續函數，必存在𝜃使得 

𝑓(𝜃) = 0，即𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃) 

故有|−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃| = |−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃|，又𝐴𝑘+1−𝑚, 𝐴𝑚位置不同，則兩點

不在同一象限，故−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃 = − (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃)

 

→ −
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘 + 1
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃 + (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘 + 1
∙ 𝑚 + 𝜃) = 0 

→ −𝜋 + 2𝜃 +
2𝜋

2𝑘+1
∙ 2𝜋 = 0→𝜃 =

𝜋

2
−

𝑘

2𝑘+1
𝜋 

∵
𝜋

2𝑛
=

1

2
(𝜋 −

2𝜋

𝑛
∙ 𝑘) =

𝜋

2
−

𝑘𝜋

2𝑘+1
  ∴

𝜋

2𝑛
= 𝜃 

故在0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
，𝑋(𝐴𝑘+1−𝑚),𝑋(𝐴𝑚)順序不變 

(2) 在正𝑛邊形逆時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
)，𝑋(𝐴𝑚), 𝑋(𝐴𝑘−𝑚)順序不變： 

令𝑓(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃) − 𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃) 

如果投影點在0° < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
有變換順序，因為𝑐𝑜𝑠函數為連續函數，必存在𝜃 

使得𝑓(𝜃) = 0，即𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃) 

故有|−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃| = |−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃|

 
又𝐴𝑚,𝐴𝑘−𝑚位置不同，則兩點不在同一象限，故 

−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘 + 1
∙ 𝑚 + 𝜃 = − (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘 + 1
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃)
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→−
𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚 + 𝜃 + (−

𝜋

2
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃) = 0 

∵𝜃 = (
𝜋

2
−

𝑘𝜋

2𝑘−1
) −

𝜋

2𝑘+1
=

𝜋

2𝑛
−

𝜋

𝑛
< 0，又0° < 𝜃 <

𝜋

2𝑛
，故不合， 

則在正𝑛邊形逆時針旋轉0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
，𝑋(𝐴𝑚), 𝑋(𝐴𝑘−𝑚)順序不變 

(3) 𝑋(𝐴𝑟)為最右邊的點,同理(2)的證法，將𝑚改為𝑟，故𝑋(𝐴𝑘+1−𝑟) = 𝑋(𝐴𝑟+1)順序不變，因

此𝑋(𝐴𝑟)依然為最右邊的點。 

故在正𝑛邊形逆時針或順時針旋轉0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
，則𝑥軸上投影點相對順序不會改變。 

■ 

若𝑛 = 2𝑘、正𝑛邊形的每個頂點落在以原點為圓心之單位圓上，

並使 y 軸垂直平分此正𝑛邊形其中一邊長，令第三象限最低點為𝐴0

其投影點為𝑋(𝐴0)，𝐴1的投影點為𝑋(𝐴1)…𝐴𝑞的投影點為

𝑋(𝐴𝑞)(0 ≤ 𝑞 ≤ 2𝑘 − 1且𝑞 ∈ ℕ)(如右圖 1-12) 

 

【引理三】 

 

 

𝑝𝑓： 

1 說明為何只討論旋轉範圍0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
： 

Case1：若以原點為圓心，旋轉此正𝑛邊形角度
2𝜋

𝑛
時，會與原圖形相同，則旋轉角度大 

於
2𝜋

𝑛
時不需討論。 

Case2：若將此正𝑛邊形旋轉𝜃時(
𝜋

𝑛
≤ 𝜃 ≤

2𝜋

𝑛
)，將此圖形對𝑦軸做鏡射，與此正𝑛邊形旋 

轉
2𝜋

𝑛
 − 𝜃時相同，則旋轉角度

𝜋

𝑛
≤ 𝜃 ≤

2𝜋

𝑛
時也不需討論。 

故只需討論當正𝑛邊形逆時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
)，則𝑥軸上投影點相對順序是否改變。 

2 𝑥軸上的投影點之間相對順序關係： 

若𝑛 = 2𝑘 (𝑘 ∈ ℕ 且𝑘 ≥ 2)，以原點為圓心，將正𝑛邊形(如上圖 1-10)逆時針或順時針旋

轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
)，則𝑥軸上投影點相對順序不會改變。 

 

▲圖 1-12 
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已知正𝑛邊形之𝐴0頂點座標為(𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘+1
) , 𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

2
−

𝜋

2𝑘+1
))，則𝐴𝑚的𝑥座標為

𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘+1
+

2𝜋

2𝑘+1
∙ 𝑚)，我們將此單位圓上的正𝑛邊形逆時針旋轉一小角度，例如逆時

針旋轉
2𝜋

10𝑛，目的是將投影點落在𝑥軸上不同的位置，所形成的投影點之序號可知下列順序

規則： 

2n k ，若 k 是奇數，則𝑘 = 2r-1；若 k 是偶數，則k = 2r(𝑘, 𝑟 ∈ ℕ) 

(1) 從𝑋(𝐴0)向右出發，投影點之足碼依序0, 𝑘, 1, 𝑘 − 1,2,…, 𝑘 − 𝑚 + 1, 𝑚, 𝑘 − 𝑚… 

(1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟 − 1且𝑚 ∈ 𝑁) 

(2) 最右端投影點之足碼為𝑟 (若𝑘為奇數最右端依上述規則自然為𝑟) 

(3) 由𝑘向右、0向左出發，左右相同順序之相對應投影點的足碼相差為𝑘，可求出𝑋(𝐴0)左

方投影點之足碼。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 說明正𝑛邊形逆時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
)時，𝑋(𝐴𝑘+1−𝑚),𝑋(𝐴𝑚), 𝑋(𝐴𝑘−𝑚) (𝑘 ≥ 2 且 

1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟 − 1)相對順序不會改變： 

令𝑋(𝐴0)之𝑥坐標為𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
)，圖形旋轉𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤

𝜋

𝑛
)，則其他點之𝑥坐標分別為 

𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑞 + 𝜃)  (0 ≤ 𝑞 ≤ 2𝑘 − 1) 

▲圖 1-13：當 𝑘 = 2r-1 

▲圖 1-14：當𝑘 = 2r 
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(1) 比較𝑋(𝐴𝑘+1−𝑚)之𝑥坐標 cos (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃)、𝑋(𝐴𝑚)之𝑥坐標 

𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 + 𝜃) 

∵𝐴𝑚在第四象限、𝐴𝑘+1−𝑚在第一象限，利用𝑐𝑜𝑠𝜃為偶函數， 

cos (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 + 𝜃) = cos (

𝜋

2
+

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 − 𝜃)， 

−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ (𝑘 + 1 − 𝑚) + 𝜃 =

𝜋

2
+

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 >

𝜋

2
+

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 − 𝜃， 

利用𝑐𝑜𝑠𝜃在第一象限為遞減函數，則𝑋(𝐴𝑘+1−𝑚)之𝑥坐標 < 𝑋(𝐴𝑚)之𝑥坐標 

(2) 比較𝑋(𝐴𝑚)之𝑥坐標 cos (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 + 𝜃) , 𝑋(𝐴𝑘−𝑚)之𝑥坐標 

𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃) 

∵𝐴𝑚在第四象限、𝐴𝑘−𝑚在第一象限，利用𝑐𝑜𝑠𝜃為偶函數，將𝐴𝑚對𝑥軸作對稱點𝐴𝑚
′，

亦就是cos (−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 + 𝜃) = cos (

𝜋

2
+

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 − 𝜃)， 

−
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
+

2𝜋

2𝑘
∙ (𝑘 − 𝑚) + 𝜃 =

𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 + 𝜃，∵0 < 𝜃 <

𝜋

𝑛
， 

∴
𝜋

2
−

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 + 𝜃 <

𝜋

2
+

𝜋

2𝑘
−

2𝜋

2𝑘
∙ 𝑚 − 𝜃利用𝑐𝑜𝑠𝜃在第一象限為遞減函數， 

則𝑋(𝐴𝑚)之𝑥坐標 < 𝑋(𝐴𝑘−𝑚)之𝑥坐標 

同理，正𝑛邊形順時針旋轉0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
，則𝑥軸上投影點相對順序亦不會改變。 

(3)當𝑘 = 2𝑟，同(1)的證明，將𝑚改成𝑟即有 1( ) ( )r rX A X A  ，故𝑟為最右邊的點 

故在正𝑛邊形逆時針或順時針旋轉0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
，則𝑥軸上投影點相對順序不會改變。 

■ 

經由上述的引理二、引理三的討論，我們得出結論，當落在單位圓上的正𝒏邊形旋轉任

意角度，分別在𝒙軸上最右側之三點序號和最左側的三點序號必為連續正整數，因此我們利用

此結論來說明當𝒏條平行線鑲接正𝒏邊形時，𝑷𝟏、𝑷𝟐、𝑷𝟑和𝑷𝒏−𝟐、𝑷𝒏−𝟏、𝑷𝒏必為相鄰頂點。

有此結論，便能完成𝑛條平行線鑲接正𝑛邊形的作圖法並討論其解的狀況，整理如下： 

為了方便敘述，我們定義：𝑃𝑙(𝑛)為𝑛條平行鑲接正𝑛邊形。 
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(三)〈𝑷𝒍(𝒏)作圖法〉： 

已知𝑛條平行線𝐿1、𝐿2…𝐿𝑛−1、𝐿𝑛，並含有鑲接正𝑛邊形，在𝐿1上取一點𝑃1(圖 1-15) 

1°以𝑃1為旋轉中心，將𝐿2順時針旋轉𝜃交𝐿3於𝑃3點。 

2°連𝑃1、𝑃3。 

3°以𝑃1為旋轉中心，以𝑃1𝑃3為半徑，逆時針旋轉𝜃，交𝐿2於𝑃2點。 

4°以𝑃2為旋轉中心，以𝑃1𝑃2為半徑，逆時針旋轉𝜃，交𝐿4於𝑃4點，以此類推，最後得𝐿𝑛上 

一點𝑃𝑛。 

5°連𝑃1、𝑃2…𝑃𝑛−1、𝑃𝑛即為所求。 

(四)〈𝑷𝒍(𝒏)解的情況〉：無解或是 2 個解。 

以作圖法確認是否有解，依照引理一之(2)，

在此情況下，固定𝑃1與𝜃只有唯一解，若改為−𝜃，

為另一解即如前面討論的鏡射情況，共2種。若畫

不出，則必定無解且與𝑃𝑙(4)原理相同。 

 

研究完𝑛條相異平行線鑲接正𝑛邊形作圖法後，我們試著更深入討論𝑃𝑙(𝑛)什麼條件下才可

鑲接正𝑛邊形，經過四條、五條平行線…不同情況下的觀察、計算，我們發現每一相鄰線段間

距比會有特定的比例，獨立研究完後，發現科展第 38 屆「平行線問題之研究推廣」，跟我們

有相同的結論，因此我們不再加贅述。 

二、從一點出發𝒏條射線鑲接正𝒏邊形 

完成平行線之研究後，我們試著延伸至𝑛條直線交於一點，可是圖形過於複雜，所以我們

先討論「從一點出發𝑛條射線」，我們定義 𝑅𝑎(𝑛)為𝑛條從一點出發的相異射線有鑲接正𝑛邊形。

但又遇到一些困難，我們無法確定點的順序(如下圖 2-1)，𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5、𝐿6為相鄰 5

點所在的直線，但對𝐿𝑥、𝐿𝑦、𝐿𝑧因交點位置改變，穿插入𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5、𝐿6，所以造

成了點無法確定順序的困難。 

也就是說我們無法確定與𝐿1上點𝑃1相鄰的兩點究竟在哪兩條線上，這樣的情形使我們原

本的作圖方法變得非常繁複，當點的順序排列有𝑚種時(九邊形就有 28 種)，以原本的作圖法，

需要作圖2𝑚次，所以我們必須改變作圖法來解決這個問題。 

一、相異 W    ▲圖 1-15 
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▲圖 2-1 

 

 

 

 

 

我們都知道每個正𝑛邊形都必定有外接圓，因此我們想用此性質做圖，可是無法確認圓

心所在位置，所以我們提出以下 2 個引理來找出圓心： 

討論： 

以作圖法發現總共有四種情況(步驟一、步驟二各有 2 種情況)我們以【引理四】去證明其中一

種，其他同理可以證明。 

【引理四】 

𝑝𝑓： 

作𝑃2垂直𝐿1交於𝐴點，設∠𝐴𝑃1𝑃2為𝛼°，∠𝐴𝑃2𝑃1為𝛽° 

作𝑃2垂直𝐿1
′ 交於𝐴′點，∵ ∆𝐴𝑃1𝑃2 ≅ ∆𝐴′𝑃3𝑃2 

∴ ∠𝐴′𝑃3𝑃2為𝛼°,∠𝑃1𝑃2𝐴′為𝛽°
 

則∠M𝑃1𝑃2 = 180° − ∠A′𝑃1𝑃2 = 180° − 𝛼° 

∵ ∠𝑀𝑃1𝑃2與∠𝑃2𝑃3𝑀為互補角 

∴ 𝑃1、𝑃2、𝑃3、M四點共圓 

■ 

  

已知𝐿2上一點𝑃2、𝐿1上一點𝑃1、一點𝑃3，且𝑃1、𝑃2、𝑃3為正𝑛邊形其中相鄰三點，∠𝑃1𝑃2𝑃3為

正𝑛邊形內角𝜃，以𝑃2為旋轉中心，將𝐿1逆時針旋轉𝜃°得𝐿1
′，𝐿1

′ 交𝐿1於𝑀點，則𝑃1、𝑃2、𝑃3、𝑀

四點共圓(如下圖 2-2) 

▲圖 2-2 
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【引理五】 

 𝑝𝑓： 

設𝐿1、𝐿2上的點不為正𝑛邊形相鄰的頂點 

令𝑃1 之相鄰頂點分別落在𝐿𝑖、 𝐿𝑗上 

作此正𝑛邊形之外接圓𝑂交
2L 於𝑃2、𝑃2

′ (其中 

一點須為頂點，則𝑃1 𝑃�̂� = 𝑃1 𝑃�̂� =
2𝜋

𝑛
> 𝑃1 𝑃2̂、𝑃1 𝑃2

′̂ 

又正𝑛邊形的相鄰頂點弧度必為
2𝜋

𝑛
，矛盾 

則𝐿1、𝐿2上的點必為正𝑛邊形上相鄰的頂點，同理𝐿𝑛−1、𝐿𝑛亦是如此，故得證 

■ 

利用上述兩引理，我們將狀況簡化至多四種情況𝑀在𝑃1的左側或右側，與𝑃1在𝑃2的左側

或右側，在𝑅𝑎(𝑛)中必只有一種成立，我們假設為下圖 2-4 情況，列出𝑅𝑎(𝑛)之作圖法，若此

情況無解，則換𝑀在𝑃1左側的假設情況，使用𝑅𝑎(𝑛)中作圖法。 

(一)〈𝑹𝒂(𝒏)作圖法〉： 

已知𝑛條線交於一點分別為𝐿1、𝐿2 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛，並含有鑲接正𝑛邊形在𝐿2上取一點𝑃2 

(如下圖 2-4) 

1°以𝑃2為旋轉中心，逆時針將𝐿1旋轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
得𝐿′，交𝐿1於𝑀點 

2°以𝑀為旋轉中心，逆時針將𝐿1旋轉
𝜋

𝑛
得𝐿’’且交𝐿3於𝑃3(逆時

針旋轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
得𝐿′′′，且交 𝐿3於𝑃3

′)。 

 

3°連接𝑃2、𝑀以及𝑃3、𝑀並作𝑃2𝑀、𝑃3𝑀中垂線，得一圓心 O (為正𝑛邊形外接圓圓心)連接

𝑃2、𝑀以及𝑃3
′、𝑀並作𝑃2𝑀、𝑃3

′𝑀中垂線，得一圓心O′ (為正𝑛邊形外接圓圓心)。 

4°以O 為圓心，將𝑃2逆時針旋轉𝑛 − 1次，分別交於𝐿1、𝐿3 … 𝐿𝑛−1、𝐿𝑛於𝑃1、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛，

則𝑃1、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛所形成的正𝑛邊形即為所求；若無法交於𝐿1、𝐿3 … 𝐿𝑛−1、𝐿𝑛，以𝑂′為

圓心，將𝑃2逆時針旋轉𝑛 − 1次，分別交於𝐿1、𝐿3 … 𝐿𝑛−1、𝐿𝑛於𝑃1
′、𝑃3 

′ … 𝑃𝑛−1
′、𝑃𝑛

′，

▲圖 2-4 

 𝑅𝑎(𝑛)中由最上方的射線為𝐿1依序命名，則𝐿1、𝐿2上的點必為正𝑛邊形上相鄰的頂點 

▲如圖 2-3 
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則𝑃1
′、𝑃3 

′ … 𝑃𝑛−1
′、𝑃𝑛

′所形成的正𝑛邊形即為所求。 

5°若以上 2 種(以𝑃2為旋轉中心，𝐿1順時針旋轉後，再以 M 點為旋轉中心，順、逆旋轉𝐿1 

兩種情況)無法畫出，則以第一步驟逆時針旋轉(為不同側的圖形)，並重複 2、3、4 步驟，

順逆時針均相反，即可求出。 

(二)〈𝑹𝒂(𝒏)解的情況〉： 

【定理一】 

 

 

 𝑝𝑓： 

我們將相對應的每個邊互相平行視為同一種解，即可視為 

𝑃1在𝐿1移動將鑲接正𝑛邊形平移後放大。 

1°利用引理四，以𝑃2為中心將𝐿1旋轉
2𝜋

𝑛
交𝐿1於𝑀點 

，則𝑀位於𝑃1、𝑃2的正𝑛邊形外接圓上，同理𝑀位 

於𝑃1
′、𝑃2的正𝑛邊形外接圓上(如圖 2-5) 

2°因為𝑃2固定，𝑃1、𝑃1
′相異，所以兩外接圓不相同 

3°𝑀、𝑃2均位於兩外接圓上，所以兩外接圓交於兩點(如圖 2-6) 

，令上方的圓為𝐶1、下方的圓為𝐶2 

4°在𝐶1上，正𝑛邊形𝑃2的下一個頂點為𝑄3(圖 2-7)，依序為 

𝑄4 …則∠𝑃2𝑀𝑄𝑚的夾角為
(𝑚−2)𝜋

𝑛
，同理在𝐶2上，正𝑛邊形𝑃2 

的下一個頂點為𝑅3，依序為𝑅4 …則∠𝑃2𝑀𝑅𝑚的夾角為
(𝑚−2)𝜋

𝑛
 

，則MQn
 ⃡       與MRn

 ⃡       為同一條線且MQm < MRm(如圖 2-8) 

5°若𝐶1上的正𝑛邊形頂點落在𝐿𝑛的頂點為𝑄𝛿 

∵ MQδ與MRδ為同一直線，且MQδ < MRδ 

，故𝐿1、𝐿2 … 𝐿𝑛均無法通過Rδ(如圖 2-9) 

  

若𝑛條從一點出發的相異射線可鑲接正𝑛邊形，則只含有一解(相對應的每個邊互相平行視

為同一種解)(如下圖) 

▲圖 2-5 

▲圖 2-7 

▲圖 2-6 
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若交點落在圓外，則僅有一解或是無解；若交點落於圓內、圓上、圓心為簡單情況，因

篇幅關係僅在此簡單敘述，圓內：一解或無解；圓上：含有一解；圓心：僅有一解。 

三、交於一點的𝒏條直線鑲接正𝒏邊形 

若𝑛條直線，除去鑲接正𝑛邊形，我們會分不清楚上下左右(如下圖 3-1)，所以我們才從射

線出發，有了射線的經驗，我們現在有能力來分析直線的情況。 

 

 

 

 

 

我們考慮三種情況，直線交點位於鑲接正𝑛邊形的外接圓外部、外接圓的內部和外接圓上，

第三種情況所有直線夾角均相等為顯而易見的情況，我們就不再贅述。以下只討論前兩種情

況。 

如果我們繼續將𝑛條直線以交點分成兩組射線，則可能產生兩組共四種情況（如下圖 3-2），

其中兩兩同時產生直線交點位於鑲接正𝑛邊形的外接圓外部，過相鄰兩點的圓周角等於
𝜋

𝑛
所以

過相鄰兩點的兩直線夾角必小於
𝜋

𝑛
，若又有其他直線穿過，則夾角更小。因為𝑛條線有 2𝑛個夾

角，如果都小於
𝜋

𝑛
，則矛盾。因此我們一定找得到一組相鄰直線夾角大於

𝜋

𝑛
，以此將直線分解

成兩組射線，即可以前面射線討論結果畫出圖形。 

  

▲圖 2-8 ▲圖 2-9 

▲圖 3-1 
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接下來討論𝑛條直線交點位於鑲接正𝑛邊形的外接圓內部，如果我們將直線以交點分割成

兩個射線，包含鑲接正𝑛邊形頂點令為真線，不包含令為假線。 

【引理六】 

 

 

pf ： 

當 2 條均為真線，其夾角必大於
𝜋

𝑛
 

∵ 2 條真線截的弧為
2𝜋

𝑛
，其 2 條相對應的假線，  

必截一大於 0 之弧， 

∴2 條真線夾角必大於
𝜋

𝑛
，2 條假線亦如此 

∵夾角所形成情況，只有一真一假、二假、二真 

且二假、二真均大於
𝜋

𝑛
  ∴一真一假之夾角必小於

𝜋

𝑛
 

  ■ 

如果找出夾角小於
𝜋

𝑛
的相鄰直線，然後再選取隔壁條直線，則鑲接的頂點情況共有四種，

其中兩兩同時產生，所以只有兩種可能需要作圖。我們以下圖 3-4 為例 

  

知圓內一點𝐾，並將圓上之正𝑛邊形各點與𝐾點連線，若任 2 條線夾角小於
𝜋

𝑛
，則 2 條線必有

一條為真，另一條為假(如下圖 3-3) 

 

▲圖 3-3 

▲圖 3-2 
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為了方便敘述，我們定義：𝐶𝑜(𝑛)為𝑛條直線交於一點 

(一)〈𝑪𝒐(𝒏)作圖法〉： 

C𝑎𝑠𝑒 1：若交點在圓外，以射線的作圖法討論。 

𝐶𝑎𝑠𝑒 2：交點位於圓內： 

已知𝑛條直線交於一點𝐾，含有鑲接正𝑛邊形，找出 3 條相鄰直線𝐿1、𝐿2、𝐿3，其中相鄰 2

直線，分別為𝐿1、𝐿2，且符合夾角小於
𝜋

𝑛
(如圖 3-5) 

1 在𝐿1上任選一點𝑃1，以 𝑃1為旋轉中心， 

將𝐿3順時針旋轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
得𝐿3 

′交𝐿3於𝑀點。 

2 以𝑀為旋轉中心，將𝐿3逆時針旋轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
交𝐿2於𝑃2。 

3 連接𝑃1、𝑀以及𝑃2、𝑀並作𝑃1𝑀、𝑃2𝑀中垂線， 

得一圓心𝑂 (為正方形外接圓圓心)。 

4 以𝑂為圓心，將𝑃2順時針旋轉
2𝜋

𝑛
，重複動作𝑛 − 1次， 

分別落在𝐿1、𝐿3 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛於𝑃1、𝑃3 …、𝑃𝑛−1、𝑃𝑛，則𝑃1、𝑃3 …、𝑃𝑛−1、𝑃𝑛所形成 

的正𝑛邊形即為所求。 

5 若無法落在𝐿1、𝐿3 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛，則在𝐿2上任選一點𝑃2，重複 1～4 步驟，順時針與逆

時針均相反，即可求出。 

(二)〈𝑪𝒐(𝒏)解的情形〉：圓外：含有 2 解(2 個對稱的射線圖形)或是無解；圓內：含有 2 解(在

𝐿1上取高於𝐾點，以及低於𝐾點)以上或是無解，若交點落於圓上、圓心為簡單情況，因篇

幅關係僅在此簡單敘述，圓心、圓上會為同一圖形，含有 4 解(同時擁有交點在圓內、圓

外的 4 種解)。 

▲圖 3-5 

▲圖 3-4 
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L2

L1

Y2

R2

Y1

M

P1

P2

R1

四、任意𝒏邊形鑲接正𝒏邊形 

完成𝑛條共點的相異直線鑲接正𝑛邊形之研究後，我們再推

廣至任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形。現給定正四邊形，將正四邊形的

每個頂點分別落在四條兩兩相交於一點的相異直線，我們將此

圖形稱為任意四邊形鑲接正四邊形(如右圖 4-1) 

若四條兩兩相交於一點的相異直線圍成一四邊形，且可鑲

接正四邊形和在𝐿1上的一點𝑃1(此𝑃1為正四邊形之其中一頂點)，為了找出其他三個頂點分別在

三條直線上之位置，我們利用與四條相異平行線鑲接正四邊形相同的方法：等邊旋轉的概念

找出其他 3 點，但𝑃1為𝐿1上的任意一點，使得𝑃3亦為平面上的動點，而𝑷𝟏在𝑳𝟏上任意移動時，

我們發現𝑷𝟑的動點軌跡為一直線，我們以幾何方法證明，並加以推廣，我們也利用𝑃3的動點

軌跡為一直線的性質來找出鑲接正四邊形，而提出引理七、定理二如下： 

【引理七】 

 

 

 

𝑃𝑓： 

1°點𝑃2，使𝑃2為𝐿2上之一動點 

2°在𝐿1做一點𝑅2，使𝑃1𝑅1 ∥ 𝑃2𝑅2 

3°以𝑅2為圓心，𝑃2𝑅2為旋轉半徑，逆時針旋轉𝜃， 

得𝑌2，則𝑅1𝑌1 ∥ 𝑅2𝑌2(如右圖 4-2) 

4°∵𝑃1𝑅1：𝑃2𝑅2 = 𝑀𝑅1：𝑀𝑅2又{
𝑃1𝑅1 = 𝑅1𝑌1

𝑃2𝑅2 = 𝑅2𝑌2

 

∴𝑃1𝑅1：𝑃2𝑅2 = 𝑀𝑅1：𝑀𝑅2 = 𝑅1𝑌1：𝑅2𝑌2 

故 𝑀、𝑌1、𝑌2共線 

■ 

  

▲圖 4-1 

已知𝐿1、𝐿2為兩不平行之直線，相交於𝑀，令𝑃1、𝑅1分別為𝐿1、𝐿2之一點，以𝑅1為圓心，

𝑃1𝑅1為旋轉半徑，逆時針旋轉𝜃，得𝑌1點，以𝑅2為圓心，𝑃2𝑅2為旋轉半徑，逆時針旋轉𝜃，

得𝑌2，則𝑀、𝑌1、𝑌2共線 

▲圖 4-2 
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【定理二】 

 

 

 

𝑃𝑓： 

1°圖形變換： 

若𝑛條兩兩相交於一點的相異直線圍成一𝑛邊形，以𝑃1為圓心，將∆𝑃1𝑃𝑛−1𝑃𝑛、𝐴點順時針旋 

轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
，分別得∆𝑃1𝑃𝑛−1′𝑃2、𝐴′，𝐴′亦以𝑃2為圓心，逆時針旋轉

(𝑛−2)𝜋

𝑛
，得𝑌點。 

(如下圖 4-3) 

目標：當𝑃1在𝐿1上任意移動時，若動點𝑃𝑛−1′的動點軌跡為一直線，經以𝑃1為圓心，𝑃𝑛−1′ 

逆時針旋轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
，則亦證明動點𝑃𝑛−1的動點軌跡為一直線，因此以下為證明動點

𝑃𝑛−1′的動點軌跡為一直線。 

2°已知𝑃1為𝐿1上之一點，將𝑃1移動至𝑃1
′、𝐴點(𝑃1

′為𝐿1上之任意一點，形成如下圖 4-4。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3°利用引理七得出𝑌之軌跡為一直線： 

∵𝑋1𝑌1：𝑋2𝑌2=𝑌1𝑋3：𝑌2𝑋3=𝑃2𝐵：𝑃2′𝐵=𝐴1𝐴：𝐴2𝐴=𝑃1𝐴1：𝑃1
′𝐴2 

已知𝑋1𝑌1=𝑃1𝐴1 ∴𝑋2𝑌2=𝑃1
′𝐴2，故動點𝑋的動點軌跡為一直線，亦證明動點𝑃𝑛−1的動點軌

跡為一直線，𝑃3、𝑃4…𝑃𝑛−3、𝑃𝑛−2利用上述方法亦可證明其動點軌跡為一直線，得證 

■ 

已知三條相異直線𝑃1、𝑃2、𝑃𝑛兩兩相交於一點圍成一𝑛邊形的相鄰三邊(相對位置如圖 4-3)，

𝑃1在𝐿1上、𝑃2在𝐿2上、𝑃𝑛在𝐿𝑛上滿足𝑃1當𝑃1𝑃2 = 𝑃1𝑃𝑛，當𝑃1在𝐿1上任意移動時，𝑃3、𝑃4…

𝑃𝑛−2、𝑃𝑛−1之動點軌跡也為一直線。 

▲圖 4-3 ▲圖 4-4 
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我們已經證明了軌跡為一直線，利用此結果，我們想以快速的方法找出鑲接正𝑛邊形的其

中一頂點，因此我們想出軌跡的建立方法。 

〈建立軌跡作圖法〉： 

1°以𝐿1、𝐿𝑛交點𝑃1
′為旋轉中心，將𝐿1逆旋轉

𝜋

𝑛
，交𝐿2於𝑃3

′。 

2°作𝑃1
′、𝑃3

′中垂線，交𝐿1於P2′，以𝑃1
′、𝑃2

′、𝑃3
′畫出正𝑛邊形。 

3°以𝐿1、𝐿2交點𝑃1
′′為旋轉中心，將𝐿1順旋轉

𝜋

𝑛
，交𝐿𝑛於𝑃𝑛−1′′。 

4°作𝑃1
′′、𝑃𝑛−1

′′中垂線，交𝐿1於𝑃2
′′，以𝑃1

′′、𝑃2
′′、𝑃𝑛−1

′′畫出正𝑛邊形。 

5°將𝑃1
′、𝑃1

′′連起；𝑃2
′、𝑃2

′′連起… 𝑃𝑛
′、𝑃𝑛

′′連起，每條連線分別為各頂點的動點軌跡。 

我們利用軌跡為一直線、建立軌跡的方式，確認軌跡與直線的交點，把問題縮減成「當

確認鑲接正𝑛邊形其中一頂點𝑃1、在任意𝑛邊形上，將其鑲接正𝑛邊形求出」，於是我們提出

作圖法。 

利用定理二，我們證明已知四條兩兩相交於一點的相異直線圍成一四邊形，且可鑲接正

四邊形，當𝑃1在𝐿1上任意移動時，𝑀所形成之動點軌跡為一直線，因此我們利用𝑀的動點軌跡

為一直線的性質來找出鑲接正四邊形，而提出以下任意四邊形鑲接正四邊形的作圖法： 

為了方便敘述，我們定義：𝐴𝑟(4)為任意四邊形鑲接正四邊形。 

(一)〈𝑨𝒓(𝟒)作圖法〉： 

已知𝑃1為任意四邊形鑲接正𝑛邊形的一頂點且其在任意四邊

形的邊上(如圖 4-5) 

1°以𝑃1為圓心，將𝐿4順時針旋轉90°，交𝐿2於𝑃2，連𝑃1、𝑃2 

2°以𝑃1為圓心，將𝑃1𝑃2逆時針旋轉90°，交𝐿4於𝑃4，連𝑃1、𝑃4 

3°以𝑃4為圓心，將𝑃1𝑃4逆時針旋轉90°，交𝐿3於𝑃3，連𝑃4、𝑃3 

4°連𝑃3、𝑃2，則任意四邊形鑲接正四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4即為所求 

在思考如何判斷 n 邊形是否含有鑲接正 n 邊形時，我們發現了任意四邊形，鑲接正四邊

形的特殊性質，此性質也幫助我們快速的判斷任意𝑛邊形是否含有正𝑛邊形。 

接下來推廣至𝐴𝑟(𝑛)：任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形，利用定理二，我們證明已知𝑛條兩兩交於

一點的相異直線，當𝑃1在𝐿1上任意移動時，𝑃3, 𝑃4…𝑃𝑛−2, 𝑃𝑛−1所形成之動點軌跡為一直線，因

▲圖 4-5 
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此我們利用與𝐴𝑟(4)相同的方法進行𝐴𝑟(𝑛)的作圖。 

(二)〈 𝑨𝒓(𝒏)之作圖法〉： 

已知𝑃1為任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形的一頂點且在任意𝑛邊形的邊上，令正𝑛邊形之內角為𝜃(如

下圖 4-6) 

1°以𝑃1為圓心，將𝐿4順時針旋轉𝜃，交𝐿2於𝑃2 

2°以𝑃1為圓心，將𝑃1𝑃2逆時針旋轉𝜃，交𝐿4於𝑃4 

3°以𝑃4為圓心，將𝑃1𝑃4逆時針旋轉𝜃，交𝐿𝑛−1於

𝑃𝑛−1 

4°以此類推，則任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形 

𝑃1𝑃2…𝑃𝑛−1𝑃𝑛即為所求，此作圖法與𝐴𝑟(4)原理相同 

(三)研究完𝐴𝑟(4)之作圖法後，接下來我們更深入討論𝐴𝑟(4)解的情形： 

給任三條不共點的四條相異直線，且可鑲接正四邊形，利用𝐴𝑟(4)之作圖法確實可判

斷三條不共點的四條相異直線是否可鑲接正四邊形，但尺規作圖過程多步驟，因此我們尋

找更簡化的方法。𝑃1在𝐿1上任意移動時，𝑃3之動點軌跡與𝐿2交於𝐾1點，以𝐴點為原點，𝐿1為

𝑥軸建立直角坐標系，發現𝑲𝟏座標與正四邊形之邊長有特殊關係，因此我們利用𝑲𝟏點的特

殊性質快速辨別四邊形是否含有鑲接正四邊形，而提出定理五如下： 

【定理五】 

 

 

 

 

 

 

𝑝𝑓： 

1°令𝐺𝐸 = 𝑎,𝐸𝐶′ = 𝑏,𝐴𝐹 = 𝑐,𝐹𝐵 = 𝑑 ,𝐺𝐾1 = 𝑔, 

𝐾1𝐻 = ℎ,𝐷′𝐾1 = 𝑖,𝐾1𝐶′′ = 𝑗   (如右下圖 4-8) 

  

令𝑃3之動點軌跡交𝐿2於𝐾1點，正四邊形𝐴𝐵′𝐶′𝐷′與正四邊形𝐴′𝐵𝐶′′𝐷′′ 為「極值正方形」， 

若正四邊形𝐴𝐵′𝐶′𝐷′之邊長=ℎ1，正四邊形𝐴′𝐵𝐶′′𝐷′′之邊長=ℎ2(如下圖 4-7) 

則𝐾1(𝐾1𝑥, 𝐾1𝑦)與ℎ1、ℎ2之關係：
𝐾1𝑦

𝐾1𝑥
=

ℎ2

ℎ1
 

 

▲圖 4-7 

▲圖 4-6 
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2°∵∆𝐾1𝐺𝐶′ ≅ ∆𝐾1𝐴𝐵，且𝐾1𝐹 ⊥ 𝐷′𝐶′、𝐾1𝐹 ⊥ 𝐴𝐵 

∴𝑎：𝑏 = 𝑐：𝑑  ∵∆𝐺𝐾1𝐸 ≅ ∆𝐺𝐻𝐶′  

∴𝑎：𝑏 = 𝑔：ℎ 

3°∵平行線截等比例線段∴𝑐：𝑑 = 𝑖：𝑗 

又𝑎：𝑏 = 𝑐：𝑑∴𝑎：𝑏 = 𝑐：𝑑 = 𝑖：𝑗 

4°在∆𝐷′𝐺𝐾1、∆𝐶′′𝐻𝐾1中 

∵𝑔：ℎ = 𝑖：𝑗 = (𝑐 − 𝑎)：(𝑑 − 𝑏) 

∴∆𝐷𝐺𝑇～∆𝐹𝐵1𝑇(SSS 相似)，得證 

■ 

利用定理五討論任意四邊形鑲接正四邊形可成立之情況如下 

任意四邊形鑲接正四邊形可成立之條件： 

令𝐾1𝐴、𝐾2𝐴、𝐶𝐴、𝐷𝐴與𝐿1夾𝜃1、𝜃2、𝜃3、𝜃4(如右圖 4-9) 

由𝐿3與軌跡之相交情形可做出結論： 

(1) 若(𝑡𝑎𝑛𝜃3 − 𝑡𝑎𝑛𝜃1)(𝑡𝑎𝑛𝜃4 − 𝑡𝑎𝑛𝜃2) < 0 

則此情況有四邊形鑲接正四邊形(如下圖 4-10) 

(2) 若(𝑡𝑎𝑛𝜃3 − 𝑡𝑎𝑛𝜃1)(𝑡𝑎𝑛𝜃4 − 𝑡𝑎𝑛𝜃2) > 0 

則此情況無四邊形鑲接正四邊形(如下圖 4-11) 

 

 

 

 

 

教授告訴我們有關我們研究的一道數學難題𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎：在一簡單封閉

曲線上，做一正四邊形，使得各個頂點皆落在此簡單封閉曲線上。我們想利用我們的作圖方

法來解決這個問題，但因為情況太過於困難，我們將其簡化至任意𝑝邊形鑲接正四邊形。 

▲圖 4-11 ▲圖 4-10 

▲圖 4-9 

 

▲圖 4-8 
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五、任意𝒑邊形鑲接正四邊形 

完成任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形的研究後，我們試著推廣至任

意𝑝邊形鑲接正四邊形，先從任意𝑝邊形鑲接正三角形著手研

究。 

現給定正三角形，將正三角形的每個頂點分別落在兩兩相

交於一點的四條相異直線中的三條線上，我們將此圖形稱為四

邊形鑲接正三角形(如右圖 5-1) 

而在研究過程中，我們遇到的問題是：若我們只旋轉原圖形，作出的鑲接正三角形其

中 2 個頂點可能會都落在同一直線上的情況，不符合「鑲接」的定義，所以我們找到一個方

式來確保我們可以快速地找到解。為了方便敘述，我們定義𝐴𝑟(𝑝, 3)：任意 𝑝邊形鑲接正三角

形，以下為𝐴𝑟(𝑝, 3)之作圖法。 

(一)〈 𝑨𝒓(𝒑, 𝟑)之作圖法〉：(如右圖 5-2) 

在任意𝑝邊形上任取一條邊，令它為𝐿1，在𝐿1上的任意一點

𝑃1。 

1°以𝑃1為圓心，將𝑝邊形逆時針旋轉60°，其與原𝑝邊形至少

交一個交點，我們先取一點𝑃𝑖  

2°以𝑃1為圓心，以𝑃1𝑃𝑖為半徑，將𝑃𝑖順時針旋轉60°， 

交𝐿𝑗於𝑃𝑗 

3°連𝑃1、𝑃𝑖、𝑃𝑗，即為所求  

(二)𝑨𝒓(𝒑, 𝟑)解的情形：無限多組解 

我們在作圖法中提到，將圖形旋轉後必定有一個交點，是因為若 2 個封閉圖形有交點，那

必定含有 2 個以上的交點 

若發生鑲接正三角形其中兩頂點落在直線上(如右圖 5-3)： 

1°若經過步驟一與原本圖形只有一交點，且此交點與𝑃1在同

一條直線上，經過步驟二、三以後，就會發生上述提到

的問題，我們找到以下這個解決的方法 

2°將△ 𝑃1𝑃𝑖𝑃𝑗在𝐿1上平移，直至𝑃𝑖與任意 p 邊形交點重合 

▲圖 5-2 

▲圖 5-1 
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3°取𝑃1𝑃𝑖上一點𝑃1
′，以𝑃1

′、𝑃𝑖做一正三角形，第 3 個頂點令它為𝑃𝑗
′，𝑃𝑗

′在任意𝑝邊形內 

4°以𝑃1
′為圓心，以𝑃1

′𝑃𝑖為半徑，畫圓，交𝐿2於𝑃𝑖
′′ 

5°以𝑃1
′為圓心，以𝑃1

′𝑃𝑖
′′為半徑，將𝑃𝑖

′′順時針旋轉60°，得一點𝑃𝑗
′′，𝑃𝑗

′′會在任意𝑝邊形內 

6°那因為𝑃1
′、𝑃𝑖

′′分別在正𝑝邊形的內部與外部，將其連接後，必與任意𝑝邊形其中一邊有

交點，將其當作𝑃1點重複步驟 1～3，即為所求 

接下來推廣至𝐴𝑟(𝑝, 4)： 𝑝邊形鑲接正四邊形，為了解決與𝐴𝑟(𝑝, 3)相同的問題，我們解決

方法是運用與兩兩相交於一點的四條線鑲接正四邊形類似的手法，利用引理一及動點軌跡來

做出鑲接正四邊形。 

(三)〈 𝑨𝒓(𝒑, 𝟒)之作圖法〉：(如右圖 5-4) 

在任意𝑝邊形上任取一條邊，令它為𝐿1，在𝐿1上的任意一點𝑃1 

1°以𝑃1為圓心，將𝑝條線所為出的𝑝邊形逆時針旋轉90°，其與原

𝑝邊形至少交一個交點，我們先取一點𝑃𝑖  

2°以𝑃1為圓心，以𝑃1𝑃𝑖為半徑，將𝑃𝑖順時針旋轉90°，交𝐿𝑗於𝑃𝑗 

3°將𝐿1、𝐿𝑖、𝐿𝑗標示為三條相鄰直線，依〈建立軌跡作圖法〉建

立軌跡，軌跡與直線之交點中取一點，將其令為第一頂點 

4°依〈𝐴𝑟(4)作圖法〉作圖的𝑝邊形鑲接正四邊形即為所求 

(四) 𝑨𝒓(𝒑, 𝟒)解的情形： 

若在第三步驟取的點依第四步驟無法做出鑲接正四邊形，即此點不為𝑝邊形鑲接正四邊形

其中一頂點，則再取其他一交點，重複第 3～4 步驟；若在第三步驟中軌跡與直線之交點皆不

是𝑝邊形鑲接正四邊形其中一頂點，則在𝐿2上任意取一點𝑃2，重複 1～5 步驟，𝐿3、𝐿4、𝐿5 … 𝐿𝑝

以此類推。 

伍、研究結果 

我們完成了相異平行線鑲接正𝑛邊形、從一點出發𝑛條射線鑲接正𝑛邊形、交於一點的𝑛條

直線鑲接正𝑛邊形、任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形、任意𝑝邊形鑲接正三、四邊形各個的作圖法，也

求出各情況下鑲接正𝑛邊形之解的情形，以下是各個情況的結論： 

▲圖 5-4 

▲圖 5-3 
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一、給定𝑛條平行線：其解的狀況為：含有兩解或是無解。 

二、給定𝑛條射線：其解的狀況為：含有一解或無解。 

三、給定𝑛條交於一點的直線：其解的狀況為：含有兩解、四解、無解。 

四、給定一任意𝑛邊形：其解的狀況為：含有一解、無限多組解、無解。 

五、給定一任意𝑛邊形，鑲接正三角形：無限多組解。 

陸、討論 

一、在討論𝑝邊形鑲接正四邊形之解的情形中，在𝐿1上任意取一點，利用我們的作圖法至多作

𝑛 − 1次，來確認𝑝邊形含有多少鑲接正四邊形，確認完後，再在𝐿2上任意取一點，利用我

們的作圖法至多作𝑛 − 2次，來確認𝑝邊形含有多少鑲接正四邊形，因為已經使用過的三

邊不必再次討論，因此以作圖法作到後來，檢查的次數會持續減少，以此類推，因此以

我們作圖法討論𝑝邊形鑲接正四邊形之解的情形最大上限會作
𝑛(𝑛−1)

2
次，我們希望之後能

想出應對作圖法，能快速作出𝑝邊形鑲接正四邊形以及有效討論解的情況。 

二、利用以引理一為核心的作圖法，我們可以作出簡單封閉曲線鑲接正三角形以及其解的情

形為無限多組解，而在未來，我們希望繼續延伸至簡單封閉曲線鑲接正四邊形，找出應

對的作圖法以及討論解的情況。 

柒、結論 

我們利用引理一為工具，分析平行線的情況找到了相鄰三頂點的位置，找出了平行線的

作圖法；再延伸到𝑛條直線交於一點，但因圖形過於複雜，我們先討論射線情況，遇到了頂點

順序會改變的困難，我們利用正𝑛邊形含有外接圓的性質找出新的作圖方法解決困難，也找出

𝑛條直線交於一點的作圖方法；而我們再推廣至任意𝑛邊形鑲接的正𝑛邊形的情況，而研究的

過程中，我們無法確定𝑃1，我們利用動點軌跡來解決困難；之後為了解決𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 

𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎，我們先將其簡化至任意𝑝邊形鑲接正三、四邊形，然而鑲接正三角形、鑲

接正四邊形其中 2 個頂點可能會都落在同一直線上的情況，不符合「鑲接」的定義，最後我

們也成功找出新的作圖方法解決困難。另外我們也討論出以上各個條件下鑲接正𝑛邊形的解的

情形。 
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捌、參考資料與其他 

一、範端喜、鄧博文(2012)。平面幾何。上海：華東師範大學出版社 

二、凸四邊形內接正四邊形(校內科展作品) 

三、游森棚(2011)。普通高級中學數學第三冊。新北市：翰林出版社 

四、科展第 38 屆「平行線問題之研究推廣」 

五、西元 2012 年國際科展「過平面上𝑛定點作正𝑛邊形問題與其對偶命題」 



作品海報 

【評語】050412  

1. 本作品主要探討如何找 n條平行線上所鑲接的正 n邊形，並

推廣至交於一點的 n條射線、n條直線上的鑲接正 n邊形，

再推廣至 p邊形鑲接的正四邊形的情況，能應用本研究發展

出解題技巧來解決 Inscribed square problem的特殊情形。 

2. 前 12頁的內容與結論與第 38屆的作品差異不大，但處理手

法不同。 

3. 能否從給定的直線所包含的參數(如直線間的夾角)就判斷解

數？ 

4. 若給定正多邊形，可以畫出很多組平行線、很多組交一點的

射線組，平行線之間的關係與交一點的射線組間，是否也有

關係？跟本作品的相關性又為何？ 

5. 就某種程度來說，正 n邊形的限制實在很強，作品內容大部

分討論的這些線都是平行線，或共點的特殊情形，相對在討

論上簡單許多。 

6. 在使用引理一時，都沒有看到作者仔細檢查各條線之間的夾

角，比較像在做特例。 

7. 引理二所謂相對順序，並未嚴格定義。事實上，當限制旋轉

角夠小時，當然投影順序不會改變。超過時，可以旋轉鏡射

是在幹什麼呢？ 

8. 有列參考文獻，但未說明與本作品有何相關。 

 



    本文探討如何尋找𝑛條平行線上所鑲接的正𝑛邊形，並推廣至交於一點的𝑛條射線、𝑛條直線上的鑲接正𝑛邊形，因為鑲

接的正𝑛邊形的頂點並非依序出現在直線上，所以我們也探討這些頂點與直線的順序關係，來定出鑲接的正𝑛邊形的位置，

並且討論所有可能的鑲接的正𝑛邊形的解情況。再推廣至𝑝邊形鑲接的正四邊形的情況，並應用我們這些技巧來解決部分

𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎。 

 摘要 

研究動機 
    在做練習題時，我們做到一題目：給定三條相異之平行線，作一正三角形，使其三頂點分別落在三條平行線上。 

看到此題目，我們想試著將條件推廣至𝑛條相異平行線，如何利用幾何方法確實的作出鑲接正𝑛邊形。當完成研究後，我們

又將當𝑛條平行線的條件推廣至𝑛條線交於一點的情況，來進行研究如何尋找鑲接正𝑛邊形，再推廣至𝑛邊形來進行研究。獨

立完成研究後，教授告訴我們在科展第38屆「平行線問題之研究推廣」及在西元2012年國際科展 「過平面上𝑛定點作正𝑛

邊形問題與其對偶命題」有跟我們命題相似的研究，因為關鍵字不同的緣故，我們在研究過程中並沒發現這兩篇。比較後

我們將相同的地方刪除，留下我們新的成果，希望我們的研究能讓此命題更加完備。     

最後，我們從教授那裡得知有百年問題𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎，我們希望應用前面研究出的一些性質來解決一

些𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎的特殊情況。 

研究目的 

一、 𝑛條平行線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

二、 𝑛條從一點出發的相異射線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

三、 𝑛條交於一點的相異直線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形 

四、任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形作圖法 

五、𝑝邊形鑲接正三、四邊形作圖法及討論解的情形 

 研究過程及方法 

一、 n條相異平行線鑲接正n邊形 

   問題：如何確定鑲接正n邊形邊長大小，以及各頂點在平行線上的位置呢？我們以𝑃𝑙 4 為例，並提出引理一來解決問題！

(一) 𝑷𝒍 𝟒 作圖法-------   定義：𝑃𝑙 4 為四條平行線鑲接正四邊形          

   【引理一】 

(1)平面上有相異三條線𝐿1、𝐿2、𝐿3，在𝐿1上找一點𝑃1，給定角𝜃 （−𝜋 < 𝜃 < 𝜋且𝜃不為𝐿2往𝐿3方向之夾角），則可以       

   在𝐿2、𝐿3分別找一點𝑃2、𝑃3，使𝑃1𝑃2 = 𝑃1𝑃3，且∠𝑃2𝑃1𝑃3 = 𝜃。 

(2)承上(1)，若固定𝑷𝟏、𝜽，且𝑷𝟏到𝑳𝟐、𝑳𝟑的距離不相等，則𝑷𝟐、𝑷𝟑為唯一解。 

 

▲圖1 

▲圖1-1 

𝑛邊形 本研究所討論的𝑛邊形為凸𝑛邊形 𝑅𝑎 𝑛  𝑛條從一點出發的相異射線鑲接正𝑛邊形 

鑲接 每條線上僅含有一個正𝑛邊形之頂點 𝐶𝑜 𝑛  𝑛條共點的相異直線鑲接正𝑛邊形 

𝑃𝑙 𝑛  𝑛條平行線鑲接正𝑛邊形 𝐴𝑟 𝑛  正𝑛邊形鑲接在𝑛邊形之邊上 

𝐴𝑟 𝑝, 𝑛  任意𝑝邊形鑲接正𝑛邊形 

定義： 

▲圖1-2 

    𝑝𝑓： 

〈作圖法〉：以𝑃1為旋轉中心，將𝐿2旋轉𝜃成𝐿2′(如右圖1)，此時𝐿2′交𝐿3於𝑃3點， 

            以𝑃1為旋轉中心，將𝑃1𝑃3旋轉−𝜃，交𝐿2於𝑃2點即為所求。 

1°過𝑃1作𝐿2的垂線，交於𝑇點，以𝑃1為旋轉中心， 

  將𝐿2和𝑇點逆時針旋轉𝜃成𝐿2′和點𝑄，此時𝐿2′交𝐿3於𝑃3點，以𝑃1為旋轉中心， 

  將𝑃1𝑃3順時針旋轉𝜃，交𝐿2於𝐾點 

2°  

∠𝑃1𝑇𝐾 = ∠𝑃1𝑄𝑃3 = 90°

𝑃1𝑇 = 𝑃1𝑄
∠𝐾𝑃1𝑇 = ∠𝑃3𝑃1𝑄 = 𝜃 − ∠𝑃3𝑃1𝑇

 ∴△𝐾𝑃1𝑇 ≅△ 𝑃3𝑃1𝑄(𝑆𝐴𝑆全等)→𝑃1𝐾=𝑃1𝑃3 

→ 𝐾為我們所要的𝑃2 

3°以𝐿2向𝐿3度量(逆時針為正，順時針為負)，若旋轉𝜃為𝐿2、𝐿3之銳交角， 

  則𝐿2′與𝐿3平行，作不出𝑃2、𝑃3，故𝜃不為𝐿2往𝐿3方向之夾角(如右圖1-1)。 

有引理一為作圖工具，我們可得作圖流程如下 

《𝑷𝒍 𝟒 作圖流程》(如右圖1-2)： 

已知四條平行線𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4，且可鑲接正四邊形，𝐿1上的任意一點𝑃1 (此𝑃1為正四邊形之其中一頂點) 

1°以𝑃1為旋轉中心，依【引理一】可得𝑃2 、𝑃3，且使∠𝑃2𝑃1𝑃3 = 90° 

2°以𝑃2為旋轉中心，以𝑃1𝑃2為半徑，順時針旋轉90°，交𝐿4於𝑃4點，正四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4即為所求  

(二)𝑷𝒍 𝟒 解的情形： 

無解或是2個解，以作圖法確認是否有解，若畫的出必定含有2個解， 

若畫不出，必定無解。 



𝐶𝑎𝑠𝑒 1：若交點在圓外，以射線的作圖法討論。 

𝐶𝑎𝑠𝑒 2：交點位於圓內： 

1°由【引理六】可知𝑛條直線交於一點𝐾，含有鑲接正𝑛邊形，我們可以找出3條相鄰直線𝐿1、𝐿2、𝐿3， 

 其中相鄰2直線，別為𝐿1、𝐿2，且符合夾角小於
𝜋

𝑛
(如圖3-1) 

2°在𝐿1上任選一點𝑃1，以 𝑃1為旋轉中心，將𝐿3順時針旋轉
(𝑛−2)𝜋

𝑛
得𝐿3 

′交𝐿3於𝑀點。 

3°以𝑀為逆時針旋轉中心旋轉𝐿3
𝜋

𝑛
交𝐿2於𝑃2，連接𝑃1、𝑀以及𝑃2、𝑀並作𝑃1𝑀、𝑃2𝑀中垂線，得一圓心𝑂 (為正𝑛邊形外接圓心)。 

4°仿造𝑅𝑎(𝑛)的做圖法即可作出鑲接正𝑛邊形。 

     我們讓正𝑛邊形內接在以原點為圓心之單位圓上，並將正𝑛邊形之頂點依序編號，再將此正𝑛邊形的頂點投影在𝑥軸上。發現若將圖

形旋轉逆時針或順時針旋轉𝜽 (𝟎 < 𝜽 <
𝝅

𝟐𝒏
)，則𝒙軸上的投影點相對順序不會改變，再將之對應到平行線的相關位置。 

 

▲圖1-4 

【引理二】 
 

若𝑛 = 2𝑘 + 1 (𝑘 ∈ 𝑁且𝑘 ≥ 2)，以原點為圓心，將正𝑛邊形(如右圖1-4) 

逆時針或順時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

2𝑛
)，則𝑥軸上的投影點相對順序不會改變 

 

【引理三】 

▲圖1-5 

若𝑛 = 2𝑘 (𝑘 ∈ 𝑁且𝑘 ≥ 2)，以原點為圓心，將正𝑛邊形(如右圖1-5) 

逆時針或順時針旋轉𝜃 (0 < 𝜃 <
𝜋

𝑛
)，則𝑥軸上投影點相對順序不會改變 

 

《𝑷𝒍 𝒏 作圖流程》& 《 𝑷𝒍 𝒏 解的情形》： 

        由引理二、引理三，我們得出結論，當落在單位圓上的正𝒏邊形旋轉任意角度，分別在𝒙軸上最右側之三點序號和最左側的三點序號必為連 

    續正整數，因此我們利用此結論來說明當𝒏條平行線鑲接正𝒏邊形時，𝑷𝟏、𝑷𝟐、𝑷𝟑和𝑷𝒏−𝟐、𝑷𝒏−𝟏、𝑷𝒏必為相鄰頂點。因此在𝐿1上取一點𝑃1，步  

    驟同𝑃𝑙 4 作圖法可得鑲接正𝑛邊形，其解的狀況亦為無解或是2個解。 

  二、從一點出發𝒏條射線 
    問題：無法確定與𝐿1上點𝑃1相鄰的兩點究竟在哪兩條線上(如圖2)，因此我們找到特殊的𝑀點及引理五來解決問題! 

【引理四】 已知𝐿2上一點𝑃2、𝐿1上一點𝑃1、一點𝐿2上、一點𝑃3，且𝑃1、𝑃2、𝑃3為正𝑛邊形其中相鄰三點， 

夾角為正𝑛邊形內角𝜃，以𝑃2為旋轉中心，將𝐿1旋轉𝜃交𝐿1於𝑀點，則𝑷𝟏、𝑷𝟐、𝑷𝟑、𝑴四點共圓 

【引理五】 
已知 𝐿1、𝐿2 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛 相異直線交於一點，設此𝑛條線可鑲接正𝑛邊形， 

則 𝑳𝟏、𝑳𝟐和𝑳𝒏−𝟏、𝑳𝒏 上的點必為正𝒏邊形上相鄰的頂點。(定義： 𝐿1 為圖形最上方之射線，往下依序為 𝐿2…、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛 ) 

-------   定義： 𝑅𝑎(𝑛) ： 𝑛條從一點出發的相異射線鑲接正𝑛邊形 

《𝑹𝒂(𝒏)作圖流程》： 

已知𝑛條線交於一點分別為 𝐿1、𝐿2 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛，並含有接正𝑛邊形在𝐿2上取一點 𝑃2(如右圖2-1) 

1°我們發現【引理五】此性質，所以我們可以在𝐿2上取𝑃2，並當作旋轉中心，逆時針𝐿1旋轉 
(𝑛−2)𝜋

𝑛
，交𝐿1於𝑀點 

2°利用【引理四】共圓的性質，以及圓周角，可得在 𝐿3上的兩點 𝑃3、𝑃3
′ 

3°連接 𝑃2、𝑀以及𝑃3、𝑀並作 𝑃2𝑀、𝑃3𝑀 中垂線，得一圓心 O (為正𝑛邊形外接圓圓心)； 

  連接𝑃2、𝑀以及𝑃3
′、𝑀並作𝑃2𝑀、𝑃3

′𝑀中垂線，得一圓心 O′ (為正𝑛邊形外接圓圓心) 

4°以 O 為圓心，將 𝑃2 逆時針旋轉𝑛 − 1次，分別交於𝐿1、𝐿3 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛於𝑃1、𝑃3 …、𝑃𝑛−1、𝑃𝑛，則𝑃1、𝑃3 …、𝑃𝑛−1、𝑃𝑛所形成的正𝑛邊

形即為所求；若無法交於𝐿1、𝐿3 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛，以𝑂′為圓心，將𝑃2逆時針旋轉𝑛 − 1次，分別交於𝐿1、𝐿3 …、𝐿𝑛−1、𝐿𝑛於

𝑃1
′、𝑃3 

′ …、𝑃𝑛−1
′、𝑃𝑛

′，則 𝑃1
′、𝑃3 

′ …、𝑃𝑛−1
′、𝑃𝑛

′所形成的正𝑛邊形即為所求 

5°若以上2種無法畫出，則以第一步驟順時針旋轉(為不同側的圖形)，並重複2、3、4步驟，順逆時針均相反，即可求出 

▲圖2-1 

𝑅𝑎(𝑛)解的情形：若交點落在圓外，則僅有一解或是無解；若交點落於圓內、圓上、圓心，解的狀況分述如下： 

               圓內：一解或是無解；圓上：僅含有一解；圓心：僅有一解。 

【定理一】 

若𝑛條從一點出發的相異射線可鑲接正𝑛邊形，則只含有一解(相對應的每個邊互相平行視為同一種) 

三、 𝒏條直線交於一點 
    問題：若𝑛條直線，除去鑲接正𝑛邊形，我們會分不清楚上下左右，無法確認哪一條線為𝐿1，因此以探討直線間夾角大小來解決問題，說明如下 

【引理六】 已知圓內一點𝐾 ，並將圓上之正𝑛邊連線，若任2條線夾角小於
𝜋

𝑛
，則2條線必有一條為真線，另一條為假線 

定義：𝐶𝑜(𝑛)為𝑛條直線交於一點 
      真線/假線：將直線以交點分割成兩個射線，包含鑲接正𝑛邊形頂點令為真線，不包含令為假線。 

《𝑪𝒐(𝒏)作圖流程》： 

▲圖3-1 

𝐶𝑜(𝑛)解的情形：若交點落在圓外：含有2解或是無解；若交點落在圓內：含有2解或是無解， 
若交點落在圓心、圓上會為同一圖形，含有4解(同時擁有交點在圓內、圓外的4種解)。 

(一) 𝑹𝒂(𝒏) 作圖法 

(二) 𝑹𝒂(𝒏)解的情形 

(一) 𝑪𝒐(𝒏)作圖法---- 

(二) 𝑪𝒐(𝒏)解的情形 

(三) 𝑷𝒍 𝒏  作圖法 

問題：當平行線數量變多時，我們無法明確知道𝑷𝟏的相鄰頂點落在哪兩條直線上？ 

例如： 𝑃1 的相鄰頂點可能落在𝐿2、 𝐿4上(如右圖1-3)，因此我們提出引理二及引理三來解決問題! 

 

▲圖1-3 

▲圖3 

▲圖2 



《𝑨𝒓 𝟒 作圖流程》：(如右圖4-1) 

已知任意四邊形含有鑲接正四邊形𝑃1，𝑃1為任意四邊形內接正四邊形𝐿1上之一點 

1°以𝑃1為旋轉中心，依【引理一】可得𝑃2 、𝑃4，且使∠𝑃2𝑃1𝑃4 = 90°  

2°以𝑃4為圓心，將𝑃1𝑃4逆時針旋轉90°，交𝐿3於𝑃3，則任意四邊形鑲接正四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4即為所求 

▲圖4-1 
(二) 𝑨𝒓 𝟒 解的情形：無解、一解、無限多組解 

    我們利用引理一為工具，分析平行線的情況找到了相鄰三頂點的位置，找出了平行線的作圖法；再延伸到𝑛條直線交於一點 

，但因圖形過於複雜，我們先討論射線情況，遇到了頂點順序會改變的困難，我們利用正𝑛邊形含有外接圓的性質找出新的作圖

方法解決困難，也找出𝑛條直線交於一點的作圖方法；而我們再推廣至任意𝑛邊形鑲接的正𝑛邊形的情況，而研究的過程中，我們

無法確定𝑃1，我們利用動點軌跡來解決困難；之後為了解決𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎，我們先將其簡化至任意𝑝邊形鑲接正

三、四邊形，然而鑲接正三角形、鑲接正四邊形其中2個頂點可能會都落在同一直線上的情況，不符合「鑲接」的定義，最後我

們也成功找出新的作圖方法解決困難。另外我們也討論出以上各個條件下鑲接正𝑛邊形的解的情形。 

 

一、平面幾何 范端喜、鄧博文編著(華東師範大學出版社) 二、游森棚(2011)。普通高級中學數學第三冊。新北市：翰林出版社 

三、科展第38屆「平行線問題之研究推廣」          四、西元2012年國際科展「過平面上𝑛定點作正𝑛邊形問題與其對偶命題」 

討論 

結論 

參考資料與其他 

已知𝐿1、𝐿2為兩不平行之直線，相交於𝑀，令𝑃1、𝑅1分別為𝐿1、𝐿2之一點，以𝑅1為圓心，𝑃1𝑅1為旋轉半徑， 

逆時針旋轉𝜃，得𝑌1點，以𝑅2為圓心，𝑃2𝑅2為旋轉半徑，逆時針旋轉𝜃得𝑌2，則𝑀、𝑌1、𝑌2共線。 

(一) 𝑨𝒓 𝟒 作圖法 

【引理七】 

考慮𝐴𝑟 𝑛 ，已知三條相異直線𝐿1、𝐿2、𝐿𝑛兩兩相交於一點圍成一𝑛邊形的相鄰三邊，𝑃1在𝐿1上、𝑃2在𝐿2上 

𝑃𝑛在𝐿𝑛上滿足𝑃1當𝑃1𝑃2 = 𝑃1𝑃𝑛，當𝑷𝟏在𝑳𝟏上任意移動時，𝑷𝟑、𝑷𝟒…𝑷𝒏−𝟐、𝑷𝒏−𝟏之動點軌跡也為一直線。 

【定理二】 

依【定理二】，得知動點軌跡為一直線，而動點軌跡如何用尺規作圖畫出呢？我們提出〈建立軌跡作圖法〉如下(如圖4)： 

1°以𝐿1、𝐿𝑛交點𝑃1
′為旋轉中心，將𝐿1逆旋轉

𝜋

𝑛
，交𝐿2於𝑃3

′。 

2°作𝑃1
′、𝑃3

′中垂線，交𝐿1於P2′，以𝑃1
′、𝑃2

′、𝑃3
′畫出正𝑛邊形。 

3°以𝐿1、𝐿2交點𝑃1
′′為旋轉中心，將𝐿1順旋轉

𝜋

𝑛
，交𝐿𝑛於𝑃𝑛−1

′′。 

4°作𝑃1
′′、𝑃𝑛−1

′′中垂線，交𝐿1於𝑃2
′′，以𝑃1

′′、𝑃2
′′、𝑃𝑛−1

′′畫出正𝑛邊形。 

5°將𝑃1
′、𝑃1

′′連起；𝑃2
′、𝑃2

′′連起… 𝑃𝑛
′、𝑃𝑛

′′連起，每條連線分別為各頂點的動點軌跡。 

    我們利用【定理二】：軌跡為一直線及找出了〈建立軌跡的方式〉，確認軌跡與直線的交點，我們將其令為𝑷𝟏，因此可 

把問題縮減成「當確認鑲接正𝒏邊形其中一頂點𝑷𝟏，在任意𝒏邊形上，將其鑲接正𝒏邊形求出」，於是我們提出作圖法。 

𝐴𝑟 𝑝, 3 以及 𝐴𝑟 𝑝, 4 的討論方法在凹多邊形會失效，而在未來，我們希望繼續延伸至凹多邊形，甚至簡單封閉曲線鑲接正

四邊形，找出應對的作圖法以及討論解的情況。 

一、任意𝒑邊形鑲接正三邊形 

    問題：若以旋轉方式作圖，作出的鑲接正三角形其中2個頂點可能會都落在同一直線上的情況，不符合「鑲接」的定義， 
          所以我們找到一個方式來確保我們可以快速地找到解。 

二、任意𝒑邊形鑲接正四邊形 

    問題：我們發現，當為任意𝑝邊形時，鑲接正四邊形的頂點軌跡非為單純的直線，而為折線，那要如何找到其軌跡呢? 

(一)軌跡折點的產生：因三條邊決定一動點軌跡，當動點𝑃1在第一邊上移動時，𝑃2或𝑃4會移動至另一邊的緣故，共有兩狀況。 

  《𝑨𝒓 𝒑, 𝟑 作圖流程》：----  定義：𝐴𝑟 𝑝, 3 ：任意 𝑝邊形鑲接正三角形  

1°尋找此𝑝邊形之最小邊上任一取一點𝑃1 

2°以𝑃1為中心旋轉此任意多邊形順時針旋轉60°，其與原𝑝邊形至少交一個交點， 

我們隨意取一點𝑃2，利用【引理一】可得𝑃3點，連𝑃1、𝑃2、𝑃3，即為所求 

3°若𝑃2、𝑃3在同一直線上，則以以𝑃1為中心旋轉此𝑝邊形逆時針旋轉60°，其與原𝑝邊形至少交一個交點(包含𝑃3點)，

我們隨意取除𝑃3外的一點𝑃2
′ ，利用【引理一】可得𝑃3

′點，連𝑃1、𝑃2
′、𝑃3

′，即為所求 

應用：𝑰𝒏𝒔𝒄𝒓𝒊𝒃𝒆𝒅 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒍𝒆𝒎 

(三) 𝑨𝒓 𝒏 作圖流程與解的情形與𝑨𝒓 𝟒 相同 

四、任意𝒏邊形鑲接正𝒏邊形 
    問題：我們無法確定鑲接正𝑛邊形邊長的大小及頂點的位置，因此提出引理七及定理四來解決問題！ 

-----  定義：𝐴𝑟 4 為任意四邊形鑲接正四邊形 

▲圖5-1 

▲圖5-2 ▲圖5-3 𝐴𝑟 𝑝, 4 作圖流程 

(二)《𝑨𝒓 𝒑, 𝟒 作圖流程》----  定義：𝐴𝑟 𝑝, 4 ： 𝑝邊形鑲接正四邊形 

    在任意𝑝邊形上任取一條邊，在𝐴𝐵上的任意一點𝑃1， 

令𝑃𝑖為：若發生𝐶𝑎𝑠𝑒 1(如右圖5-1)，則𝑃𝑖為順時針旋轉後𝑝邊形的邊碰到 

原𝑝邊形的頂點；若發生𝐶𝑎𝑠𝑒 2 (如右圖5-2) ，則𝑃𝑖為順時針旋轉後𝑝邊形 

的頂點碰到原𝑝邊形的邊。 

1°分別以𝐴、𝐵為圓心，將任意 𝑝邊形順時針旋轉90°，若在起始圖形和最終 

圖形發生𝐶𝑎𝑠𝑒 1、𝐶𝑎𝑠𝑒 2情形，則利用平移手法可分別得到各情況𝑃1點的位置。 

2°以𝑃𝑖為圓心，以𝑃1𝑃𝑖為半徑，將𝑃1順時針旋轉90°，即為折點。 

3°將相鄰折點依序連起，利用所形成得折線與原𝑝邊形之交點令為第一頂點。 

4°依〈𝐴𝑟 4 作圖法〉作圖的𝑝邊形鑲接正四邊形即為所求。 

▲圖5 

▲圖4 
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