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摘 要 

在組裝碳球模型的過程中，我們好奇碳球模型之五邊形、六邊形、七邊形的數量是否有

其特殊關係，才會組成多面體，希望經由研究後，可以發現令平面形成多面體的原因，且應

證碳球模型中，五邊形、六邊形、七邊形之特殊關係恆成立，並進一步延伸至其他多面體。 

由文獻探討中，得知多面體缺角和為 720°、尤拉定理的:點+面=邊+2、及巴克球與碳球模

型之性質，進而進行相關之研究。 

由研究中，我們得到的結論為: 

一、五邊形數量減七邊形數量等於 12 

二、n 顆碳原子模型(n 為偶數且≥20)組成之碳球模型，有[0.25n-5]+1 個組合方式。 

三、對於符合每個點連接 3 條邊的多面體，∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12 關係式恆成立。 

四、對於符合 2*邊-3*點= α 的多面體，∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12+2α 關係式恆成立。 

壹、研究動機 

在組裝碳球模型的過程中，我們觀察到當一頂點的周圍角度和不足 360°時，即會折起一

個角度，最終形成多面體。此外，我們也好奇碳球模型中，五邊形、六邊形、七邊形的數量

是否有其特殊關係，才會組成多面體，這些有趣的情況，激起了我們進一步探究的渴望，開

啟了此次科學展覽的研究。 

 

貳、研究目的 

希望經由研究後，可以發現令平面形成多面體的原因，且應證碳球模型中，五邊形、六

邊形、七邊形之特殊關係恆成立，並進一步延伸至其他多面體。 

參、研究設備及器材 

一、碳原子模型 240 顆。 

二、筆記本 1 本。 

三、鉛筆數支。 
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肆、研究過程 

一、文獻探討: 

    (一)、多面體之缺角和 

 在一多面體中以 P 點為頂點之各面角為∠1, ∠2,…, ∠n，則此頂點 P 之缺角定義為: 

頂點 P 之缺角=360°-(∠1+∠2+…+∠n) 

 

例如:由圖 4-1(正四面體)而言，其頂點 A 由三個不同之面 ABC、ACD、ABD 相交組合而成，

而就頂點 A 而言，A 點之缺角為 360°-(∠1+∠2+∠3) = 360°-3*60°=180° 

 

< pf > 

假定有一多面體之某一面，如圖 4-2。 

而單就此面之多邊形之總角度和 Z1+Z2+Z3+…+Zn=360° 

(Z1+Z2+Z3+…+Zn)+(X1+X2n)+(X2+X3)+(X4+X5)+…(X2n-2+X2n-1)--------式○1  

其中 X1+X2+Z1=180° 

X3+X4+Z2=180° 

   ∶ 

X2n-1+X2n+Zn=180° 

 

 

 

 

 

圖 4-1 

圖 4-2 
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甲、形成新多面體後角度變化後期總和依然不變(P 點向外延伸後至 P1)，如圖 4-3。 

(z1+z2+z3+…+zn)+(x1+x2n)+(x2+x3)+(x4+x5)+(x2n-2+x2n-1)--------式○2  

又因為 x1+x2+z1=180° 

       x3+x4+z2=180° 

           ∶ 

       x2n-1+x2n+zn=180° 

 

式○1 、式○2 相等，又因為原 P 點面角和為 360°，故不影響各頂點缺角和，得證。 

 

 

 

乙、又 P 點向內縮回至 P2，角度變化後，其總和依然不變，如圖 4-4。 

(k1+k2+k3+…+kn)+(y1+y2n)+(y2+y3)+(y4+y5)+…+(y2n-2+y2n-1)--------式○3  

又因為 y1+y2+k1=180° 

       y3+y4+y2=180° 

    ∶ 

y2n-1+y2n+k2=180° 

 

由式○1 、式○3 相等，得證。 

 

 

 

  

 

 
圖 4-3 

圖 4-4 
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丙、在變形過程中，稜線可任意伸縮而不影響各頂點之缺角和: 

       因為稜線伸縮並不會影響各面的面角總和，故不影響各點之缺角和。如圖 4-5 所示的

四面體之缺角和依然為 4*180°，其他多面體亦是如此。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二)、尤拉定理 

      對於任意多面體，其點、邊、面個數之關係滿足  點+面=邊+2 

 

(三)、巴克球 

    碳六十(C60)分子，又稱為弗勒碳(fullerene)，或是巴克球(Buckyball)，外型上與足球外           

觀類似的。基本上與足球外觀是一樣的，在 1970 年開始有人臆測這種結構分子的存在，1984

年起由 Smalley 等人紛紛證實這種足球結構分子的存在，也因此於 1996 獲得諾貝爾化學獎。

由於該結構與足球外觀相近，且在尺規上僅有零點數個奈米，所以我們也稱他為奈米碳球。 

    C60 是由 60 個碳所構成，所以我們已經知道頂點的數目是 60，接下來我們發揮我們的

推理能可以推算出有多少菱邊呢？科學家已經告訴我們碳原子在這個結構是以 SP2 分子軌域

鍵結，所以每個碳提供三隻腳與其他一樣的碳鍵結共用所以 60 X 3 / 2 = 90 有 90 個菱邊，接

下來我們再依據 Euler 定理可以算出這個碳球結構有 32 個面。科學家經過一連串的分析後，

更進一步了解這 32 個面，分別由 12 個五邊形 20 個六邊形所構成。您有可以找其他有這個模

型的人，一起來組更大的碳球模型或碳管結構，不過一個大原則，您僅能有五邊形、六邊形、

七邊形的面。 

 

 

圖 4-5 
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二、碳球模型的研究 

研究一:多面體缺角和為 720° 

在文獻探討(一)中，有多面體缺角和為 720°的證明，但是否有更簡易的方式來證明呢? 

我們的證明方式如下: 

設點=多面體中點的個數  邊=多面體中邊的個數  面=多面體中面的個數 

缺角和=點*360°-各面角度和=點*360°-∑ (𝑁
面

𝑘=1 k -2 )*180°  (Nk 表示第 k 個面的邊數) 

=點*360°-(∑ 𝑁
面

𝑘=1 k –面* 2 )*180°=點*360°-(2 邊-2 面)*180°=360°*(點-邊+面) 

接著從尤拉定理的等式:點+面=邊+2 移項，得到:點+面-邊=2 

帶入原式缺角和=360°*(點-邊+面)=360°*2=720° 

對於任意多面體，其缺角和皆為 720°，故得證。 

 

研究二:碳球模型點與邊的關係 

在碳球模型中，每個點皆連接 3 條邊，而每條邊皆連接 2 個點。因此，點*3=邊*2。 

由此可知，點的個數必須為偶數。 

例如: 60 個點會構成 90 個邊(60*3=邊*2，得到:邊=90) 

    65 個點則無法形成多面體(因為 65*3=邊*2，得到:邊=97.5，與事實不符) 
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研究三:碳球模型與五邊形、六邊形之關係 

在碳球模型中，我們可以任意組裝，但有一個大原則，那就是只能有五邊形、六邊形、

七邊形所組成。在組裝碳球模型的過程中，我們拼湊出了比Ｃ６０更大的 C80、C120、C180、C240

模型，並發覺其五邊形之數量皆為 12 個，只是差在六邊形數量的不同，如表 4-1 所示。 

表 4-1:碳球模型與五邊形六邊形之關係 

 C60 C80 C120 C180 C240 

五邊形 12 12 12 12 12 

六邊形 20 30 50 80 110 

     設 C60 六邊形的數量為 X 

     說明:共有 12 個五邊形與 X 個六邊形，由於每個邊被計算了 2 次， 

     因此其邊的數量為:(12*5+6*X)/2 

  則 12*5+6*X=2*邊=3*點=3*60，X=20 

     同理可證，C80 會有(3*80-12*5)/6=30 個六邊形 

  以此類推。 

 
此外，利用多面體缺角和為 720°，可知在只有五邊形與六邊形的情況下，五邊形必為 12

個，證明如下: 

若以平面論，被平均切分成 3 等分的平面各佔 360° * 
1

3
 =120° 

如下圖所示，若平面的 360°被壓縮成立體，使得後角θ<前角的標準 120°， 
則產生的缺角為 120°-θ。 

 
 
 

 
 

因五邊形的各個角皆為立體角的 
1

3
 部分，故得到五邊形造成之總缺角為: 

120°*5-(5-2)*180°=120°*5-(180°*5-360°)=600°-540°=60° 
再由多面體之缺角和為 720°可得:720°=60°*12=60°*五邊形數量，故五邊形數量必為 12 
 
  

θ θ 

θ 

120° 

120° 120° 
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研究四: 碳球模型與五邊形、六邊形、七邊形之關係 

但碳球模型可以包含的並不只有五邊形與六邊形，還有七邊形。若是將七邊形也考慮進

去，會發生什麼狀況呢? 

從研究三的證明中，我們也可以得到七邊形造成之總缺角為: 

120°*7-(7-2)*180°=120°*7-(180°*7-360°)=840°-900°=-60° 

再由多面體缺角和=720°=五邊形數量*60°+七邊形數量*(-60°)，同除 60°得: 

五邊形數量-七邊形數量=12 

因此，以運用 60 顆碳原子模型進行組裝為例，我們可以假設: 

七邊形的數量為 X 個，則五邊形的數量為 X+12 

並且，運用尤拉定理，我們可以列得面的個數 Y 的方程式:60+Y=60*3/2+2，得 Y=32 

故六邊形的數量=Y-五邊形數量-七邊形數量=Y-(X+12)-X=32-(2X+12)=20-2X 

由表 4-2 中可得知 C60 的碳球模型共有 11 種組合。 

表 4-2: C60 的碳球模型組合 

C60 五邊形數量 六邊形數量 七邊形數量 面的總數量 缺角和 

組合一 12 20 0 32 720° 

組合二 13 18 1 32 720° 

組合三 14 16 2 32 720° 

組合四 15 14 3 32 720° 

組合五 16 12 4 32 720° 

組合六 17 10 5 32 720° 

組合七 18 8 6 32 720° 

組合八 19 6 7 32 720° 

組合九 20 4 8 32 720° 

組合十 21 2 9 32 720° 

組合十一 22 0 10 32 720° 
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同理得知: C80的碳球模型組合共有16種方式，C120的碳球模型組合共有26種方式， C180

的碳球模型組合共有 41 種方式。C240 的碳球模型組合共有 56 種方式。如表 4-3 所示。 

 

表 4-3:碳球模型組合情況 

 總面數 
五邊形 

數量 

六邊形 

數量 

七邊形 

數量 
組合情況 

C60 32 12+X 20-2X X X=0~10，共 11 種組合 

C80 42 12+X 30-2X X X=0~15，共 16 種組合 

C120 62 12+X 50-2X X X=0~25，共 26 種組合 

C180 92 12+X 80-2X X X=0~40，共 41 種組合 

C240 122 12+X 110-2X X X=0~55，共 56 種組合 

 

研究五:使用 n 顆碳原子模型，五邊形、六邊形、七邊形的組合數(n 為偶數且≥20) 

由研究二可知，n 為偶數。而由研究三可知，最小的碳球模型 12 個五邊形和 0 個六邊形

組成，因此至少要有 12*5/3=20 顆碳原子模型所組成，故 n ≥ 20。 

以 n 顆碳原子模型組成之碳球模型，可利用 2 邊-3 點=0，求得其邊的數量為 1.5n，再從

尤拉定理的點+面=邊+2 可知，其面的數量=邊-點+2=1.5n-n+2=0.5n+2 

故當七邊形的數量為 X 時，五邊形的數量為 X+12，而六邊形的數量則為

0.5n+2-X-(X+12)=0.5n-2X-10 ≥ 0 

得 0.25n-5 ≥X，故 X 有 [0.25n-5]+1 個可能，所以 Cn 的碳球模型，共有[0.25n-5]+1 個組合 

(+1 是因為 X 可以等於 0) 
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研究六:能使用的多邊形不僅限於五、六、七邊形時，如表 4-4 所示。 

表 4-4 其他符合每個點連接 3 條邊的多面體 

 正四面體 正六面體 N 角柱 

三角形 4 0 0 

四邊形 0 6 N 

N 邊形 0 0 2 

我們發現，這些多面體都會符合:∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12，證明如下: 

設 Nk 表示第 k 個面的邊數 

而由研究三的方式中，我們可以列得 Nk 邊形造成的總缺角為: 

      120°*Nk-(Nk-2)*180°=120°*Nk-(180°*Nk-360°)=360°-Nk*60°=60°*(6-Nk) 

      再由多面體之缺角和為 720°可得多面體缺角和=720°=60°*12=∑ 60
面

𝑘=1 °*(6-Nk) 

      因此得到∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12 

研究七:能使用的多邊形不僅限於五、六、七邊形，且每個點可連接不只 3 條邊時 

    當每個點可連接的邊不只 3 條時，我們可列得:2*邊 ≥ 3*點 

(等號成立時，每個點恰好接 3 條邊) 

    因此，我們假設一個變數 α，使 2*邊-3*點= α   (α 為正整數或 0) 

以右圖的四角錐為例，其頂點 E 接了 4 條邊， 

而點 A、點 B、點 C、點 D 則都連接 3 條邊， 

因此其 α =1。    

 

 

當一多面體符合 2*邊-3*點= α 時， 

其每條邊亦連接 2 個點，並設每個點平均連接了 X 條邊，列得 2*邊=X*點。 

將 2*邊-3*點= α 移項，得 2*邊= α + 3*點。 

帶入 2*邊=X*點，得 α + 3*點=X*點，同除以’’點’’後，得到 X=3+ (α/點)。  
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而由研究三的方式中，可知其標準角應為 360°/X。 

再由研究三的方式中，我們列得 Nk 邊形造成的總缺角和為: 

360°/X*Nk-(Nk-2)*180°=360°/X*Nk-(180°*Nk-360°) 

= Nk〔(360°/X)-180°〕+360° 

= Nk〔(360°/3+α/點)-180°〕+360° 

= Nk〔(360°*點/3*點+α)-180°〕+360° 

= Nk〔(-180°*點-180°*α)/(α+3*點)〕+360° 

= 360°-60°*Nk〔(3*點+3α)/(α+3*點)〕 

=360°-60°*Nk{〔2α/(α+3*點)〕+1} 

=360°-60°*Nk-60°*Nk*〔2α/(α+3*點)〕 

又由缺角和為 720°得: 

720°=∑ {
面

𝑘=1 360°-60°*Nk-60°*Nk*〔2α/(α+3*點)〕} 

同除以 60°後移項，得 12+∑ 〔(
面

𝑘=1 Nk*2α)/(α+3*點)〕= ∑ (
面

𝑘=1 6-Nk) 

整理後得到 12+〔(2α)/( α+3*點)〕* ∑ 𝑁
面

𝑘=1 k= ∑ (
面

𝑘=1 6-Nk) 

將∑ 𝑁
面

𝑘=1 k=2*邊=3*點+α 帶入上式，得 12+〔(2α)/( α+3*點)〕*(3*點+α)=12+2α=∑ (
面

𝑘=1 6-Nk) 

因此得到∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12+2α 
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伍、研究結果 

一、除了文獻探討外，我們用了不同的方法證明了多面體缺角和為 720°是正確的。 

二、欲構成碳球所需的點必為偶數，否則無法連成碳球多面體。 

三、碳球模型的多邊形只為五邊形與六邊形時，則不論其偶數點為何，其五邊形數量均為 12。 

四、五邊形數量減七邊形數量等於 12。 

五、碳球模型若同時考慮五邊形、六邊形與七邊形時，可以組合的情況則不是唯一，會有多

種情況，如表 4-2 與表 4-3 所示。 

六、n 顆碳原子模型(n 為偶數且≥20)組成之碳球模型，有[0.25n-5]+1 個組合方式。 

七、對於符合每個點連接 3 條邊的多面體，∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12 關係式恆成立。 

八、對於符合 2*邊-3*點= α 的多面體，∑ (6 − 𝑁
面

𝑘=1 k)=12+2α 關係式恆成立。 

陸、討論 

一、再研究包含弧線的立體圖形，如圓錐、圓柱等。 

二、未來應可再研究碳球模型的排列數。 

柒、結論 

在組裝碳球模型的過程中，我們也遇到了許多問題，像是五邊形和六邊形應該怎麼接，

才能形成球形的 C180、C240模型，在文獻探討中，已證明出缺角和為 720°，但是我們再用不同

的方法證明其結果是正確的。 

我們也在研究的過程中，找出了他人尚未研究之性質。研究的過程雖然費時且辛苦，但

我們卻從中學到了許多寶貴的經驗。 
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四、高錦仁  蘇意倫  編著，選修化學(上冊)講義，康熹文化事業股份有限公司。 
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作品海報 

【評語】050410  

本作品主要是在研究碳球模型之五邊形，六邊形，七邊形的數

量之間的關係，並進一步延伸到其它多面體；利用平面圖的尤拉公

式，作者整理出它們之間的相關性，算是一個不錯的研究成果。這

方向的研究，比較缺乏它的前瞻性；如果能夠就可行的組合，真正

把那樣的碳球模型建構出來，相信會有更具體的貢獻，例如作品中

所提到的 C60。另外，也可以考慮一般各種不同大小的多邊形組成

的形式，並將它寫成一個通式。 
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 壹、研究動機  

 

在組裝碳球模型的過程中，我們觀察到當一頂點的周圍角度和不足360°時，即會折起一個角度，最終形成多
面體。此外，我們也好奇碳球模型中，五邊形、六邊形、七邊形的數量是否有其特殊關係，才會組成多面體，
這些有趣的情況，激起了我們進一步探究的渴望，開啟了此次科學展覽的研究。 
 
 
 
 
 
 
 
 

貳、研究目的   
 

希望經由研究後，可以發現令平面形成多面體的原因，且應證碳球模型中，五邊形、六邊形、七邊形之特殊
關係恆成立，並進一步延伸至其他多面體。 
  

參、研究設備及器材 
 

一、碳原子模型240顆。       二、筆記本數本。           三、鉛筆數支。 
 
 

肆、研究過程 
 

一、文獻探討 
    
 (一)、多面體之缺角和 
 在一多面體中以P點為頂點之各面角為∠1, ∠2,…, ∠n，則此頂點P之缺角定義為: 
頂點P之缺角=360°-(∠1+∠2+…+∠n) 
  
 
例如:由圖4-1(正四面體)而言， 
其頂點A由三個不同之面ABC、ACD、ABD相交組合而成， 
而就頂點A而言， 
A點之缺角為360°-(∠1+∠2+∠3) = 360°-3*60°=180° 
 
 
(二)、尤拉定理 
      對於任意多面體，其點、邊、面個數之關係滿足  點+面=邊+2 
  
(三)、巴克球 
   C60是由60個碳所構成，所以我們已經知道頂點的數目是60，接下來我們發揮我們的推理能可以推算出有
多少菱邊呢？科學家已經告訴我們碳原子在這個結構是以SP2分子軌域鍵結，所以每個碳提供三隻腳與其他
一樣的碳鍵結共用所以 60 X 3 / 2 = 90 有90個菱邊，接下來我們再依據Euler定理可以算出這個碳球結構有
32個面。可以找其他有這個模型的人，一起來組更大的碳球模型或碳管結構，不過一個大原則，您僅能有五
邊形、六邊形、七邊形的面。 
 
 
二、碳球模型的研究 
 
研究一:多面體缺角和為720° 
在文獻探討(一)中，有多面體缺角和為720°的證明，但是否有更簡易的方式來證明呢? 
我們的證明方式如下: 
設點=多面體中點的個數  邊=多面體中邊的個數  面=多面體中面的個數 
缺角和=點*360°-各面角度和=點*360°- (𝑁

面
𝑘=1 k -2 )*180°  (Nk表示第k個面的邊數) 

=點*360°-( 𝑁
面
𝑘=1 k –面* 2 )*180°=點*360°-(2邊-2面)*180°=360°*(點-邊+面) 

接著從尤拉定理的等式:點+面=邊+2 移項，得到:點+面-邊=2 
帶入原式缺角和=360°*(點-邊+面)=360°*2=720°，故得證。 
 
研究二:碳球模型點與邊的關係 
在碳球模型中，每個點皆連接3條邊，而每條邊皆連接2個點。因此，點*3=邊*2。 
由此可知，點的個數必須為偶數。 
例如: 60個點會構成90個邊。(60*3=邊*2，得到:邊=90) 
         65個點則無法形成多面體。(因為65*3=邊*2，得到:邊=97.5，與事實不符) 

 
研究三:碳球模型與五邊形、六邊形之關係   
在碳球模型中，我們可以任意組裝，但有一個大原則，那就是只能有五邊形、六邊形、七邊形所組成。在組
裝碳球模型的過程中，我們拼湊出了比C60更大的C80、C120、C180、C240模型，並發覺其五邊形之數量皆為12
個，只是差在六邊形數量的不同，如表4-1所示。 
 

圖4-1 



 
表4-1:碳球模型與五邊形六邊形之關係 

 
 
 
 

 
 
設C60六邊形的數量為X。 
說明:共有12個五邊形與X個六邊形，由於每個邊被計算了2次，因此其邊的數量為:(12*5+6*X)/2。 
則12*5+6*X=2*邊=3*點=3*60，得到X=20。 
同理可證，C80會有(3*80-12*5)/6=30個六邊形，其餘以此類推。 
 
此外，利用多面體缺角和為720°，可知在只有五邊形與六邊形的情況下，五邊形必為12個，證明如下: 
若以平面論，被平均切分成3等分的平面各佔360° * 1

3
 =120° 

如左下圖所示，若平面的360°被壓縮成立體，使得後角θ<前角的標準120°，則產生的缺角為120°-θ。  
 
                                                                              
                                                                                     因五邊形的各個角皆為立體角的 1

3
 部分， 

                                                                                     故得到五邊形造成之總缺角為: 
                                                                                     120°*5-(5-2)*180°=120°*5-(180°*5-360°)=600°-540°=60° 
                                                                                     再由多面體之缺角和為720°可得:720°=60°*12=60°*五邊形數量， 
                                                                                     故五邊形數量必為12。 
 
 
研究四: 碳球模型與五邊形、六邊形、七邊形之關係 
但碳球模型可以包含的並不只有五邊形與六邊形，還有七邊形。若是將七邊形也考慮進去，會發生什麼狀況呢? 
從研究三的證明中，我們也可以得到七邊形造成之總缺角為:120°*7-(7-2)*180°=120°*7-(180°*7-360°)=840°-900°=-60° 
再由多面體缺角和=720°=五邊形數量*60°+七邊形數量*(-60°)，同除60°得:五邊形數量-七邊形數量=12。 
因此，以運用60顆碳原子模型進行組裝為例，我們可以假設:七邊形的數量為X個，所以五邊形的數量為X+12個 
 
運用尤拉定理，我們可以列得面的個數Y的方程式:60+Y=60*3/2+2，得Y=32 
故六邊形的數量=Y-五邊形數量-七邊形數量=Y-(X+12)-X=32-(2X+12)=20-2X 
由表4-2中可得知C60的碳球模型共有11種組合。 

 
表4-2: C60的碳球模型組合 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
同理得知: C80的碳球模型組合共有16種方式，C120的碳球模型組合共有26種方式， C180的碳球模型組合共有41種方式。C240
的碳球模型組合共有56種方式，如表4-3所示。 

 
表4-3:碳球模型組合情況 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  C60 C80 C120 C180 C240 

五邊形 12 12 12 12 12 

六邊形 20 30 50 80 110 

C60 五邊形數量 六邊形數量 七邊形數量 面的總數量 缺角和 

組合一 12 20 0 32 720° 

組合二 13 18 1 32 720° 

組合三 14 16 2 32 720° 

組合四 15 14 3 32 720° 

組合五 16 12 4 32 720° 

組合六 17 10 5 32 720° 

組合七 18 8 6 32 720° 

組合八 19 6 7 32 720° 

組合九 20 4 8 32 720° 

組合十 21 2 9 32 720° 

組合十一 22 0 10 32 720° 

  總面數 五邊形數量 六邊形數量 七邊形數量 組合情況 

C60 32 12+X 20-2X X X=0~10，共11種組合 

C80 42 12+X 30-2X X X=0~15，共16種組合 

C120 62 12+X 50-2X X X=0~25，共26種組合 

C180 92 12+X 80-2X X X=0~40，共41種組合 

C240 122 12+X 110-2X X X=0~55，共56種組合 



 

研究五:使用n顆碳原子模型，五邊形、六邊形、七邊形的組合數 (n為偶數且≥20)          
由研究二可知，n為偶數。而由研究三可知，最小的碳球模型12個五邊形和0個六邊形組成，因此至少要有
12*5/3=20顆碳原子模型所組成，故n ≥ 20。 
以n顆碳原子模型組成之碳球模型，可利用2邊-3點=0，求得其邊的數量為1.5n，再從尤拉定理的點+面=邊+2
可知，其面的數量=邊-點+2=1.5n-n+2=0.5n+2 
故當七邊形的數量為X時，五邊形的數量為X+12，而六邊形的數量則為0.5n+2-X-(X+12)=0.5n-2X-10 ≥ 0 
得0.25n-5 ≥X，又因X可等於0，故X有 [0.25n-5]+1種可能，所以Cn的碳球模型，共有[0.25n-5]+1種組合。 
 
研究六:能使用的多邊形不僅限於五、六、七邊形時(如表4-4表示) 
 

表4-4:其他符合每個點連接3條邊的多面體 

 

 

 

 
 

我們發現，這些多面體都會符合: (6 − 𝑁
面
𝑘=1 k)=12，證明如下:(設Nk表示第k個面的邊數) 

而由研究三的方式中，我們可以列得Nk邊形造成的總缺角為: 
120°*Nk-(Nk-2)*180°=120°*Nk-(180°*Nk-360°)=360°-Nk*60°=60°*(6-Nk) 

再由多面體之缺角和為720°可得多面體缺角和=720°=60°*12= 60
面
𝑘=1 °*(6-Nk)，因此得到 (6 − 𝑁

面
𝑘=1 k)=12。 

 
研究七:能使用的多邊形不僅限於五、六、七邊形，且每個點可連接不只3條邊時 
當每個點可連接的邊不只3條時，我們可列得:2*邊 ≥ 3*點 
(等號成立時，每個點恰好接3條邊) 
因此，我們假設一個變數α=2*邊-3*點   (α為正整數或0) 
 
以右圖的四角錐為例，其頂點E接了4條邊， 
而點A、點B、點C、點D則都連接3條邊， 
因此其α =1。    
 
當一多面體符合α=2*邊-3*點時， 
其每條邊亦連接2個點，並設每個點平均連接了X條邊，列得2*邊=X*點。 
將α=2*邊-3*點移項後，代入2*邊=X*點，得α + 3*點=X*點，同除以’’點’’後，得到X=3+ (α/點)。  
由研究三的方式中，可知其標準角應為360°/X。 
 
再由研究三的方式中，我們列得Nk邊形造成的總缺角和為: 
360°/X*Nk-(Nk-2)*180°=360°/X*Nk-(180°*Nk-360°)= Nk〔(360°/X)-180°〕+360°= Nk〔(360°/3+α/點)-180°〕+360° 
= Nk〔(360°*點/3*點+α)-180°〕+360°= Nk〔(-180°*點-180°*α)/(α+3*點)〕+360° 
=360°-60°*Nk〔(3*點+3α)/(α+3*點)〕=360°-60°*Nk{〔2α/(α+3*點)〕+1}=360°-60°*Nk-60°*Nk*〔2α/(α+3*點)〕 
又由缺角和為720°列得:720°= {

面
𝑘=1 360°-60°*Nk-60°*Nk*〔2α/(α+3*點)〕} 

同除以60°後移項，得12+ 〔(
面
𝑘=1 Nk*2α)/(α+3*點)〕=  (

面
𝑘=1 6-Nk) 

整理後得到12+〔(2α)/( α+3*點)〕*  𝑁
面
𝑘=1 k=  (

面
𝑘=1 6-Nk) 

將 𝑁
面
𝑘=1 k=2*邊=3*點+α帶入上式，得12+〔(2α)/( α+3*點)〕*(3*點+α)=12+2α= (

面
𝑘=1 6-Nk) 

因此得到 (6 − 𝑁
面
𝑘=1 k)=12+2α 

伍、研究結果  
 

一、除了文獻探討外，我們用了不同的方法證明了多面體缺角和為720°是正確的。 
二、欲構成碳球所需的點必為偶數，否則無法連成碳球多面體。 
三、碳球模型的多邊形只為五邊形與六邊形時，則不論其偶數點為何，其五邊形數量均為12。 
四、五邊形數量減七邊形數量等於12。 
五、碳球模型若同時考慮五邊形、六邊形與七邊形時，可以組合的情況則不是唯一，會有多種情況，如表4-2
與表4-3所示。 
六、n顆碳原子模型(n為偶數且≥20)組成之碳球模型，有[0.25n-5]+1個組合方式。 
七、對於符合每個點連接3條邊的多面體， (6 − 𝑁

面
𝑘=1 k)=12關係式恆成立。 

八、對於符合2*邊-3*點= α的多面體， (6 − 𝑁
面
𝑘=1 k)=12+2α關係式恆成立。 

 
陸、討論 

 
一、再研究包含弧線的立體圖形，如圓錐、圓柱等。 
二、未來應可再研究碳球模型的排列數。 
  

柒、結論 
 

在組裝碳球模型的過程中，我們也遇到了許多問題，像是五邊形和六邊形應該怎麼接，才能形成球形的C180、
C240模型，在文獻探討中，已證明出缺角和為720°，但是我們再用不同的方法證明其結果是正確的。 
我們也在研究的過程中，找出了他人尚未研究之性質。研究的過程雖然費時且辛苦，但我們卻從中學到了許
多寶貴的經驗。 
 
 
 
 
 

  正四面體 正六面體 N角柱 

三角形 4 0 0 

四邊形 0 6 N 

N邊形 0 0 2 
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