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摘要 

給定正立方體，執行以下動作：（1）把正立方體平均分割為 27 個小正立方體；（2）把每一

面的中間的小正立方體刪除掉，亦將最中心的小正立方體刪除掉；（3）把遺留下來的小正立方體

都依序重複步驟（1）、（2）。重複以上步驟，若操作 n 回後，則將殘存形體稱為第 n 階的『門格

海綿 Menger sponge』，並記為 nM 。本文將第 n 階的門格海綿 nM 視為由『true vertices、true 

edges、true faces』所組合而成的幾何形體，分析結構並建立遞迴關係式來計算出 nM 中三者的

數量，進一步分別運用『Total Angular Defect Formula』和『遞迴堆疊的結構關係』計算出門格

海綿的虧格數。 

壹、研究動機 

    在數列與級數的單元中，曾經遇過以下問題：『一單位長的正方形，第一次將其平分成 9 塊

（九宮格形），然後挖去中間一塊。第二次再將剩餘各小正方形各平分成 9 塊，分別去掉中間各

一塊，之後依此類推（如中下圖所示）。試求執行n 次後，所刪去掉的面積總量為何？』對於這

個圖形，我們覺得它呈現一種特別的數學之美，因此我們好奇，像這樣的利用遞迴手法建構出來

的平面圖形，能否將類似的概念擴展到三度空間的形體？上網搜尋資料後，我們得知此問題的三

度空間版本稱為門格海綿（如右下圖所示），英文為 Menger sponge，是一個可以擁有無限表面

積，但體積趨近於 0 的形體。在收集資料的過程中，亦得知門格海綿曾經出現在 2006 年台灣科

幻驚悚電影『詭絲』的劇情中（左下圖為電影海報），讓門格海綿更具有某種神秘感，這更添加

了我們對於門格海綿的研究興趣。因此我們利用 3D 列印，製作了一個第 3 階門格海綿的模型，

進一步觀察其結構。 

                      

    有關門格海綿的表面積、體積與邊長等度量指標，皆已有完整的研究。因此我們改以不同的

角度來看待門格海綿，在不計較長度、體積、表面積的情況下，延續第 50 屆北市科展作品『Menger 

Sponge』的內容，轉而針對新定義下的 true vertices、true edges、true faces 的數量進行研究。同

時我們試著運用不同的觀點，來探討門格海綿的虧格數。 
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貳、研究目的 

    令 nM 為第n階的門格海綿，我們的研究目的如下： 

（1）針對不同長度的 true edges，求其元素數量； 

（2）針對不同類型的 true faces，求其元素數量； 

（3）針對不同度數的 true vertices，求其元素數量； 

（4）計算 Menger Sponge 的虧格數。 

 

參、研究設備及器材 
方格紙、筆、電腦、繪圖與文書軟體（Powerpoint、Word、Excel）、Mathtype、3D 列印。 

 

 

肆、研究過程或方法 

一、基本概念、名詞解釋與先備知識 

    在研究過程中，我們將定義幾個名詞，用以來描述門格海綿的結構特徵。以下將依序介紹所

需的先備知識。 

 

Menger sponge 的定義 

    給定一個正立方體，依序執行下列步驟： 

（步驟 1）：把正立方體平均分割為 27 個小正立方體（此時正立方體的每一個面被平均分割為 9

個正方形）。 

（步驟 2）：把每一面的中間的小正立方體刪除掉，亦將最中心的小正立方體刪除掉。 

（步驟 3）：把遺留下來的小正立方體都依序重複步驟 1、步驟 2。 

每當執行完步驟 1、步驟 2 時，此時可以選擇停止，或繼續執行步驟 3。把以上步驟重複操作，

若操作n回後，則將所得的殘存形體稱為第n階的『門格海綿 Menger sponge』，並記為『
n

M 』。

特別的，我們將原始的正立方體視為第0 階的門格海綿。由上述的構造方法可知，門格海綿是由

一個正立方體透過幾個固定的步驟，遞迴式方法所建構出來的三度空間形體。下圖即為第0 階到

第3階的門格海綿示意圖： 
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Menger sponge 的堆疊法 

    由上述的門格海綿建構過程可知，越高階的門格海綿將被分割成更多且更細緻的小正立方

體，而高階的門格海綿，都是透過前一階的門格海綿所建構出來的。換句話說，對任意自然數n

而言， nM 是由 1nM  所分割出來的。為了方便研究 nM 的結構，在不計較長度、體積、表面積的

情況下，我們將門格海綿『遞迴式分割』的過程轉換為『遞迴式堆疊』的建構方法。以下我們將

利用遞迴式堆疊的方式來重新定義門格海綿，定義如下： 

（1） 令正立方體為第 0 階門格海綿，並記為 0M ； 

（2） 將8個 1nM  圍成一個正方形，其中每邊恰用3個 1nM  。將所得的形體記為 1,1nM  ； 

（3） 再將4 個 1nM  堆放在 1,1nM  角落的 1nM  上方。將所得形體記為 1,2nM  ； 

（4） 再將另一個 1,1nM  放置在 1,2nM  的上方； 

（5） 透過（2）、（3）、（4）步驟所得的形體記為 nM ，即為第n階的門格海綿。 
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    透過上述堆疊的概念可知，對任意自然數n， nM 是由20個 1nM  所堆疊出來的。因為 0M 是

一個正立方體，所以 nM 的結構中即包含20n 個 0M 。 

 

 

點、邊、面的概念 

    使用遞迴式堆疊的方式來瞭解門格海綿 nM 的結構後，接著 

分析 nM 的點、邊、面。對於正立方體 0M ，我們將 0M 視為一個 

由8個點、12 條邊、6個面組成的形體（如右側上圖所示）。由 

於 nM 是透過眾多的 0M 所組合而成，故亦可將點、邊、面等 

概念套用至 nM 上。若兩個點之間有邊相連，則稱此『兩點相鄰』； 

若兩個邊交會在一個點，則稱此『兩邊相鄰』；若兩個面之間交 

會於一條邊，則稱此『兩面相鄰』（如右側中間圖所示）。此外， 

給定 nM ， ( )nV M 代表 nM 的所有點形成的集合； ( )nE M 代表 nM  

的所有邊形成的集合； ( )nF M 代表 nM 的所有面形成的集合。另 

外我們特別定義『單一側面』是指：在圖形最外側，且在同 

一平面上所有面所形成的面集合（如右側下圖所示）。 

 

 

 

第 50 屆北市科展作品『Menger Sponge』中（參考資料 2），刻畫了第n階門格海綿 nM 的點、

邊、面數量，已有以下結果： 

參考文獻結果： {0}n   ，令 ( )nV M 、 ( )nE M 、 ( )nF M 分別為第n階門格海綿 nM 的點、

邊、面的數量，則 （1）
24 384
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32
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                               （4）
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二、Menger Sponge 的 true edges、true faces、true vertices 數量計算 

 
在參考資料 2 中，我們是用遞迴式堆疊的觀點在討論門格海綿的點、邊、面，如左上圖的紅

色及綠色點都視為點，中上圖的紅色和綠色線段都視為邊，右上圖的綠色及藍色區塊都視為面。

接下來，我們試著改用門格海綿最初的建構方式，也就是遞迴式分割的觀點來分析它。如此，將

圖 1、圖 2 與圖 3 中黃色部份視為新定義的點、邊、面，而上圖的綠色（點與邊）及綠色（面）

則不算。以分割的觀點來重新定義的點、邊、面，我們分別稱為門格海綿的『true vertices』、『true 

edges』以及『true faces』。  

 
           

我們將同一個平面上的所有連通的區域看成是一個 true face（圖 3）。將同一條稜線上的邊看

作是一條 true edge（圖 2），但在門格海綿內部同一條稜線上的邊，我們將其視為三條不同的 true 

edges（圖 4），意即兩個 true faces 的交界即為 true edge。然而一條 true edge 兩側的端點則是 true 

vertices（圖 1）。方便起見，以下我們所討論的點、邊、面分別為本文中新定義的 true vertices、

true edges、true faces。我們好奇的是，如何刻畫 nM 的 true vertices、true edges、true faces 的數量？ 

 

n
M 的  true edges  

對於門格海綿 true edges 的長度，若將 true edge 以遞迴式堆疊的觀點看待，可視為由n個 0M

的稜線所構成，則定義此 true edge 的長度為 n。如左下圖紅色的 true edge 以遞迴式堆疊的觀點，

是由 3 個 0M 的稜線所構成，故其長度為 3；而黃色的 true edge 以遞迴式堆疊的觀點，為 0M 的

稜線，故其長度為 1。特別的，我們將 nM 在第 n次分割時挖去的小正立方體所形成的洞稱為『單
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位洞』，可知單位洞其周圍的 true edges 長度皆為 1。 

 

 若以堆疊的觀點來看待第 n階門格海綿中 true edges 的長度種類，不難得知，會有長度為1、

3、 23 、 、3n 的邊；除此之外，堆疊過程中的側面重合處，面上的洞會相接而形成長度為 2 1 、

2 3 、 22 3 、 、 22 3n 的邊（如下圖紅色的邊）。故 true edges 可依長度將其分為1 3 i 及 2 3 j ，

其中  0,1,2, ,i n 、  0,1,2, , 2j n  。 

 

  

觀察下圖中 1M 、 2M 的 true edges，我們發現『 2M 中長度為 23 的邊』與『 1M 中長度為 3 的

邊（紅色邊）』數量相同，『 2M 中長度為3的邊』與『 1M 中長度為1的邊（綠色邊）』數量也相同。

這是因為 nM 是由 1nM 所分割而成，故 nM 中長度為3i的邊與 1nM  中長度為 13 i 的邊數量會相同，

其中 1 i n  。同樣地， nM 中長度為 2 3 j 和 1nM 中長度為 12 3  j 的邊數量相同，其中

1 2j n   。 

 

 

 

 

 

 

 

                      

 依照此想法，我們列出各階層的門格海綿中各種 true edges的長度，並將數量相同的 true edges

以箭頭呈現對應關係，即可得到以下示意圖： 

2 1  true edge(長度為 的 ） 2 3  true edge(長度為 的 ）

2

1 23    3  M true edge M true edge( 中長度為 的 中長度為 的 ）
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觀察上表， nM 的 true edges 除了長度為 1 和 2 的數量外，其餘在數量上皆可與 1nM  中的一

個長度對應。例如 4M 中長度為 31 3 的邊與 3M 中長度為 21 3 的邊數量相同，也與 2M 中長度為1 3

及 1M 中長度為 1 的邊數量相同。意即『 4M 中長度為 31 3 的邊』與『 1M 中長度為 1 的邊』有相

同的數量。同理，『 4M 中長度為 22 3 的邊』與『 2M 中長度為 2的邊』有相同的數量。這表示 nM

的 true edges 的數量，除了長度為 1 與 2 以外，皆可對應到某一個較低階的門格海綿，將其對應

至長度為 1 或 2 的 true edges 的數量。 

 

根據上述推論可知，在計算 nM 中 true edges 的數量時，我們真正需要刻畫的只有 nM 中長度

為 1 或 2 的 true edges 的數量。以下我們將依 true edges 的兩種不同長度進行討論。 

 

n
M 中長度為 1 的  true edges  

對任意非負整數n，定義『 n
g 』為 nM 上長度為 1 的邊數量，可知 0 12g 、 1 60g 。在計算

出 2 816g 的過程中，我們得知可以由遞迴關係來求得 ng 的一般式，說明如下。 
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 

 

M M M M M      nM

4

3

2

2

1

1

                             1 3

                             1 3

                      27   2 3

                       9    1 3

                9     6    2 3

                3     3    1 3

         













0 1 2 3 4

3     2     2      2

  1     1     1     1      1

         M M M M M

1

4

3

2

1 3

                                        1 3

                             1 3    2 3

                             1 3    1 3

                      27   2 3     

          









 

 

 

n

n

i

i

　　　　　　　　　　　

　

　　　　　　　　　　　

2

1 1

1 1

0 1 2 3 4

             9    1 3     

                9     6    2 3    2 3

                3     3    1 3    1 3

         3     2     2      2         2

  1     1     1     1      1         1

          

 

 

 

M M M M M      nM

4

3

2

2

1

1

                             1 3

                             1 3

                      27   2 3

                       9    1 3

                9     6    2 3

                3     3    1 3

         













0 1 2 3 4

3     2     2      2

  1     1     1     1      1

         M M M M M

（高階與低階的對應關係）

2 31  3 ii

nM true edges中長度為 、 的  數量

1

1 11 3  2 3n

i iM true edges 
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 第 n階的門格海綿 nM 是由 20個 1nM  所堆疊而成，又連接側面的單位洞在相接時，會有 4 條

邊重合，而不能算作是 nM 的 true edges，此外，在單位洞內則會有 4 條長度為 1 的邊因相接而形

成長度為 2的 true edges（右下圖）。故計算長度為1的邊時，每個連接側面的單位洞皆有8條邊需

去除，相接處包含 2個單位洞，每一連接側面有 28 n 個單位洞，又連接側面共有 24 個，因此可得

2

120 8 2 24 8n

n ng g 

     。故可建立遞迴關係 1

2

1

20 8 2 24 8 , 2

60




      




n

n ng g n

g
。 

 

 
     

令 p 為實數，滿足『 1

220 8 2 24 8 

    n n

ng g     1

18 20 8

    n

n n

ng p g p 』。 

因為  1

18 20 8

    n

n n

ng p g p    1

120 12 8 

   n

n ng g p ，比較係數後可知 4 p ，所以

 1

14 8 20 4 8

    n

n

n

ng g 。對任意正整數n，定義 4 8  n

n

nG g ，可知新數列 nG 為首項

1 28G 且公比為 20 的等比數列，所以 1

1 120 2028    n

n nG G ，故數列  ng 的一般式為

12028 4 8  n n

ng 。 

 

  
  

  

  

  

  
  
      

      
  

    

    
  
  

 

20乘以

單位洞相接需去除原長度1的邊
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n
M 中長度為 1 的邊數量： n ， nM 中長度為 1 的邊數量為 128 20 4 8n n

ng     。 

                        特別的， 0 12g 。 

 

 

n
M 中長度為 2的  true edges  

對任意非負整數n，定義『 n
j 』為 nM 上長度為 2 的邊數量，可知 0 0j 、 1 0j 、 2 96j 。 

 
 

第n階的門格海綿 nM 是由 20個 1nM  所堆疊而成，在連接側面的單位洞內會有 4 條長度為 1

的邊因相接而形成長度為 2 的 true edges（右下圖）。每一連接側面有 28 n 個單位洞，且有 24 個連

接側面，因此可得 2

120 4 24 8 

    n

n nj j 。 

故可建立遞迴關係 1

1

220 4 24 8 , 2

0




     




n

n nj j n

j
。 

 

 

因為  1

18 20 8

    n

n n

nj p j p    1

120 12 8 

   n

n nj j p ，比較係數後可知 1p ，所以

 1

18 20 8

  n n

n nj j 。對任意正整數n，定義 8  n

n nJ j ，可知新數列 nJ 為首項 1 8J 且公

比為 20的等比數列，所以 1

1

120 208    n

n

nJ J ，故數列 nj 的一般式為 10 88 2 n n

nj
  。 

 

2單位洞相接新增長度 的邊
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n
M 中長度為 2 的邊數量： n ， nM 中長度為 2 的邊數量為 120 8n n

nj
  8 。 

                        特別的， 0 0j 。 

 

n
M 中  true edges的數量 

nM 的 true edges 可依長度將其分為1 3 i 及2 3 j，其中  0,1,2, ,i n 、  0,1,2, , 2j n  ，

亦可表示為       13 , 0 ,1 , ,1 2 2 3 3i n nt t i n     ： ， ， 。對於長度為 3 it 的 true edges 數量

以符號記為『 ( 3 )
i

N t  』，皆可對應至較低階的門格海綿 n iM  中長度為 1 或 2 的 true edges 數量。 

 

    綜合以上討論，對於刻畫 nM 的 true edges 數量有以下結果： 

Theorem 1： n
M 的 true edges 數量 

nM 的 true edges 長度類型有       13 , 0 ,1 , ,1 2 2 3 3i n nt t i n     ： ， ， 。 

其數量為
1

1

120
( 3 )  (3 ) 6

8
0 (3 ) 12

28 20 4 8 1

2
， ，

8     ，

， 









 





   
   





  n i

i

n

n i

n i

n

n i n n

i i

j
N

t

t
N t N

g
。 

nM 的 true edges 總數量為
0 0

36 24 888
20 8

19 7 133

n n

k

k

k

n n

k

g j


       。 

0

1

1

4

3

1 3  

                                        1 3

                             1 3    2 3  

                             1 3    1 3  

                      27   2













 













n

n

i

n i

i

n i

g

g

j

g

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

2

2

1 1

1

1 1

1

3     

                       9    1 3     

                9     6    2 3    2 3  

                3     3    1 3    1 3  

         3     2     2      2         2      

  1     1     1    











 

 

 

 

n

n

n

j

g

j

0 1 2 3 4

 1      1         1      

               

 n

n

g

M M M M M M

0

1

1

4

3

1 3  

                                        1 3

                             1 3    2 3  

                             1 3    1 3  

                      27   2













 













n

n

i

n i

i

n i

g

g

j

g

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

2

2

1 1

1

1 1

1

3     

                       9    1 3     

                9     6    2 3    2 3  

                3     3    1 3    1 3  

         3     2     2      2         2      

  1     1     1    











 

 

 

 

n

n

n

j

g

j

0 1 2 3 4

 1      1         1      

               

 n

n

g

M M M M M M

1 3n

iM true edges中長度為 的  數量

1 3( )i

n inM gN 中

2 3n

iM true edges中長度為 的  數量

2 3( )i

n inM jN 中

1n iM true edges 中長度為 的  數量

2n iM true edges 中長度為 的  數量

（高階與低階的對應關係）
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n
M 的  true faces  

我們先以遞迴式堆疊的觀點來觀察第 n階門格海綿中 true faces 的形狀，不難得知，會有外

輪廓線為正方形的 true face；除此之外，堆疊的過程中側面重合處，面上的洞會相接而在內部形

成輪廓線為長方形的 true face。 

                   

（正方形的 true face）                （長方形的 true face） 

 

 

 利用此發現，若將 true face 以遞迴式分割的觀點，可看成分割 i 次的正方形，則以符號

『 (1 1)
i

 』表示。例如左上圖紅色的 true face 以遞迴式分割的觀點，可看成分割 2 次的正方形，

故以符號 2(1 1) 表示。此外，若將 true face 以遞迴式分割的觀點，可看成分割 i 次的長方形，則

以符號『 (1 2)
i

 』表示。例如右上圖黃色和藍色的 true faces 以遞迴式分割的觀點，均可看成分

割 0 次的長方形，故以符號 0(1 2) 表示。 

 

 

（Ture faces 的兩大類型） 

正

方

形

分割1次 分割2次

0(1 1)
1(1 1) 2(1 1)

長

方

形

0分割 次 分割1次 分割2次

0(1 2)
1(1 2) 2(1 2)

0分割 次

(1 1)i

(1 2)i
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觀察下圖中 1M 、 2M 的 true faces，我們發現『 2M 中 2(1 1) 的面與 1M 中 1(1 1) 的面（紅色面）

數量相同』，『 2M 中 1(1 1) 的面與 1M 中 0(1 1) 的面（黃色面）數量也相同』。因為 nM 可視為由 1nM

所分割一次而成，故 nM 中 (1 1) i的面與 1nM  中 1(1 1)  i 的面數量會相同，其中 1 i n  。同樣地，

nM 中 (1 2) i 和 1nM 中 1(1 2)  i 的面數量相同，其中1 2i n   。 

 
                          

依照此想法，我們列出各階層門格海綿中的各種 true faces，並將數量相同的 true faces 以箭

頭呈現對應關係，即可得到以下示意圖： 

  

 
 

觀察上表， nM 的 true faces 除了 0(1 1) 和 0(1 2) 的數量外，其餘皆可與 1nM  中的一個面對應，

亦可對應到某一個較低階的門格海綿中 0(1 1) 或 0(1 2) 的 true faces 的數量。例如 3M 中 3(1 1) 的

面與 2M 中 2(1 1) 的面數量相同，也與 1M 中 1(1 1) 及 0M 中 0(1 1) 的面數量相同。意即『 3M 中 3(1 1)

2                                                                  (1 2)

                                                                       

                                                      





n

1

0

0 3

 (1 1)        

                                      (1 2)                   

                                     (1 2)       (1 1)   (1 2)

                         (1 2)  (1 1)                   

 

  

  

   

n

i i

2 2 2 2

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 1 2 3

                         (1 1)  (1 1)       (1 1)   (1 2)

             (1 1)   (1 1)   (1 1)       (1 1)   (1 2)

(1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)      (1 1)   (1 2)

                              

   

    

     

M M M M               nM

1M 2M

（高階與低階的對應關係）

(1 2)(1 1)  n i iM true faces中 、 的  數量

1 11 (1 2( )1)  1n iiM true faces 中 、 的  數量

2 22 (1 2( )1)  1n iiM true faces 中 、 的  數量

0 0(1 2 (1 1) )n iM true faces  中 、 的  數量
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的面』與『 0M 中 0(1 1) 的面』有相同的數量。同理，『 4M 中 2(1 2) 的面』與『 2M 中 0(1 2) 的面』

有相同的數量。 

 

由此可知，計算 nM 中 true faces 的數量時，我們真正需要刻畫的只有 nM 中 0(1 1) 和 0(1 2) 的

true faces 的數量。以下我們將依 true faces 的兩種不同類型進行討論。 

 

 

n
M 中

0
(1 1) 的  true faces  

 對任意非負整數n，定義『 n
y 』為 nM 中 0(1 1) 的面數量，可知 0 6y  、 1 24y  。在計算出

2 288y  的過程中，我們得知可以由遞迴關係來求得 ny 的一般式，說明如下。 

 

0M                    1M                       2M  

 第n階的門格海綿 nM 是由 20個 1nM  所堆疊而成，又連接側面的單位洞內，有 4 個面因相接

而形成 0(1 2) 的面（如下圖）。故計算 0(1 1) 的面時，在堆疊的過程中，每個連接側面的單位洞

皆有 4 個面需去除，此 8 個 0(1 1) 的面將合併為 4 個 0(1 2) 的面，而每一連接側面各有 28 n 個單

位洞，且共有 24 個連接側面，因此可得 2

120 2 4 24 8n

n ny y 

     。故可建立遞迴關係

1

2

1

20 2 4 24 8 , 2

24

n

n ny y n

y




      



。 

 

 

0 08 (1 1) 4 (1 2) 個 合併為 個
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令 p 為實數，滿足『 2

120 2 4 24 8n

n ny y 

         1

18 20 8

    n

n n

ny p y p 』。 

因為  1

18 20 8

    n

n n

ny p y p    1

120 12 8 

   n

n ny y p ，比較係數後可知 2 p ，所以

 1

12 8 20 2 8

    n

n

n

ny y 。對任意非負整數n，定義 2 8  n

n

nY y ，可知新數列 nY 為首項

1 8Y 且公比為 20 的等比數列，所以 1

1

120 208    n

n

nY Y ，故數列  ny 的一般式為

1208 2 8  n n

ny  

 

n
M 中

0
(1 1) 的面數量： n ， nM 中 0(1 1) 的面數量為 18 20 2 8n n

ny     。 

                      特別的， 0 6y 。 

 

n
M 中

0
(1 2) 的  true faces  

 對任意非負整數n，定義『 n
z 』為 nM 中 0(1 2) 的面數量，可知 0 0z  、 1 0z 、 2 96z 。 

 

 

第n階的門格海綿 nM 是由 20個 1nM  所堆疊而成，在連接側面的單位洞內會有 4 個面因相接

而形成 0(1 2) 的面（如下圖）。每一連接側面各有 28 n 個單位洞，且共有 24 個連接側面，因此可

得 2

120 4 24 8 

    n

n nz z 。故可建立遞迴關係 1

2

1

20 4 24 8 , 2

0




     




n

n nz z n

z
。 

 

 

0(1 2)
1(1 2)

0 08 (1 1) 4 (1 2) 個 合併為 個

1 1

0(1 2) 2 對 長度 的邊
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令 p 為實數，滿足『 2

120 4 24 8 

    n

n nz z     1

18 20 8

    n

n n

nz p z p 』。 

因為  1

18 20 8

    n

n n

nz p z p    1

120 12 8 

   n

n nz z p ，比較係數後可知 1p ，所以

 1

18 20 8

  n n

n nz z 。對任意正整數n，定義 8  n

n nZ z ，可知新數列 nZ 為首項 1 8Z 且公

比為 20的等比數列，所以 1

1

120 208    n

n

nZ Z ，故數列 nz 的一般式為 1208 8  n n

nz 。 

 

n
M 中

0
(1 2) 的面數量： n ， nM 中 0(1 2) 的面數量為 18 20 8n n

nz    。 

                      特別的， 0 0z 。 

 

    我們可以發現， nM 中『 0(1 2) 的面數量 nz 』與『長度為 2 的邊數量 nj 』具有相同的數量，

意即 120 88 n

nn

nz j   。堆疊的過程當中，不難得知『 0(1 2) 的面』與『長度為 2 的邊』是伴

隨而生，兩者具有一對一對應關係。 

 

n
M 中  true faces的數量 

 nM 的 true faces 可分為正方形類 (1 1) i 以及長方形類 (1 2) j ，其中 {0,1,2,......, }i n 、

{0,1,2,......, 2} j n 。亦可表示為       1(1 ) , 0 ,1 , , 2 (1 1) ,(121 1)i n nt t i n       ： ， 。對於

分割 i次的 true faces 數量 ((1 ) ) iN t ，我們皆可表示為 i的一般式。 

0                                                   (1 1)

                                                   

                                                 (1 1)

                            











 n i

n

i

y

y

3

2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 1 2 3

2

1

          (1 1)     

                         (1 1)   (1 1)   (1 1)

             (1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)  

(1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)

                             







 

  

   

  



 

n

n

n

y

y

y

M M M M   nM

正方形

0                                                   (1 1)

                                                   

                                                 (1 1)

                            











 n i

n

i

y

y

3

2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 1 2 3

2

1

          (1 1)     

                         (1 1)   (1 1)   (1 1)

             (1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)  

(1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)

                             







 

  

   

  



 

n

n

n

y

y

y

M M M M   nM

0                                                   (1 1)

                                                   

                                                 (1 1)

                            











 n i

n

i

y

y

3

2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 1 2 3

2

1

          (1 1)     

                         (1 1)   (1 1)   (1 1)

             (1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)  

(1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)   (1 1)

                             







 

  

   

  



 

n

n

n

y

y

y

M M M M   nM

正方形

   

2 2                                           (1 2)

                                              

                                          (1 2)

                                              

n i

n

i

z

z 









2 2

1 1 1

0 0 0 0

1 2 3 4

2

1

                               (1 2)  (1 2)

                   (1 2)  (1 2)  (1 2)

       (1 2)  (1 2)  (1 2)  (1 2)

                       n

n

n

n

M M

z

z

M M

z

M







 

  

   







長方形

 

 

 

 

(1 1)inM true faces中 的  數量

(1 1)( )i n inM N y 中

0(1 1)n iM true faces 中 的  數量

（高階與低階的對應關係）

(1 2)inM true faces中 的  數量

(1 2)( )i n inM N z 中

0(1 2)n iM true faces 中 的  數量
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綜合以上討論，對於刻畫 nM 的 true faces 數量有以下結果： 

Theorem 2： n
M 的 true faces 數量 

nM 的 true faces 類型可分為       1(1 ) , 0 ,1 , , 2 (1 1) , (1 2 1 1)： ，       i n nt t i n 。 

其數量為 11
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  
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




 

 
     

 





 
 ， ，

   ，

，

8
。 

nM 的 true faces 總數量為
00

16 8 534
20 8

19 7 133
k

n n

k

n

k

n

ky z
 

       。 

 

n
M 的  true vertices  

    對於任意階層的門格海綿 nM 的 true vertices，定義點 v相連的 true edges 數量為deg( )v ，可區

別為兩種情形，分別為deg( ) 3v （紅色的點）及deg( ) 6v （綠色的點）。 

           
經過觀察後，我們發現deg( ) 6v 的點只會出現在第 n階門格海綿的內部，而deg( ) 3v 的點

除了在 nM 的內部會出現之外，還會在門格海綿的表面出現，因此有關deg( ) 3v 的點數量計算是

相對複雜的。 

 

n
M 中deg( ) 3v  的  true vertices  

對任意非負整數n，定義『 n
t 』為 nM 中deg( ) 3v 的點數量。可知 0 8t 、 1 32t 。在計算出

2 320t 的過程中，我們得知可以由遞迴關係來求得 nt 的一般式，說明如下。 

                       
          0 8t                         1 32t                        2 320t  
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對任意正整數n，以遞迴式分割的觀點觀察 nM ，原本 1nM 中deg( ) 3v 的點經過分割之後，

在 nM 上仍會是deg( ) 3v 的點數量（如下圖綠點及黃點所示），定義其為『 (1)

n
t 』，故可得 (1)

1n nt t  。 

 
 

    除了這些原有的點之外，在 -1nM 分割為 nM 的過程中會有新的deg( ) 3v 的點產生，而新生成

的點會出現在 -1nM 單位洞的洞口周圍（如左下圖）及內側（如右下圖），我們進一步將其分為這

兩類討論。 

 

 

    對任意正整數n， 1nM  中每一個單位洞洞口的 4 個 true vertices 皆為deg( ) 3v ，又單位洞洞

口點數量為『 1 2 n nt t 』。若將洞口視為九宮格的中心，在分割成 nM 時周圍會產生 8 個 nM 的單

位洞，可視為 4 個deg( ) 3v 的點數量複製 8 次。定義『 (2)

n
t 』為 -1nM 單位洞的洞口周圍在分割時

新生成的點數量，可得 (2)

1 2( ) 8n n nt t t    。 

nM

1nM 

分割一次

1 deg( ) 3nM v 單位洞周圍新生

1 deg( ) 3nM v 單位洞內側新生
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0t                  01t t             
(2)

2 1 08( )t t t   

    1nM  中單位洞內側的 4 個面，在分割成 nM 時各會產生 1 個 nM 的單位洞，又單位洞洞口皆

有 4個deg( ) 3v 的 true vertices。而每個 1M 有 6個單位洞，由堆疊的觀點來看， 1nM  可視為 ( 1) 120  n

個 1M 堆疊而成，定義『 (3)

n
t 』為 1nM 單位洞內側分割出新的 deg( ) 3v 的點數量，故可得

(3) 2 24 4 6 20 96 20n n

nt
       。 

 

 

因為 nM 中deg( ) 3v 的點可以分成三個部分來計算，分別是『 1nM 原有的 (1)

nt 』，以及當 1nM 

進行一次分割所得 nM 時所新生成的『 -1nM 單位洞的洞口周圍 (2)

nt 』與『 -1nM 單位洞的內側 (3)

nt 』。

因此可得 (1)

1

(3))

1 2

2(2 ( 98 6) 20nn nnn

n

n nt tt t ttt  

       。故可建立遞迴關係式

1 1 2

2

0 1

8( ) 96 20 , 2

8 ,  32

n

n n n nt t t t n

t t



  
      


 
。 

 

透過將遞迴式加總， 

可得
1 0

2

1

0

8 8 96 20
n

k

n n

k

t t t t






      

  1

1

96 704
8 20

19 19
n

n

nt t 

    。 

 

 

 

 
 

 
 

(3) 2 2

2 4 4 6 20t     

2

3

1

1

3 2 2 1

0

2 1 1 0

2

1

0

1 1 2

2 2 3

1 0

8( ) 96 20

8( ) 96 20

8( ) 96 20

8( ) 96 20

8 8 96 20

n

n n n n

n n

n

n

n

n

n

k

n

k

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t



  

 













    

    

    

    

    

)



( )遞迴式加總
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令 ,p q為實數，滿足『 1

1

96 704
8 20

19 19
n

n

nt t 

        1

120 8 20n n

nnt p q t p q

       』。

因為  1

120 8 20n n

nnt p q t p q

          1

18 12 20 7n

nnt t p q

    ，比較係數後可知
8

19
p




且
704

133
q


 ，所以 1

1

8 704 8 704
20 8 20

19 133 19 133

n

n

n

nt t 



 
       

 
。對任意非負整數 n ，定義

8 704
20

19 133

n

n nT t    ，可知新數列 nT  為首項
0

16

7
T  且公比為 8 的等比數列，所以

0

16
8 8

7

n n

nT T    ，故數列 nt 的一般式為
8 16 704

20 8
19 7 133

n n

nt     。 

n
M 中deg( ) 3v  的點數量： 

{0}n   ， nM 中deg( ) 3v 的點數量為
8 16 704

20 8
19 7 133

n n

nt      。 

 

n
M 中deg( ) 6v  的  true vertices  

對任意非負整數n，定義『 n
u 』為 nM 中deg( ) 6v  的點數量。可知 0 0u 、 1 8u 。在計算

出 2 168u 的過程中，我們得知可以由遞迴關係來求得 nu 的一般式，說明如下。 

                
            0 0u                      1 8u                        2 168u  

第n階的門格海綿 nM 是由 20個 1nM  所堆疊而成，我們發現 1nM  中deg( ) 6v 的點經過堆疊

之後在 nM 中仍為deg( ) 6v （如右上圖綠點），又堆疊成 nM 時在最中心處會新生成 8 個deg( ) 6v

的點（如右上圖黃點）。故可建立遞迴關係
1

0

20 8 , 1

0

  




nnu u n

u
。 

    令 p 為實數，滿足『 120 8 nnu u     120   n nu p u p 』。因為  120   n nu p u p    

120 19 n nu u p ，比較係數後可知
8

19
p ，所以 1

8 8
20

19 19


 
   

 
n nu u 。對任意非負整數n，定
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義
8

19
 nnU u ，可知新數列 nU 為首項

0

8

19
U 且公比為 20的等比數列，所以

0

8
20 20

19
   n

n nU U ，故數列 nu 的一般式為
8

20
8

19 19
  n

nu 。 

 

n
M 中deg( ) 6v  的點數量： 

{0}n   ， nM 中deg( ) 6v 的點數量為
8 8

20
19 19

n

nu    。 

 

n
M 中  true vertices的數量 

因為 nM 的 true vertices 種類只有deg( ) 3v 、deg( ) 6v 兩種，故可得其總數量為 nnt u ，可

知
8 8

20 )
19

8 16 704
20 8 )

16 16 648
( ( 20 8

1919 7 133 7 1 319 3

n n

n

n

n

n nut             。 

 

    綜合以上討論，對於計算 nM 的 true vertices 數量有以下結果： 

Theorem 3： n
M 的 true vertices 數量 

{0}n   ， nM 的 true vertices 可區分為

8 16 704
deg( ) 3 20 8

19 7 13

8 8
deg( ) 6 20

19

3

19

n

n

n n

nv

v

t

u

 








 

  

的

的

點數量：

點數量：

。 

nM 的 true vertices 總數量為
16 16 648

20 8
19 7 133

n

n

n

nut       。 

 

三、Menger Sponge 的 Total Angular Defect 

在計算出第n階門格海綿 nM 的 true edges、true faces 與 true vertices 的數量後，我們將 nM 視

為是鑲嵌在封閉曲面上平面化的圖形，意即 nM 可畫在封閉曲面上使得邊不相交。進一步討論該

封閉曲面的『虧格數』。 

 

曲面的虧格數 

在拓樸學中，對於一個封閉曲面 S ，在曲面 S 上，若最多存在 k 條不同的封閉曲線能使曲面

S 不被分開，則稱此曲面 S 的『虧格數 genus』為 k 。若一個曲面的虧格數為 k ，則將此曲面記
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為『
k

S 』。給定一個圖G ，若圖G 可以畫在曲面 S 上使得邊不相交，則稱圖G 可以『鑲嵌』在曲

面 S 上，意即圖G 是在曲面 S 上的平面圖（一般圖論中的平面圖指的是在球面 0S 上的平面圖）。

若 k 為最小的整數能使得圖G 可以鑲嵌在曲面 kS 上，則稱 k 為G 的虧格數，並記為『 ( )G k  』。

意即  ( ) min :  kG k G S  圖 可鑲嵌在曲面 上 。 

 

 

 

n
M 的 genus -歐拉定理 

    一般科普書籍中都會介紹球面上平面圖的點、邊、面具有下列關係式： 

歐拉定理：對於任意曲面 0S 上的連通平面圖G ， ( ) ( ) ( ) 2V G E G F G   恆成立。 

 

上述的歐拉定理述說著球面 0S 的拓樸表徵，事實上，曲面的虧格數將會決定曲面 kS 上平面

圖的點、邊、面的定量關係，而歐拉定理的結論可以推廣至任意曲面 kS 上，定理敘述如下： 

 

廣義歐拉定理：令連通圖G 的虧格數為 k， ( )V G 、 ( )E G 、 ( )F G 分別為圖G 鑲嵌在曲面 kS 上

的點、邊、面的數量，則 ( ) ( ) ( ) 2 2V G E G F G k    恆成立。 

     

角度缺陷-  angular defect  

    在幾何學中，給定一個三度空間中的多面體P，令 v為多面體P 的頂點，若deg( )v k ，則v

與 k 個面相鄰，意即 v與 k 個平面角相鄰，令此 k 個平面角為 1, 2, , k   。將此 k 個平面角展

開在二度空間的平面上，考慮完整的圓周角 2 與此 k 個平面角總和之間的差，將 2 減去

( 1 2 )k    的量稱為頂點 v的『Angular defect』，並以符號記為『 ( )AD v 』。 

0
S曲面

1
S曲面 2

S曲面
3

S曲面
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多面體的 Angular Defect： 

令 v為多面體 P 的頂點，若 v與 k 個平面角 1, 2, , k   相鄰，則定義頂點v的 angular defect

為
1

2
k

i

i


  ，以符號記為 ( )AD v 。 

 

例如：（1）考慮正四面體，因為頂點 v與三個正三角形相鄰，正三角形的平面角為
3


。 

所以頂點 v的 angular defect 2 ( )
3 3 3

  
     ，故 ( )AD v  。 

（2）考慮正十二面體，因為頂點 v與三個正五邊形相鄰，正五邊形的平面角為
3

5


。 

所以頂點 v的 angular defect 
3 3 3

( )
5 5 5 5

2
   

     ，故 ( )
5

AD v


 。 

 

    考慮三度空間中五個正多面體，將每個頂點的 angular defect 記錄於下表： 

 頂點數量 每個面的形狀 ( )AD v  Angular defect 總和 

正四面體 4  正三角形   4 4    

正六面體 8  正方形 
2


 8 4

2


   

正八面體 6  正三角形 
2

3


 

2
6 4

3


   

正十二面體 20  正五邊形 
5


 20 4

5


   

正二十面體 12  正三角形 
3


 12 4

3


   

 

由上述表格可發覺，在正多面體中，每個正多面體的頂點數不同，而每個頂點的 angular defect

也不同。但特別的是，在正多面體中，若將每個頂點的 angular defect 加總起來，皆會得到相同

的總和 4 。我們當然好奇，對於任意多面體，不論面的形狀、頂點數的多寡，也不論頂點所在

v

平面角平面角

平面角

v
3

2

1( )AD v

( ) 2 ( 1 2 3)AD v     
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的立體角的凹凸性，其 angular defect 的總和是否皆為定值 4 ？對於任意多面體P，我們將每個

頂點的 angular defect 總和定義為多面體 P 的『Total angular defect』，並以符號記為『 ( )TAD P 』。 

 

多面體的 Total Angular Defect： 

給定多面體 P，各頂點的 angular defect 總和稱為 P 的 total angular defect，以符號記為 ( )TAD P 。

意即
( )

( ) ( )
v V P

TAD P AD v


  。 

 

    任意多面體 P， ( ) ( ) ( )V P E P F P  的值稱為『歐拉特徵數』，此為一個拓樸不變量，其值

反應著該多面體 P 的拓樸特性，可以顯示該多面體的虧格數。事實上，任意多面體 P 的 total 

angular defect 的值亦與歐拉特徵數具有相當密切的關係。17 世紀時笛卡爾（Descartes）已經說

明了 ( )TAD P 與  ( ) ( ) ( )V P E P F P  之間的恆等式，其定理敘述如下： 

笛卡爾定理 Total Angular Defect Formula： 

給定多面體 P ，  
( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
v V P

TAD P AD v V P E P F P


    。 

 

【證明】： 

給定多面體 P ，令 P 的點、邊與面的集合分別為V 、E 、F 。 

令 v為 P 的頂點，則頂點 v的 angular defect 為 ( ) 2 ( )AD v v  相鄰的平面角 。 

考慮所有頂點的 angular defect 總和，則多面體 P 的 total angular defect 為 ( )TAD P 。 

 ( ) ( ) 2 ( )
v V v V

TAD P AD v v
 

     相鄰的平面角  2 | | ( )
v V

V v


    相鄰的平面角  

 2 | | ( )
f F

V f


    周圍的平面角     （所有平面角的總和等於所有面上的內角總和） 

 2 | | ( ( ) 2)
f F

V d f 


                           （n邊形的內角和為 ( 2)n   ） 

2 | | ( ) 2 | |
f F

V d f F  


       

2 | | 2 | | 2 | |V E F                               （ ( ) 2 | |
f F

d f E


 ） 

 2 | | | | | |V E F                                                          ■ 

     



 24 

上述的笛卡爾定理事實上為微分幾何學中的『The Gauss-Bonnet Theorem』在多面體的特

例，定理說明了任意封閉曲面上的多面體，其 total angular defect 恆等於2 乘以該多面體的歐拉

特徵數。因為歐拉特徵數 ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )V P E PP F P     ，其中 ( )P 為虧格數。換句話說，求

得多面體的 angular defect 總和，即可求得多面體的歐拉特徵數與虧格數，並得知其拓樸性質。 

 

n
M 各頂點的 Angular Defect 

我們將門格海綿 nM 視為鑲嵌在封閉曲面上的一個多面體，對於 nM 的頂點（僅考慮 true 

vertices），將其分成三種類型（分別如左下、中下、右下圖所示）： 

（1） 若 v滿足deg( ) 3v 且在 nM 最外面的八個角落，則 ( ) 2 3
2 2

AD v
 

    ； 

（2） 若 v滿足deg( ) 3v 且不在 nM 最外面的八個角落，則 ( ) 2
3

( 2)
2 2 2

AD v
  




    ； 

（3） 若 v滿足deg( ) 6v  ，則 (
2

( )) 62AD v


      。 

                   

: deg( ) 3 ( )
2

v v AD v
 

  
 

且      : deg( ) 3 ( )
2

v v AD v
 

  
 

且        : deg( ) 6 ( )v v AD v   且  

    以下我們分別說明三種點集合的數量： 

（1） : deg( ) 3 ( )
2

v v AD v
 

  
 

且 ： 

由於滿足deg( ) 3v  且 angular defect 為
2


的點只出現在第n階門格海綿 nM 最外側的 8 個頂

點上，所以符合deg( ) 3v  且 ( )
2

AD v


 條件的點數量為8。 

（2） : deg( ) 3 ( )
2

v v AD v
 

  
 

且 ： 

由於滿足deg( ) 3v  且 angular defect 為
2


的點會出現在第n階門格海綿 nM 非最外側的頂
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點上，所以符合deg( ) 3v  且 ( )
2

AD v





條件的點數量為 8nt 。 

（3） :deg( ) 6 ( )v v AD v   且 ： 

由於滿足deg( ) 6v  的所有頂點其 angular defect 皆為  ，所以符合deg( ) 6v  且 ( )AD v  

條件的點數量為 nu 。 

 

n
M 的 genus -Total Angular Defect Formula 

    前面我們已經求出 nM 中deg( ) 3v 的點數量為
16 704

20 8
79 133

8

1
    nn

nt ； nM 中deg( ) 6v 的

點數量為
8

20
8

19 19
n

nu   。以下我們將進一步計算第 n 階門格海綿 nM 的 angular defect 總和

( )nTAD M 。每一階門格海棉的點都可以被區分為上述三種類型，因此我們可以建立出第 n 階門

格海綿的 total angular defect 的關係式 8 ( 8)
2 2

( ) ( )n nnT tD M uA
 




        。 

 

所以
16 360 8

4 ( 20 8 ) ( 20 )
7 133

8 8
( )

19 192 19

nn n

nTAD M


          

4 384
2 20 8

7

6

1 319 3

n n
 

    
 

 。 

 

    根據笛卡爾定理可知，    ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 2 2 ( )n n n n nTAD M V M E M F M M     。 

   
4 384

2 20 8 2 2 ( )
7

6
( ) 2

19 133

n

n n

nTAD MM  
 

      
 


  

  
4 384

2 2 ( ) 20 8
7 133

6

19

n

n

nM    


  

  
3

19

2 59
( ) 20 8

7 133

n

n

nM    。 

 

此結果和在參考資料 2 中利用廣義歐拉定理及點、邊、面數量通式（第 5 頁的已知結果）所

計算出來的虧格數通式具有一致性。 

 

n
M 的虧格數： {0}n   ， nM 的虧格數

3

19

2 59
( ) 20 8

7 133

n n

nM    。 
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n
M 的 genus -遞迴關係 

    另一個觀點，我們亦可利用遞迴式堆疊的想法來計算門格海綿的虧格數。以下討論，為了方

便建立遞迴關係，我們將第n階的門格海綿 nM 的虧格數記為『
n

 』，意即 ( )n nM  。 

    首先我們考慮 nM 單一側面上每個被挖去的正方形數量，定義 nh 為第 n 階門格海綿 nM 單側

面上的被挖去的正方形數量。 

         
       0 0h               1 1h                2 9h               1( ) 5M   

    透過簡單的觀察可得知 0 0h 、 1 1h 、 2 9h （如上圖所示）。現在考慮 nM 單側面上被挖去

的正方形數量 nh ，根據遞迴堆疊的過程可知， nM 的單側面是由 8 個 1nM 的單側面所連接而成

的，在每次連接的過程中最中間都會多出一個新的正方形，故 18 1 nnh h 。由此可建立遞迴關

係
1

0

8 1 , 1

0

  




nnh h n

h
。因為 1 1

1 1
8 1  8( )

7 7
n nn nh h h h       ，這表示我們可將數列 nh 平

移後，使其成為等比數列。對任意非負整數 n ，定義
1

7
 n nH h ，可知新數列  nH 為首項

00

1 1

7 7
  H h ，公比為 8 的等比數列，所以 0

1
8 8

7
   n n

nH H ，故數列  nh 的一般式為

8 1

7




n

nh 。 

n
M 單側面上被挖去的正方形數量： 

{0}n   ， nM 中單側面上被挖去的正方形數量為
8 1

7




n

nh 。 

 

    第n階的門格海綿 nM 是由 20個 1nM 所堆疊而成，在堆疊的過程中，兩個相鄰的 1nM 在其連

接側面上將會有 1nh 個重複的洞，然而堆疊後的整體會多出 5 個洞。由於堆疊 20個 1nM 的過程

中，共有 24個連接側面，這意味著 1120 24 5    nn n h ，其中 1n  ， 0 0  。 

 

    因為 1nM 單側面上被挖去的洞數量等於被重複計算的洞數量 1nh 。故可建立遞迴關係如下： 
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1

0

18 1
20 24 5 , 1

7

0

n n

n

n 







 
    


 


   

1

1

0

8 59
20 24 , 1

7 7

0

n

nn n 






    


 


 

    令 ,p q為實數，滿足『 1

18 59
20 24

7 7

n

n n 


       
1

18 20( 8 )  

      n n

n np q p q 』。

因為
1

18 20( 8 )  

      n n

n np q p q    
1

120 12 8 19n

n

n p q  

    。 

比較係數後可知

2

7

59

133





 


p

q

，所以 1

1

2 59 2 59
8 20( 8 )

7 133 7 133
  

      n

n

n

n
。 

對任意非負整數n，定義
2 59

8
7 133

n

n n     ，可知新數列 n  為首項 0

3

19
  且公比為20 的

等比數列，所以 0

3
20 20

19

n n

n     ，故數列  n 的一般式為
2 59

20
9

8
31 1

3

7 3
     n

n

n 。 

n
M 的虧格數： {0}n   ， nM 的虧格數

3
( )

1

2 59

79
20 8

133

n n

nM     。 

             （經計算可得 0( ) 0M  ， 1( ) 5M  ， 2( ) 81M  ， 3( ) 1409M  ） 

 

    悠遊在 Menger sponge 的組合與拓樸世界，一個簡單的碎形結構，許多美妙的遞迴關係蘊藏

其中，也許分割，抑或堆疊，不同觀點，各有玄機。從點、邊、面出發，看見了歐拉特徵數，偶

然巧遇了 Gauss-Bonnet 定理，趨近於零的魔幻立方體，傾訴著數學的浩瀚無窮，這趟研究之旅，

沿路的數學風景，足以揚起嘴角，換得一抹微笑。 

 

伍、研究結果 

    對任意自然數 n，令 nM 為第n階的門格海綿，對於 true edges、true faces、true vertices，以

下為我們的研究結果： 

（1） n
M 的 true edges 長度類型有       13 , 0 ,1 , ,1 2 2 3 3i n nt t i n     ： ， ， ； 

nM 的 true edges 數量為
1

1

28 20 4
( 3 )

8 1

2
 

20 8

n i n

n i n i

n ii

n i

i

j

t
N

t

g
t

  



  

     
  

  8     ，

，
，

1(3 ) 60

(3 ) 12

n

n

N

N

 



。 

nM 的 true edges 總數量為
36 24 888

20 8
19 7 133

n n    。 
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（2） nM 的 true faces 類型有       1(1 ) , 0 ,1 , , 2 (1 1) , (1 2 1 1)： ，       i n nt t i n ； 

nM 的 true faces 數量為
1

18 20 2 8 1
((1 ) )  

20 8 2n i

n i n i

n

n

n i

i

i

i

y t

t
N

z
t

  





 



 


 

    

  8    

，

，
， 1((1 1) ) 24

((1 1) ) 6

n

n

N

N

 


 
。 

nM 的 true faces 總數量為
16 8 534

20 8
19 7 133

n n    。 

（3） {0}n   ， nM 的 true vertice 中
10

 

0
3

8 16 7 4
20

1

160 8
2

19 1

8
19 7 3

6

3

9

n

n

n

n

n

u

t



    






  

度數為 的數量為 

度數為 的數量為 

。 

                  nM 的 true vertices 總數量為
16 16 648

20 8
19 7 133

n n    。 

（4） {0}n   ， nM 的 total angular defect 為
6

19

4 384
( ) 2 20 8

7 133

n

n

nTAD M 
 

   





。 

     進一步可知 nM 的虧格數為
3

( )
1

2 59

79
20 8

133

n n

nM     。 

 

陸、討論 

門格海綿在數學上大多探討其身為碎形的特性，因此我們這次用不同的角度切入，以拓樸學

的角度探討其 true edges、true faces、true vertices 的數量。門格海綿的定義可視為遞迴式的分割，

亦可想成是遞迴式的堆疊，對於不同的問題，需採用不同的觀點進行分析。由於門格海綿為立體

圖形，且在堆疊的過程中會有許多新增或者是被重複計算到的 true edges、true faces、true vertices，

故在計算數量的過程中，我們都尋求能以一種有規律的方法討論各種情形。因此我們層層分析，

根據門格海綿的結構，依序建立遞迴關係式，運用高中所學的數學技巧，精確的算出數量，過程

中環環相扣，在理性的論證中，展現數學的結構之美。 

 

柒、結論與應用 

一、結論 

給定一個第n階的門格海綿，有辦法利用公式快速得知其 true edges、true faces、true vertices

的數量，而我們所研究的性質，呈現思考的過程，進而從思考中得出規律，再將得到的規律推廣

到所有高階的門格海綿，而所得的通式能夠套用在所有的門格海綿，是因為它具有極佳的規律

性。門格海綿形體整齊而美麗，我們努力地想抽絲剝繭，卻始終只能勾勒出些皮毛。探索門格海
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綿在拓樸上的骨架，研究方向自然將延伸到曲面的虧格數，運用多面體角度缺陷的總和，可轉換

為門格海綿所在曲面的虧格數。門格海綿的規律性讓我們在思考以及計算的過程中都能更好地找

到方向，也讓我們深深體會到門格海綿的神秘以及那無與倫比的吸引力，高對稱性的拓樸結構，

引人入勝。 

然而為了研究門格海綿的虧格數，研究之路引領我們走向拓樸學的世界，分析過程中都強烈

運用到門格海綿的碎形特質，方能完美的呈現蘊藏的遞迴關係，相當適合身為高中生的我們，能

夠透過課堂上所學來進行研究。最後從歐拉定理、笛卡爾定理以致於能觸即到 The Gauss-Bonnet 

Theorem，這對我們高中生而言，研究的過程能夠觸及高等數學的領域，雖然超乎高中生的研究

能力，但也令我們感到相當的興奮，同時讚嘆數學領域的博大精深。 

二、應用 

    利用門格海綿具有無限大的表面積和趨近於 0 的體積，其規律的特質，或許未來可以將其應

用在電路板、晶片或是醫療等相關方面上。舉例來說，晶片是必須在小範圍中塞入相當多的資訊，

而如果我們將不同資訊放置在每一個門格海綿組成方塊的表面上，運用其構成規律的特性，就能

將具有相似性質的資訊擺在相對應的位置，發生問題時也能比較迅速去找到問題資訊所在處。 

三、未來展望 

    在研究的過程中，我們發現門格海綿的 true vertices、true edges 和 true faces 總數量的分母皆

與7 、19 這兩個數字有關，未來我們想要更深入探討這兩個數字與門格海綿的組合結構是否有

特殊關聯性。此外，研究門格海綿在拓樸學中的性質以及在物理上的應用，同時開發類似魔術方

塊等益智玩具並分析蘊藏其中的數學原理。 
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作品海報 

【評語】050409  

本作品主要是研究Menger Sponge所推導出來的圖形之拓撲

性質；在適當地定義所謂的邊，點，面 （True edge, vertex and face)

之後來看看這個圖的虧格（Genus)。整體而言，作者能夠把第 n

階的Menger海綿所對應圖的各種參數以遞迴的關係計算出來，然

後代入（Euler-Poincare Theorem)來求出答案，似乎是不錯的結果。

不過有兩個注意事項提供作者參考：(1)虧格的產生，是來自該圖嵌

入在曲面上所得到的答案，應該注意該曲面是否為可定向的曲面

（Orientable)。(2)公式的使用也要注意所討論的圖是否為連通圖；

連通與不連通，兩者的公式並不一樣。 
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過程和方法
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：把正立方體平均分割為 個小正立方體；

：把每一面中間的小正立方體刪除，亦將最中心的小正立方體刪除；

：把遺留下來的小正立方體都依序重複步驟一、步驟二。

每當執行完步驟一、步驟二時，

此時可以選擇停止，或繼續執行

步驟三。把以上步驟重複操作，

若操作 回後，則將所得

（步驟一）

（步驟二）

（步

殘存形

『第 階門格海綿 』

驟三）

，並記為『

體

稱為

』。

我 轉換為 的建構方法，並綜合運用兩種觀點來分析門格海綿。們可將原始的『遞迴式分割』 『遞迴式堆疊』
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令 為第 階的門格海綿，以下為我們的研究目的：

（ ）針對不同長度的 ，求其數量 ）針對不同度數的 ，求其數量

）針對不同類型的 ，求其數量

； （

（ ）計算 的

；

（ ； 虧格數。
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我們以不同的角度來分析門格海綿，在不計較長度、體積、表面積的情況下，進行true edges、true faces、

true vertices的數量研究。同時利用total

 

angular

 

defect

 

formula，對門格海綿的結構進行探討。

  1  1中長度為 的 ：定義『 』為 上長度為 的邊數量。n n nM true edges g M

  2  2中長度為 的 ：定義『 』為 中長度為 的邊數量。n n nM true edges j M
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 0  0(1 2)   : (1 2) n n nM true faces z M中 的 定義『 』為 中 的面數量。
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門格海綿的 種類只有

、 兩種，因此可知

的 數量為 。

因為

故可得 

中 的數量 nM true vertices

  ( ) : ( ) min :  kG k k G G k G S  為 的 虧格數 即 圖 可鑲嵌在曲面 上，『 』 。

  | ( ) |   | ( ) |   | ( ) |

| ( ) | | ( )                           | | ( ) | 2 2   
kG k V G E G F G G

V G E G F

S

G k   

廣義歐拉定理：令圖 上的點、邊、面的虧格數為 ，其中 、 、 分別為圖 鑲嵌在曲面 的數量，

則 恆成立。

v P v k v k k

v

deg( ) 1, 2,

2 ( 1

,

 2 ) ( )

令 為多面體 的頂點，若 ，則 與個 面相鄰，意即 與 個平面角相鄰，令此 個平面角為

。將 減去 的量稱為頂點 的『 』，並以符號記為『 』。a

v k

ngular defec

k

vtk AD
   

  




v
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平面角

v
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( ) 2 ( 1 2 3)    AD v

P angular defect P   

( )

( )

( ) ( )
v V P

total angular defect TAD P

TAD P AD v


 
，給定多面體 ，各頂點的 總和稱為 的『 』 以符號記為『 』。

意即 。

：   Total Angular Defect Formula  給定多面體 ， 。P
( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
v V P

TAD P AD v V P E P F P


   
策略: angular defect( ) ( ) ( ) 2 2 ( ) ( )PV P E P F P P    因為歐拉特徵數 ，其中 為虧格數。故求得多面體的 總和，即可求得多面體的

歐拉特徵數與虧格數。
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deg( ) 3v 分割後單位洞周圍新增 的點

(1)
1n nt t (2)

1 2( ) 8   n n nt t t (3) 2 24 4 6 20 96 20      n n
nt

deg( ) 3v經過分割後 仍為 的點 deg( ) 3v 分割後單位洞內側新增 的點

(1)
1t

(1)
2t

(2)
1t

(2)
2t

(3)
2t

(3)
1t

: deg( ) 3 ( )
2

v v AD v
   

 
且  : deg( ) 6 ( )v v AD v   且: deg( ) 3 ( )

2
v v AD v

   
 

且

8nM 。只出現在 最外側的 個頂點上 nM 。只出現在 最外側的頂點上非 deg( ) 6v  。滿足 的所有頂點

: deg( ) 3 ( ) 8
2 nv v AD v t
     

 
且: deg( ) 3 ( ) 8

2
v v AD v

    
 

且  : deg( ) 6 ( ) nv v AD v u   且

的 數量   nM true faces

• •



•

•

•

•

•



Menger sponge 的 Total Angular Defect

1

(3) 2(2)(1)

1 2

1

1 21

2

0

8

9

( ) 96 20 , 2

8 ,  3

6 20

8 16 704
 20 8

19 7 133

( ) 8

2

故可建立遞迴關係式：




  

 



     

     



   




 









n
n

n

n

n n

n n nn

n

n
n n

n

nt

t t

t

t t n

t

t t

t

t

t

t t



•

       

1

 

1
 

 

  

1 3 , 0 ,1 , , 2 31

    

 

  

3

( 3 )
28 20

20

8

2

4 1

 、 、

長度類型

    對任意自然數 ，令 為第 階的門

有 。

  

格海綿，對於 。以下為我們的研究結果：

（ ） 的 ： ， ,

的 數
8

，
量為

 












   

    

 



n i n

n
n i

i

i
n

n

i n n
n

i
n

i

true edges true faces true vertin M n

M t

g t

ces

true edges t i n

true edgM tes N
j

       

1

 

 1

 

1

1

 

 

 (3 ) 60 (3 ) 12

36 24 888
       20 8

19 7 133

2 (1 ) , 0 ,1

8 20 2

1 , , 2 (1 1) , (1 1)

       ((1 ) )

8

 

2

2

， ，

的

（ ）

。

總數量為 。

類型有 。

數量

    ，

，

的 為

的 ：

 










 





  

  

      

 

 



n n

n n
n

n

n i
n i

n i

i n n

n i

true edges

true faces

t

N N

M

M t t i n

M N
y

rue fa tces

t

 

1

 

1

1

8 1

8 16 704
20 8

19 7 13

 ((1 1) ) 24 ((1 1) ) 6

16 8 534
       

160
20

20 8
19 7

 

{0

13

}  3 6

20

3

8

3
3

2

19

總數量為 。

， 的 中度數為 的數量為 ；度數為 的數量

， ， 。
8  

為（

 ，

的

 

，

）

 









   



  





 

    













 

n n

n n
n

n i

n
n n

n i

n i n i

n n
n

true

N N

M

n M

faces

true vertic

z

e

t

s ut

t

 

 

16 16 648
20 8

19 7 133
4 384

4 ( ) 2 20 8
7 133

3 2 59
( ) 20 8

19 7 133

 

6
{0}   

8

19

       

19
。

總數量為 。

， 的 為 。

進一步可知 的

　　 的

（ ）

虧格數為 。





   

      
 

  


  

 

 n
n

n n
n

n
n

n n
n n

true vertices

total angular defect

M

n M TAD M

M M

參考資料

 
 

 50

Ethan D. Bloch,      , Beitr. Alg

1

ebra Geom. 39, 379 -

.

2. 2017

3 8393, 199 .

4. P. J. Federico,

.

Menger Sponge

The angle defect for arbitrary polyhedra

D

  張鎮華，蔡牧村，圖論及其演算法，(台大數學系圖論課

北

程

龍湘宜，陳宜君， ，

 

教

臺 市第 屆 中小

 

學科

 

學 展

)。

 

覽會

材

。

 
 

  :        , Springer - Verlag New

 

 York  1982 .

5. David S. Richeson,        ,  Princeton University Press  2008 .

6.

escartes on polyhedra A study of the de solidorum elements

The polyhedron formula and its birth of topology  

  . Douglas B. West,    ,  2 , Pearson Education Taiwan 2 8 00ndIntroduction to Graph Theory

研究結果

   利用Total Angular Defect Formula

8

19
8

1

16 704
deg( ) 3 20 8

7 133
8

deg( ) 6 20
19

8 ( 8)

9
 

  

2
( )

n
n n

n n

n

n

nn

true vertices

true vertices

true vertices angular defect

total angular defect

M v t

M v

AD M tT

u

n



    

  

    





中 的  數量為 ；

中 的  數量為 。

門格海棉的  都可以區分為上述三種 類型，

因此可建立出第 階門格海綿的 的關係式
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2.

探討 與 在門格海綿中所代表的組合意義？

研究門格海綿在拓樸學中的性質以及在物理上的應用。同時開發類似魔術方塊等益智玩具並分析蘊藏其中的數學原理。
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Menger sponge 的虧格數

• 利用遞迴關係
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可建立遞迴關係式：
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由於堆疊 個 的過程中，共有 個連接側面，

這意味著 ，其中 ， 。
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因為 單側面上被挖去的洞數量等於被重複計算的

洞數量 。故可建立遞迴關 如下
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