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摘要 

    本研究以丹德林球體為發想基礎，將空間中平面與圓柱、圓錐面節痕所產生

的圓錐曲線展開至平面並觀察其表現。發現圓柱面上的橢圓在圓柱面展開為平面

後將形成餘弦函數圖形，此外我們也此想法推廣至平面的任意函數，推導任意直

角坐標函數取一定範圍捲成圓柱面後的表現。而圓錐面上的橢圓、拋物線、雙曲

線在圓錐面展開為扇形，並將扇形的角度擴張為完整平面後，將形成平面上的新

圓錐曲線，並且平面上圓錐曲線的類型和圓錐面上圓錐曲線類型相同。 

壹、 研究動機 

    在高中二次曲線的教材裡面，有關橢圓部分大多直接給予橢圓定義，並透過

定義了解有關橢圓的其他性質，但這樣的方式對於我們來說沒辦法了解其內涵，

於是我們便想更深入了解橢圓定義的來源及證明。聯想到橢圓是從圓錐面與平面

相交而出的曲線，我們便往這個方向查詢資料，因此而發現了比利時數學家丹德

林(Germinal Dandelin)的橢圓公式證明方法—丹德林球體(Dandelin Spheres)。透過

圓錐面及兩顆不相交的圓錐內切球即可簡潔的證明出橢圓的公式，而這樣的證明

方法也可以使用在圓柱上。在使用 cabri 3d 繪製出圓柱版本的圖形時突發奇想：

如果把圓柱面攤開成平面的話，那在於其上的橢圓圖形會變成如何？是否可歸納

出方程式？進而推廣到圓錐面上，將圓錐面展開後，圓錐上曲線在平面將如何表

現？ 

貳、 研究目的 

一、圓柱上橢圓展開後的函數式，若給定一型如此函數式，其對應的橢圓的

a 與 c 

二、任意平面函數取一定範圍捲成圓柱的轉換方式 

三、圓錐面展開成平面後，原本為在圓錐面上的圓錐曲線的表現將為何？ 
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參、 研究設備及器材 

一、紙 

二、筆 

三、Cabei 3d 

四、Geogebra 

五、電腦 

肆、 研究過程與方法 

一、瞭解橢圓定義及丹德林球體 

(一) 丹德林球體 

圖(一) 

如圖(一) 

線 L0及線 L1為空間中取兩相交直線，以線 L0為軸心旋轉線 L1即可形成

圓錐面 Ω’ 

令線 L0 線 L1交點為圓錐頂點 K，線 L0 線 L1交角 ω 為圓錐頂角。 

平面 E0為垂直線 L0且包含點 K 之平面，截平面 E 為空間中不通過點 K

的平面，令 E 及 E0交的兩面角為 θ，當 0 <θ<90°-ω 時，截平面 E 與 Ω’
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的相交線即為橢圓。 

球 S1、球 S2為兩個同時切於圓錐面 Ω’及面 E 的球，令兩球球心為點 O1、

點 O2。 

對於橢圓上任意一點 P，皆存在兩點點 G1、點 G2，使得點 G1、點 G2、

點 P 共一條位於圓錐面上的線且點 G1、點 G2分別在球 S1、球 S2上。 

∵G1G2 = G1K − G2K = cos(ω)O1K + cos(ω)O2K = cos(ω) O1O2  

∴當 θ、ω 為定值時， G1G2 的長度亦為定值 

→ G1G2 的長度不受到點 P 位置影響 

又根據割線定理PF1 + PF2 = PG1 + PG2 = G1G2 

橢圓為平面 E 上任何點q使得qF1 + qF2 = G1G2  

∵∠O1G1O2和∠O2G2O1皆為直角 

∴O1O2 = G1G2  

又根據割線定理可知 

  PF1 + PF2 = PG1 + PG2 = O1O2 

橢圓為平面 E 上任何點q使得qF1 + qF2 = O1O2 

二、使用綜合方法找出所求 

伍、 研究結果 

一、圓柱上橢圓的展開 

(一) 標號解釋 
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圖(二) 

如圖(二) 

面 E0、面 E1為兩垂直平面  

面 E0、面 E1交線為線 L1 

點 O 為線 L1上一點 

點 O 往垂直面 E1 的方向延伸 r 單位為點 G 

線 L2為垂直面 E0 且包含點 G 的直線 

圓柱Ω以線 L2為中軸 r 為半徑之圓柱 

點 G’為線 L2上異於點 G 的點 

平面 E 為包含線 L1、點 G’之平面(避免畫面過於複雜，平面 E 並未顯示

於圖(四))。 

圓 C 為面 E0交圓柱Ω之曲線，橢圓 C’為面 E 交圓柱Ω之曲線 

角 α 為∠GOG’，並將角 α 截平面揚角 

點 K 為圓 C 上動點，x 為⌒
OK (在圓 C 上的劣弧長度，為了使圓柱面展開

成平面，當 x 位於右側時將其值定為正，x 位於左側時其值定為負 
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(二) 猜測 

一開始使用手繪的方式觀察圖形，展開後應為曲線，又將圓柱上橢圓重

複展開後的曲線應為週期性函數，故猜測與三角函數有關。 

圖(三) 

在圖(三)中，我們在 L1上將 X 長度由 O 點往兩側量度轉移得到動點 Q1、

Q2，再來我們將KK′的長度從 Q1、Q2以垂直 E1並且和橢圓 C’同側的方

向量度轉移，並且得到動點 P1、P2，P1、P2所形成之軌跡即為橢圓 C’

形成的新圖形。可知展開後的周期函數與 E0最大距離為2r × tan (α)，

且其週期為2πr。 

(三) 證明函數 

1. 三角幾何 

在三角幾何證明中，我們將圓柱從中央剖半並往兩側貼上如圖(四) 

圖(四) 
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圖(五) 

再來我們將橢圓 C’展開至平面上，如圖(五) 

做OG⃗⃗⃗⃗  ⃗射線，將GK垂直投影於OG⃗⃗⃗⃗  ⃗上的K’’ 

GK′′ = r× cos∠KGK’’ 

= −r × cos(180° − ∠KGK’’) 

= −r× cos∠KGO 

= −r × cos
x

r
 

OK′′ = r − r × cos
x

r
= r(1 − cos

x

r
)  

KK′′ = tanα × OK′′ = r × tanα × (1 − cos
x

r
) 

由此可之圓柱面上橢圓展開後的週期函數為 

r × tan α (1 − cos
x

r
) 

2. 解析幾何 

在解析幾何證明時，為了方便證明，我們將圓柱面由一側撕開並貼
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往另一面，如圖(六) 

圖(六) 

圖(七) 

如圖(七) 

令圓柱Ω為{
x = r × cos t
y = r × sin t，t 為實數 

A 點為(r, 0,0) 

B 點為(0,0, r × tanα ) 

平面 E 為包含 AB 兩點且與 x-y 平面交角為 α 之平面 

向量n⃗ 為 E 之單位方向向量 

圓 C 為圓柱Ω與 x-y 平面的交線 

橢圓 C’為圓柱Ω與平面 E 的交線 

∵n⃗ 與OA交角為π −α，且|n⃗ |為 1 

∴n⃗ =(sin α, 0 ,cos α)  
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又平面 E 通過點 A(r,0,0) 

→ E = x × sin α + z × cos α  = r × sin α 

聯立{

x = r × cos t…○1

y = r × sin t…○2

x × sin α + z × cos α  = r × sin α…○3

則可得橢圓 C’之參數式 

先整理○3  

因角α恆小於 90°，sin α ≠ 0 

固可將○3等號雙邊同除sin α 

x +
z

tan α
= r…○4  

將式○1 帶入式○4  

r × cos t +
z

tanα
= r 

→ z = r × tanα × (1 − cos t) 

→ C′ = {

x = r × cos t
y = r × sin t

z = r × tanα × (1 − cos t))
 

圖(八) 
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圖(九) 

在來我們將圓柱面展開，如圖(八)(九) 

在圖(八)中，當t = t0時，所對應到橢圓C’上的點為點K，過K點做

x − y平面之垂直線交橢圓C’於點K’，顯然此時t0為K以x軸正向為始

邊的有向角。在圖(十)中將圓柱由直線x = r順時針展開並貼到y − z

平面上，並使為y = 0為起始邊，如圖(九)中的綠色平面，此時的終

邊為y = 2rπ 

令點J為點K’在展開後的對應點，點J的y座標值為t0在圓C上所對應

到的弧長；z座標值為KK′的長度，又KK′的長度即是點K’的z座標 

→ J點座標為(0, rt0, r × tan α × (1 − cos t0)) 

此時點J的z座標為其y座標的函數 

z = f(y) =  r × tanα (1 − cos
y

r
) 

此式等價先前使用三角幾何所得之結果 

二、從餘弦函數圖形回推回圓柱面上橢圓 

(一) 引理 

當一截平面以揚角為 α0交易半徑為 r0之圓柱面時 

相交橢圓之a =
r0

cos(α0)
、b = r0、c = r0√

1

cos2 α0
− 1 
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證明如下  

圖(十) 

由圖(十)可知圓柱Ω的半徑 r = b 

又cos α =
b

a
 

→ a =
b

cos α0
=

r0
cos α0

 

c = √a2 − b2 = √
b2

cos2 α0
− b2 = √

r02

cos2 α0
− r02 = r0√

1

cos2 α0
− 1 

(二) 當一函數為f(x) = m × cos
x

n
時其中m、n為正實數，若將平面座標 

系橫向以2nπ為圓周長捲成一圓柱面其形成的橢圓之a =
√4n2+m2

2
、b =

n、c =
m

2
 

證明如下 
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圖(十一) 

    因為餘弦函數圖形的週期性，我們不妨就只取0 ≤ x ≤ 2nπ的區

間。 

由式一可知，一位於半徑為 r 的圓柱面上的橢圓在圓柱面展開後所形成

之函數圖形是一以餘弦函數為基底的函數圖形，且其週期為2πr，換言

之若將f(x) = m × cos
x

n
以一個週期2nπ捲成圓柱面應可得一橢圓如圖

(十一)，且此橢圓位在一半徑為n的圓柱上。再來透過式一與m × cos
x

n
的

比較係數可解出截平面仰角α 

m = 2n × tanα  

→ tanα =  
m

2n
 

→ cosα =
2n

√4n2 + m2
 

再透過引理可得此橢圓a =
√4n2+m2

2
、b = n、c =

m

2
，得證 

三、任意平面函數在一定 x 值範圍內捲成圓柱面後得表現 
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圖(十二) 

如圖(十二) 

令平面上圖形為函數y = f(x) 

取n ≤ x ≤ m(n、m 為實數且 n ≠ m)的區段，將此平面以m − n為周長捲成

圓柱面並置於空間中，並討論其捲成圓柱後原平面上的函數將如何表現。 

為了方便參數式的使用我們使 z 軸為此圓柱面的中軸，平面起始線(即平面

上x = n處)交空間中x軸於點A (
m−n

2π
, 0,0)，並且使平面平行於空間中得 y-z

軸，再將平面逆時針捲起 

首先先求捲成圓柱後的半徑 r 

∵圓柱面周長m − n = 2rπ 

∴r =
m−n

2π
 

假設點 P為平面中函數f(x)上的一點，其平面座標為(k, f(k))((n ≤ k ≤ m)，

點P′為 P 點在平面捲成圓柱面後對應到的點 

先處理點P′在空間中的z座標 

∵點P′到x-y平面的距離即是點 P在平面上到x軸的距離 

∴點P′空間中的z座標為f(k) 

再來我們處理P′在空間中的x、y座標 

過點P′做垂直x-y平面的直線並交x-y平面於點 Q 
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在圓柱面上，逆時針由點A到點 Q的距離即是k − n 

→ ∠AOQ =
k−n
m−n

2π

，並令此角為θ(0 ≤ θ ≤ 2π) 

→ 點 Q在空間中的座標為(cos θ ×
m−n

2π
, sin θ ×

m−n

2π
, 0) 

→點P′空間中的x、y座標分別為cos θ ×
m−n

2π
, sin θ ×

m−n

2π
 

→點P′空間中的座標為

{
 

 
x = cos θ ×

m−n

2π

y = sin θ ×
m−n

2π

z = f(k) = f(
m−n

2π
θ + n)

 

又 P’點所形成之軌跡即為平面函數y = f(x)在平面捲成圓柱面後其圖形 

→原本在平面函數y = f(x)在平面捲成圓柱面後其圖形參數式為

{
 
 

 
 x =

m−n

2π
× cos(θ)

y =
m−n

2π
× sin(θ)

z = f (
m−n

2π
θ + n)

(0 ≤ θ ≤ 2π) 

四、圓錐上曲線展開後表現 

我們知道一平面與一圓錐相交的圖形總共有八種狀況 1.無圖形 2.一點 3.一

直線 4.圓 5.二相交直線 6.拋物線 7.橢圓 8. 雙曲線，在此我們只討論拋物

線、橢圓、雙曲線展開後的圖形。 

(一) 標號解釋 

圖(十三) 
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如圖(十三) 

首先先針對圓柱上所使用的標號解釋 

圓錐 Ω’為以 z 軸為中軸，原點 O 為頂點的圓錐 

角 ω 為圓錐 Ω’之頂角 

點P0為(L,0,0)其中為 L 正實數 

 L0為平行 y 軸且過點P0的直線 

截平面 E 過L0且與 x-y 平面交角為α，α ≠ 0。考慮到上下對稱性，不妨

將交角α限定於 z 座標大於零的掛限 

曲線 Γ 為圓錐 Ω’ 與截平面π相交的圓錐曲線 

(二) 圓錐展開後的圖形 

接下來解釋我們如何展開圓錐 

圖(十四) 圖(十五) 

圖(十六) 
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在圖(十四)、圖(十五)中，線 L1、L2在圓錐 Ω’上且 L1、L2、x 軸、z 軸共

面，L1的上半部在 x 值為正的區間，L2的下半部在 x 值為正的區間，將

圓錐 Ω’上半部沿 L1展開、下半部沿著 L2展開後可得二扇形，為了搭配

極座標使用，我們將兩扇形貼在 x-y 平面上，如圖(十六)，並使其位於

原點 O、始邊對齊 x 軸正向。令φ為其中心角 

點 P1在線 L1 上且使P1O = 1，以及 P1的 x 座標值為 

正圓 C 為過 P1且位在圓錐 Ω’上的橢圓 

∵圓 C 周長等於P1O在展開後扇形所形成的弧長 

∴2πP1Osinω = 2πP1O
φ

360°
 

→ 360° × sinω = φ 

由此可知展開後扇形中心角φ大小取決於圓錐頂角ω，且其關係為 

360°× sinω = φ 

(三) 圓錐上的點展開後表現 

圖(十七)
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圖(十八) 

如圖(十七)(十八) 

點 P 為圓錐 Ω’上的任意一點，點 P’為點 P 垂直投射到 x-y 平面上的對應

點 

此時我們定義在 x-y 平面上，以 x 軸正向為始邊、OP′為終邊的有向角為

中央轉角 θ 

因此可以令點 P 為(cos θ × tanω × | z0| , sin θ × tanω × | z0| , z0)，其中

M為實數 

點 P’’為點 P 展開後所對應到的點，角β為 P’’點在 x-y 平面上的有向角 

因為要使用極座標表示 P’’在 x-y 上的位置，  必須透過 P 點座標解出角

β以及OP’’ 

∵2OPπ ×
β

360°
= 2OP′ π ×

θ

360°
；且OP′ = sin ω × OP 

∴OP × β = OP′ × θ 

→ OP × β = sinω × OP × θ 

→ β = sinω ×  θ 

又OP’’ = OP 

OP = | z0| × sec ω 
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因此可知道點 P’’在 x-y 平面上的極座標[| z0| × cos ω, sin ω × θ] 

也就是說 

在圓錐面上一點(cos θ × tanω × | z0| , sin θ × tanω × | z0| , z0)在圓錐

面打開後所對應到的極座標為[| z0| × sec ω, sin ω × θ] 

(四) 展開截平面 E 與圓錐面 Ω’的交線 

直接令圓錐 Ω’的參數式： 

Ω’= {

z = t
x = |t| × tanω × cos θ
y = |t| × tanω × sin θ

 (0 ≤ θ ≤ 2π) 

再來我們寫出截平面 E 之參數式 

圖(十九) 

在圖(十九)中向量n⃗ 為截平面 E 的其中一條單位法向量，並將其平移至

原點 

延伸向量n⃗ 交於截平面 E 可得點 M 

此時∠MOP0 =
π

2
− α 

→向量n⃗ 座標表示為n⃗ (cos (
π

2
− α) , 0, sin (

π

2
− α)) 

整理可得 
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→ n⃗ (sinα , 0, cosα) 

又 

∵截平面 E 過 P0(L,0,0) 

∴截平面 E 方程式為x × sin α + z × cos α =  L× sin α 

聯立兩方程式即可的相交曲線的參數式 

{
Ω’

x × sin α + z × cos α =  L× sin α…○4
 

Ω’: {

z = t…○1

x = |t| × tanω × cos θ…○2

y = |t| × tanω × sin θ…○3

 

∵sin α ≠ 0 

∴可將○4 同除sin(α)得： 

x +
z

tan α
= L…○5  

將○1○2帶入○5  

→ |t| × tanω × cos θ +
t

tan α
= L 

→ t(
1

tan α
± tanω × cos θ) = L 

→ t(
1 ± tanω × cos θ× tanα

tanα 
) = L 

→ t = L(
tanα 

1 ± tanω × cos θ× tanα
) 

此時再將 t 值帶入式 2 及式 3 得： 

x = L (
tanω × tanα× cos θ

1 ± tanω × cos θ× tanα
) 

y = L (
tanω × tanα× sin θ

1 ± tanω × cos θ× tanα
) 

由此可得截平面 E 與圓錐 Ω’上葉的交線Γ參數式為 



 

19 
 

Γ:

{
 
 

 
 x = L(

tanω × tanα× cos θ

1 + tanω × cos θ× tanα
)

y = L (
tanω × tanα× sin θ

1 + tanω × cos θ× tanα
)

z = L (
tanα

1 + tanω × cos θ× tan α
)

 

截平面 E 與圓錐 Ω’下葉的交線Γ參數式： 

Γ:

{
 
 

 
 x = L(

tanω × tanα× cos θ

1 − tanω × cos θ× tanα
)

y = L (
tanω × tanα× sin θ

1 − tanω × cos θ× tanα
)

z = L (
tanα

1 − tanω × cos θ× tan α
)

 

帶入先前的點轉換公式可得展開後的極座標參數式 

[L (
tan α × secω

1 + tanω × cos θ× tanα
) , sinω ×θ] (上葉) 

[L (
tan α × secω

1 − tanω × cos θ× tanα
) , sinω ×θ] (下葉) 

我們發現若將極座標式進行角度等比例的擴張成完整的平面，新平面上

的圖形表現亦為圓錐曲線，且當圓錐上的圓錐曲線為橢圓時，新圖形為

橢圓；圓錐上為拋物線時，新圖形為拋物線；當圓錐上為雙曲線時，新

圖形為雙曲線。 

這裡因為橢圓及拋物線僅存在圓錐 Ω’上葉，故我們直接討論上葉 

將 [L (
tan α × secω

1 + tanω × cos θ × tanα
) , sinω ×θ]將有角同乘 sinω 

→ [L (
tanα × secω

1 + tanω × cos θ × tan α
) , θ]如此便將原扇形擴展為一完整平面 

此時我們將此極座標函數轉換為直角坐標 

{
√x2 + y2 = L(

tanα × secω

1 + tanω × cos θ × tanα
)

x

y
= tan θ

 

令 tanω × tanα為 A 
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→ √x2 + y2 = L(

A
sinω

1 +
x

√x2 + y2
A
) 

→ √x2 + y2 + xA =
LA

sinω
 

→ √x2 + y2 = A(
L

sinω
− x) 

→ x2 + y2 = A2 (
L2

sin2 ω
− 2

Lx

sinω
+ x2) 

→
A2L2

sin2 ω
= (1 − A2)x2 +

2A2L

sinω
x + y2 

再來我們針對Γ的表現做討論 

1. 當交線Γ為橢圓時，0 < α < (
π

2
−ω) <

π

2
，如圖(二十) 

圖(二十) 

 

圖(二十一)             圖(二十二) 

圖(二十一)圓錐面上橢圓展開在扇形上的圖形 
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圖(二十二)扇形經過角度變化後圖形 

∵(
π

2
− ω) > α∴tan (

π

2
− ω) > tanα 

→
1

tanω
> tanα 

→ 1> tanα × tanω = A 

此時我們可將式子繼續整理 

→
A2L2

sin2 ω
= (1 − A2) (x2 +

2A2L

sinω (1 − A2)
x) + y2 

→
A2L2

sin2 ω
+

A4L2

sin2 ω(1 − A2)
= (1 − A2)(x +

A2L

sinω (1 − A2)
)2 + y2 

→
A2L2

sin2 ω(1 − A2)
= (1 − A2) (x +

A2L

sinω (1 − A2)
)

2

+ y2 

→ 1 =
(x +

A2L
sinω (1 − A2)

)
2

A2L2

sin2 ω(1 − A2)2

+
y2

A2L2

sin2 ω(1 − A2)

 

此為橢圓之標準式，由此可知產生的新橢圓中心為(−
A2L

sinω(1−A2)
, 0)，

長軸為
AL

sinω(1−A2)
，短軸為

AL

sinω√(1−A2)
 

圖(二十三) 

再來我們求出Γ的長短軸做對應 

如圖(二十三)H1、H2為圓錐上橢圓最低點及最高點到x − y平面的
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距離，圓錐的長軸為a，短軸為b。 

2a =
H2 − H1

sin α
 

透過Γ參數式可求出H1、H2 

→ 2a = L ×
tanα

sin α
 (

1

1 − tanω × tanα
−

1

1 + tanω × tanα
) 

一樣令tanω × tanα = A 

→ 2a = L ×
1

cos α
(

2A

1 − A2
) 

→ a =
AL

cos α (1 − A2)
 

又當 z =
H1 + H2

2
時，其|y|即為 b 長度 

即 z = L × tanα ×

1
1 − A +

1
1 + A

2
=

L × tanα

1 − A2
 

此時cos θ = −A、 sin θ = ±√1 − A2 

→ y = ±LA
√1 − A2

1 − A2
= ±

LA

√1 − A2
 

→ b = |y| =
LA

√1 − A2
 

對比平面橢圓的長軸
AL

sinω(1−A2)
，短軸

AL

sinω√(1−A2)
 得伸縮矩陣

[

cosα

sinω
0

0
1

sinω

] [
a
b
] = [

a1

b1
]，其中a、b為Γ的半長、短軸，a1、b1為圓

錐面展開進行角度變換後的半長、短軸。另外任意平面上橢圓在極

式角度統一縮小一定比例並且捲成一頂角為ω的扇形後，亦可形成

一橢圓，並且有伸縮矩陣[
sinω

cosα
0

0 sinω
] [

a1

b1
] = [

a
b
]其中a1、b1為平面

橢圓的半長、短軸，a、b為空間中心橢圓之半長短軸 

2. 當交線Γ為拋物線時，0 < α = (
π

2
−ω) <

π

2
，如圖(二十四) 
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圖(二十四) 

 

圖(二十五)                  圖(二十六) 

圖(二十五)圓錐面上拋物線展開在扇形上的圖形 

圖(二十六)扇形經過角度變化後圖形(右轉九十度) 

∵(
π

2
− ω) = α∴tan (

π

2
− ω) = tan α 

→
1

tanω
= tanα 

→ 1= tanα × tanω = A 

將式子整理為 

L2

sin2 ω
=

2L

sinω
x + y2 

此為一平面拋物線標準式，且其焦距為
L

2 sinω
 

圖() 

再來我們解出Γ之焦距 
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圖(二十七) 

如圖(二十七)，從側面觀察Γ，圓錐面與截平面的內切球與截平面

切於點F，點F即為拋物線的焦點，又點F至拋物線最低點點V的距

離即為焦距。點 K 為截平面交圓錐中軸的點 

∵ VG̅̅̅̅ 平行E0 ∴ ∠FVG = α 

→ ∠FGV = ω 

又△ KVG ≅△ OVG(ASA) 

∴ KG̅̅̅̅ = GO̅̅ ̅̅  

→ VG̅̅̅̅ =
L

2
 

→ FV̅̅̅̅ =
L

2
sinω 

因此我們得到轉換式 

c ×
1

sin2 ω
= c1  

c 為 Γ 之焦距，c1為圓錐面展開後新拋物線之焦距 

另外任意平面上拋物線在極式角度統一縮小一定比例並且捲成一

頂角為ω的扇形後，亦可形成一拋物線，並且有轉換式 

c = c0 × sin2 ω(c0為平面拋物線之焦距，c為空間拋物線之焦距) 

3. 當交線Γ為雙曲線時，0 < (
π

2
−ω) < α <

π

2
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圖(二十八) 

如圖(二十八) 

∵(
π

2
− ω) < α∴tan (

π

2
− ω) < tanα 

→
1

tanω
< tanα 

→ 1< tanα × tanω = A 

我們將原式繼續整理 

→ −
A2L2

sin2 ω
= (A2 − 1) (x2 −

2A2L

sinω (A2 − 1)
x) − y2 

→ −
A2L2

sin2 ω
+

A4L2

sin2 ω(A2 − 1)
= (A2 − 1)(x +

A2L

sinω (A2 − 1)
)2 − y2 

→
A2L2

sin2 ω(A2 − 1)
= (A2 − 1)(x +

A2L

sinω (A2 − 1)
)

2

− y2 

→ 1 =
(x +

A2L
sinω (A2 − 1)

)
2

A2L2

sin2 ω(A2 − 1)2

−
y2

A2L2

sin2 ω(A2 − 1)

 

此為雙曲線之標準式，由此可知產生的新雙曲線中心為

(−
A2L

sinω(A2−1)
, 0)，貫軸長為

AL

sinω(A2−1)
，共軛軸長為

AL

sinω√(A2−1)
 

再來我們解出空間中Γ得貫軸及公軛軸長作為對照 
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圖(二十九) 

如圖(三十)，Γ的貫軸長為2a，Γ上半部最低點的z座標值為H1、Γ下

半部最高點的z座標值為H2，由圖可知2a =
H1−H2

sinα
，再由Γ參數式可

求出H1、H2 

H1 − H2

sin α
=

1

sin α
(L ×

tanα

1 + tanα × tanω
− L ×

tanα

1 − tan α × tanω
) 

令tan α × tanω = A 

→ 2a =
L

cos α
(

−2A

1 − A2
) =

2LA

(A2 − 1) cos α
 

→ a =
LA

(A2 − 1) cos α
 

這裡因為使用側面觀點解出雙曲線焦距太過於繁瑣，我們直接使用

離心率來證明 

參考高中數學實驗教材第四冊 P146到 P148 

離心率 e =
sin α

cosω
 

再來根據雙曲線離心率性質
c

a
= e(其中 c 為半焦距，a 為半貫軸長

) 

帶入先前推導Γ半貫軸長可得 
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c =
LA sin α

(A2 − 1) cos α cosω
=

𝐿A2

(A2 − 1) sinω
 

再利用a、c 作出 b(b 為 Γ 半共軛軸長) 

𝑏2 

= 𝑐2 − 𝑎2 = (
𝐿A2

(A2 − 1) sinω
)

2

− (
LA

(A2 − 1) cos α
)
2

 

= (
𝐿A

(A2 − 1)
)
2

(
𝐴2

sin2 ω
−

1

cos2 α
) 

= (
𝐿A

(A2 − 1)
)
2

(
sin2 α tan2 ω − sin2 ω

sin2 ωcos2 α
) 

= (
𝐿A

(A2 − 1)
)
2

(

sin2 α
cos2 ω

− 1

cos2 α
) 

= (
𝐿A

(A2 − 1)
)
2

(
sin2 α − cos2 ω

cos2 α cos2 ω
) 

= (
𝐿A

(A2 − 1)
)
2

(
sin2 α − cos2 ω + cos2 α cos2 ω

cos2 α cos2 ω
− 1) 

= (
𝐿A

(A2−1)
)
2

(
sin2 α−(1−sin2 ω)+(1−sin2 α)(1−sin2 ω)

cos2 αcos2 ω
− 1)  

= (
𝐿A

(A2 − 1)
)
2

(tan2 α tan2 ω − 1) =
𝐿2A2

(A2 − 1)
 

→ 𝑏 =
𝐿A

√A2 − 1
 

對比平面雙曲線的半貫軸
AL

sinω(1−A2)
，半共軛軸

AL

sinω√(1−A2)
 得伸縮

矩陣[

cosα

sinω
0

0
1

sinω

] [
a
b
] = [

a1

b1
]，其中a、b為Γ的半長、短軸，a1、b1為

圓錐面展開進行角度變換後的半貫軸長、共軛軸長。另外任意平面

上橢圓在極式角度統一縮小一定比例並且捲成一頂角為ω的扇形

後，亦可形成一橢圓，並且有伸縮矩陣[
sinω

cosα
0

0 sinω
] [

a1

b1
] = [

a
b
]其

中a1、b1為平面雙曲線的半貫軸長、共軛軸長，a、b為空間中心橢

半貫軸長、共軛軸長。 

4. 我們發現圓錐面上橢圓及雙曲線，在經過展開及擴張操作後兩焦點
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間距離不會改變。證明如下 

這裡我們使用離心率解出空間橢圓的F1F2
̅̅ ̅̅ ̅̅  

F1F2
̅̅ ̅̅ ̅̅

2
=

2ae

2
=

AL

cos α (1 − A2)
×

sin α

cosω
=

A2L

sinω (1 − A2)
 

再來透過平面橢圓方程式解出平面橢圓的F′
1F′

2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(
F′

1F′
2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2
)

2

=
A2L2

sin2 ω(1 − A2)2
−

A2L2

sin2 ω(1 − A2)
 

=
A2L2

sin2 ω(1 − A2)
(

1

1 − A2
− 1) =

A2L2

sin2 ω(1 − A2)
×

A2

1 − A2
 

所以
F′

1F
′
2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2
=

A2L

sinω (1 − A2)
=

F1F2
̅̅ ̅̅ ̅̅

2
 

一樣使用離心率解出空間雙曲線的F1F2
̅̅ ̅̅ ̅̅  

F1F2
̅̅ ̅̅ ̅̅

2
=

2ae

2
=

AL

(A2 − 1) cos α
×

sin α

cosω
=

A2L

sinω (A2 − 1)
 

再來透過平面雙曲線方程式解出平面雙曲線F′
1F′

2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(
F′

1F′
2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2
)

2

=
A2L2

sin2 ω(A2 − 1)2
+

A2L2

sin2 ω(A2 − 1)
 

=
A2L2

sin2 ω(A2 − 1)
(

1

A2 − 1
+ 1) =

A2L2

sin2 ω(A2 − 1)
(

A2

A2 − 1
) 

所以
F′

1F′
2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2
=

A2L

sinω (A2 − 1)
=

F1F2
̅̅ ̅̅ ̅̅

2
 

陸、 討論 

  本文透過參數化加上三角幾何的手法將空間中圓錐曲線展開至平面上，

多處證明算式相當繁複，尤其是空間中的圓錐曲線表現的探討原先我們使用

側面觀察加上三角幾何，算式不僅繁複且冗長，但我們發現若引入圓錐曲線

離心率的定義，可以大幅度減少計算量。另外我們也發現對於圓錐面上的橢

圓及雙曲線而言，展開後角度擴張並不會改變他的焦距，對此我們尚未了解

其原因，因此我們接來想要更深入探討為何會有此現象。 
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柒、 結論 

一、圓柱上橢圓在圓柱面展開後的平面直角座標函數可表示為 

𝑦 = 𝑟 × 𝑡𝑎𝑛 𝛼 (1 − 𝑐𝑜𝑠
𝑥

𝑟
) 

二、對於一條𝑓(𝑥) = 𝑚 × 𝑐𝑜𝑠
𝑥

𝑛
的函數(其中𝑚、𝑛為正實數)，取

𝑥軸長度為 2𝑛𝜋的區間捲成圓柱面可得一橢圓，此橢圓的長軸 a=
√4𝑛2+m2

2
；

短軸b = n；兩焦點距離一半c =
m

2
 

三、任意平面函數y = f(x)在平面取x = n 到 x = m的區間捲成圓柱面後其圖

形在空間中參數式可標示為為

{
 

 
x =

m−n

2π
× cos θ

y =
m−n

2π
× sin θ

z = f(
m−n

2π
θ + n)

  

四、將圓錐面展開為扇形，並進行角度擴張成一平面，則原本在圓錐面上的

圓錐曲線Γ會形成平面上的新曲線Γ’，且當Γ為橢圓時Γ’為橢圓；當Γ為拋物線

時Γ’為拋物線；當Γ為雙曲線時Γ’為雙曲線。 

五、當Γ為橢圓及雙曲線時有[

cosα

sinω
0

0
1

sinω

] [
a
b
] = [

a1

b1
]，其中a、b為Γ的半長、

短軸或半貫軸長、共軛軸長，a1、b1為Γ’的半長、短軸或半貫軸長、共軛軸

長。當Γ為拋物線時有c ×
1

sin2 ω
= c1，c為Γ之焦距，c1為Γ’之焦距。 

反之對於一平面圓錐曲線Γ’將其以極座標表示並角度縮減，使其成為一扇形，

將此扇形捲成圓錐面後將得到一圓錐曲線Γ，當Γ’為橢圓時Γ為橢圓；當Γ’為

拋物線時Γ為拋物線。當Γ’為雙曲線時Γ為雙曲線時有矩陣

[
sinω

cosα
0

0 sinω
] [

a1

b1
] = [

a
b
]其中a1、b1為Γ’ 半長、短軸或半貫軸長、共軛軸長，

a、b為Γ半長、短軸或半貫軸長、共軛軸長。當Γ為拋物線時有c = sin2 ωc1 ，

c1為Γ’之焦距，c為Γ之焦距。 

六、當Γ為橢圓及雙曲線，將圓錐面展開並角度擴張後，Γ與平面新圓錐曲線

Γ’的兩焦點間距離包持不變。 
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作品海報 

【評語】050408  

本作品對對圓錐截痕以平面展開的方式進行分析，論述清楚。

主要將丹德林球體原本是透過圓錐面及兩顆不相交的圓錐內切球

即可簡潔的證明出橢圓的公式，作者將這樣的證明方法應用在圓柱

上。並使用 cabri 3d 繪製出圓柱版本的圖形，且探討圓柱面攤開

成平面時，其上的橢圓圖形變化情形，頗具創意。但是，這些工作

應該已經有類似探討，建議須多做文獻探討。此外，在作品說明圓

錐面與圓柱或平面做映射時，可以考慮使用射影幾何的手法，並講

清楚其相對關係。 
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使用與圓錐面內切但不相交 

兩球體證明橢圓的定義 

一、圓柱面上橢圓展開至平面上的轉換公式 

以半徑為r之圓柱、揚角為α之截平面E

規範出空間中的橢圓。此橢圓半長軸
長、半短軸長、半焦點距離分別為

𝑟

cos α
、r、𝑟

1

cos2 α
− 1 

以參數加三角函數 

求出展開後函數式 

以參數加解析幾何 

求出展開後函數式 

展開在平面上的函數式為 

f(x) = r × tan α (1 − cos
x

r
) 

圖1 

圖2-1 圖2-2 圖2-3 



 二、平面函數在平面捲起後的表現 

(一)在平面捲起後形成橢圓的函數 

對於一形如f x = m × cos(
x

n
) 的函數，(n、m為實數)取

一個週期2πn的範圍捲成圓柱面，原函數將形成一橢圓

且此橢圓相當於一平面以揚角α0 (tan α0 =
m

2n
)，截過一

半徑為n的圓柱所形成之橢圓，此橢圓半長軸長、半短

軸長、半焦點距離長分別為
4n2+m2

2
、n、

m

2
。 

 

(二)任意平面函數圖形在平面捲起後表現 

對於任意平面函數y = f 𝑥 ，取n ≤ x ≤ m(n、 m為實數且n ≠ m)

的區段，並以此長度為周長將平面捲成一圓柱面並使其中軸為z軸，

此時函數在空間中的表現為： 

x =
m − n

2π
× cos θ

y =
m − n

2π
× sin θ

z = f
m − n

2π
θ + n

     (0 ≤ θ ≤ 2π)  

三、圓錐面上的圓錐曲線展開後圖形 

(一)圓錐曲線Γ在空間中的參數式為 

Γ:

x = L
tan ω × tan α × cos θ

1 ± tan ω × cos θ × tan α

y = L
tan ω × tan α × sin θ

1 ± tan ω × cos θ × tan α

z = L
tan α

1 ± tan ω × cos θ × tan α

 

(0 ≤ θ ≤ 2π) 
(0 < 1 + tan ω × cos θ × tan α) 

(ω為圓錐頂角、 α為截平面揚角、L為截平面與垂直
平分面交線L0到圓錐面頂點的距離) 

 

(二)圓錐面展開後的點對應關係 
在圓錐面上一點 

(cos θ × tan ω ×  z0  , sin θ × tan ω ×  z0  , z0) 
在圓錐面打開後所對應到的極座標為 

 z0 × secω, sinω × θ  0 ≤ θ ≤ 2π  

→ Γ在圓錐面展開到平面極座標參數式為 

L
tan α × sec ω

1 ± tan ω × cos θ × tan α
, sin ω × θ  

 

 

(三)將圓錐面展開之扇形進行角度擴充 

L
tan α × sec ω

1 + tan ω × cos θ × tan α
, sin ω × θ  

將極座標有向角同乘
1

sin ω
得到 

→ L
tan α × sec ω

1 + tan ω × cos θ × tan α
, θ  

極座標轉換為直角座標系得到 
A2L2

sin2 ω
= 1 − A2 x2 +

2A2L

sin ω
x + y2 

(其中A = tan ω × tan α，以下的所有A亦同) 
→圖形變為二次平面曲線 

 

 

 

 

 

 

(1)平面橢圓的表現 

可得1 > tan α × tan ω = A，並且將圓錐曲線展開
後式子整理為： 

1 =

x +
A2L

sin ω 1 − A2

2

A2L2

sin2 ω 1 − A2 2

+
y2

A2L2

sin2 ω 1 − A2

 

 

新平面橢圓半長軸長為
AL

sin ω 1−A2 ，半短軸長為

AL

sin ω 1−A2
、半焦點距離長為

A2L

sin ω 1−A2  

 

 

(四)以𝛤圖形種類討論平面的二次平面曲線表現，以及與圓錐上圓錐曲線的對比 

1.𝛤為橢圓，0 < α <
π

2
− ω <

π

2
 

(2)圓錐上橢圓表現 

透過𝛤參數式可得到橢圓最高點及最低點的高度差 

，進而得到𝛤的長軸。在來使用離心率便可將𝛤的
焦點距離長及短軸長求出。 𝛤的半長軸長、半短 

軸長、半焦點距離長分別為 
AL

cos α(1−A2)
、 

AL

1−A2
、 

A2L

sin ω 1−A2 。 

 

由此得到兩個結論 

1.

cos α

sin ω
0

0
1

sin ω

a
b

=
a1

b1
，其中a、b為Γ的半長軸長、半短軸長，a1、b1 

為平面橢圓的半長軸長、半短軸長。 

2.橢圓Γ與平面橢圓的焦點距離長是一樣的。 

2. 𝛤為拋物線，0 < α =
π

2
− ω <

π

2
 

 (1)平面拋物線的表現 

可得1 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 × 𝑡𝑎𝑛 𝜔 = 𝐴，
並且將圓錐曲線展開後式子整
理為： 

L2

sin2 ω
=

2L

sin ω
x + y2 

新平面拋物線的頂點到焦點距

離長為
L

2 sin ω
 

 

 

 

 

(2)圓錐上拋物線表現 

從側邊觀察𝛤並解出頂點到焦

點的距離長VG =
L

2
sin ω 

 

 

 

由此得到結論 

1. c ×
1

sin2 ω
= c1  

c為Γ之頂點到焦點距離長，c1為平面拋物線頂
點到焦點距離長。 

圖3-1 圖3-2 

圖4-1 圖4-2 

圖4-3 

圖4-5 

圖4-6 

圖4-7 

圖4-8 



陸、研究結論 
一、圓柱上橢圓在圓柱面展開後的平面直角座標函數可表示為y = r × tan α (1 − cos

x

r
) 

 

二、對於一條f x = m × cos
x

n
的函數(其中m、n為正實數)，取x軸長度為2nπ的區間捲成圓柱面可得一橢圓，此橢圓

的半長軸a=
4n2+m2

2
；半短軸b = n；半焦點距離長c =

m

2
 

 

三、任意平面函數y = f x 在平面取n ≤ x ≤ m的區間捲成圓柱面後其圖形在空間中參數式可標示為為

x =
m−n

2π
× cos θ

y =
m−n

2π
× sin θ

z = f
m−n

2π
θ + n

 

 

四、將圓錐面展開為扇形，並進行角度擴充成一平面，則原本在圓錐面上的圓錐曲線Γ會形成平面上的新曲線Γ’，且
當Γ為橢圓時Γ’為橢圓；當Γ為拋物線時Γ’為拋物線；當Γ為雙曲線時Γ’為雙曲線。 

 

五、當Γ為橢圓或雙曲線時有

cos α

sin ω
0

0
1

sin ω

a
b

=
a1

b1
，其中a、b為Γ的半長軸長、半短軸長或半貫軸長、半共軛軸長，

a1、b1為Γ’的半長軸長、半短軸長或半貫軸長、半共軛軸長。當Γ為拋物線時，有c ×
1

sin2 ω
= c1，其中c為Γ之焦距，

c1為Γ’之焦距。反之對於一平面圓錐曲線Γ’將其以極座標表示並角度縮減，使其成為一扇形，將此扇形捲成圓錐面後
將得到一圓錐曲線Γ，當Γ’為橢圓時Γ為橢圓、當Γ’為拋物線時Γ為拋物線、當Γ’為雙曲線時Γ為雙曲線。而當Γ’ 為橢

圓或雙曲線時，有
sin ω

cos α
0

0 sin ω

a1

b1
=

a
b
其中a1、b1為Γ’半長軸長、半短軸長或半貫軸長、半共軛軸長，a、b為Γ半

長軸長、半短軸長或半貫軸長、半共軛軸長。當Γ為拋物線時，有c = sin2 ω c1，c1為Γ’之焦距，c為Γ之焦距。 

 

六、當Γ為橢圓及雙曲線，將圓錐面展開並角度擴充後，Γ與平面新圓錐曲線Γ’的兩焦點距離保持不變。 

柒、未來展望 

 本文透過參數化加上三角幾何的手法將空間中圓

錐曲線展開至平面上，多處證明算式相當繁複，

尤其是空間中的圓錐曲線表現的探討原先我們使

用側面觀察加上三角幾何，算式不僅繁複且冗長，

但我們發現若引入圓錐曲線離心率的定義，可以

大幅度減少計算量。另外我們也發現對於圓錐面

上的橢圓及雙曲線而言，展開後角度擴充並不會

改變他的焦距，對此我們尚未了解其原因，因此

我們接來想要更深入探討為何會有此現象。 
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3.Γ為雙曲線時，0 <
π

2
− ω < α <

π

2
 

 
 

(1)平面雙曲線的表現 

可得1 < tan α × tan ω = A，並且將圓錐曲線展開後式子整理為： 

1 =

x +
A2L

sin ω A2 − 1

2

A2L2

sin2 ω A2 − 1 2

−
y2

A2L2

sin2 ω A2 − 1

 

新平面雙曲線半貫軸長為
AL

sin ω 1−A2 ，半共軛軸長為
AL

sin ω 1−A2
、半焦點距離長為

A2L

sin ω 1−A2  

 
(2)圓錐上雙曲線表現 

透過Γ參數式可得到雙曲線最高點及最低點的高度差，進而得到Γ的半貫軸長。再來使用離心率
將Γ的焦點距離及半共軛軸長求出。 Γ的半貫軸長、半共軛軸長、半焦點距離長分別為

AL

cos α(1−A2)
、 

AL

1−A2
、 

A2L

sin ω 1−A2 。 

 

 

由此得到兩個結論 

1.

cos α

sin ω
0

0
1

sin ω

a
b

=
a1

b1
，其中a、b為Γ的半貫軸長、半共軛軸長，a1、b1為平面雙曲線的半貫軸長、半共軛軸長。 

2.雙曲線Γ與平面雙曲線的焦點距離長是一樣的。 

 

圖4-9 

 

圖4-10 

https://www.youtube.com/watch?v=GJWgkT8Hb-I
https://www.youtube.com/watch?v=GJWgkT8Hb-I
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https://www.youtube.com/watch?v=LdcKLyI3vsc
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