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摘要 

    本篇研究中考慮在m n 棋盤中放置若干阻隔點，使得給定的圖形 A經任意旋轉翻轉並放

入棋盤中，皆會碰到阻隔點，這些阻隔點所形成的集合稱之為「阻隔集」。我們的目標是先

有根據地推測阻隔點的排列方式，再證明我們的推測是正確的，以求出阻隔集的最小值。 

    相關參考資料大多利用窮舉法猜測答案，故此份研究報告首先釐清原題並補充參考資料

的不足，即考慮以下三種二維平面圖形 A : rS (表 r r 的正方形)、 rP (表1 r 的長方形)和 rL

(表 rP 末端旁接上一個方格的圖形)，求出  , ,b m n A 之值並證明。最後將原題的平面概念延伸

至三維空間(m n  長方體)，研究圖形 'rS (表 r r r  的正方體)、 'rP (表兩邊為1、一邊為

r的長方體)和 'rL (表 'rP 末端旁接上一個方塊的圖形)，求出  , , ,b m n A 之值並證明。 

壹、研究動機 

    練習 TRML 考古題的過程中，2009 年關於阻隔集的思考賽題目深深吸引我們: 

    在m n 棋盤中放置若干阻隔點，使得給定的圖形 A經任意旋轉翻轉並放入棋盤中，皆會

碰到至少一個阻隔點，這些阻隔點所形成的集合稱之為「阻隔集」。而目標是找出最少須放

置幾個阻隔點，即求出阻隔集的最小值，題目中以  , ,b m n A 表m n 棋盤中對圖形 A之阻隔

集的最小值。對於特定的圖形 A，題組內共出現了三種方格圖形，分別為 rS (表 r r 的正方

形)、 rP (表1 r 的長方形)和 rL (表由 rP 末端接上一個方格的圖形)。 

    詳解和歷年相關作品，對於阻隔集的排列方式，多採窮舉法或直接定義，然而我們認為，

最初定義的阻隔點排列方式越接近最小值的排法，便能縮小上下界的範圍，最後證明時越有

效率。因此，研究重點為如何有根據地找出阻隔點排列方式，並釐清詳解中所有沒解釋的細

節，進而補充原先詳解不清楚之處，希望能按此脈絡將原題延伸至三維空間，以解決各種生

活中的工程問題，例如:使用最低成本設置消防栓保障居民安全。 

貳、名詞定義與解釋 

一、二維方格位置 

有m列n行的m n 棋盤中，以  ,i j 表第 i 列第 j 行的方格，定義  
0, 0( , ) 1i jS i j i m    為第 0j  

行，  
0 , 0( , ) 1i jS i j j n   }為第 0i 列。 

例如: 

                 ,3iS  
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二、三維方塊位置 

將m n  長方體視為由 層有m列n行的m n 棋盤堆疊成，以  , ,i j k 表由上至下第 k 層、對 

應棋盤第 i 列第 j 行的方塊，定義
0 , ,i j kS { 0( , , ) 1 ,1i j k j n k    }為第 0i 列之面、

0, ,i j kS { 

0( , , ) 1 ,1i j k i m k    }為第 0j 行之面，
0, ,i j kS { 0( , , )i j k 1 ,1i m j n    }為第 0k 層之面。 

註:此文中皆以m n 及m n  敘述圖形的邊長。例如:2 3 表圖形 ，3 2 表圖形 。 

三、圖形定義 

 (一)同構圖形 

     定義在方格圖形中，經數次旋轉、翻轉而得之圖形稱為同構圖形，例: 3 1 長方形  與 

     1 3 長方形  為同構圖形。 

    (1)平面情況 

       rS :表 r r 的正方形。 

       rP :表一邊為1、一邊為 r的長方形之所有同構圖形。 

       rL :表 rP 末端旁接上一個方格的圖形之同構圖形，共有 8種。 

    (2)立體情況 

       'rS :表 r r r  的正方體。 

       'rP :表兩邊為1、一邊為 r的長方體之所有同構圖形。 

       'rL :表 'rP 末端旁接上一個方塊的圖形之同構圖形，共有 16種。 

四、阻隔集與  , ,b m n A : 

定義  , ,b m n A 為最小的非負整數 k ，使得在棋盤中可找出 k 個格子組成的集合B ，滿足棋盤

中任一與 A同構的圖形都與 B 至少有一共同的格子，這樣的集合 B 即稱為 A的阻隔集。 

參、研究目的 

研究目的一:補充詳解中  , , rb m n S 及  , , rb m n P 證明之不足。 

研究目的二: 求出  , , rb m n L 之值。 

研究目的三: 求出m n  三維空間中 , , ,( ' )rb m n S 、 , , ,( ' )rb m n P 及 , , ,( ' )rb m n L 之值。 

肆、研究設備與器材 

紙、筆、電腦、小畫家繪圖軟體、Microsoft Office Word、Mathtype. 
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伍、研究過程 

    本研究採用的手法為:先分析討論阻隔集最小值可能的排列方式(非以窮舉法或主觀想

法)，再列出相對應的一般式，最後沿用詳解中的證明手法，以分割方法得出下界，進而證明

上下界重合，求出最小值。 

一、平面情況 

 (一)  , , rb m n S  

 進入正文前，先以 3S 圖形為例，敘述首次接觸到題目時的想法: 

 首先，我們想知道m、n各自對阻隔點放置的影響，故分為 3, 3m n  及 3, 3m n  兩種情 

 況討論。 

 1. 3, 3.m n  (只需考慮橫向分布的正方形) 

 如下圖， 3, 3m n  時，因為只有一個 3S 圖形，所以可放置阻隔點於棋盤中任一格。 

    

    

    

 如下圖， 3, 4m n  時，棋盤中有兩個 3S 圖形，若放置阻隔點於 ,1iS 或 ,4iS ，分別會造成棋盤 

 最右方和最左方的 3S 圖形碰不到阻隔點。 

   

 所以會放置阻隔點於 ,2iS 或 ,3iS 中任一方格，所有可能的放置位置如下。 

       

 如下圖， 3, 5m n  時，棋盤中有三個 3S 圖形，放置阻隔點於 ,3iS 才能碰到所有 3S 圖形。 
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 所以會放置阻隔點於 ,3iS 中任一方格，所有可能的放置位置如下。 

    

 雖然阻隔集的放置方式有許多種，但並不影響阻隔點的個數，而綜上所述，放置阻隔點於 ,3iS  

 中任一方格，能符合 3,3 5m n   所有情況，因此以下將不再考慮其他可能的放置位置。 

 如下圖， 3, 6m n  時，可得 ,3iS 相較於 ,1iS 、 碰到的 3S 圖形最多。 

  

   

    

 如下圖，雖然 ,4iS 碰到的 3S 圖形與 ,3iS 一樣多，但若放置阻隔點於其中，會造成棋盤最左方 

 的 3S 圖形碰不到阻隔點。 

  

 所以會放置第一個阻隔點於 ,3iS 中任一格。接著，如下圖，將未碰到此阻隔點的 3S 圖形(紅 

 色部分)延伸視為新棋盤(綠色部分)，重複上述分析方式，放置第二個阻隔點於 ,6iS 中任一 

 格。 

   

 以此類推，放置其他阻隔點於 ,3i tS 中任一格。因此，正方形橫向分布時，阻隔點會位於行數 

 為3的倍數的格子中。 

 2. 3, 3.m n  (只需考慮縱向分布的正方形) 

,2iS
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 與 3m  , 3n  時的分析手法相同， 3n  時會先放置阻隔點於 3, jS 中任一格，再放置第二個 

 阻隔點於 6, jS 中任一格。以此類推，放置其他阻隔點於 3 ,t jS 中任一格。因此，正方形縱向分 

 布時，阻隔點會位於列數為3的倍數的格子中。合併以上兩個結論，推測B  {  , :1 ,i j i m   

 1 ,j n i  和 j 均為3的倍數}是一個 3S 的阻隔集，如圖 1。為方便討論，將其分割為單位正 

 方形，如圖 2。 

  (圖 1)               (圖 2) 

 以未知數 r代入上述想法中，得B  {  , :1 ,1 ,i j i m j n i    和 j 均為 r 的倍數}是一個 rS 的 

 阻隔集，且 .m n
B

r r

   
       

 

 接著要證明此一般式確可求出  , , rb m n S : 

結論 1 

  , , .r

m n
b m n S

r r

   
       

 

【證明】 

     ∵ B  {  , :1 ,1 ,i j i m j n i    和 j 均為 r 的倍數}是一個 rS 的阻隔集，但不知阻隔集個 

數能否更少 

     ∴   ., , r

m n
B

r
n

r
b m S

   
        

…上界 

     ∵m n 棋盤可以分割出
m n

r r

   
      

個 rS 圖形，而任一個 rS 圖形中至少要有一阻隔點 

     ∴  , , .r

m n
b m n S

r r

   
       

…下界 

     故可得  , , .r

m n
b m n S

r r
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(二)  , , rb m n P  

 rP 圖形有兩種同構圖形，以 3P 圖形為例，即為1 3 長方形  與3 1 長方形 ，因此就 

 不同圖形分為 1, 3m n  及 3, 1m n  兩種情況討論。 

 13 長方形  : 1, 3.m n   

 如下圖， 1,3 5m n   時，可放置阻隔點於  1,3 。 

    

 如下圖， 1,6 8m n   時，可放置阻隔點於  1,3 、  1,6 。 

    

 所以 1m  時，阻隔點位於  1,3t 。故可知 1m  時，阻隔點分布情形如下: 

  

 31 長方形  : 3, 1.m n   

 與前述分析手法相同，得 1n  時，阻隔點位於  3 ,1t 。故可知 1n  時，阻隔點分布情形如下: 

  

 合併以上兩個結論，推測 B  {  , :1 ,i j i m  1 ,j n i  或 j 為3的倍數}是一個 3P 的阻隔集 

 ，如圖 3。為方便討論，將其分割為單位正方形，如圖 4。 
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  (圖 3)                    (圖 4) 

 以未知數 r代入上述想法中，得 B  {  , :1 ,1 ,i j i m j n i    或 j 為 r 的倍數}是一個 rP 的阻 

 隔集。但阻隔點數量可以更少，如下圖，於任兩相異阻隔點各自對應之長方形相重疊的格子 

 中放置一阻隔點，則此阻隔點可代替原本兩阻隔點。 

  

 以此方式合併後，共可得 !r 種單位正方形。 

 以 3P 為例，即為以下六種單位正方形: 

       

 到底使用哪個單位正方形能夠求出阻隔集數量的最小值呢?若棋盤恰可分割成若干個單位正 

 方形，則使用不同的單位正方形不影響阻隔點個數，因為每個單位正方形中阻隔點個數皆為 

 r；若棋盤無法恰好分割成若干個單位正方形，則需另行討論，以下用8 11 棋盤說明:如下 

 圖，將8 11 棋盤分成 A、B、C、D 四部分討論。 
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 如下圖，A 部分恰可分成 2 3 個3 3 正方形，每個正方形有3個阻隔點，共有18個阻隔點。 

 即恰可分成
n m

r r

   
      

個 r×r正方形，每個正方形中有 r 個阻隔點，故 A 部分共有
n m

r
r r

   
      

個 

 阻隔點，其中
n m

r
r r

   
      

為 r的倍數。 

  

 如下圖，B 部分可視為 3個2 3 長方形，每個長方形中阻隔點的位置，可透過長方形在單位 

 正方形中的相對位置得到。 

     

 雖然不知該使用何種單位正方形，無法確定阻隔點的位置，但不論是何種單位正方形，都能 

 將其看成由3個1 3 長方形組成，而每個長方形中皆恰有一個阻隔點，舉例如下圖。 

           

 因此每個2 3 長方形中有 2 個阻隔點，B 部分共有 6個阻隔點。即
n

r

 
  

個a r 長方形，每個 

 長方形中有a個阻隔點，又
m

a m r
r

 
    

，故 B 部分共有
n m

m r
r r

    
        

個阻隔點，其中 

 
n m

m r
r r

    
        

為 r 的倍數。 

 如下圖，C 部分可視為 2 個3 2 長方形，每個長方形中阻隔點的位置，可透過長方形在單位 

 正方形中的相對位置得到。 

  

          

② 

③

  

① ② ③ 

① 
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 雖然不知該使用何種單位正方形，無法確定阻隔點的位置，但不論是何種單位正方形，都能 

 將其看成由3個3 1 長方形組成，而每個長方形中皆恰有一個阻隔點，舉例如下圖。 

 

        

 因此每個3 2 長方形中有 2 個阻隔點，C 部分共有4 個阻隔點。即
m

r

 
  

個 r b 長方形，每個  

 長方形中有b 個阻隔點，又
n

b n r
r

 
    

，故 C 部分共有
m n

n r
r r

    
        

個阻隔點，其中 

 
m n

n r
r r

    
        

為 r的倍數。 

 如下圖，以 2, 2a b  為例，D 部分為a b 長方形，每個長方形中阻隔點的位置，可透過長 

 方形在單位正方形中的相對位置得到。 

   

 如下圖，a b 長方形中最少有一阻隔點(圖 5)，我們觀察符合最少阻隔點的單位正方形，發 

現其共通點為不放阻隔點於a b 長方形外剩餘行列的交會處(圖 6)。 

 

         (圖 5)     (圖 6) 

所以可用 a b 長方形外剩餘行列數，回推a b 長方形中阻隔點的個數: 

a b 長方形外剩餘行列數為 ( ) ( )r a r b   ，單位正方形中阻隔點個數為 r  

 a b 長方形中阻隔點個數     .r r a r b a b r           

若 0a b r   ，即a r b  或b r a  ，則必有阻隔點位於行列交會處，以 1, 3,a b r   5  

為例，如下圖，此時a b 長方形中可不放置任何阻隔點。 

 

 

① ② ③ ① ② ③ 
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因此，將 a b 長方形中阻隔點的個數修正為  0,a b r .Max    

故雖然不知道該使用何種單位正方形，無法確定阻隔點的位置，但不論是何種單位正方形， 

D 部分阻隔點個數最少為  0,a b r .Max    

又因為 A、B、C 三部分阻隔集個數皆為 r 的倍數，所以用
mn ab

r


表示此三部分的阻隔集個 

數，故得  0, .mn ab
B Max a b r

r


     

接著要證明此一般式確可求出  , , rb m n P : 

結論 2 

        , , rb m n P   

       1.若1 1, 1m r n    ，則  , , .r

n
b m n P m

r

 
   

 

         若 2,1 1m n r    ，則  , , .r

m
b m n P n

r

 
   

 

       2.若 ,m r n r  ，則 

         

 , ,

0, 1 .

rb m n P

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r



       
                                        

 
 

 

【證明】 

       1.若1 1, 1m r n    ，以 2,n 8, 3m r   為例，因為不須合併阻隔點，所以阻隔點 

排列方式如下: 

          

         阻隔點個數為
8 2
3
 

  
，即 .n

m
r

 
  

 

         若 2,1 1m n r    ，想法同上，阻隔點個數為 .m
n

r

 
  

 

       2.∵此排列方式是一個 rP 的阻隔集，但不確定阻隔集數量是否為最小值 

         ∴    , , 0, .r

mn ab
B Maxb m n a b rP

r


     ……上界 
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         ∵ 1, 1a r b r      ∴  0 0, 2.Max a b r r      

         ∵棋盤中有
mn ab

r


個不重疊的 rP 圖形，而每個 rP 圖形中至少要有一阻隔點 

         ∴ ( , , ) .r

mn ab
b m n P

r


 ……下界 

         接著，一一討論  0,Max a b r  的所有可能: 

         若  0, 0Max a b r   ，則  , , .rb m n P
mn ab mn ab

r r

 
   

         得    , ., 0, r

mn ab
Max a b r

r
b m n P


     

         若  0, 1Max a b r   ，則  , 1., rb m n P
mn ab mn ab

r r





   

         可設 1, 2a r b   ，如圖 7，若  , , r

m
b m n

r
P

n ab
 (即a b 中沒有阻隔點)， 

         則橘色部分每格皆須有一阻隔點，為合併前的排列方式，不符最小排列方式， 

         故得    , ., 0, r

mn ab
Max a b r

r
b m n P


     

          (圖 7) 

         若  0, 2Max a b r   ，則  , 2., rb m n P
mn ab mn ab

r r





   

         可設 1, 3a r b   : 
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         (1)若  , , r

m
b m n

r
P

n ab
 (即a b 棋盤中沒有阻隔點)， 

            則橘色部分每格皆須有一阻隔點，不符最小排列方式(圖 8-1)。 

         (2)若  , 1, r

m

r
b m n

n
P

ab
  (即a b 棋盤中有一阻隔點)， 

            則橘色部分每格皆須有一阻隔點，不符最小排列方式(圖 8-2)。 

            (圖 8-1)         (圖 8-2) 

            故得    , ., 0, r

mn ab
Max a b r

r
b m n P


     

         若  0, 3Max a b r   ，則  , 3., rb m n P
mn ab mn ab

r r





   

         可設 1, 4a r b   : 

         (1)若  , , r

m
b m n

r
P

n ab
 (即a b 棋盤中沒有阻隔點)， 

            則橘色部分每格皆須有一阻隔點，不符最小排列方式(圖 9-1)。 

         (2)若  , 1, r

m

r
b m n

n
P

ab
  (即a b 棋盤中有一阻隔點)， 

            則橘色部分每格皆須有一阻隔點，不符最小排列方式(圖 9-2)。 

         (3)若  , 2, r

m

r
b m n

n
P

ab
  (即a b 棋盤中有兩阻隔點)， 

            則橘色部分每格皆須有一阻隔點，不符最小排列方式(圖 9-3)。 
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            故得    , ., 0, r

mn ab
Max a b r

r
b m n P


     

                    

         (圖 9-1)                   (圖 9-2)                     (圖 9-3) 

         以此類推，可知若  0, (1 2,k )Max a b r k k r        

         則  , ., rb m n P
mn ab mn ab

k
r r


 

   

         可設 1, 1a r b k    ， 

         不符合的情況之討論範圍自
mn ab

r


至  1mn ab

k
r


  ，橘色部分的變化為自 

         圖 10-1 逐漸縮小至圖 10-2。 

  (圖 10-1)        (圖 10-2) 

         故所有情況下最後皆可得    , ., 0, r

mn ab
Max a b r

r
b m n P


     

         下表為此證明的架構: 
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 (三)  , , rb m n L  

 rL 圖形是由 rP 圖形末端旁接上一個方格得到的，因此 rP 圖形的阻隔集是 rL 圖形的一個阻隔 

 集，且 3r  時阻隔集個數無法更少，以 3L 圖形其中一種單位正方形為例說明:如下圖，若拿 

 走其一阻隔點(灰色格子)，則可放入許多 3L 圖形。 

      

    

 唯放置阻隔點於這些 3L 圖形交集的格子中，方能阻隔所有 3L 圖形，但其交集即為原本的灰 

 色格子，所以可說 3L 圖形的阻隔集與 3P 圖形相同。以相同想法分析此單位正方形的其他阻 

 隔點，抑或其他單位正方形，皆能得到相同結論。故 3r  時，  , , rb m n L 的結論大致與 

  , , rb m n P 相同，不同的是m或 1n  時無法放入任何 L 圖形，故  1, , rb n L   ,1, rb m L 0.  

另外需要特別注意的是 2r  時，以下說明之: 

如下圖， 2P 圖形的單位正方形有兩種。 

  

以左方的單位正方形為例，如下圖，若拿走其一阻隔點(灰色格子)，則可放入兩 2L 圖形。 

   

但可透過放置阻隔點於紫色格中阻隔此二 2L 圖形(圖 11)，故 2L 圖形的單位正方形有六種(圖 
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12)。 

 (圖 11)            (圖 12) 

,m n皆為偶數時，所有單位正方形皆能求出最小值；因此以下分成三種情況討論，分別是m  

為偶數n為奇數、m為奇數n為偶數及 ,m n 皆為奇數，確認何種單位正方形能求出最小值: 

1.m為偶數n為奇數(以4 3 棋盤為例) 

       

如上圖，很顯然地，使用  能求出最小值，  2 .,
2

, n
m L mb n

 
   

 

2.m為奇數n為偶數(以3 4 棋盤為例) 

       

如上圖，很顯然地，使用  能求出最小值，  2 .,
2

, m
m L nb n

 
   

 

3.m為奇數n為奇數(以3 5 及5 3 棋盤為例) 

       

 

 如上圖，很顯然地，m n 時使用  能求出最小值，  2 .,
2

, m
m L nb n
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 如上圖，很顯然地，m n 時使用  能求出最小值，  2 .,
2

, n
m L mb n

 
   

 

 觀察後發現，不須分成奇偶數討論，而是m n 時使用   2, , .
2
m

b m n L n
 

   
，及m n  

 時使用   2, , .
2
n

b m n L m
 

   
 

結論 3 

        , , rb m n L  

       1.    1, , ,1, 0.r rb n L b m L   

       2.若2 1, 1m r n    ，則  , , .r

n
b m n L m

r

 
   

 

         若 1,2 1m n r    ，則  , , .r

m
b m n L n

r

 
   

 

       3.若 , , 3m r n r r   ，則 

 , ,

0, 1 .

rb m n L

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r



       
                                        

 
 

 

4.若 2,r m n  ，則  2, , .
2
m

b m n L n
 

   
 

  若 2,r m n  ，則  2 .,
2

, n
m L mb n

 
   

 

二、立體情況 

(一)  , , , 'rb m n S   

首先，以 3'S 圖形為例，欲找出m、n、 各自對阻隔點放置的影響，故分為 3, 3, 3m n   、 

3, 3, 3m n   及 3, 3, 3m n   三種情況討論。 
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1. 3, 3, 3m n   :與平面的分析手法相同，可得阻隔點會位於 ,3 ,i t kS 此面中任一格。 

2. 3, 3, 3m n   :與平面的分析手法相同，可得阻隔點會位於 3 , ,t j kS 此面中任一格。 

2. 3, 3, 3m n   :與平面的分析手法相同，可得阻隔點會位於 , ,3i j tS 此面中任一格。 

合併以上三個結論，推測 B {  , , :1 ,i j k i m  1 ,j n  1 , , ,k i j k  均為3的倍數}是一個 

3'S 的阻隔集。為方便討論，將其分割為單位正方體。 

以未知數 r代入上述想法中，得 B  {  , , :1 ,1 ,1 , , ,i j k i m j n k i j k      均為 r 的倍數}是

一個 'rS 的阻隔集，且 .m n
B

r r r

     
           

 

接著要證明此一般式確可求出  , , , 'rb m n S : 

結論 4 

  , , , ' .r

m n
b m n S

r r r

     
           

 

【證明】 

    ∵B  {  , , :1 ,1 ,1 , , ,i j k i m j n k i j k      均為 r 的倍數}是一個 'rS 的阻隔集，但不 

       知阻隔集個數能否更少 

     ∴  , , , ' .r

m n
B

r r r
b m n S

     
            

…上界 

     ∵m n  長方體可以分割出
m n

r r r

     
          

個 'rS 圖形，而任一個 'rS 圖形中至少要有一阻 

       隔點 

     ∴  , , , ' .r

m n
b m n S

r r r

     
           

…下界 

     故可得  , , , ' .r

m n
b m n S

r r r

     
           

 

(二)  , , , 'rb m n P  

'rP 圖形有三種同構圖形，以 3'P 圖形為例，即為1 3 1  長方體、3 1 1  長方體與1 1 3  長方 

體，因此就不同圖形分為 1, 3, 1m n   、 3, 1, 1m n   及 1, 1, 3m n   三種情況討論。 

1 3 1  長方體: 1, 3, 1.m n    
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與平面的分析手法相同，可得阻隔點會位於 ,3 ,i t kS 此面所有格子中。 

3 1 1  長方體: 3, 1, 1.m n    

與平面的分析手法相同，可得阻隔點會位於 3 , ,t j kS 此面所有格子中。 

1 1 3  長方體: 1, 1, 3.m n    

與平面的分析手法相同，可得阻隔點會位於 , ,3i j tS 此面所有格子中。 

合併以上三個結論，推測 B {  , , :1 ,1 ,1 ,i j k i m j n k i      或 j 或 k 為3的倍數}是一個 

3'P 的阻隔集。為方便討論，將其分割為單位正方形。 

以未知數 r代入上述想法中，得 B  {  , , :1 ,1 ,1 ,i j k i m j n k i      或 j 或 k 為 r的倍數} 

是一個 'rP 的阻隔集。但阻隔點數量可以更少:於任三相異阻隔點各自對應之長方體相重疊的 

格子中放置一阻隔點，則此阻隔點可代替原本三阻隔點。以此方式合併後的單位立方體，可 

視為由 r層平面的 r r 單位正方形組合而成，但並非所有單位正方形皆可用來組合。 

以 3r  為例，單位正方形有以下六種。 

      

於此六種單位正方形中選擇三種組合成單位正方體。 

 第一層   第二層   第三層 

    

但前提為俯視圖中各方格皆須有阻隔點，如下圖: 

 

設
m

a m r
r

 
    

, n
b n r

r

 
    

, c r
r

 
    

，與平面的概念相同，a b c  長方體外區域阻隔集

個數為 r的倍數，可用
mn abc

r


表示； a b c  長方體部分以 4, 3, 2, 5a b c r    為例，分

別扣除長方體中  r r b r   、  r a b r   及 ( )a b r c   此三區之阻隔點個數，則可得a

b c 長方體中阻隔點個數為   0, .Max r r a b c ab ac bc       
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故得   0, .mn abc
B Max r r a b c ab ac bc

r


         

接著要證明此一般式確可求出  , , , 'rb m n P : 

結論 5 

        , , , 'rb m n P   

       1.若 1,1 1,1 1m n r r       ，則  ' ., , , r

m
nb m n P

r

 
   

 

         若1 1, 1,1 1m r n r       ，則  ' ., , , r

n
mb m n P

r

 
   

 

         若1 1,1 1, 1m r n r       ，則  , ., , 'r mn
r

b m n P
 

   
 

       2.若 1, 1,1 1m n r     ，則  , , , 'rb m n P    

         0, 1 .

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r

       
                                        



 
 
 
 
 
  

 

 

         若1 1, 1, 1m r n     ，則  , , , 'rb m n P   

         0, 1 .

n
n n r r

r r n
Max n r

r r r
m

       
                                       

 
 
 
 
 
 


 
 
 

 

         若 1,1 1, 1m n r     ，則  , , , 'rb m n P   

         0,m 1 .

m
m m r r

r r m
Max r

r r r
n

       
                                       

 
 
 
 
 
 


 
 
 

 

       3.若 , ,m r n r r   ，則  , , , 'rb m n P   
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20,

m n
mn m r n r r

r r r

r

m n
r r m n r r r mn m n

r r r

n m m n
Max rm rn r

r r r r r r

         
                     

 
 
 

      
                    

              
                                  

.

m n m n
r

r r r r r r

 
 
 
   
  

  
             
                             

 

【證明】 

       1.若 1,1 1,1 1m n r r       ，則只需討論 1 1r   長方體，其阻隔點會位於 , ,rt j kS 此 

         面所有格子中，故  ' ., , , r

m
nb m n P

r

 
   

 

         若1 1, 1,1 1m r n r       ，則只需討論1 1r  長方體，其阻隔點會位於 , ,i rt kS 此 

         面所有格子中，故  ' ., , , r

n
mb m n P

r

 
   

 

         若1 1,1 1, 1m r n r       ，則只需討論1 1 r  長方體，其阻隔點會位於 , ,i j rtS 此 

         面所有格子中，故  , ., , 'r mn
r

b m n P
 

   
 

       2.若 1, 1,1 1m n r     ，則只需討論1 1r  長方體及 1 1r   長方體，因此可視m  

         n  長方體為 層m n 棋盤，故    , , , ' , .,r rb m n P b m n P   

         1 1, 1, 1m r n     及 1,1 1, 1m n r     時，概念同上。 

       3.∵此排列方式是一個 'rP 的阻隔集，但不確定阻隔集數量是否為最小值 

         ∴     , , , 0, .'r
mn abc

B Max r r a b c ab ac bcb m n P
r


         ……上界 

         ∵ 1, 1, 1a r b r c r       

         ∴    20 0, 3 3.Max r r a b c ab ac bc r r           
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         ∵m n  長方體中有
mn abc

r


個不重疊的 'rP 圖形，而每個 'rP 圖形中至少要有 

           一阻隔點    

         ∴ ( , , , ) .r

mn abc
b m n P

r


 ……下界 

         接著，一一討論   0,Max r r a b c ab ac bc      的所有可能: 

         若   0, 0Max r r a b c ab ac bc       ， 

         則  , , ., 'r
m

b m n P
n abc mn abc

r r

 
  

         得     , , , ' 0, .r

mn abc
Max r r a b c ab ab m c

r
n P c b


         

         若   0, 1Max r r a b c ab ac bc       ， 

         則  , , , ' 1.r

mn
b m n P

abc mn abc

r r

 
   

         可設 2 11, ,a r b c   ，因為 1c  ，所以 a b c  長方體可視為a b 棋盤，如圖 13，    

         若  , , , 'r
mn abc

r
b m n P


 (即a b c  中沒有阻隔點)， 

         則橘色部分每格皆須有一阻隔點，為合併前的排列方式，不符最小排列方式， 

         故得     , , , ' 0, .r

mn abc
Max r r a b c ab ab m c

r
n P c b


         

          (圖 13) 
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         以此類推， 

         可知若    20, (1 3 3, )Max r r a b c ab ac bc k k r r k             

         則  , , , ' .r

mn abc
b m n

mn a c
k

r
P

b

r

 
   

         可設 , , 11 1a r b k c    ，因為 1c  ，所以a b c  長方體可視為a b 棋盤。 

         不符合的情況之討論範圍自
mn abc

r


至  1mn abc

k
r


  ，橘色部分的變化為自 

         圖 14-1 逐漸縮小至圖 14-2。 

         (圖 14-1)    (圖 14-2) 

         故所有情況下最後皆可得 

             , , , ' 0, .r

mn abc
Max r r a b c ab ab m c

r
n P c b


         

(三)  , , , 'rb m n L  

與平面的概念相同，故 3r  時，  , , , 'rb m n L 的結論大致與  , , , 'rb m n P 相同，不同的是m或 

n或 1 時無法放入任何 'L 圖形，故      1, , , ' ,1, , ' , ,1, ' 0.r r rb b bn L m L m n L    

另外需要特別注意的是 2r  時: 

若m為奇數,n為偶數, 為偶數，則  , , , ' .rb m n L
m

n
r r
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若m為奇數,n為奇數, 為偶數，則  , , , ' .rb m n L
m n

r r

   
       

 

若m為奇數,n為偶數, 為奇數，則  , , , ' .rb m n L
m

n
r r

   
       

 

陸、研究結果與結論 

一、平面情況 

   1.  , , .r

m n
b m n S

r r

   
       

 

   2.   , , rb m n P   

      (1)若1 1, 1m r n    ，則  , , P .r

n
b m n m

r

 
   

 

         若 2,1 1m n r    ，則  , , P .r

m
b m n n

r

 
   

 

      (2)若 ,m r n r  ，則 

         

 , ,

0, 1 .

rb m n P

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r



       
                                        

 
 

 

   3.   , , rb m n L  

      (1)    1, , ,1, 0.r rb n L b m L   

      (2)若2 1, 1m r n    ，則  , , .r

n
b m n L m

r

 
   

 

         若 1,2 1m n r    ，則  , , .r

m
b m n L n

r

 
   

 

      (3)若 , , 3m r n r r   ，則 

 

         

 , ,

0, 1 .

rb m n L

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r
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      (4)若 2,r m n  ，則  2, , .
2
m

b m n L n
 

   
 

         若 2,r m n  ，則  2 .,
2

, n
m L mb n

 
   

 

二、立體情況 

   1.  , , , ' .r

m n
b m n S

r r r

     
           

 

   2.   , , , 'rb m n P   

      (1)若 1,1 1,1 1m n r r       ，則  ' ., , , r

m
nb m n P

r

 
   

 

         若1 1, 1,1 1m r n r       ，則  ' ., , , r

n
mb m n P

r

 
   

 

         若1 1,1 1, 1m r n r       ，則  , ., , 'r mn
r

b m n P
 

   
 

      (2)若 1, 1,1 1m n r     ，則  , , , 'rb m n P    

         0, 1 .

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r

       
                                        



 
 
 
 
 
  

 

 

         若1 1, 1, 1m r n     ，則  , , , 'rb m n P   

         0, 1 .

n
n n r r

r r n
Max n r

r r r
m

       
                                       

 
 
 
 
 
 


 
 
 

 

         若 1,1 1, 1m n r     ，則  , , , 'rb m n P   

         0,m 1 .

m
m m r r

r r m
Max r

r r r
n

       
                                       

 
 
 
 
 
 


 
 
 

 

      (3) 若 , ,m r n r r   ，則  , , , 'rb m n P   
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20,

m n
mn m r n r r

r r r

r

m n
r r m n r r r mn m n

r r r

n m m n
Max rm rn r

r r r r r r

         
                     

 
 
 

      
                    

              
                                  

.

m n m n
r

r r r r r r

 
 
 
   
  

  
             
                             

 

   3.   , , , 'rb m n L   

      (1)      1, , , ' ,1, , ' , ,1, ' 0.r r rb n L b m L b m n L    

      (2)若 1,2 1,2 1m n r r       ，則  ' ., , , r

m
nb m n L

r

 
   

 

         若2 1, 1,2 1m r n r       ，則  ' ., , , r

n
mb m n L

r

 
   

 

         若2 1,2 1, 1m r n r       ，則  , ., , 'r mn
r

b m n L
 

   
 

      (3)若 1, 1,2 1m n r     ，則  , , , 'rb m n L    

         0, 1 .

m n
mn m r n r

r r m n
Max m n r

r r r

       
                                        



 
 
 
 
 
  

 

 

         若2 1, 1, 1m r n     ，則  , , , 'rb m n L   

         0, 1 .

n
n n r r

r r n
Max n r

r r r
m

       
                                       

 
 
 
 
 
 


 
 
 

 

         若 1,2 1, 1m n r     ，則  , , , 'rb m n L   
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         0,m 1 .

m
m m r r

r r m
Max r

r r r
n

       
                                       

 
 
 
 
 
 


 
 
 

 

      (4) 若 , , , 3m r n r r r    ，則  , , , 'rb m n P   

          
20,

m n
mn m r n r r

r r r

r

m n
r r m n r r r mn m n

r r r

n m m n
Max rm rn r

r r r r r r

         
                     

 
 
 

      
                    

              
                                  

.

m n m n
r

r r r r r r

 
 
 
   
  

  
             
                             

 

      (5) 若 2r  ,m為奇數,n為偶數, 為偶數，則  , , , ' .rb m n L
m

n
r r

   
       

 

          若 2r  ,m為奇數,n為奇數, 為偶數，則  , , , ' .rb m n L
m n

r r

   
       

 

          若 2r  ,m為奇數,n為偶數, 為奇數，則  , , , ' .rb m n L
m

n
r r

   
       

 

柒、未來展望 

現實生活中，任意方格圖形更符合實際問題，希望配合工程上的需求，研究其他不規則圖形 

或混合使用不同圖形。而立體情況也許能夠透過座標化，將研究範圍擴展至n維，進一步結 

合組合數學中的著色問題，提高此研究的應用性。 
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作品海報 

【評語】050403  

本作品為 TRML試題的延伸討論，主要針對解決問題的方法

進行改善，並延伸至三維棋盤的討論。主要是研究在棋盤中放入一

些點，使得給定的圖形不論如何擺放，都會至少碰到給定的點；對

於擺放的策略，本作品也針對數種圖形，分別提供岀非常有效率的

擺法，至於這樣子的方法是否為最優的方法，在理論上的證明是有

著墨，相信可以寫得更精確。另外，所研究的圖形相對比較簡單，

在這方面應該可以做得更好，尤其是能夠從圖論方面得到更多的參

考資訊，對於推導公式的完整性也會有更具體的協助。 
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壹、摘要 

本篇研究中考慮在     棋盤中放置若干阻隔點，使得給定的圖形  經任意旋轉翻轉並放入棋盤中，皆
會碰到阻隔點，這些阻隔點所形成的集合稱之為「阻隔集」。我們的目標是先有根據地推測阻隔點的
排列方式，再證明我們的推測是正確的，以求出阻隔集的最小值。 

貳、名詞定義與解釋 

(一)圖形定義 

首先定義在方格圖形中，經數次旋轉、翻轉而得之圖形稱為同構圖形。 

(1)平面情況 

     :表    的正方形。 

     :表一邊為 、一邊為  的長方形之所有同構圖形。 

     :表  末端旁接上一個方格的圖形之同構圖形，共有8種。 

(2)立體情況 

     :表      的正方體。 

     :表兩邊為 、一邊為  的長方體之所有同構圖形。 

     :表   末端旁接上一個方塊的圖形之同構圖形，共有16種。 

(二)阻隔集與 

定義        為最小的非負整數 ，使得在棋盤中可找出  個格子組成的集合 ，滿足棋盤中任一與  
同構的圖形都與  至少有一共同的格子，這樣的集合  即稱為  的阻隔集。 

參、研究目的 

研究目的一:補充詳解中         及         證明之不足。 

研究目的二:求出         之值。 

研究目的三:求出       三維空間中          、           及           之值。 

肆、研究過程 

研究流程: 

 

一、平面情況 

(一)          

討論  阻隔集的放置: 

 

 

 

 

 

同理，正方形縱向分布時，阻隔點會位於列數為3的倍數的格子中。故推測    {  

  和 為3的倍數}是一個  的阻隔集，如圖(1)。為方便討論，將其分割為單位正方形，如圖(2) 

 

 

 

 

             圖(1)                            圖(2) 

 

 

 

 

 

(二)  

與  的分析手法相同，可推測    {                    或 為3的倍數}是一個  的阻隔集，如圖(3)。
為方便討論，將其分割為單位正方形，如圖(4)。 

 

 

 

 

              圖(3)                            圖(4)                    圖(5) 

但阻隔點數量可以更少，如圖(5)，於任兩相異阻隔點各自對應之長方形相重疊的格子中放置一阻隔點， 

則此阻隔點可代替原本兩阻隔點。以此方式合併後，共可得  種單位正方形，以  為例如下圖。 

以 為例，即為以下六種單位正方形: 

 

 

 

找出最小阻隔集
可能的排列方式 

證明此一般式確實能
算出阻隔集最小值 

依其排列方式
列出一般式 

放置第一個阻隔點於第三行中任一格 

正方形橫向分布時，阻隔點會位於行數為3的倍數
的格子中 

結論1 
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到底使用哪個單位正方形能夠求出阻隔集數量的最小值呢? 

將     棋盤分成ABCD四部分討論，如圖(6)，得A部分共有         個阻隔點， 

B部分共有              個阻隔點，C部分共有             個阻隔點，D部分 

最少有              個阻隔點，故                                                                  (圖6) 

 個阻隔點，故 

雖然無法確定阻隔點的位置，但可知… 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

 1.  或    時，只需考慮單一方向的  圖形，以         為例，阻隔集排列方式如圖7，得證。                      

 2.∵此排列方式是一個  的阻隔集，但不確定阻隔集數量是否為最小值 

   ∴                                     ……上界                                                (圖7) 

   ∵           ∴  

   ∵棋盤中有       個不重疊的  圖形，而每個  圖形中至少要有一阻隔點 

   ∴                  ……下界 

   接著，討論              的所有可能: 

   若                                 ， 

   則                                                                                             (圖8) 

   可設              (如圖8) 

   若                  (即藍色    區域不放置阻隔點)， 

   則圖8中橘色部分須有    個阻隔點放在    列，不符最小排列方式。 

   若                         (即藍色    區域放置    個阻隔點) 

   則圖8中橘色部分須有  個阻隔點放在    列，不符最小排列方式。 

   故       的所有情況下皆符合 

   另外，以下考慮       還有其他可能的長和寬，即                                                  (圖9) 

   設                           (如圖9)，令 

   當    時，橘色部分須有          個阻隔點放在    列；當         時，橘色部分須有               個阻隔點放在    列… 

   以此類推討論，當       時，橘色部分須有         個阻隔點放在    列。 

       即當                     時，橘色部分的阻隔集皆不符合最小排列方式。得證。 

(三)  

  圖形可視為  圖形末端旁接上一個方格，因此  圖形的阻隔集是  圖形的一個阻隔集，且當         時，阻隔集個

數無法更少(如圖10)，故此時結論大致與  圖形相同。 

 

                                                                                      

                                                                                     (圖10) 

 

 

 

結論2 

 

  1.若           ，則                                            2.若         ，則 

   若                         ，則  
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結論3 

若             ，則 
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