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摘要 

本科展目的在於研究一個點對多邊形各邊做對稱點，並將對稱點依對稱順序依序連起來

所構成的多邊形有向面積，並探討其等面積線的圖形形狀。經研究發現對於多邊形僅可能出

現圓形，直線及平面等三種情形。最後，我們想要找出構造等面積線為直線的方法，並得到

一種可行的構造多邊形方法。 

 

壹、 研究動機 

本科展發想自國中所做的數學科展，國中的科展主要是探討藉由三邊上的特殊點與三角

形五心的連線為半徑，以三邊上的點作為圓心依序畫出三個圓，兩兩相鄰圓的交點連線構成

的三角形面積做為主要探討。在國中的科展中發現了一些面積相等的構造三角形並進行了證

明。後來，在高中數學專題課時想要對國中科展作更廣義的探討，並想辦法找出構造圖形等

面積的情況。最後發現原本命題與探討朝多邊形各邊做對稱點，並將對稱點依對稱順序依序

連起來所構成的多邊形有向面積為等價的。因此我們就產生了一個探討面向不同的新題目。

之後我們就朝等面積線探討的方向繼續研究下去，並拓展至複雜圖形的探討。 

 

  

 

 

 

等面積線為直線圖形探討 

此圖為現在科展所要討論的的構造面

積，構造方式為以平面上任意點 O 朝

三角形 ABC 三邊做對稱得點 DEF，將

DEF 連線所得紅色三角形是本科展所

要探討的面積。 

 

 

 

此圖是國中科展的示意圖，紅色三角形

DEF 是構造的面積。以邊上三點 ABC

到垂心 H 的距離為半徑做三圓，兩相

鄰圓的交點 DEF 為構造的三角形面

積，並探討面積不變量出現情形。 
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貳、 研究目的 

一、證明三角形利用對稱方法所構造圖形的等面積線是圓形 

二、證明四邊形利用對稱方法所構造圖形的等面積線可能為直線、圓或平面 

三、找到對稱構造等面積線是直線的四邊形 

四、探討對稱構造 n 邊形的等面積線 

五、探討對稱構造 n 邊形等面積線是直線的情形 

六、找出等面積線與原圖形性質的關聯性 

 

參、 研究設備及器材 

一、紙筆 

二、Georgebra 繪圖軟體 

 

肆、 研究過程或方法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

等面積線為直線圖

形探討 
特定等面積線構造

多邊形方式探討 

等面積線直線圖形探討 

多邊形對稱構造方

式等面積線探討 

對稱構造四邊形等

面積線探討 

等面積線與原圖形

關係 

對稱構造三角形等

面積線探討 

等面積線平面圖形探討 

等面積線圓形圖形探討 
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伍、 名詞定義 

一、對稱源:朝多邊形各邊做對稱的平面上任意點稱為對稱源。 

二、對稱構造面積方式:在平面上任意取對稱源，對平面上的一 n 邊形依照邊的順序做對稱，

並將依序的對稱點連起來，構成一 n 邊形面積。上述方法就是本研究中構造面積的方式。

下圖以四邊形做例子。 

 

三、等面積線:對於構造出來的多邊形，將會構成同樣面積構造多邊形的平面上所有對稱源連

線所得圖形。下圖以三角形進行說明。 

 
 

  

由上表格中可看出三角形的等面積線為圓形 

四、本科展中的面積定義:本科展中所探討的面積全部為有向面積 

五、有向面積: 

假設一多邊形𝑎1𝑎2 … … 𝑎𝑛， 𝑎1的座標是(𝑥1, 𝑦1)……，則此多邊形有向面積是 

1

2
|
𝑥1

𝑦1
   

𝑥2

𝑦2
… … … .

𝑥𝑛

𝑦𝑛
     

𝑥1

𝑦1
| 

平面上任意對稱源 O 朝四邊形 ABCD 四邊做

對稱，並將依序對稱點 EFGH 連起來構成紅

色四邊形 EFGH，此方式是對稱構造面積方式 
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陸、 研究結果 

一、三角形的等面積線探討: 

依照對稱構造方式所構造出來的面積，發現平面上任意對稱源取法能造成面積相等的對

稱源連線為一圓，並以外心為其圓心。 

 
 

  

由上表格中可看出三角形的等面積線為圓形 

首先，先利用解析幾何的方法證明三角形的對稱構造三角形等面積線只可能有圓的情形 

 
證明: 

在平面上任取一點 O，向三角形三邊AB̅̅ ̅̅ 、BC̅̅̅̅ 、CA̅̅̅̅ 作對稱，得O1(𝑂1𝑥 , 𝑂1𝑦)、O2(𝑂2𝑥 , 𝑂2𝑦)、

O3(𝑂3𝑥 , 𝑂3𝑦) 

O1=(x − 2(𝑦2 − 𝑦1) ∙
(𝑦2−𝑦1)𝑥+(𝑥1−𝑥2)𝑦+𝑥2𝑦1−𝑥1𝑦2

(𝑦2−𝑦1)2+(𝑥2−𝑥1)2 , y − 2(𝑥1 − 𝑥2) ∙
(𝑦2−𝑦1)𝑥+(𝑥1−𝑥2)𝑦+𝑥2𝑦1−𝑥1𝑦2

(𝑦2−𝑦1)2+(𝑥2−𝑥1)2 ) 

O2=(x − 2(𝑦3 − 𝑦2) ∙
(𝑦3−𝑦2)𝑥+(𝑥2−𝑥3)𝑦+𝑥3𝑦2−𝑥2𝑦3

(𝑦3−𝑦2)2+(𝑥3−𝑥2)2 , y − 2(𝑥2 − 𝑥3) ∙
(𝑦3−𝑦2)𝑥+(𝑥2−𝑥3)𝑦+𝑥3𝑦2−𝑥2𝑦3

(𝑦3−𝑦2)2+(𝑥3−𝑥2)2 ) 

O3=(x − 2(𝑦1 − 𝑦3) ∙
(𝑦1−𝑦3)𝑥+(𝑥3−𝑥1)𝑦+𝑥1𝑦3−𝑥3𝑦1

(𝑦1−𝑦3)2+(𝑥1−𝑥3)2 , y − 2(𝑥3 − 𝑥1) ∙
(𝑦1−𝑦3)𝑥+(𝑥3−𝑥1)𝑦+𝑥1𝑦3−𝑥3𝑦1

(𝑦1−𝑦3)2+(𝑥1−𝑥3)2 ) 
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對稱構造三角形面積 = 𝑆△𝑂1𝑂2𝑂3
 = 

1

2
|
𝑂1𝑥 𝑂2𝑥 𝑂3𝑥

𝑂1𝑦 𝑂2𝑦 𝑂3𝑦
    

𝑂1𝑥

𝑂1𝑦
| 

接下來，計算|
𝑂1𝑥 𝑂2𝑥 𝑂3𝑥

𝑂1𝑦 𝑂2𝑦 𝑂3𝑦
    

𝑂1𝑥

𝑂1𝑦
|之𝑥2項係數及𝑦2項係數 

對稱構造三角形面積 = 𝑆△𝑂1𝑂2𝑂3
 = 

1

2
|
𝑂1𝑥 𝑂2𝑥 𝑂3𝑥

𝑂1𝑦 𝑂2𝑦 𝑂3𝑦
    

𝑂1𝑥

𝑂1𝑦
|= 

1

2
× 

||

[(𝑥2 − 𝑥1)2 − (𝑦2 − 𝑦1)2]𝑥 + 2(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)𝑦 + (𝑦2 − 𝑦1)(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)

(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2

[(𝑦2 − 𝑦1)2 − (𝑥2 − 𝑥1)2]𝑦 + 2(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)𝑥 + (𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2)

(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2

         

[(𝑥3 − 𝑥2)2 − (𝑦3 − 𝑦2)2]𝑥 + 2(𝑥3 − 𝑥2)(𝑦3 − 𝑦2)𝑦 + (𝑦3 − 𝑦2)(𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2)

(𝑦3 − 𝑦2)2 + (𝑥3 − 𝑥2)2

[(𝑦3 − 𝑦2)2 − (𝑥3 − 𝑥2)2]𝑦 + 2(𝑥3 − 𝑥2)(𝑦3 − 𝑦2)𝑥 + (𝑥3 − 𝑥2)(𝑥3𝑦2 − 𝑥2𝑦3)

(𝑦3 − 𝑦2)2 + (𝑥3 − 𝑥2)2

 

[(𝑥1 − 𝑥3)2 − (𝑦1 − 𝑦3)2]𝑥 + 2(𝑥1 − 𝑥3)(𝑦1 − 𝑦3)𝑦 + (𝑦1 − 𝑦3)(𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3)

(𝑦1 − 𝑦3)2 + (𝑥1 − 𝑥3)2

[(𝑦1 − 𝑦3)2 − (𝑥1 − 𝑥3)2]𝑦 + 2(𝑥1 − 𝑥3)(𝑦1 − 𝑦3)𝑥 + (𝑥1 − 𝑥3)(𝑥1𝑦3 − 𝑥3𝑦1)

(𝑦1 − 𝑦3)2 + (𝑥1 − 𝑥3)2

          

[(𝑥2 − 𝑥1)2 − (𝑦2 − 𝑦1)2]𝑥 + 2(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)𝑦 + (𝑦2 − 𝑦1)(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)

(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2

[(𝑦2 − 𝑦1)2 − (𝑥2 − 𝑥1)2]𝑦 + 2(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)𝑥 + (𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2)

(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2

|| 

發現兩項係數相等，且其值是 

[(𝑦1 − 𝑦2)(𝑥2 − 𝑥3) − (𝑥1 − 𝑥2)(𝑦2 − 𝑦3)][(𝑦2 − 𝑦3)(𝑥3 − 𝑥1) − (𝑥2 − 𝑥3)(𝑦3 − 𝑦1)][(𝑦3 − 𝑦1)(𝑥1 − 𝑥2) − (𝑥3 − 𝑥1)(𝑦1 − 𝑦2)]

[(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2] ∙ [(𝑦3 − 𝑦2)2 + (𝑥3 − 𝑥2)2] ∙ [(𝑦1 − 𝑦3)2 + (𝑥1 − 𝑥3)2]
 

 

推得等面積線是直線(即𝑥2項係數 = 𝑦2項係數 = 0 時)僅成立於三角行兩邊平行時，因此等面

積線是直線的三角形不存在 

 

接下來、我們想要將結果簡化，因此利用三角函數的方式表達解析幾何的式子。將座標利用

矩陣轉換的方式，我們寫出了如下的式子。 

假設對稱源(𝑥, 𝑦)對三角形的其中一邊(其方程式為𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 + 𝑘 = 0，其中𝜃是三角形邊

與𝑥軸的夾角)做對稱， 

對稱座標是(𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 + 𝑘), 𝑦 − 2𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 + 𝑘)) 

此轉換式寫成矩陣的樣子如下， 

(
𝑥′

𝑦′) = (𝑠𝑖𝑛2𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃 −2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃
−2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

) (
𝑥
𝑦) + (

−2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘
−2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑘

) 

即(
𝑥′

𝑦′) = (
−𝑐𝑜𝑠2𝜃 −𝑠𝑖𝑛2𝜃
−𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃

) (
𝑥
𝑦) + (

−2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘
−2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑘

) 

因為本研究中探討的是二次項係數的形式，因此可將加上去的常數項向量捨去，即(
𝑥′

𝑦′) =

(
−𝑐𝑜𝑠2𝜃 −𝑠𝑖𝑛2𝜃
−𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃

) (
𝑥
𝑦) 

接下來，我們令𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的𝜃為𝜃1，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的𝜃為𝜃2，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的𝜃為𝜃3， 

因此對稱構造三角形的面積行列式為 

1

2
|
−𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥

     
−𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃2𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑥

     
−𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃3𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃3𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑥

     
−𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥

| 

其二次項係數為 

𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑠𝑖𝑛2𝜃2 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑠𝑖𝑛2𝜃3 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑠𝑖𝑛2𝜃1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑐𝑜𝑠2𝜃2 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑠𝑖𝑛2𝜃2 
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−𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑠𝑖𝑛2𝜃3 = 𝑠𝑖𝑛(2𝜃2 − 2𝜃1) + 𝑠𝑖𝑛(2𝜃3 − 2𝜃2) + 𝑠𝑖𝑛 (2𝜃1 − 2𝜃3) 

接下來，我們討論2(𝜃2 − 𝜃1)、2(𝜃3 − 𝜃2)、2(𝜃1 − 𝜃3)分別代表什麼。 

 

由上圖我們可以得知 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃2 − 𝜃1) = 𝑠𝑖𝑛(−2∠𝐴𝐵𝐶) = −𝑠𝑖𝑛 (2∠𝐴𝐵𝐶)， 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃3 − 𝜃2) = 𝑠𝑖𝑛(2𝜋 − 2∠𝐴𝐶𝐵) = 𝑠𝑖 𝑛(−2∠𝐴𝐶𝐵) = −sin (2∠𝐴𝐶𝐵)， 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃1 − 𝜃3) = 𝑠𝑖𝑛(−2∠𝐵𝐴𝐶) = −𝑠𝑖𝑛 (2∠𝐵𝐴𝐶)。 

let∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼、∠𝐴𝐶𝐵 = 𝛽、∠𝐵𝐴𝐶 = 𝛾，我們有α + β + γ = π 

因此二次項係數為 

𝑠𝑖𝑛(2𝜃2 − 2𝜃1) + 𝑠𝑖𝑛(2𝜃3 − 2𝜃2) + 𝑠𝑖 𝑛(2𝜃1 − 2𝜃3) 

= −𝑠𝑖 𝑛(2𝛼) − sin(2𝛽) − 𝑠𝑖 𝑛(2𝛾) = −4𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑠𝑖𝑛𝛾 

因此，我們得到了三角形的對稱構造三角形等面積線不會是直線，因為直線僅可能發生於𝛼 =

0 or 𝛽 = 0 or 𝛾 = 0，而這些情況皆不可能發生在三角形的情況下。 

因為得知了這種方式的簡潔性，接下來多邊形的討論皆由此方法導證。 

接下來，我們想利用幾何的方式證明原本命題。 

證明: 
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(一)作一三角形 ABC 令其外心為 O 以 O 為圓心任意長度為半徑畫圓，圓上有一動點 H 且 H     

朝三角形三邊作垂足，三垂足為 A1、B1、C1。過點 O 做平行𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的直線，令直線與小圓交於

P。令𝑂𝑃̅̅ ̅̅ 旋轉  至𝑂𝐻̅̅ ̅̅，令𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =c、BC̅̅̅̅ =a、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =b、𝑂𝐻̅̅ ̅̅ =r、𝑂𝐶̅̅ ̅̅ =R。由正弦定理得知:𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =2RsinC=c、

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =2RsinA=a、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =2RsinB=b，而現在要證明
𝑆𝐴𝐶1𝐵1

𝑆𝐴𝐵𝐶
+

𝑆𝐶𝐴1𝐵1

𝑆𝐴𝐵𝐶
+

𝑆𝐵𝐴1𝐶1

𝑆𝐴𝐵𝐶
為定值。 

 

(二)𝐵𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑐

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 360° − 𝜃) =

𝐶

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)， 

         𝐵𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(360° − 𝜃) =

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃， 

         𝐶𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑎

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃， 

         𝐶𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑏

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 − (360° − 𝜃))， 

         𝐴𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑏

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)， 

         𝐴𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑐

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)。 

推得: 
𝑆𝐴𝐶1𝐵1

𝑆𝐴𝐵𝐶
+

𝑆𝐶𝐴1𝐵1

𝑆𝐴𝐵𝐶
+

𝑆𝐵𝐴1𝐶1

𝑆𝐴𝐵𝐶
 = 

(
𝑐

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)) (

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃)

𝑎𝑐
+

(
𝑎

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃) (

𝑏

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃))

𝑎𝑏
 

+
(

𝑏

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)) (

𝑐

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃))

𝑏𝑐
= 
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1. 2. 

3. 

4. 5. 

𝑎𝑐

4
+ 𝑟 (

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) +

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)

4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

+

𝑎𝑏

4
− 𝑟 (

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 +

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)

4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐵
 

+

𝑏𝑐

4
+ 𝑟 (

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)) − 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)

4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

 

通分後分母為4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶為定值 

分子為(
𝑎𝑐

4
𝑠𝑖𝑛 𝐵 +

𝑎𝑏

4
𝑠𝑖𝑛 𝐶 +

𝑏𝑐

4
𝑠𝑖𝑛 𝐴) + 𝑟 [

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐵 +

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵 −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐶 −

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐶 +

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐴 −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐴] + 𝑟2[𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) +

𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) − 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐴] 

 

1. (
𝑎𝑐

4
𝑠𝑖𝑛 𝐵 +

𝑎𝑏

4
𝑠𝑖𝑛 𝐶 +

𝑏𝑐

4
𝑠𝑖𝑛 𝐴)為定值 

 

2. 
𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐵 +

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵 −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐶 −

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐶 +

𝐶

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 +

𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐴 −
𝑏

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐴 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) + 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −

𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) + 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝐶 +

𝜃) − 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) = 0(定值)- 

 

3. 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵(𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃) =

𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝐵 + 𝑠𝑖𝑛2𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 2𝐵 + (𝑠𝑖𝑛2𝐶 +

𝑐𝑜𝑠2𝐶)𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 =
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛2𝐵 + 𝑠𝑖𝑛2𝐶𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛2𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 

4. 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝐶 (𝑐𝑜𝑠 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝐶 −

 𝑠𝑖𝑛2𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 2𝐶 − (𝑠𝑖𝑛2𝐵 + 𝑐𝑜𝑠2𝐵)𝑠𝑖𝑛2𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜗 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 2𝐶 −

 𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑠𝑖𝑛2𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝐵𝑠𝑖𝑛2𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
 

5. 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝐴 = 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) = (𝑐𝑜𝑠 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −

𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃)(𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) = (𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝐶 +

𝑐𝑜𝑠 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 =

(𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝐶 + 𝑠𝑖𝑛(𝐵 − 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶𝑠𝑖𝑛2𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) =

(𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝐶 + 𝑠𝑖𝑛(𝐵 − 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃)) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) =

(𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝐶 + 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶 + 𝑠𝑖𝑛(𝐵 − 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 +

𝐶) = (𝑐𝑜𝑠2𝜃(𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝐶 + 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) − 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) + 𝑠𝑖𝑛(𝐵 −
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𝐶) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝐶) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) − 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) +

𝑠𝑖𝑛(𝐵 − 𝐶) 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 ×
𝑠𝑖𝑛 2𝐵+𝑠𝑖𝑛 2𝐶

2
− 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶 𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) +

(𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑐𝑜𝑠2𝐶 − 𝑠𝑖𝑛2𝐶𝑐𝑜𝑠2𝐵) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

6. 總結 
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 2𝐵 + 𝑠𝑖𝑛2𝐶𝑠𝑖𝑛2𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝐶𝑠𝑖𝑛2𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +

1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 2𝐶 −

𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑠𝑖𝑛2 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝐵𝑠𝑖𝑛2𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃 ×
𝑠𝑖𝑛 2𝐵+𝑠𝑖𝑛 2𝐶

2
+

𝑠𝑖𝑛𝐵 𝑠𝑖𝑛𝐶𝑠𝑖𝑛(𝐵 + 𝐶) − (𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑐𝑜𝑠2𝐶 − 𝑠𝑖𝑛2𝐶𝑐𝑜𝑠2𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑠𝑖𝑛𝐵𝑠𝑖𝑛𝐶𝑠𝑖𝑛𝐴為一定值 

因此我們推得到三角型的對稱構造三角形等面積線是圓形，並以外心為圓心。 

(在附錄二中，我們探討若取的對稱源在原三角形外的情形) 

 

二、由三角形推廣到四邊形的等面積線 

由前面的證明已知三角形的等面積線為圓形，我們接下來要推廣至四邊形的情形並探討

對稱構造四邊形的等面積線。 

利用ggb作圖過程中我們發現到構造四邊形等面積線可能出現圓、直線跟平面三種情況，

如下表。 

(一) 等面積線為圓形 

  

  
(二) 等面積線為直線，其中原圖形是梯形 

 

 

 

 

(三) 等面積線為平面，其中原圖形是平行四邊形。 
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下面，我們要證明四邊形的對稱構造四邊形等面積線的方程式可寫成 

𝑎(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑 = 𝑆 

證明:因為本科展研究面積的是有向面積，因此可先用行列式表示面積。 

 

由原三角形 ABC 對稱構造三角形𝑂1𝑂2𝑂3的面積是
1

2
|
𝑎1 𝑎2   
𝑏1 𝑏2   

𝑎3 𝑎1

𝑏3 𝑏1
|，而行列式的各元素皆可

寫成𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶。 

而由四邊形 ADEC 所作的對稱構造四邊形𝑂𝑂2𝑂1𝑂3的面積是
1

2
|
𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2
   

𝑎
𝑏

   
𝑎3

𝑏3

  𝑎1

  𝑏1
| 

因由原三角形 ABC 對稱構造三角形等面積線是圓形，因此|
𝑎1 𝑎2    

𝑏1 𝑏2   
𝑎3 𝑎1

𝑏3 𝑏1
| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 1可化

簡成𝛼1(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽1𝑥 + 𝛾1𝑦 + 𝛿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 1 = 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏1 − 𝑎2𝑏1 − 𝑎3𝑏2 − 𝑎1𝑏3 

而因三角形 DBE 的對稱構造三角形等面積線也是圓形，因此|
𝑎 𝑎2

𝑏 𝑏2

   𝑎3

   𝑏3

   𝑎
   𝑏

| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 2 可

化簡成𝛼2(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽2𝑥 + 𝛾2𝑦 + 𝛿2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 2 = 𝑎3𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎𝑏3 − 𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏2 

而待求之對稱構造四邊形𝑂𝑂2𝑂1𝑂3的面積 = (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏3 + 𝑎3𝑏1 − 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏1 − 𝑎3𝑏 −
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𝑎1𝑏3) ÷ 2 

經比對後可發現 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏3 + 𝑎3𝑏1 − 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏1 − 𝑎3𝑏 − 𝑎1𝑏3 =  𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3 +

𝑎3𝑏1 − 𝑎2𝑏1 − 𝑎3𝑏2 − 𝑎1𝑏3 − (𝑎3𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎𝑏3 − 𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏2) 

而產生構造四邊形𝑂𝑂2𝑂1𝑂3等面積線的情況是|
𝑎1 𝑎  
𝑏1 𝑏   

𝑎2

𝑏2

  𝑎3

  𝑏3

  𝑎1

  𝑏1
| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 3 =  −(𝛼2(𝑥2 +

𝑦2) + 𝛽2𝑥 + 𝛾2𝑦 + 𝛿2) + 𝛼1(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽1𝑥 + 𝛾1𝑦 + 𝛿1 = (−𝛼2 + 𝛼1)(𝑥2 + 𝑦2) + (−𝛽2 +

𝛽1)𝑥 + (−𝛾2 + 𝛾1)𝑦 + (−𝛿2 + 𝛿1) 

因此四邊形等面積線方程式是圓方程式，且若𝛼1 − 𝛼2 = 0時等面積線是直線。 

而若𝛼1 − 𝛼2、𝛽1 − 𝛽2、𝛾1 − 𝛾2皆等於 0，等面積線就會出現平面的情況。 
 
 
 
三、 

接下來、我們想要將結果簡化，因此利用三角函數的方式表達解析幾何的式子。將座標利用

矩陣轉換的方式，我們寫出了如下的式子。 

假設對稱源(𝑥, 𝑦)對四邊形的其中一邊(其方程式為𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 + 𝑘 = 0，其中𝜃是四邊形邊

與𝑥軸的夾角)做對稱， 

對稱座標是(𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 + 𝑘), 𝑦 − 2𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 + 𝑘)) 

此轉換式寫成矩陣的樣子如下， 

(
𝑥′

𝑦′) = (𝑠𝑖𝑛2𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃 −2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃
−2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

) (
𝑥
𝑦) + (

−2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘
−2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑘

) 

則(
𝑥′

𝑦′) = (
−𝑐𝑜𝑠2𝜃 −𝑠𝑖𝑛2𝜃
−𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃

) (
𝑥
𝑦) + (

−2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘
−2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑘

) 

因為本研究中探討的是二次項係數的形式，因此可將加上去的常數項向量捨去，即(
𝑥′

𝑦′) =

(
−𝑐𝑜𝑠2𝜃 −𝑠𝑖𝑛2𝜃
−𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃

) (
𝑥
𝑦)。 
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接下來，我們令𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的𝜃為𝜃1，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的𝜃為𝜃2，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 的𝜃為𝜃3，𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 的θ為𝜃4 

因此對稱構造四邊形的面積行列式為 

|
−𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥

     
−𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃2𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑥

    
−𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃3𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃3𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑥

     
−𝑐𝑜𝑠2𝜃4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃4𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃4𝑥

 

−𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑦
−𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑥

| 

其二次項係數為 

𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑠𝑖𝑛2𝜃2 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑠𝑖𝑛2𝜃3 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑠𝑖𝑛2𝜃4 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃4𝑠𝑖𝑛2𝜃1 

−𝑐𝑜𝑠2𝜃2𝑠𝑖𝑛2𝜃1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃3𝑠𝑖𝑛2𝜃2 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃4𝑠𝑖𝑛2𝜃3 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑠𝑖𝑛2𝜃4 

= 𝑠𝑖𝑛(2𝜃2 − 2𝜃1) + 𝑠𝑖𝑛(2𝜃3 − 2𝜃2) + 𝑠𝑖𝑛 (2𝜃4 − 2𝜃3) + 𝑠𝑖𝑛(2𝜃1 − 2𝜃4) 

接下來，我們討論2(𝜃2 − 𝜃1)、2(𝜃3 − 𝜃2)、2(𝜃4 − 𝜃3)、2(𝜃1 − 𝜃4)分別代表什麼。 

由上圖我們可以得知 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃2 − 𝜃1) = 𝑠𝑖𝑛(−2∠𝐴𝐵𝐶) = −𝑠𝑖𝑛 (2∠𝐴𝐵𝐶)， 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃3 − 𝜃2) = 𝑠𝑖𝑛(−2∠𝐵𝐶𝐷) = −sin (2∠𝐵𝐶𝐷)， 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃4 − 𝜃3) = 𝑠𝑖𝑛(−2∠𝐴𝐷𝐶) = −𝑠𝑖𝑛 (2∠𝐴𝐷𝐶)， 

𝑠𝑖𝑛2(𝜃1 − 𝜃4) = 𝑠𝑖𝑛(−2∠𝐵𝐴𝐷) = −𝑠𝑖𝑛 (2∠𝐵𝐴𝐷)。 

設∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼、∠𝐵𝐶𝐷 = 𝛽、∠CDA = 𝛾、∠𝐷𝐴𝐵 = 𝛿，則α + β + γ + δ = 2π 

因此二次項係數為 

𝑠𝑖𝑛(2𝜃2 − 2𝜃1) + 𝑠𝑖𝑛(2𝜃3 − 2𝜃2) + 𝑠𝑖 𝑛(2𝜃4 − 2𝜃3) + 𝑠𝑖𝑛(2𝜃1 − 2𝜃4) 

= −𝑠𝑖 𝑛(2𝛼) − sin(2𝛽) − 𝑠𝑖 𝑛(2𝛾) − 𝑠𝑖 𝑛(2𝛿) 

= 4 sin(𝛼 + 𝛽) cos
𝛼 + 𝛾 − 𝛽 − 𝛿

2
cos

𝛼 + 𝛿 − 𝛽 − 𝛾

2
 

故我們討論二次項為 0 時情況: 

1. sin(𝛼 + 𝛽) = 0則α + β = π，可為梯形與圓內接四邊形。 

2. cos
𝛼+𝛾−𝛽−𝛿

2
= 0則

𝛼+𝛾−𝛽−𝛿

2
=

1

2
𝜋 𝑜𝑟

3

2
𝜋  

3. cos
𝛼+𝛿−𝛽−𝛾

2
= 0則

𝛼+𝛿−𝛽−𝛾

2
=

1

2
𝜋 𝑜𝑟

3

2
𝜋  

 

結論：對稱構造四邊形等面積線為直線時有兩種情況，一為原四邊形是梯形，二為圓四邊形

為圓內接四邊形。 

下表展示圓內接四邊形及梯形的情形。 

  

情形皆包含在第一點內。 
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四、 n 邊形對稱構造等面積線的推廣探討 

(一)特殊多邊形探討 

1.我們先討論正多邊形的圖形，依據先前的結論，我們知道正三角形的對稱構造等面積線是

圓形，而正方形的對稱構造等面積線是平面。 

接下來我們看五邊形及六邊形。 

下表可以看出五邊形的對稱構造等面積線是圓形，並以正五邊形的中心為圓心。 

 

 

  

下表可以看出六邊形的對稱構造等面積線是圓形，並以正六邊形的中心為圓心。 
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結論:由後面的證明我們可以知道對於任意正 n 邊形來說，其對稱構造多邊形等面積線是圓形，

並以圖形中心為圓心。 

2.發現如果 n 邊形內角皆為
𝜋

2
或

3

2
𝜋，對稱構造 n 邊形對稱構造等面積線是平面 

證明: 

設第一條邊的向量為(0, y1)，第二條邊為(x1, 0)………..2n-1 條邊的向量為(0, yn)，第 2n 條邊的

向量為(xn, 0)。如下圖所示。 

 
明顯的∑ yn

n
1 =0，∑ xn

n
1 =0 

設平面上一點為(x, y) 

而對稱點計算可得到對稱點一座標為(−x, y)，第二點為(x, 2y1 − y)，第三點為(2x1 −

x, y)…………第 2n-1 點為(2(x1 + ⋯ + xn−1) − x, y)，第 2n 個點為(x, −y) 

利用行列式計算面積得 

1

2
|
−𝑥

𝑦
    

𝑥

2𝑦1 − 𝑦
    

2𝑥1 − 𝑥

𝑦
… …

2(𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛+1) − 𝑥

𝑦

𝑥

−𝑦
| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 
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= 2 ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖+1
𝑖=𝑛−1
𝑖=1 − 2 ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1 = 2倍原面積 

由此可知，原圖形之對稱構造面積與對稱源所在位置無關，其圖形的等面積線為所在平面。 

  

  

 

 
 

  

3. 由上述可得若一個圖形之內角為
𝜋

2
或

3𝜋

2
，其對稱構造等面積線為一平面。而當我們將任意一

角去除(相當於挖掉一個直角三角形)，則發現其對稱構造等面積線為一條直線。 
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(二)證明任意多邊形的對稱構造多邊形等面積線可寫成 𝑎(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑 = 𝑆 

證明:我們利用數學歸納法證明(此處以七邊形舉例)，由下表格可以看到七邊形的對稱構造七

邊形等面積線是圓。 
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我們利用假設對稱源朝 n 邊形個邊做對稱點，對稱點依序的座標為(𝑎1, 𝑏1)-為朝第一個邊做對

稱、(𝑎2, 𝑏2)……(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)-為朝第 n 個邊做對稱。而 n+1 邊形是在原 n 邊形的第 j 邊及的 j+1

邊扣除一個三角形所構造而成。並令對稱源對 n 邊形構造出的新邊的對稱點是(𝑎, 𝑏)。如下圖

所示。 

 

先從三邊形開始驗證數學歸納法:已知對稱構造三角形的等面積線是圓形，意即

|
𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2

  𝑎3 𝑎1

  𝑏3 𝑏1
| = 𝛼1(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽1𝑥 + 𝛾1𝑦 + 𝛿1 

其中(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)是對稱點依序的座標 

假設對稱構造 n 邊形的等面積線的方程式是圓方程式，意即|
𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2

   𝑎3 … 𝑎𝑛

   𝑏3 … 𝑏𝑛

   𝑎1

   𝑏1
| =

 𝛼𝑛(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽𝑛𝑥 + 𝛾𝑛𝑦 + 𝛿𝑛 

而對稱構造 n+1 邊形的等面積線計算方式也可以從研究結果三的計算方法類比。 
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對稱構造 n+1 邊形的面積可寫成
1

2
|
𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2

   𝑎3 … 
  𝑏3 …

𝑎𝑗     𝑎     𝑎𝑗+1 …

𝑏𝑗       𝑏    𝑏𝑗+1 …
𝑎𝑛   
𝑏𝑛   

𝑎1

𝑏1
| 

又已知由三角形 ABC所構造的對稱構造三角形的面積
1

2
|
𝑎𝑗 𝑎

𝑏𝑗 𝑏

   𝑎𝑗+1

   𝑏𝑗+1

  𝑎𝑗

  𝑏𝑗
| =  𝛼(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽𝑥 +

𝛾𝑦 + 𝛿 = 𝑎𝑗𝑏 + 𝑎𝑏𝑗+1 + 𝑎𝑗+1𝑏𝑗 − 𝑎𝑏𝑗 − 𝑎𝑗+1𝑏 − 𝑎𝑗𝑏𝑗+1 

而對稱構造 n 邊形的面積為(∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1 + 𝑎𝑛𝑏1 − ∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎1𝑏𝑛) ÷ 2 =𝑘=𝑛−1
𝑘=1

𝑘=𝑛−1
𝑘=1

𝛼𝑛(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽𝑛𝑥 + 𝛾𝑛𝑦 + 𝛿𝑛， 

對稱構造 n+1 邊形的面積為(∑ 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑗𝑏 + 𝑎𝑏𝑗+1
𝑘=𝑗−1
𝑘=1 + ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1

𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗+1 + 𝑎𝑛𝑏1 −

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎𝑏𝑗 − 𝑎𝑗+1𝑏 −
𝑘=𝑗−1
𝑘=1

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘
𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗+1 − 𝑎1𝑏𝑛) ÷ 2 

比較後可發現𝑎𝑗𝑏 + 𝑎𝑏𝑗+1 + 𝑎𝑗+1𝑏𝑗 − 𝑎𝑏𝑗 − 𝑎𝑗+1𝑏 − 𝑎𝑗𝑏𝑗+1 + ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1 + 𝑎𝑛𝑏1 −𝑘=𝑛−1
𝑘=1

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎1𝑏𝑛 = ∑ 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑗𝑏 + 𝑎𝑏𝑗+1
𝑘=𝑗−1
𝑘=1 + ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1

𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗+1 + 𝑎𝑛𝑏1 −𝑘=𝑛−1

𝑘=1

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎𝑏𝑗 − 𝑎𝑗+1𝑏 −
𝑘=𝑗−1
𝑘=1

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘
𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗+1 − 𝑎1𝑏𝑛 = 𝛼𝑛(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽𝑛𝑥 + 𝛾𝑛𝑦 + 𝛿𝑛 +

𝛼(𝑥2 + 𝑦2) + 𝛽𝑥 + 𝛾𝑦 + 𝛿 = (𝛼𝑛 + 𝛼)(𝑥2 + 𝑦2) + (𝛽𝑛 + 𝛽)𝑥 + (𝛾𝑛 + 𝛾)𝑦 + (𝛿𝑛 + 𝛿) 

因此
1

2
|
𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2

   𝑎3 … 
  𝑏3 …

𝑎𝑗    𝑎   𝑎𝑗+1 …

𝑏𝑗    𝑏   𝑏𝑗+1 …
𝑎𝑛

𝑏𝑛

   𝑎1

   𝑏1
| = (𝛼𝑛 + 𝛼)(𝑥2 + 𝑦2) + (𝛽𝑛 + 𝛽)𝑥 + (𝛾𝑛 + 𝛾)𝑦 +

(𝛿𝑛 + 𝛿) 

如果欲求對稱構造 n+1 邊形的等面積線，其條件為(𝛼𝑛 + 𝛼)(𝑥2 + 𝑦2) + (𝛽𝑛 + 𝛽)𝑥 +

(𝛾𝑛 + 𝛾)𝑦 + (𝛿𝑛 + 𝛿) =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑛+1 

因此對稱構造 n+1 邊形的等面積線方程式也是圓、直線、平面三種情形，故得證。 

 

(三) 探討何者多邊形所構造出的對稱構造多邊形等面積線為直線。 

我們已經知道對稱構造四邊形的面積是直線的情形只有是圓內接四邊形及梯形。那麼對稱構

造多邊形呢?我們以梯形，圓內接四邊形為原圖形，找到一個構造對稱構造多邊形等面積線是

直線的方法。廣義的來說，以對稱構造多邊形等面積線原本就是直線的多邊形做為原始圖形，

並在其中一個角落扣去梯形、平行四邊形或是圓內接四邊形。以下圖做此構造方式的舉例說

明。 
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上圖是梯形 AGFD扣去梯形 BCED所產生的圖形，上圖六邊形的構造對稱六邊形等面積

線是直線，而原因就是先前提到的在原構造面積等面積線是直線的多邊形其中一個角落扣掉

另一個構造面積等面積線是直線的四邊形。 

現在來證明這種構造方式是可行的: 

假設有一 n 邊形𝑝1𝑝2𝑝3 … … . 𝑝𝑗−1𝑝𝑗𝑝𝑗+1 … … 𝑝𝑛且其對稱構造 n 邊形的等面積線是直線，

並𝑝𝑗的角落挖一個對稱構造四邊形等面積線是直線的四邊形，如上圖點 D內挖一個梯形。現

在假設點𝑝𝑗−1跟𝑝𝑗之間有一點如上圖點 E的點𝛼，而點𝑝𝑗跟𝑝𝑗+1之間有一點如上圖點 B的點𝛽，

並有一點如上圖點 C的點𝛾，而四邊形𝛼𝛾𝛽𝑝𝑗的對稱構造四邊形的等面積線是直線。 

假設對稱源朝邊𝑝1𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ 做對稱點的座標是(𝑎1, 𝑏1)朝邊𝑝2𝑝3̅̅ ̅̅ ̅̅ 做對稱點的座標是(𝑎2, 𝑏2)……..

朝邊𝛼𝛾做的對稱點座標是(𝑎, 𝑏)，朝𝛾𝛽邊做的對稱點座標是(c,d)………朝邊𝑝𝑛𝑝1̅̅ ̅̅ ̅̅ 做的對稱點

座標是(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)。 

原對稱構造 n 邊形的面積是 

1

2
|

𝑎1    𝑎2 … . . 𝑎𝑗−1   𝑎𝑗   𝑎𝑗+1 … . . 𝑎𝑛

    𝑏1     𝑏2 … . .   𝑏𝑗−1   𝑏𝑗    𝑏𝑗+1 … . . 𝑏𝑛     

𝑎1

𝑏1
|=(∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1 + 𝑎𝑛𝑏1 − ∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎1𝑏𝑛) ÷𝑘=𝑛−1

𝑘=1
𝑘=𝑛−1
𝑘=1

2 = 𝛽𝑛𝑥 + 𝛾𝑛𝑦 + 𝛿𝑛 

對稱構造 n+2邊形的面積可寫成
1

2
|
𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2

𝑎3 … 
𝑏3 …

𝑎𝑗−1   𝑎    𝑐     𝑎𝑗𝑎𝑗+1 …

𝑏𝑗−1    𝑏     𝑑    𝑏𝑗𝑏𝑗+1 …
𝑎𝑛

𝑏𝑛

𝑎1

𝑏1
|=(∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1 +

𝑘=𝑗−2
𝑘=1

𝑎𝑗−1𝑏 + 𝑎𝑑 + 𝑎𝑗𝑑 + 𝑐𝑏𝑗 + ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1
𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗 + 𝑎𝑛𝑏1 − ∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎𝑏𝑗−1 − 𝑐𝑏 − 𝑑𝑎𝑗

𝑘=𝑗−2
𝑘=1 −

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘
𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗 − 𝑎1𝑏𝑛) ÷ 2 

而四邊形αγβ𝑝𝑗的對稱構造四邊形面積為 

1

2
|
𝑎𝑗−1   𝑎    𝑐     𝑎𝑗   𝑎𝑗−1

𝑏𝑗−1    𝑏     𝑑    𝑏𝑗    𝑏𝑗−1
| 

= (𝑎𝑗−1𝑏 + 𝑎𝑑 + 𝑐𝑏𝑗 + 𝑎𝑗𝑏𝑗−1 − 𝑎𝑏𝑗−1 − 𝑐𝑏 − 𝑎𝑗𝑑 − 𝑎𝑗−1𝑏𝑗) ÷ 2=βx + γy + δ 

比較後可發現 

(∑ akbk+1 + anb1 − ∑ ak+1bk − a1bn
k=n−1
k=1 ) ÷ 2 + (𝑎𝑗−1𝑏 + 𝑎𝑑 + 𝑐𝑏𝑗 + 𝑎𝑗𝑏𝑗−1 − 𝑎𝑏𝑗−1 −k=n−1

k=1
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𝑐𝑏 − 𝑎𝑗𝑑 − 𝑎𝑗−1𝑏𝑗) ÷ 2=(∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1 + 𝑎𝑗−1𝑏 + 𝑎𝑑
𝑘=𝑗−2
𝑘=1 + 𝑎𝑗𝑑 + 𝑐𝑏𝑗 + ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘+1

𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗 + 𝑎𝑛𝑏1 −

∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘 − 𝑎𝑏𝑗−1 − 𝑐𝑏 − 𝑑𝑎𝑗
𝑘=𝑗−2
𝑘=1 − ∑ 𝑎𝑘+1𝑏𝑘

𝑘=𝑛−1
𝑘=𝑗 − 𝑎1𝑏𝑛) ÷ 2 = (β + 𝛽𝑛)𝑥 + (𝛾 + 𝛾𝑛)𝑦 +

(𝛿 + 𝛿𝑛) 

因此用此方式構造出的對稱構造 n+2邊形等面積線是直線，故得證。 

由上述討論可以知道，只要原多邊形的對稱構造多邊形等面積線是直線，並在其中一個角挖

一塊梯形、圓內接四邊形、平行四邊形，就可以構造出對稱構造 n+2邊形等面積線是直線的

n+2邊形，如下圖所示。 
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上圖是將梯形兩角各扣去一個圓內接四邊形所產生的八邊形，可以看到其對稱構造八邊形的

等面積線是一直線。 

 

 
由上述討論可以知道，以上三圖的構造對稱多邊形等面積線是直線。 

五、對稱構造 n 邊形等面積線直線情形討論 

(一)五邊形探討 

討論完四邊形後，我們對稱構造圖形等面積線是直線的五邊形進行一些探討。在計算過程中，

我們發現五邊形不項四邊形的情況如此簡單，因此我們就利用數值解的方式繪製出對稱構造

圖形等面積線是直線的五邊形，並說明這種圖形是存在的。 
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由先前討論可以知道，滿足五邊形對稱構造五邊形等面積線是直線的條件是 

𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛2𝛽 + 𝑠𝑖𝑛2𝛾 + 𝑠𝑖𝑛2𝛿 + 𝑠𝑖𝑛2휀 = 0，其中𝛼、𝛽、𝛾、𝛿、휀為五邊形的五個內角。 

接下來，我們利用數值解的方法進行稱構造五邊形等面積線是直線的五邊形繪製。 

 

圖形一: 

在這個圖形中， 

sin180° + sin270° + sin149.58° 

+sin346.74° + sin133.7° = 0 
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在上述兩圖中以及我們所嘗試的其他圖形中，我們雖然知道這類五邊形需要滿足的式子，但

因為五邊形的自由度= 3 ，因此可以產生許多此種類的五邊形。 

結論:利用數值解的方式能夠繪製許多此類圖形，但是由於自由度過高而五法歸納出圖形幾何

性質的結論。 

 

(二)n 邊形探討 
先前的討論可以知道，對於 n 邊形來說其二次項係數為 

∑ 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑗𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑗+1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛𝑠𝑖𝑛2𝜃1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑗𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑗+1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑛𝑐𝑜𝑠2𝜃1 =
𝑛−1

1
 

∑ sin(2𝜃𝑗+1 − 2𝜃𝑗) + sin(2𝜃1 − 2𝜃𝑛) =
n−1

1
− ∑ 𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑗

𝑛

1
 

其中𝜑𝑗是 n 邊形第 j 個角的內角角度。 

滿足對稱構造 n 邊形等面積線是直線的情況是 

− ∑ 𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑗

𝑛

1
= 0 

但由於 n 邊形的自由度是 n-2，因此能夠繪製的此類圖形有非常多種。 
結論:對於 n 邊形我們得到了產生對稱構造圖形等面積線是直線的條件，但對於圖形的幾何性

質我們將納入未來展望。 
 

 

 

 

 

 

圖形二: 

在這個圖形中， 

sin180° + sin270° + sin18.66° 

+sin550.94° + sin60.42° = 0 
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六、因為座標化結果無法與圖形本身性質做連結，因此接下來將探討特殊四邊形之對稱構造

四邊形的等面積線與圖形本身性質的關聯。主要討論兩種四邊形：梯形、圓內接四邊形。 

(一)梯形: 

從解析結果已知對邊平行的四邊形(梯形)的對稱構造四邊形等面積線是直線。所以就依此結果

探討。 

 

 

  
由上表格可以看出梯形的等面積線是直線。 

 
假設從原對稱源𝑂移動𝑟 = (∆𝑥, ∆𝑦)至新的對稱源𝑂′，而∆𝑦 = 𝑚∆𝑥(ｍ是直線斜率) 

我們假設OO3
̅̅ ̅̅ ̅ = a, OO2

̅̅ ̅̅ ̅ = b, OO1
̅̅ ̅̅ ̅ = c, OO4

̅̅ ̅̅ ̅ = d且∠CAB = φ, ∠DAB = θ 

原本的對稱構造四邊形面積是2[(𝑐𝑑 + 𝑎𝑑)𝑠𝑖𝑛𝜑 + (𝑏𝑐 + 𝑎𝑏)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

新對稱源的構造四邊形面積算法如下: 

假設𝑂′𝑂3
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎′, 𝑂′𝑂2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏′, 𝑂′𝑂3
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐′, 𝑂′𝑂4

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑′ 

𝑎′ = 𝑎 − 𝑚∆𝑥 , 𝑐′ = 𝑐 + 𝑚∆𝑥 , 

𝑏′ = 𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)∆𝑥 

𝑑′ = 𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑)因此其面積等於: 
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2[(𝑐 + 𝑚∆𝑥)(𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑))𝑠𝑖𝑛𝜑 + (𝑎 − 𝑚∆𝑥)(𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑))𝑠𝑖𝑛𝜑 

+(𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)∆𝑥)(𝑐 + 𝑚∆𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃 + (𝑎 − 𝑚∆𝑥)(𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)∆𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

= 2[(𝑎 + 𝑐)(𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑))𝑠𝑖𝑛𝜑 + (𝑎 + 𝑐)(𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)∆𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

將此面積與原對稱構造梯形面積相減，因為要考慮等面積情形，要等於 0 即 

2[(𝑎 + 𝑐)(𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑))𝑠𝑖𝑛𝜑 + (𝑎 + 𝑐)(𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)∆𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

−2[(𝑐𝑑 + 𝑎𝑑)𝑠𝑖𝑛𝜑 + (𝑏𝑐 + 𝑎𝑏)𝑠𝑖𝑛𝜃] = 0 

= 2(𝑎 + 𝑐)[∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜃 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑)𝑠𝑖𝑛𝜑] 

因a + c ≠ 0，得到(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜃 = (𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑)𝑠𝑖𝑛𝜑 

推得等面積直線斜率= 𝑚 =
𝑠𝑖𝑛2𝜃−𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃
 

結論:斜率僅為梯形兩底角的函數。 

 

(二)圓內接四邊形: 

由以上討論可以知道圓內接四邊形的對稱構造四邊形的等面積線也是直線 

  

  

 

 

假設從原對稱源𝑂移動𝑟 = (∆𝑥, ∆𝑦)至新的對稱源𝑂′，而∆𝑦 = 𝑚∆𝑥(m是直線斜率) 
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我們假設𝑂𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎, 𝑂𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏, 𝑂𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐, 𝑂𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑑且∠𝐷𝐴𝐵 = 𝜑, ∠𝐶𝐵𝐴 = 𝜃 

原本的對稱構造四邊形面積是2[(𝑐𝑏 + 𝑎𝑑)𝑠𝑖𝑛𝜑 + (𝑑𝑐 + 𝑎𝑏)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

新對稱源的構造四邊形面積算法如下: 

假設𝑂′𝑂3
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎′, 𝑂′𝑂4

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏′, 𝑂′𝑂1
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐′, 𝑂′𝑂2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑′ 

𝑎′ = 𝑎 − (sin (𝜃 − 𝜑) + 𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑))∆𝑥 , 𝑐′ = 𝑐 + 𝑚∆𝑥 , 

𝑏′ = 𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑)∆𝑥 

𝑑′ = 𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)面積等於: 

2[(𝑐 + 𝑚∆𝑥)(𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃))𝑠𝑖𝑛𝜃 + 

(𝑎 − (sin(𝜃 − 𝜑) + 𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑))∆𝑥)(𝑑 − ∆𝑥(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃))𝑠𝑖𝑛𝜑 + 

(𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑)∆𝑥)(𝑐 + 𝑚∆𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜑 

+(𝑎 − (sin (𝜃 − 𝜑) + 𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑))∆𝑥)(𝑏 + (𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑)∆𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

將此面積與原對稱構造梯形面積相減，因為要考慮等面積情形，要等於 0 

即−𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 𝜑) + 𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑)) + 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑) + 𝑐𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑) +

𝑏𝑠𝑖𝑛𝜑𝑚 − 𝑐𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃) + 𝑚𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑑𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 𝜑) + 𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑)) −

𝑎𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃) = 0 

因此−𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 𝜑) + 𝑐𝑠𝑖𝑛2𝜑 − 𝑐𝑠𝑖𝑛2𝜃 − 𝑑𝑠𝑖𝑛𝜑 sin(𝜃 − 𝜑) = 

𝑚(𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑐𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑏𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑐𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃 

+𝑑𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃) 

因此

m=
−𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝜃−𝜑)+𝑐𝑠𝑖𝑛2𝜑−𝑐𝑠𝑖𝑛2𝜃−𝑑𝑠𝑖𝑛𝜑 sin(𝜃−𝜑)

𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝜃−𝜑)+𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑+𝑐𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑏𝑠𝑖𝑛𝜑+𝑐𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃−𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃+𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝜃−𝜑)+𝑎𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃
 

因此原內接四邊形的對稱構造圖形斜率不是僅跟角度有關，還與其邊長有相關性 

 

(三)特殊圖形探討 

在我們構造出的圖形當中有一類的圖形斜率是庫以直接計算的，這類的圖形是以兩底角互相

一樣的兩個梯形互扣形成的。而此類的圖形斜率會跟原本的梯形斜率一樣。 

 
 

 

六邊形 ABCEFG的對稱構造圖形等

面積線斜率與梯形 ADFG的對稱構

造四邊形等面積線斜率一樣 
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柒、 結論 

一、三角形的對稱構造三角形等面積線是圓形，並以外心為圓心。 

二、由三角形出發，推廣至四邊形的對稱構造四邊形等面積線探討，發現並證明對稱構造四

邊形等面積線只有可能是圓形跟直線或平面。 

三、對稱構造四邊形等面積線是直線的情形只出現在圓四邊形是梯形及圓內接四邊形的情

形。 

四、發現並證明對稱構造 n 邊形的等面積線方程式是圓方程式。 

五、找出並證明了一種多邊形構造方式，使此多邊形的對稱構造多邊形等面積線是直線。 

六、對n邊形的對稱構造圖形進行探討，雖然我們得到對稱構造圖形等面積線是直線的條件，

但並沒有如四邊形那樣規律的圖形產生，並僅能以數值解的方式進行計算。 

七、找出梯形的對稱構造四邊形的等面積線與原本梯形的關係式，發現僅跟梯形的兩底角角

度有關。 

八、找出圓內接四邊形的對稱構造四邊形的等面積線與原本圓內接四邊形的關係，發現跟圓

內接四邊形的兩底角角度與邊長皆有相關。 

 

捌、 參考資料及其他 

一、台南市第 55屆國中科展-幾何「點」「心」「面」 

二、因式分解網站 https://zh.numberempire.com/factoringcalculator.php 
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附錄 

一、等面積線形狀不連續性的解釋 

我們懷疑為何梯形方兩點極靠近時(成一個三角形)，其對稱構造等面積線會從直線突然變為圓

形。經過思考後，發現當梯形趨近於三角形時，對稱點會比對稱構造三角形多一個點。此構

造方式與我們所要求的三角形對稱構造方是不同，並沒有不連續的情形發生。而在此狀況下

其等面積線仍為直線。 

 

 

  

由上圖可推得為何圓內接四邊形與梯形之兩點極接近時，對稱構造等面積線仍為直線。 

因此其等面積線從圓形瞬間變成直線的情況可用此方式解釋之。 

 

 

 

 

由上表格我們發現，當圓內接四邊形之一點趨近於另一點而成為三角形時，其對稱構造等面

積線與過重和兩點之切線平行。 
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二、 對稱源在不同位置時三角形對稱構造圖形的描述 

(一)對稱源於三角形外，但三垂足皆在三角形邊上 

 

𝐵𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑐

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 360° − 𝜃) =

𝐶

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 

𝐵𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(360° − 𝜃) =

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝐶𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑎

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝐶𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑏

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 

𝐴𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑏

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 

 𝐴𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑐

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 

由上可知，此情況與三角形對稱源在內部相同，可得知在此情況下外心亦為等面積圓之圓心。 

(二) 對稱源於三角形外，但垂足有些在三角形邊的延伸線上 
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𝐶𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ = −

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝐶𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑏

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 

𝐴𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑏

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 

𝐴𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ = −

𝑐

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) 

−
𝑆𝐴𝐶1𝐵1

𝑆𝐴𝐵𝐶
−

𝑆𝐶𝐴1𝐵1

𝑆𝐴𝐵𝐶
+

𝑆𝐵𝐴1𝐶1

𝑆𝐴𝐵𝐶
 = 

(
𝑐

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)) (

𝑎

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃)

𝑎𝑐
−

− (
𝑎

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃) (

𝑏

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃))

𝑎𝑏
 

−
− (

𝑏

2
+ 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)) (

𝑐

2
− 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃))

𝑏𝑐
= 

𝑎𝑐

4
+ 𝑟 (

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃) +

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)

4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

+

𝑎𝑏

4
− 𝑟 (

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 +

𝑎

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃)

4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝐵
 

+

𝑏𝑐

4
+ 𝑟 (

𝑐

2
𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)) − 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝐵 − 𝜃)

4𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

 

此結果與報告書的情況相同，因此結論是不論對稱源與原三角形的位置關係是什麼，都不影

響到面積比例的結果。 

 



作品海報 

【評語】050402  

本文解決下列問題：平面上任意對稱源取法能造成面積相等的

對稱源連線為一圓，並以外心為其圓心。作者們透過解析方式找出

等面積線的軌跡，討論詳盡，實屬有趣的研究題材。有幾個建議及

問題，提供參考： 

1. 事先說明對稱點等面積線本來就為二次式或其退化曲線。 

2. 三角形對稱點等面積線是圓，圓心是外心，那半徑 r如何決

定？ 

3. 等面積線為何一定是封閉曲線？ 

4. 五邊形的等面積線構造比較難，難在哪裡？(五邊形得自由度

是 3，哪 3個？)這一點很重要！ 

5. 本性質是否為充要條件成立？亦即，給定一個等面積之對稱

三角形，經過平移或旋轉後的三角形，其對應之對稱源是否

在此對稱線上(圓)？ 

E:\中小科展_58屆\排版\050402-評語 

 



→圖二：此圖為現在科展所要討論的的構
造面積，構造方式為以平面上任意點 O
朝三角形 ABC 三邊做對稱得點 DEF，將
DEF 連線所得紅色三角形是本科展所要探討的面積。 

二、研究目的 
(一)、證明三角形利用對稱方法所構造圖形的等面積線是圓形 

(二)、證明四邊形利用對稱方法所構造圖形的等面積線可能為直線、圓或平面 

(三)、找到對稱構造等面積線是直線的四邊形 

(四)、探討對稱構造 n 邊形的等面積線 

(五)、探討對稱構造 n 邊形等面積線是直線的情形  

(六)、探討等面積線與原圖形性質之關聯性 

←圖一：此圖是國中科展的示意圖，紅色

三角形 DEF 是構造的面積。以邊上三點
ABC 到垂心 H 的距離為半徑做三圓，兩

相鄰圓的交點 DEF 為構造的三角形面

積，並探討面積不變量出現情形。 

→平面上任意對稱源 O 朝四邊形 ABCD 四邊做對稱，並依序將對稱點 E、F、G、H 連
起來，構成紅色四邊形 EFGH，此方式即為對稱構造面積方式。 

三、名詞定義 
(一)、對稱源：朝多邊形各邊做對稱的平面上任意點稱為對稱源。 

(二)、對稱構造面積方式：在平面上任意取對稱源，對平面上的一 n 邊形依邊的順序做

對稱，並將依序的對稱點連起來，構成一 n 邊形面積就是本研究中構造面積的方式。下

圖以四邊形做為例子。 

(三)、等面積線：對於構造出來的多邊形，將會構成同樣面積

構造多邊形的平面上所有對稱源連線所得圖形。下圖以三角

形進行說明。 

 

 

  

← 

可看出三角形的

等面積線為圓形 

(四)、本科展中的面積定義： 

本科展中所探討的面積全部為有向面積 

※有向面積：假設一多邊形  且 

的座標是  ……。 

則此多邊形有向面積為： 

 

四、研究結果 

一、研究動機 
本科展發想自國中所做的數學科展，國中的科展主要是探討藉由三邊上的特殊點與三

角形心的連線為半徑，以三邊上的點作為圓心依序畫出三個圓，兩兩相鄰圓的交點連線

構成的三角形面積做為主要探討。在國中的科展中發現了一些面積相等的構造三角形並

進行了證明。後來，在高中數學專題課時想要對國中科展作更廣義的探討，並想辦法找

出構造圖形等面積的情況。最後發現原本命題與探討朝多邊形各邊做對稱點，並將對稱

點依對稱順序依序連起來所構成的多邊形有向面積為等價的。因此我們就產生了一個探

討面向不同的新題目。之後我們就朝等面積線探討的方向繼續研究下去，並拓展至複雜

圖形的探討。 

摘要 
本科展目的在於研究一個點對多邊形各邊做對稱點，並將對稱點依對稱順序依序連起

來所構成的多邊形有向面積，並探討其等面積線的圖形形狀。經研究發現對於多邊形僅

可能出現圓形，直線及平面等三種情形。最後，我們想要找出構造等面積線為直線的方

法，並得到一種可行的構造多邊形方法。 

一、證明三角形的等面積線是圓 

 1            用解析幾何證明: 

在平面上任取一點 O，向三角形三邊 & & 作對

稱，得 & & 

AB BC CA

 1 1 1,x yO O O  2 2 2,x yO O O  33 3,x yO O O

 
   

   
 

   

   
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

1 2 1 1 22 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

x 2 , y 2
y y x x x y x y x y y y x x x y x y x y

O y y x x
y y x x y y x x
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3 2 3 2 3

2

2 3 2

x 2 , y 2
y y x x x y x y x y y y x x x y x y x y
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1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1

1 3 3 12 2 2 2
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3 1 3

x 2 , y 2
y y x x x y x y x y y y x x x y x y x y

O y y x x
y y x x y y x x

          
     
       

對稱構造三角形面積 

而將行列式展開後得 項= 項 = 

推得等面積線是直線( 即 項= 項=0 ) 的三角形僅成立於兩邊平行時，因此等面

積線是直線的三角形不存在。 

1 2 3 1

1 2 3 11 2 3

1
      
2

x x x x

y y y y
OO O

O O O O

O O O O
S 

2x
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1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 1 2 3 3 1 3 1 1 2 3 1 1 2
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2 1 2 1 3 2 3 2 1 3 1 3[ ]

y y x x x x y y y y x x x x y y y y x x x x y y

y y x x y y x x y y x x

                        

        

2x
2y

 2             以三角函數及矩陣變換來簡化結果: 

假設對稱源 對三角形的其中一邊(方程式為 且θ 是三角形

邊與 x 軸的夾角)作對稱，對稱座標為

再將此式寫成鏡射變換，即: 

 

因為本研究中探討的是二次項係數的形式，因此可將加上去的常數項向量捨去，即  

右圖展示三角形的情況，由右圖可以得知對稱

構造三角形的行列式面積是: 

 

 

其二次項係數為 

令 : , ,    , 則 

因此二次項係數為: 

因為 所以三角形的對稱構造三角形等面積線不會是直線  

結論:我們因為得知了這種簡化方式的簡潔性，接下來多邊形的討論皆由此方法導證 

( , )O x y 0cos x sin y k   

      2 , 2x cos cos x sin y k y sin cos x sin y k          

2 2

2 2
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y y sin ksin cos sin cos
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y ysin cos sin cos
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2 22 2 2 2 2 22

cos x sin ycos x sin y cos x sin y cos x sin y

sin x cos xsin x cos x sin x cos x sin x cos x

      

      

      

      

     2 1 3 2 1 3sin 2 2 sin 2 2 2 2sin         

ABC   α β γ π  

     2 sin 2 2 4sin sin sin sin sin        

ACB   BAC  

, , 0   

1.作一三角形 ABC 並令其外心為 O，以

O 為圓心、任意長度為半徑畫圓。圓上有一

動點 H，且 H 朝三角形三邊作垂足，三垂足

為 A1、B1、C1。 

2.過點 O 作平行 的直線，令直線與小圓

交於 P。 

3.令 旋轉θ  至 而 = c、 = 

a、 = b 、 = r、 = R。 

可由正弦定理得知： =2RsinC = c，      

=2RsinA=a、 =2RsinB=b。 

4.又 a、b、c、sinA、sinB、sinC 為定值。 

 

→推得要證 為定值 

BC

BC

BCOP

OH

AB

AC

OH

OC

AB

AC

1 1 1 1 1 1AC B CA B BA C

ABC ABC ABC

S S S

S S S
 

 3 用綜合幾何方法證明: 

   cos sin cos sin cos sin cos sin
2 2 2 2

[
a c b a

r B B B C C C        

 cos sin cos( )sin
2 2

]
c b

C A B A    

   1 cos 360 cos
2 2

c C
BC r B r B       1   cos(360 ) cos

2 2

a a
BA r r     

1 cos
2

a
CA r     1 cos 360

2

b
CB r C    

 1  cos
2

b
AB r C     1 cos

2

c
AC r B   

推得：  
1 1 1 1 1 1AC B CA B BA C

ABC ABC ABC

S S S

S S S
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2

cos cos cos cos
4 2 2

4 sin sin

ac a c
r B r B

R A C
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2

cos cos cos cos
4 2 2

4 sin sin

ab b a
r C r C

R A B
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2

cos cos cos cos
4 2 2

4 sin sin

bc c b
r C B r C B

R B C

   
 

       
 

通分後分母為 (定值) 24 sin sin sinR A B C

分子為 sin sin sin
4 4 4

ac ab bc
B C A

 
  

 

   2 cos sin cos cos sin cos[r B B C C      

cos( )cos( )sin ]C B A   

1 2 

3 4 

5 

＝ 

1.                                           為定值 sin sin sin
4 4 4

ac ab bc
B C A

 
  

 

2.                                                                                                                                  (定值) cos( )sin cos sin cos sin cos( )sin cos( )sin cos( )sin 0
2 2 2 2 2 2

a c b a C b
B B B C C C C A B A              

3.    2 2 2 2 21
cos sin cos 2 cos sin cos

2
B B cos sin B sin Csin Bsin cos sin B          

4.    2 2 2 2 21
cos sin sin 2 sin cos sin cos

2
Ccos C cos C sin Bsin C cos Bsin C         

5.      2 2 2 2 2sin 2 sin 2
cos cos sin sin sin sin ( )sin cos

2

B C
C B A cos B C B C sin Bcos C sin Ccos B    


       

總結： 2 2 2 2 21
sin 2 sin cos sin cos

2
cos B sin Csin B cos Csin B      2 2 2 2 21

sin 2 sin cos sin cos
2
cos C sin Bsin C cos Bsin C       

 2 2 2 2 2sin 2 sin 2
sin sin sin ( )sin cos

2

B C
cos B C B C sin Bcos C sin Ccos B  


     sinBsinCsinA (定值) 

因此我們推得到三角形的對稱構造三角形等面積線是圓形，並以外心為圓心。 

(在附錄二中，我們探討對稱源取在原三角形外的情形)  

  

  

  

 
 

  

  

二、證明四邊形之等面積線為圓形、直線或平面 

由前面的證明已知三角形的等面積線為圓形，我們接下來要推廣至四邊形的情形並探 

討對稱構造四邊形的等面積線。在利用 ggb 作圖過程中，我們發現到構造四邊形等面 

積線可能出現圓、直線跟平面三種情況，如下表所示。 

(一) 等面積線為圓形 

(二) 等面積線為直線，其中原圖形是梯形 

(三) 等面積線為平面，其中原圖形是平行四邊形 

 2 2a x y bx cy d S    

由原三角形 ABC 對稱構造三角形                

的面積是  

而由四邊形 ADEC 所作的對稱構造四邊形  

的面積是 

因由原三角形 ABC 對稱構造三角形等面積

線是圓形，因此 

 1 2 3OO O

1 2 3 1

1 2 3 1

a a a a

b b b b
 constant1  

1 2 2 3 3 1 2 1 3 2 1 3a b a b a b a b a b a b     

 2 2

1 1 1 1x y x y        constant1  

下面，我們要證明四邊形的對稱構造四邊形等面積線的方程式可寫成 

31 2 1

31 2 1

  1
      

  2

aa a aa

bb b bb

3 11 2

3 11 2

   1

   2

a aa a

b bb b

1 2 3OOO O

可化簡成: 



此處我們先以七邊行進行舉例說明，由下表我們可以發現對稱構造七邊形等面積線是圓形。 

 

 
 

  

這裡的證明利用了數學歸納法。因此先從三角形開始驗證，發現推論為正確的。 

接下來，假設 n 邊形的情況為真，意即 

 

說明: 

 

我們假設對稱源朝 n 邊形個邊做對稱點，對稱點依

序的座標為                      -為朝第一個邊做對稱、  

 ……                   -為朝第 n 個邊做對稱。而 n+1 邊形

是在原 n 邊形的第 j 邊及的 j+1 邊扣除一個三角形

所構造而成。並令對稱源對 n 邊形構造出的新邊的

對稱點是                    。如右圖所示。 

                          

1 1( , )a b

( , )n na b

2 2( , )a b

31 2 1 2 2

31 2 2 1

      ......    ( )
n

n n n n

aa a a a
x y x y

bb b b b
       

( , )a b

而對稱構造 n+1 邊形的面積可寫成                                                    

又已知由三角形 ABC 所構造的對稱構造三角形的面積  

 

而對稱構造 n 邊形的面積為  

對稱構造 n+1 邊形的面積為: 

 

比較後可發現  

 

 

 

 

因此  

如果欲求對稱構造 n+1 邊形的等面積線，其條件為  
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五、探討什麼多邊形所構造出的對稱構造多邊形等面積線為直線 

我們已經知道對稱構造四邊形的面積是直線的情形只有是圓內接四邊形及梯形。那麼對稱構造多邊形呢?

我們以梯形，圓內接四邊形為原圖形，找到一個構造對稱構造多邊形等面積線是直線的方法。廣義的來

說，以對稱構造多邊形等面積線原本就是直線的多邊形做為原始圖形，並在其中一個角落扣去梯形、平

行四邊形或是圓內接四邊形。以下圖做此構造方式的舉例說明。 

 
說明: 右圖是梯形 AGFD 扣去梯形 BCED

所產生的圖形，上圖六邊形的構造對

稱六邊形等面積線是直線，而原因就

是先前提到的在原構造面積等面積線

是直線的多邊形其中一個角落扣掉另

一個構造面積等面積線是直線的四邊

形。 

現在來證明這種構造方式是可行的: 

假設有一 n 邊形                                                                       且其對稱構造 n 邊形的等面積線是直線，並在               

的角落挖一個對稱構造四邊形等面積線是直線的四邊形，如上圖點 D 內挖一個梯形。現在假設點

跟                之間有一點如上圖點 E 的 點，而點 跟 之間有一點如上圖點 B 的 點，並有一點

如上圖點 C 的 點，而四邊形 的對稱構造四邊形的等面積線是直線。 

假設對稱源朝做 對稱點的座標是朝做 對 稱點的座標是  。朝邊做 的對稱點座

標是朝 邊做 的對稱點座標是   ………朝 做的對稱點座標是  。如下圖所示。 
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證明過程： 

原對稱構造 n 邊形的面積是 
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對稱構造 n+2 邊形的面積可寫成 

 

 

 

 

而四邊形                            的對稱構造四邊形面積為 

 

比較後可發現 
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bb b b


constant2  

而因三角形 DBE 的對稱構造三角形等面積線也是圓形，因此 

可化簡成 

而待求之對稱構造四邊形 

經比對後可發現： 

 

 

 

而產生構造四邊形 

 

 

 

因此四邊形等面積線方程式是圓方程式，且若 

而三項係數皆是 0 時，等面積線是平面。 

 2 2

2 2 2 2x y x y       

constant2  

3 2 2 3 3 2 3 2a b ab a b ab a b a b     

2 1 3OO OO 1 2 2 3 3 1 2 2 1 3 1 3
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2 1 3OO OO 等面積線的情況是  31 2 1

31 2 1

       
  

     

aa a a a
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 constant3 
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2 2 2 2 1 1 1 1
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x y x y

       

       

         

            

 1 2 0   時等面積線是直線。  

再來我們同樣用前述的三角函數及矩陣變換的方法來簡化對稱四邊形等面積線的計算 

我們用與前述三角形相同的假設，則: 

因此對稱構造四邊形的面積行列式為: 

其二次項係數為: 

 

 

 

 

 

設 

則    而二次項係數為 

我們討論此二次項係數為 0 時的三種情況: 

1. 則 

2. 則 

3. 則 

三、n 邊形對稱構造等面積線的推廣 

(一)特殊多邊形探討 

1.我們先討論正多邊形的圖形，依據先前的結論，我們知道正三角形的對稱構造等面積線是圓形，而正

方形的對稱構造等面積線是平面。 

接下來我們看五邊形及六邊形。下表可以看出五邊形的對稱構造等面積線是圓形，並以正五邊形的中心

為圓心。 

結論:由後面的證明我們可以知道對於任意正 n 邊形來說，其對稱構造多邊形等面積線是圓形，並以圖形

中心為圓心。 

2.發現如果 n 邊形內角皆為  或 

3. 由上述可得若一個圖形之內角為或其對稱構造等面積線為一平面。而當我們將任意一角去除(相當於挖

掉一個直角三角形)，則發現其對稱構造等面積線為一條直線。 

四、多邊形的對稱構造多邊形等面積線可寫成 

 在探討多邊形推廣中，我們找到了一些特殊多邊形的等面積線，有些多邊形的等面積線是直線，有的是

圓形。因此，在接下來的探討及證明中，我們想要得出一般多邊形對稱構造圖形等面積線的型式。我們

利用了與證明四邊形的對稱構造圖形等面積線是圓類似的方法，得出了多邊形的對稱構造圖形等面積線

方程式可寫成                    。 

接下來，我們將證明上述的結論。 
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  ，而由右圖可以得知: 

     2 1sin 2 sin 2 sin 2ABC ABC       

     3 2sin 2 sin 2 sin 2BCD BCD       

     4 3sin 2 sin 2 sin 2ADC ADC       

     1 4sin 2 sin 2 sin 2BAD BAD       

ABC   BCD   CDA   DAB  

2         4sin cos cos
2 2

       
 

     


    ，可為梯形與圓內接四邊形。 

cos 0
2

     


1 3
 

2 2 2
or

   
 

  


cos 0
2

     


1 3
 

2 2 2
or

   
 

  


也是梯形或圓內接四邊形 

sin( ) 0  

1

2


3

2
 對稱構造 n 邊形對稱構造等面積線是平面。 

  

  

  

  

此處我們可以看出對稱構

造面積為原面積的兩倍 

 
 

  

2 2( )a x y bx cy d S    

2 2( )a x y bx cy d S    



因此用此方式構造出的對稱構造 n+2 邊形等面積線是直線，故得證。 

由上述討論可以知道，只要原多邊形的對稱構造多邊形等面積線是直線，並在其中一個角

挖一塊梯形、圓內接四邊形、平行四邊形，就可以構造出對稱構造 n+2 邊形等面積線是直

線的 n+2 邊形，如下圖所示。  

上圖是將梯形兩角各扣去一個圓內接四邊形所產生的八邊形，可以看到其對稱構造八邊形

的等面積線是一直線。 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上述討論可以知道，以上兩圖的構造對稱多邊形等面積線是直線。 

 
 

  

 
 

  

六、對稱構造 n 邊形等面積線直線情形討論 

(一)五邊形探討 

討論完四邊形後，我們對稱構造圖形等面積線是直線的五邊形進行一些探討。在計算過程

中，我們發現五邊形不項四邊形的情況如此簡單，因此我們就利用數值解的方式繪製出對

 

由先前討論可得知，滿足五邊形對稱

構造五邊形等面積線是直線的條件是 

其中 為五邊形的五個內角。 

接下來，我們利用數值解的方法進行

稱構造五邊形等面積線是直線的五邊

2 2 2 2 2 0sin sin sin sin sin        



在下表中，我們展示一些對稱構造五

邊形等面積線是直線的五邊形。 

  

此圖形中 

 

此圖形中 

圖形一 

sin180 sin270 sin149.58

sin346.74 sin133.7 0

  

  

圖形二 

sin180 sin270 sin18.66

sin550.94 sin60.42 0

   

  

在上述兩圖中以及我們所嘗試的其他圖形中，我們雖然知道這類五邊形需要滿足的式子，

但因為五邊形的自由度=3，因此可以產生許多此種類的五邊形。 

結論: 

利用數值解的方式能夠繪製許多此類圖形，但是由於自由度過高而五法歸納出圖形幾何性

質的結論。 

七、因為座標化結果無法與圖形本身性質做連結，因此接下來將探討特殊四邊形

之對稱構造四邊形的等面積線與圖形本身性質的關聯。主要討論兩種四邊形：梯

形、圓內接四邊形。 

(一)梯形: 

從解析結果已知對邊平行的四邊形(梯形)的對稱構造四邊形等面積線是直線。 

 

 

  

  

我們假設                                                   CAB φ, DAB θ  

經過推導得等面積直線斜率  

2 2sin sin
m

sin cos sin cos

 

   


 



結論:斜率僅為梯形兩底角的函數。 

 
(二)圓內接四邊形： 

由以上討論可以知道圓內接四邊形的對稱構造四邊形的等面積線也是直線 

  

  

結論： 

圓內接四邊形對稱構造四邊形等面積線的直線斜率是底角跟邊長的函數。 

(三)特殊圖形探討 

在我們構造出的圖形當中有一類的圖形斜率是可以直接計算的，這類的圖形是以兩底角互

相一樣的兩個梯形互扣形成的。而此類的圖形斜率會跟原本的梯形斜率一樣。 

 

 
六邊形 ABCEFG 的對稱構造圖形等面

積線斜率與梯形 ADFG 的對稱構造四邊

形等面積線斜率一樣  

 

七、結論 

一、三角形的對稱構造三角形等面積線是圓形，並以外心為圓心。 

二、由三角形出發，推廣至四邊形的對稱構造四邊形等面積線探討，發現並證明

對稱構造四邊形等面積線只有可能是圓形跟直線或平面。 

三、對稱構造四邊形等面積線是直線的情形只出現在圓四邊形是梯形及圓內接四

邊形的情形。 

四、發現並證明對稱構造 n 邊形的等面積線方程式是圓方程式。 

五、找出並證明了一種多邊形構造方式，使此多邊形的對稱構造多邊形等面積線

是直線。 

六、對 n 邊形的對稱構造圖形進行探討，雖然我們得到對稱構造圖形等面積線是

直線的條件，但並沒有如四邊形那樣規律的圖形產生，並僅能以數值解的方式進

行計算。 

七、找出梯形的對稱構造四邊形的等面積線與原本梯形的關係式，發現僅跟梯形

的兩底角角度有關。並找出圓內接四邊形的對稱構造四邊形的等面積線與原本圓

內接四邊形的關係，發現跟圓內接四邊形的兩底角角度與邊長皆有相關。 
 

 

八、參考資料及其他 

 

一、台南市第 55 屆國中科展-幾何「點」「心」「面」 
 

二、因式分解網站 https://zh.numberempire.com/factoringcalculator.php 

(二)n 邊形探討 

先前的討論可以知道，對於 n 邊形來說其二次項係數為 

 

 

 

其中  

滿足對稱構造 n 邊形等面積線是直線的情況是 

但由於 n 邊形的自由度是 n-2，因此能夠繪製的此類圖形有非常多種。 

結論:對於 n 邊形我們得到了產生對稱構造圖形等面積線是直線的條件，但對於圖形的幾何

性質我們將納入未來展望。 

   

1

1 1 1 1

1

n 1

1 1

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

sin 2 2 sin 2 2 2

n

j j n j j n

n

j j n j

cos sin cos sin sin cos sin cos

sin

       

    



 





   

    



 

j 是 n 邊形第 j 個角的內角角度。  

1

2 0
n

jsin  
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