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摘要 

本科展內容為研究正 n 邊形對角線在圖形內形成的交點數。我們一開始利用 Geogebra

畫出圖形，進行對角線交點數的觀察。接下來我們針對中線上的三條對角線交點進行探討，

求出中線上對角線三線共點個數公式。之後我們將圖形座標化，利用三角函數計算出中線上

交點座標，再用求出的公式代入 Excel，發現中線上五線共點只會出現在 6 的倍數上，七線共

點只會出現在 30 的倍數上，我們將其表格化，觀察規律。但由於 n 為 6 的倍數時，其中線上

的交點呈現十分複雜之狀態，因此我們先針對非 6 倍數中線外的對角線三線共點進行探討，

得到公式。最後我們將所有對角線三線共點個數公式化簡，推導出非 6 倍數正偶數 n 邊形內

部所有對角線交點數的公式：If  n = 4k+2  ：  𝐶4
𝑛 −

5𝑛3−45𝑛2+70𝑛−24

24
 

If  n = 4k    ：  𝐶4
𝑛 −

5𝑛3−45𝑛2+106𝑛−24

24
   

 

壹、研究動機 

在一次學長姐的專題報告中，他們進行了與正 n 邊形對角線相關的研究，而報告中提出

正偶數 n 邊形對角線交點個數的問題在國內尚未有人進行研究及探討，而學長姐也未對此進

行研究，因此令我們頗感興趣，立刻著手研究正多邊形的邊數如何影響內部對角線交點數量，

並觀察三線(含)以上共點的數量。 

貳、研究目的 

一、觀察正偶數邊形對角線多線共點規律 

二、尋找正偶數邊形中線上對角線三線共點個數 

三、將正偶數邊形中線上對角線交點座標化並利用 Excel 計算座標位置進行探討 

四、正偶數邊形非中線上對角線三線共點探討 

五、歸納出公式，算出非 6 倍數正偶數邊形對角線交點數 
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正 n 邊形 

參、研究內容 

    在一般的文獻，甚至高中數學課本，已經提到正奇數邊形的對角線不會有三線(含)以上

共點出現，因此正奇數邊形(n 邊形)的對角線交點個數為𝐶4
𝑛。而在文獻以及高中數學課本中，

都尚未提出與正偶數邊形對角線交點相關的公式及研究，因此我們針對正偶數邊形對角線個

數來進行研究及探討。 

一、 觀察正偶數邊形對角線多線共點規律 

因為正偶數邊形會有三線以上共點，所以決定先觀察其對角線交點是否有規律，進

行了以下探討。 

一開始我們利用 Geogebra 畫出正 4~30 的正偶數邊形的圖形，如附錄一及下(圖 1)，

以觀察計算出對角線三線以上共點數後，將其表格化，(如表一)，以利觀察。 

 

 

 

 

     
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

n=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=8 8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=10 20 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=12 60 12 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=14 112 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=16 208 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

n=18 216 54 54 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

n=20 480 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

n=22 660 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

n=24 624 104 24 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

n=26 1196 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

n=28 1568 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

n=30 2490 120 180 120 30 0 0 0 0 0 0 0 1 

幾線共點 

圖 1 

表一 
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觀察發現一：根據上表及附錄一，我們發現正偶數邊形中 

1.在正 12 邊形以下，除中線外沒有三線以上共點，而正 14 邊形以上有。 

2.除了中心點外，正 12 邊形時中線出現了四線共點。 

3.除了中心點外，四線、五線共點皆只有出現在正 18 邊形、正 24 邊形及正 30

邊形(6 的倍數)。 

4.正 30 邊形出現了七線共點。 

 

二、 正偶數邊形中線上對角線三線共點個數 

觀察完後我們決定縮小目標，先從中線(圖形對稱軸)上的點開始觀察，希望能求出中

線上的對角線交點公式。 

我們可以把正偶數邊形呈現為以中線(橘線)為對

稱軸的對稱模式，所以只要在其中一邊選出 2 點並與

相對的 2 點交叉連線(藍線)便定會在對稱軸上出現對

角線三線共點(黃點)。 

由於在觀察時發現，當我們不考慮中心點，正偶

數邊形除了 6的倍數外，中線上最多只會有三線共點，

而當大於等於正 18 邊形在 6 的倍數時中線會有五線共

點(正 24 邊形時出現了四線共點)，甚至在正 30 邊形時會有七線共點。因此，我們將 6 的

倍數分開討論，先探討正偶數邊形非 6 的倍數時，中線上對角線三線共點數。 

 

定理一：正偶數 n 邊形非 6 的倍數時，中線上對角線三線共點數 

If  n=4k+2： 

(
𝑛 − 2

2 )2 −
𝑛 − 2

2 −
𝑛 − 2

2
2

=
𝑛2 − 8𝑛 + 12

8
 

If  n=4k  ： 

(
𝑛 − 2

2 )2 −
𝑛 − 2

2 −
𝑛 − 2

2 + 1

2
=

𝑛2 − 8𝑛 + 16

8
 

圖 2 
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證明：將中線對稱軸的一邊與另一邊所有頂點相連，因為各有
2

2n
個點，所以會有 2)

2

2
(

n

條線，以中線為對稱軸互相對稱的兩點相連會垂直中線，並不會跟其他線相交，共有

2

2n
條 

當 n=4k+2 ，除了對稱軸外會有
2

2n
條對角線交於中心點 

因此中線上對角線三線共點數為 

(
𝑛 − 2

2 )2 −
𝑛 − 2

2 −
𝑛 − 2

2
2

=
𝑛2 − 8𝑛 + 12

8
 

當 n=4k ，除了對稱軸外會有
2

2n
條對角線交於中心點，其中一條也會垂直中線 

因此中線上對角線三線共點數為 

(
𝑛 − 2

2 )2 −
𝑛 − 2

2 −
𝑛 − 2

2 + 1

2
=

𝑛2 − 8𝑛 + 16

8
 

三、 將正偶數 n 邊形中線上對角線交點座標化並利用 Excel 計算座標位置進行探討 

為了更進一步探討中線上的多線共點，我們將圖形座標化，以圖形中心點為原點，內接於一

單位圓，利用圓周角、圓心角、三角函數及相似形的概念，算出每一個中線上交點的座標，

希望找出哪些線在同位置相交。 

計算三線(兩線+中線)交點座標的方法： 

1. 我們先將正多邊形以中線部份分割成左、右半邊，並

將左半邊上的點從第一點開始依序編號 1~
𝑛−2

2
，接著

在左半邊任取兩點 I、J，且令 J > I，在右半邊做 I、J

以中線為對稱軸的對稱點 I’、J’。 

2. 之後將𝐼𝐽’、 𝐼′𝐽與中線交點記為< I , J >，且交中線於 A

點。(往後的表格即以此表示) 

3. 先算出𝐵𝐶的長度，接著分別算出𝐵𝐼與𝐶𝐽的長度，由於△ 𝐴𝐼𝐵 ∼△ 𝐴𝐽𝐶(AA)所以我們可

以透過兩相似三角形計算出𝐴𝐵的長度，且𝐴𝑂 = 𝐵𝑂 − 𝐴𝐵。 

4. 由於正 n 邊為對稱圖形，因此，我們只針對中線的上半部進行探討，而下半部可利用

對稱的方式求得。 

I’ I I’ 

J J’ 

A 

B 

C 

O 

圖 3 
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依照上述方法，我們可推導得三線共點的座標公式，由於對稱的關係，對於 I 點我

們只需討論範圍1 ≤ 𝐼 <
𝑛−2

4
，而且在推導的過程我們發現 J 需分三部分討論，在

4

nJ  、

4

nJ  、
4

nJ  三種情況下分別會有不同結果。 

定理二：若一正 n 邊形，n 是偶數，以圖形中心點為原點，內接於一單位圓，令對角線 IJ’、 

I′J的交點 A 在 O 點上方，其中1 ≤ 𝐼 <
𝑛−2

4
 ，且 J > I 則 A 座標( 0 , AO )，其中 

if  
4

nJ    則 AO








 








 

n
IJ

n
JI

o

o

)(180
cos

)(180
cos

  

if  
4

nJ    則 AO







































n
IJn

n
IJn

o

o

1
)

2
(180sin

1
)

2
(180sin

 

if  
4

nJ    則 AO
1

036
sin

360
cos








 








 



n
I

n
I

o

o

 

證明：如右圖，因為正 n 邊形內接於一單位圓，因此 1IO  

我們可知 






 


n
IBO

o063
cos  、 







 


n
IBI

o360
sin 、








 


n
JCJ

0360
sin  

當
4

nJ  ， 






 


n
JCO

o360
cos  








 








 


n
J

n
IBC

oo 360
cos

360
cos  

AJCAIB  ~ (AA 相似) 

CJBIACAB     ：：   

 

I 

J’ 
A 

B 

C 

O 

I’ 

J 

圖 4 
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ABBOAO 








 








 








 























 








 








 


n
J

n
I

n
I

n
J

n
I

n
I

oo

o

ooo

360
sin

360
sin

360
sin

360
cos

360
cos

360
cos








 








 








 







 








 







 



n
J

n
I

n
I

n
J

n
J

n
I

oo

oooo

360
sin

360
sin

360
sin

360
cos

360
sin

360
cos

 








 








 



n
IJ

n
JI

o

o

)(180
cos

)(180
cos

 

當
4

nJ  ，





















n

Jn

CO
o )

2
(360

cos ，



























 


n

Jn

n
IBC

o
o )

2
(360

cos
360

cos  

        利用與
4

nJ  時相同的方法可得 AO







































n
IJn

n
IJn

o

o

1
)

2
(180sin

1
)

2
(180sin

 

        當
4

nJ  ，C 點即為 O 點， 






 


n
IBO

o063
cos  

        利用與
4

nJ  時相同的方法可得 AO
1

036
sin

360
cos








 








 



n
I

n
I

o

o

 

 

 

 

I 

J’ 

A 

B 

O 

I’ 

J 

I I’ 

J
J 

J
’ 

A

A 

B 

C 

O 

圖 5 

圖 6 
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求出中線上三線共點座標公式後，一開始我們還是無法從座標公式推得五線共點，

為了方便研究，我們利用 Excel 寫入中線上三線共點的座標公式來求出各點位置，並利

用 Excel 找出其中線上對角線交點有哪些點的座標相同，以利研究。 

Excel 公式：

=IF(A2=0,0,IF(B2=3/4*A$1,COS(RADIANS(360/A$1*A2))/SIN(RADIANS(360/A$1*A2)+

1),IF(B2<1/4*A$1,COS(RADIANS(180/A$1*(A2+B2)))/COS(RADIANS(180/A$1*(B2-A2)

)),SIN(RADIANS(180/A$1*(A$1/2-A2-B2)))/SIN(RADIANS(180/A$1*(A2+A$1/2-B2)))))) 

以正 24 邊形(輸入任意邊形都可如附錄二)為例，(如下表二)，在邊數欄輸入 24，即

可得到 I 點與 J 點為有效範圍的值時座標位置的值，並利用排序及格式化條件標示出重

複的值，即可得到多線共點的位置，如< 1 , 9 >與< 3 , 5 >： 

 

表二 
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觀察了很多 Excel 表格後，我們發現如下 

觀察發現二：在中線上，除了中心點，五線共點只會出現在 6 的倍數邊形，七線共點只會出

現在 30 的倍數邊形。在觀察中，並沒有出現超過七線的共點。 

由於五線共點只會出現在 6 的倍數上，為了解決中線上五線共點的交點數個

數，我們針對 6 的倍數邊形進行研究。 

我們先利用 Excel 算出 6 的倍數之交點座標，找

出交點坐標位置相同的對角線組，將其標示出，

並表格化以利觀察。舉個例子，如右圖，對角

線三線共點如<1, 5>(藍色線)、<2, 3>(綠色線)，

我們可以發現<1, 5> 、<2, 3>交於同一點，所以 

<1, 5> 、<2, 3>即為五線共點 

我們將正 18、24、30、36 邊形中線上五線共點

及七線共點整理如下表(三)，其餘如附錄三。 

 

 對角線 與原點距離 對角線 與原點距離  值 

18 邊形 

<1,5> sin30°/sin50° <2,3> cos50°/cos10°  0.652703645 

<1,6> sin20°/sin40° <2,4> cos60°/cos20°  0.532088886 

<1,7> sin10°/sin30° <3,4> cos70°/cos10°  0.347296355 

24 邊形 <1,9> sin15°/sin30° <3,5> cos60°/cos15°  0.51763809 

30 邊形 

<1,9> sin30°/sin42° <3,4> cos42°/cos6°  0.747238275 

<2,4> cos36°/cos12° <1,7> cos48°/cos36°  0.827090915 

<3,6> cos54°/cos18° <1,11> sin18°/sin30° <2,8> sin30°/sin54° 0.618033989 

<4,8> sin18°/sin66° <1,13> sin6°/sin18°  0.338261213 

<2,9> sin24°/sin48° <3,7> cos60°/cos24°  0.547318139 

<1,12> sin12°/sin24° <4,6> cos60°/cos12°  0.511170297 

<6,7> cos78°/cos6° <2,12> sin6°/sin30°  0.209056927 

36 邊形 

<4,6> cos50°/cos10° <2,10> sin30°/sin50°  0.652703645 

<4,8> cos60°/cos20° <2,12> sin20°/sin40°  0.532088886 

<1,11> sin30°/sin40° <3,5> cos40°/cos10°  0.777861913 

<1,13> sin20°/sin30° <3,7> cos50°/cos20°  0.684040287 

<1,15> sin10°/sin20° <5,7> cos60°/cos10°  0.507713306 

<6,8> cos70°/cos10° <2,14> sin10°/sin30°  0.347296355 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 7 

8 8 

圖 7 

表三 
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觀察發現三：1.在6的倍數邊形中線上多線共點，我們發現絕大部分是
)cos(

)cos(

)sin(

)sin(

d
c

b
a

 的型態，

而且如果符合這個型態，必有底下兩個特性： 

(1) 必有兩個角度相同 𝑎 = 𝑑 or 𝑏 = 𝑐 

(2) 必存在 sin(30o)或 cos(60o) 

2.在正 30 邊形中線上多線共點出現了
)sin(

)sin(

)sin(

)sin(

d
c

b
a

 及
)cos(

)cos(

)cos(

)cos(

d
c

b
a

 型態，這

樣的型態也有兩個角度相同，但不見得有 sin(30o)或 cos(60o) 

例如：正 18 邊形中的
)10cos(

)50cos(

)50sin(

)30sin(
o

o

o

o

 我們可以發現如上述觀察發現三所說，分別各

有 1 個50°，而且也存在了一個 sin(30o)。 

正 24 邊形中的
)51cos(

)06cos(

)03sin(

)15sin(
o

o

o

o

 我們可以發現如上述觀察發現三所說，分別各

有 1 個15°，而且也存在了一個 cos(60o)。 

在我們的觀察中也發現，只要出現 sin(30o)或 cos(60o)，該位置必定會有五線共點，

因此我們可以利用這個特性找出兩組跟原點相等的距離，而確定哪幾條線共點。 

定理三：若<I1 , J1>、<I2 , J2>與原點距離相等，型態為
)cos(

)cos(

)sin(

)sin(

d
b

b
a

 ，且 a=30o或 d=60o 

則 當 a=30o 









oo

oo

902     ,    902

902     ,    290

bbd
bbd

 

 當 d=60o 









oo

o

902     ,    2180

902     ,              2

bba
bba

 

證明：當 a=30o  則 
)cos(

)cos(

)sin(

2

1

d
b

b
     )cos()sin(2)cos( bbd   

)2sin()cos( bd   










oo

oo

902     ,    902

902     ,    290

bbd
bbd

 

當 d=60o  則 

2

1

)cos(

)sin(

)sin( b
b
a

    )cos()sin(2)sin( bba   

)2sin()sin( ba   










oo

oo

902     ,    902

902     ,    290

bbd
bbd
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由定理三我們可以找出或確定哪兩組線會共點，不需要借助 Excel 的運算。另外，

若結合定理二，就可以找出所有形式。 

例如：正 18 邊形時，我們假設在此情形中
)cos(

)cos(

)sin(

)sin(

d
c

b
a

 ，𝑎 = 𝑑, 𝑐 = 60°，再代

回定理二的
4

nJ   








 








 

n
IJ

n
JI

o

o

)(180
cos

)(180
cos

中可知 𝐼 + 𝐽 = 6，而其中有<1,5>、<2,4>、<3,3>

三種可能，但由於
4

5
n

 且<3,3>僅能畫出一直線，所以也不包含在內，所以𝐼 = 2, 𝐽 = 4，

將其代回定理二中得
)20cos(

)60cos(
o

o

，在依據我們的判別法可得
)20cos(

)60cos(

)40sin(

)20sin(
o

o

o

o

 。 

但由於 6 的倍數之五線共點除了上述的情況外還會出現其他例外，如：正 30 邊形的

<1,7> , <2,4> 
)12cos(

)36cos(

)36cos(

)48cos(
o

o

o

o

 以及正 30 邊形的<1,13> , <4,8> 
)66sin(

)18sin(

)18sin(

)6sin(
o

o

o

o

 ，另

外在正 60 邊形時出現了
)48sin(

)30sin(

)18sin(

)12sin(
o

o

o

o

 、
)6cos(

)24cos(

)36cos(

)42cos(
o

o

o

o

 的情形(如附錄三)，暫

時無法找出它的規律，因此我們決定先探討非 6 倍數正偶數邊形之中線外對角線交點數探

討。 

四、 正偶數邊形非中線上對角線三線共點探討 

在探討非中線上對角線三線共點時，我們一開始做了很多不一樣方法觀察，例如：

將所有三線共點做有序的連線，看是否有規律；每隔 1 點對角線連線標示一種顏色，每

隔 2 點對角線連線標示另一種顏色，以此類推連出所有對角線並標示顏色，以觀察三線

共點是否有規律(如附錄四)。我們一直無法有效觀察到規律，直到我們發現了底下方法。 

找出正偶數邊形對角線三線共點方法，(如右圖 8)： 

1. 找出三個彼此間隔都為 a.個邊的點依序標示為 P、Q、R。 

2. 由 P 點(第一個點)連向距離 R 點(第三個點)b 個邊的點

S。 

3. 由 Q 點連向距離 R 點(第三個點)2b 個邊的點 T。 

4. 由R點(第三個點)連向距離T點
2

22 ban 
個邊的點U。 

5. PS 、QT 、 RU 三條線必定交於同一點。 

P 

Q 

R 

S T 

U 

圖 8 
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以正二十邊形為例，(如右圖 9)： 

1. 選取相鄰三點(間隔 1 個邊) P、Q、R。 

2. 由 P 點連向距離 R 點 2 個邊的點 S。 

3. 由 Q 點連向距離 R 點 4 個邊的點 T。 

4. 由 R 點(第三個點)連向距離 T 點 7
2

4220



個

邊的點 U。 

5. PS 、QT 、 RU 三條線交於同一點。 

我們再嘗試其他不同的間隔數(如a = 1, b = 3)，(如

右圖 10)： 

1. 選取相鄰三點(間隔 1 個邊) P、Q、R。 

2. 由 P 點(第一個點)連向距離 R 點 3 個邊的點 S。 

3. 由 Q 點連向距離 R 點 6 個邊的點 T。 

4. 由R點(第三個點)連向距離T點 6
2

6220



個

邊的點 U。 

5. PS 、QT 、 RU 三條線交於同一點。 

這方法是我們畫了很多張圖後發現的規律，底下我們將證明以這樣的方法必

定三線共點。 

 

 

R 

Q 
P 

U 

S 

T 

圖 9 

圖 10 

圖 11 

T 

S 

R 

Q 
P 

U 
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定理四：一正偶數 n 邊形，將三個彼此間隔都為 a 個邊的點依序標示為 P、Q、R。由 P 點(第

一個點)連向距離 R 點(第三個點)b 個邊的點 S。由 Q 點連向距離 R 點(第三個點)2b 個

邊的點 T。由 R 點(第三個點)連向距離 T 點
2

22 ban 
個邊的點 U。 

則 PS 、QT 、 RU 三條線必定交於同一點。 

 

證明：我們令PS 、QT 相交於 A 點，(如下圖 12-1)，QT 、RU 相交於 A點，(如下圖 12-2) 

 

 

 

 

 

 

 

我們只要證明 AQQA  ，則 PS 、QT 、RU 三條線即交於一點 

如圖(12-1)
o360

2

1

2

1





n
baQSQPS  

ooo 360
2

1
)360360(

2

1
)(

2

1
A 




n
ba

n
b

n
aSTQPPQ  

∴△QAP 為等腰三角形   QPQA   

又如圖(12-2)
o360

1
)

2

22
(

2

1

2

1





n
banaQUQRU  

o360
1

)
2

22
(

2

1
)(

2

1





n
banaTUQRRAQ  

∴△ RAQ  為等腰三角形   QRAQ   

又 QRQP  (等弧對等弦) ∴ AQQA    故 PS 、QT 、RU 三條線交於一點 

圖 12 

圖 12-1 圖 12-2 
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由找出正偶數邊形對角線外三線共點方法，我們想要推得正偶數邊形對角線外三

線共點數的公式。 

依照我們的方法，只要知道一開始間隔幾邊及 S 點會落在哪一點，T 及 U 的位置

就被決定了，因此我們要探討三線共點數，只要探討間隔幾

邊時 S 點的位置可以落在幾點就可以。 

首先，當點 P、Q、R 分別間隔 1 個邊時(如右圖 13 藍

線部分)，在 n 個邊中就已用去 2 個邊，還剩n − 2個邊，接

著 PS 、QT 、 RU 又將其分為 4 個部分(如右圖 13 橘、綠、

粉、紫部分)，那麼 S 點僅能在最多間隔 R 點
4

2-n
邊的點上，.

在往後即會與之前重複，而當𝑅𝑆、𝑆𝑇之距離與𝑃𝑄、𝑄𝑅一

樣是相距 1 個邊時(如右圖 14)，就會出現對稱情形，因此

為中線上的點，所以須減 1；相同的當
4

2-n
為整數時(如右

圖 13)，S 所連到的第
4

2-n
個點一樣會在中線上，當

4
2-n
為

分數時則不會有中線上的點之情形，但我們必須取整數，

所以我們加上天花板符號(天花板符號為大於等於的最小

整數)再減 1。因此當點 P、Q、R 分別間隔 1 個邊時 S 點的

位置可以落在 2
4

2








 n
點上。(註：⌈  ⌉為天花板符號) 

以同樣的方式分析，可以得到當點 P、Q、R 分別間隔 2 個邊時，S 點的位置可以

落在 3
4

4








 n
點上；當點 P、Q、R 分別間隔 2 個邊時，S 點的位置可以落在 4

4

6








 n

點上，以此類推直到最大的 j 使得 0
4

22








  jjn
，因此將這些數全部加起來乘以

2(P 點的左右兩側)最後再乘以 n(共有 n 個點)，就是所有正偶數 n 邊形非中線上所有對

角線三線共點數。 

 

P 
Q 

R 

S 
T 

U 

P 
Q 

R 

S 

T 

U 

圖 13 

圖 14 
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定理五：正偶數 n 邊形非中線上所有對角線三線共點數，如下： 

if 𝑛 = 4𝑘 + 2 ： 

(
𝑛2

48
−

𝑛

4
+

5

12
) × 2𝑛 

if 𝑛 = 4𝑘    ： 

(
𝑛2

48
−

𝑛

4
+

2

3
) × 2𝑛 

 

證明：正偶數 n 邊形非中線上所有對角線三線共點數為 

niinnjjnnn j

i

j

i
2

4

)22(
2

4

)22(
3

4

4
2

4

2

22

















 

















 








 








 



  

其中 j 為最大的 i 使得 0
4

22








  jjn
 

先探討 j 的範圍 

∵ j 為整數，
4

22  jn
是否取天花板符號並不會影響我們計算其範圍，因此 

0
4

22


 jjn
 

6

2


nj  

接著想去掉運算中的天花板符號，因為 n 為偶數且不考慮 6 的倍數，因此我們分別以

𝑛 = 4𝑘 + 2跟𝑛 = 4𝑘來討論。 

當𝒏 = 𝟒𝒌 + 𝟐 








 








 








 

4

244

4

2224

4

22 ikikin
 

當 i 為偶數時， 






 








 

4

)1(244

4

244 ikik
 

∴ 




























































 



2
4

2
2

4

2
1

4

2
1

4

2

4

2

4

2

4

)22(

2

nnnnnninj

i
 

cananan





































4

2
1

4

2
1

4

2
  

canina

i













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

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
 

 4
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4

2
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其中
12

4

2

1 





nja ，c 為一等於 0 或 1 的函數，將在底下討論 

∵n = 4𝑘 + 2 且非 6 倍數，則 n 只有兩種型態6𝑚 − 4、6𝑚 + 4 

我們可以推導得 

















                .             ,         1
12

2

)6  (mod  04     ,      1
12

2

won

nifn

a  



 


                .                 ,         1

)6  (mod  04       ,         0

wo
nif

c  

另外，為了統一讓 i 從 1 開始累加，我們將


j

i
i

2

改寫成 )1(
1




b

i
i ，其中 
















                .             ,         1-
6

2

)6  (mod  04     ,      1
6

4
    

won

nifn

b  

∴ )1(
4

2
1

4

2
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4

)22(

1122
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
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




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
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
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 
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
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i

a

i

j

i

j

i
icaniniin
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∴ 當n = 4𝑘 + 2 非中線上所有對角線三線共點數為 nnn
2

12

5

448

2









  
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當𝒏 = 𝟒𝒌 

與n = 4𝑘 + 2相同的推導方式得 

∴ 










































 



2
4

2
4

1
4

1
444

)22(

2

nnnnninj

i

 

cananan




























4
1

4
1

4
  

cannina

i

















 

 444
2

1

 

其中
12

4

2

1 





nja ，c 為一等於 0 或 1 的函數，將在底下討論 

∵n = 4𝑘 且非 6 倍數，則 n 只有兩種型態12𝑚 − 4、12𝑚 + 4 

我們可以推導得 
















                .             ,         1-
12

4

)12  (mod  04      ,          1-
12

4
 

won

nifn

a  



 


                .                 ,           1   

)12  (mod  04       ,          0  

wo
nif

c  

另外，為了統一讓 i 從 1 開始累加，我們將


j

i
i

2

改寫成 )1(
1




b

i
i ，其中 

















                .             ,        1 
6

2
  

)12  (mod  04     ,       1
6

4
    

won

nifn

b  

∴ )1(
444

2
4

)22(

1122


























 



b

i

a

i

j

i

j

i
icanniniin

……(2) 

 

)12  (mod  04  nif  

(2)式
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1
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4
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4
2
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1
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4
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
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
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
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o.wif        

(2)式

2

1
1

6

2

6

2
21

12

4
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1
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4

4
1

41
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4
2 








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 

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
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

































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n
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2
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
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∴ 當𝑛 = 4𝑘 非中線上所有對角線三線共點數為 nnn
2

3

2

448

2









  

五、非 6 倍數正偶數邊形所有對角線交點公式 

非 6 倍數正偶數 n 邊形對角線交點僅有二線交點、三線共點及中心點
2

n
條線共點，

我們知道，任選四點必恰有一對角線交點，但若有三線共點，此三線本應有 33

2 C 個交

點，也就是每三線共點就少 2 個交點，而中心點少了 12
2 

n

C 點。 

我們可以二線交點公式結合定理一及定理五算出所有交點數。 

定理六：非 6 倍數正偶數 n 邊形所有對角線交點數： 

24   knif ： 

         
24

2470455
C

23

4




nnnn   

knif 4    ： 

 
24

24106455
C

23

4




nnnn
 

證明：我們知道非 6 倍數正偶數 n 邊形所有對角線交點數為： 

nC4 三線共點數 2













12

2

n

C  

而三線共點數需分𝑛 = 4𝑘 + 2、𝑛 = 4𝑘討論 
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當𝒏 = 𝟒𝒌 + 𝟐 所有對角線交點數 

1
28

128
2

12

5

448
2 2

2
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4 




















 











n
n CnnnnnnC  

24

2470455
C

23

4




nnnn  

當𝒏 = 𝟒𝒌 + 𝟐 所有對角線交點數 

1
28

168
2

3

2

448
2 2

2

22

4 




















 











n
n CnnnnnnC  

24

24106455
C

23

4




nnnn  

 

得到了非 6 倍數正偶數 n 邊形所有對角線交點數的公式，我們製作了各正多邊形對角

線個數的表格，(如下表四)。 

 

邊數   3 4 5 6 7 8 9 10 

交點數   0 1 5 13 35 49 126 161 

邊數 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

交點數 330 301 715 757 1365 1377 2380 1837 3876 3841 

邊數 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

交點數 5985 5941 8855 7297 12650 12481 17550 17249 23751 16801 

邊數 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

交點數 31465 30913 40920 40257 52360  66045 64981 82251 80881 

邊數 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

交點數 101270  123410 121441 148995 146741 178365  211876 208801 

邊數 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

交點數 249900 246273 292825  341055 336337 395010 389761 455126  

邊數 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

交點數 521855 515221 595665 588161 677040  766480 757249 864501 854421 

表四 
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邊數 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

交點數 971635  1088430 1076257 1215450 1202017 1353275  1502501 1486561 

邊數 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

交點數 1663740 1646561 1837620  2024785 2004661 2225895 2204049 2441626  

邊數 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

交點數 2672670 2647393 2919735 2892757 3183545  3464840 3433921 3764376 3731351 

  為 6 的倍數之 n 邊形，其交點數量還不確定 

希望我們的這篇研究對於需要運用到正多邊形對角線交點個數的研究會有幫助。 

肆、研究結果 

一、觀察發現正偶數邊形的對角線交點中會出現三線共點，四線共點會出現在邊數大於等於

12 且為 6 的倍數時；五線共點會出現在大於等於 18 且為 6 的倍數時；七線共點則會出現

在大於等於 30 且為 30 的倍數時。 

二、正偶數 n 邊形非 6 的倍數時，中線上對角線三線共點數 

當 n=4k+2：  
28

1282 nnn



 

當  n=4k ：  
28

1682 nnn



 

 

三、若一正 n 邊形，n 是偶數，以圖形中心點為原點，內接於一單位圓，令對角線 IJ’、 I′J的

交點 A 在 O 點上方，其中1 ≤ 𝐼 <
𝑛−2

4
 ，且 J > I 則 A 座標( 0 , AO )，其中 

if  
4

nJ    則 AO








 
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o
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if  
4

nJ    則 AO









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


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
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



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

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
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
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

n
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n
IJn
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1
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if  
4

nJ    則 AO
1

036
sin

360
cos








 








 



n
I

n
I

o

o

 

四、觀察中發現，只要出現 sin(30o)或 cos(60o)，該位置必定會有五線共點，因此我們可以利

用這個特性找出兩組跟原點相等的距離，而確定哪幾條線共點。 

若<I1 , J1>、<I2 , J2>與原點距離相等，型態為
)cos(

)cos(

)sin(

)sin(

d
b

b
a

 ，且 a=30o或 b=60o 

則 當 a=30o 









oo

oo

902     ,    902

902     ,    290

bbd
bbd

 

 當 b=60o 









oo

o

902     ,    2180

902     ,              2

bba
bba

 

由此我們可以找出或確定哪兩組線會共點，不需要借助 Excel 的運算。另外，

若結合定理二，就可以找出所有形式。 

 

五、找出正偶數 n 邊形對角線三線共點方法： 

1. 找出三個彼此間隔都為 a 個邊的點依序標示為 P、Q、R。 

2. 由 P 點(第一個點)連向距離 R 點(第三個點)b 個邊的點 S。 

3. 由 Q 點連向距離 R 點(第三個點)2b 個邊的點 T。 

4. 由 R 點(第三個點)連向距離 T 點
2

22 ban 
個邊的點 U。 

5. PS 、QT 、 RU 三條線必定交於同一點。 

六、正偶數 n 邊形非中線上所有對角線三線共點數，如下： 

if 𝑛 = 4𝑘 + 2 ： 

所有對角線三線共點數 = (
𝑛2

48
−

𝑛

4
+

5

12
) × 2𝑛 

if 𝑛 = 4𝑘： 

所有對角線三線共點數 = (
𝑛2

48
−

𝑛

4
+

2

3
) × 2𝑛 

 

P 

Q 

R 

S T 

U 
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七、非 6 倍數正偶數 n 邊形所有對角線交點數： 

24   knif ： 

         
24

2470455
C

23

4




nnnn   

knif 4    ： 

 
24

24106455
C

23

4




nnnn  

伍、未來展望 

在這篇科展中，我們已經找到了所有非 6 倍數的正偶數邊形對角線交點數計算方法。而以下

兩點是我們將來還要繼續探討的： 

（一) 我們雖然已看到部分規律，如對角線五線共點僅出現在 6 的倍數上、對角線七線共點

僅出現在 30 的倍數上，且注意到定理三中
)cos(

)cos(

)sin(

)sin(

d
b

b
a

 的特殊形式，但我們尚未找

到完整的 6 的倍數正偶數邊形對角線交點數計算方法，而我們未來會接續目前觀察到

的規律，持續往此方向研究，希望能夠導出包含 6 的倍數的正偶數邊形對角線交點完

整公式。  

（二) 此外，因為時間關係，我們尚未證明三線共

點是否一定只出現在定理四(一正偶數邊形，

將三個彼此間隔都為 a 個邊的點依序標示為

P、Q、R。由 P 點(第一個點)連向距離 R 點(第

三個點)b個邊的點 S。由Q點連向距離R點(第

三個點)2b 個邊的點 T。由 R 點(第三個點)連

向距離 T 點 b 個邊的點 U。則 PS、QT、RU

三條線交於同一點)的狀態下，我們將會再花

時間寫出完整證明。  

陸、參考資料 

高中數學第三冊 第一章 三角 南一書局 

R 

Q 
P 

U 

S 

T 
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柒、附錄 

附錄一：我們先計算一條中線上的對角線三線以上交點，再加上兩中線所夾小三角形內的角

線三線以上交點，最後乘以正 n 邊形的邊數。  

8 10 12 14 16 18 

  

 

 

  

20 22 24 26 28 30 
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附錄二：在邊數下輸入任意偶數都能得出中線上所有點的座標 

 

附錄三: 

18 邊形 

1,1 cos20° 2,2 cos40° 3,3 cos60° 4,4 cos80° 

1,2 cos30°/cos10° 2,3 cos50°/cos10° 3,4 cos70°/cos10° 4,5 0 

1,3 cos40°/cos20° 2,4 cos60°/cos20° 3,5 sin10°/sin70°   

1,4 cos50°/cos30° 2,5 sin20°/sin60° 3,6 0   

1,5 sin30°/sin50° 2,6 sin10°/sin50°     

1,6 sin20°/sin40° 2,7 0     

1,7 sin10°/sin30°       

1,8 0        

24 邊形 

1,1 cos15° 2,2 cos30° 3,3 cos45° 4,4 cos60° 

1,2 cos22.5°/cos7.5° 2,3 cos37.5°/cos7.5° 3,4 cos52.5°/cos7.5° 4,5 cos67.5°/cos7.5° 

1,3 cos30°/cos15° 2,4 cos45°/cos15° 3,5 cos60°/cos15° 4,6 cos60/sin60+1 

1,4 cos37.5°/cos22.5° 2,5 cos52.5°/cos22.5° 3,6 cos45°/sin45°+1 4,7 sin7.5°/sin67.5° 

1,5 cos45°/cos30° 2,6 cos30°/sin30°+1 3,7 sin15°/sin60° 4,8 0 

1,6 cos15°/sin15°+1 2,7 sin22.5°/sin52.5° 3,8 sin7.5°/sin52.5°   
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1,7 sin30°/sin45° 2,8 sin15°/sin45° 3,9 0   

1,8 sin22.5°/sin37.5° 2,9 sin7.5°/sin37.5°     

1,9 sin15°/sin30° 2,10 0     

1,10 sin7.5°/sin22.5°       

1,11 0       

5,5 cos75° 

5,6 cos75°/sin75°+1 

5,7 0 

30 邊形 

1,1 cos12° 2,2 cos24° 3,3 cos36° 4,4 cos48° 

1,2 cos18°/cos6° 2,3 cos30°/cos6° 3,4 cos42°/cos6° 4,5 cos54°/cos6° 

1,3 cos24°/cos12° 2,4 cos36°/cos12° 3,5 cos48°/cos12° 4,6 cos60°/cos12° 

1,4 cos30°/cos18° 2,5 cos42°/cos18° 3,6 cos54°/cos18° 4,7 cos66°/cos18° 

1,5 cos36°/cos24° 2,6 cos48°/cos24° 3,7 cos60°/cos24° 4,8 sin18°/sin66° 

1,6 cos42°/cos30° 2,7 cos54°/cos30° 3,8 sin24°/sin60° 4,9 sin12°/sin60° 

1,7 cos48°/cos36° 2,8 sin30°/sin54° 3,9 sin18°/sin54° 4,10 sin6°/sin54° 

1,8 sin36°/sin48° 2,9 sin24°/sin48° 3,10 sin12°/sin48° 4,11 0 

1,9 sin30°/sin42° 2,10 sin18°/sin42° 3,11 sin6°/sin42°   

1,10 sin24°/sin36 2,11 sin12°/sin36° 3,12 0   

1,11 sin18°/sin30° 2,12 sin6°/sin30°     

1,12 sin12°/sin24° 2,13 0     

1,13 sin6°/sin18°       

1,14 0       

5,5 cos60° 6,6 cos72° 7,7 cos84° 

5,6 cos66°/cos6° 6,7 cos78°/cos6° 7,8 0 

5,7 cos72/cos12° 6,8 sin6°/sin72°   

5,8 sin12°/sin72° 6,9 0   

5,9 sin6°/sin66°     

5,10 0     

36 邊形 

1,1 cos10° 2,2 cos20° 3,3 cos30° 4,4 cos40° 

1,2 cos15°/cos5° 2,3 cos25°/cos5° 3,4 cos35°/cos5° 4,5 cos45°/cos5° 

1,3 cos20°/cos10° 2,4 cos30°/cos10° 3,5 cos40°/cos10° 4,6 cos50°/cos10° 

1,4 cos25°/cos15° 2,5 cos35°/cos15° 3,6 cos45°/cos15° 4,7 cos55°/cos15° 

1,5 cos30°/cos20° 2,6 cos40°/cos20° 3,7 cos50°/cos20° 4,8 cos60°/cos20° 

1,6 cos35°/cos25° 2,7 cos45°/cos25° 3,8 cos55°/cos25° 4,9   

1,7 cos40°/cos30° 2,8 cos50°/cos30° 3,9   4,10 sin20°/sin60° 

1,8 cos45°/cos35° 2,9   3,10 sin25°/sin55° 4,11 sin15°/sin55° 
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1,9   2,10 sin30°/sin50° 3,11 sin20°/sin50° 4,12 sin10°/sin50° 

1,10 sin35°/sin45° 2,11 sin25°/sin45° 3,12 sin15°/sin45° 4,13 sin5°/sin45° 

1,11 sin30°/sin40° 2,12 sin20°/sin40° 3,13 sin10°/sin40° 4,14 0 

1,12 sin25°/sin35° 2,13 sin15°/sin35° 3,14 sin5°/sin30°   

1,13 sin20°/sin30° 2,14 sin10°/sin30° 3,15 0   

1,14 sin15°/sin25° 2,15 sin5°/sin25°     

1,15 sin10°/sin20° 2,16 0     

1,16 sin5/sin15       

1,17 0       

5,5 cos50° 6,6 cos60 7,7 cos70° 8,8 cos80° 

5,6 cos55°/cos5° 6,7 cos65°/cos5° 7,8 cos75°/cos5° 8,9   

5,7 cos60°/cos10° 6,8 cos70°/cos10° 7,9   8,10 0 

5,8 cos65°/cos15° 6,9   7,10 sin5°/sin75° 8,8 cos80° 

5,9   6,10 sin10°/sin70° 7,11 0 8,9   

5,10 sin15°/sin65° 6,11 sin65°/sin5°     

5,11 sin10°/sin60° 6,12 0     

5,12 sin5°/sin55°       

5,13 0       

60 邊形 
        

1,2 cos9°/ cos3° 2,3 cos15°/ cos3° 3,4 cos21°/ cos3° 4,5 cos27°/ cos3° 5,6 cos33°/ cos3° 

1,3 cos12°/ cos6° 2,4 cos18°/ cos6° 3,5 cos24°/ cos6° 4,6 cos30°/ cos6° 5,7 cos36°/ cos6° 

1,4 cos15°/ cos9° 2,5 cos21°/ cos9° 3,6 cos27°/ cos9° 4,7 cos33°/ cos9° 5,8 cos39°/ cos9° 

1,5 cos18°/ cos12° 2,6 cos24°/ cos12° 3,7 cos30°/ cos12° 4,8 cos36°/ cos12° 5,6 cos42°/ cos12° 

1,6 cos21°/ cos15° 2,7 cos27°/ cos15° 3,8 cos33°/ cos15° 4,9 cos39°/ cos15° 5,10 cos45°/ cos15° 

1,7 cos24°/ cos18° 2,8 cos30°/ cos18° 3,9 cos36°/ cos18° 4,10 cos42°/ cos18° 5,11 cos48°/ cos18° 

1,8 cos27°/ cos21° 2,9 cos33°/ cos21° 3,10 cos39°/ cos21° 4,11 cos45°/ cos21° 5,12 cos 51°/ cos21° 

1,9 cos30°/ cos24° 2,10 cos36°/ cos24° 3,11 cos42°/ cos24° 4,12 cos48°/ cos24° 5,13 cos 54°/ cos24° 

1,10 cos33°/ cos27° 2,11 cos39°/ cos27° 3,12 cos45°/ cos27° 4,13 cos51°/ cos27° 5,14 cos57°/ cos27° 

1,11 cos36°/ cos30° 2,12 cos42°/ cos30° 3,13 cos48°/ cos30° 4,14 cos54°/ cos30° 5,15 cos30°/ sin30°+1 

1,12 cos39°/ cos33° 2,13 cos45°/ cos33° 3,14 cos51°/ cos33° 4,15 cos24°/ sin24°+1 5,16 sin27°/ sin57° 

1,13 cos42°/ cos36° 2,14 cos48°/ cos36° 3,15 cos18°/ sin18°+1 4,16 sin30°/ sin54° 5,17 sin24°/ sin54° 

1,14 cos45°/ cos39° 2,15 cos12°/ sin12°+1 3,16 sin33°/ sin51° 4,17 sin27°/ sin51° 5,18 sin21°/ sin51° 

1,15 cos6°/ sin6°+1 2,16 sin36°/ sin48° 3,17 sin30°/ sin48° 4,18 sin24°/ sin48° 5,19 sin18°/ sin48° 

1,16 sin39°/ sin45° 2,17 sin33°/ sin45° 3,18 sin27°/ sin45° 4,19 sin21°/ sin45° 5,20 sin5°/ sin45° 

1,17 sin36°/ sin42° 2,18 sin30°/ sin42° 3,19 sin24°/ sin42° 4,20 sin18°/ sin42° 5,21 sin12°/ sin42° 

1,18 sin33°/ sin39° 2,19 sin27°/ sin39° 3,20 sin21°/ sin39° 4,21 sin15°/ sin39° 5,22 sin9°/ sin39° 

1,19 sin30°/ sin36° 2,20 sin24°/ sin36° 3,21 sin18°/ sin36° 4,22 sin12°/ sin36° 5,23 sin6°/ sin36° 

1,20 sin27°/ sin33° 2,21 sin21°/ sin33° 3,22 sin15°/ sin33° 4,23 sin9°/ sin33° 5,24 sin3°/ sin33° 



26 
 

1,21 sin24°/ sin30° 2,22 sin18°/ sin30° 3,23 sin12°/ sin30° 4,24 sin6°/ sin30° 5,25 0 

1,22 sin21°/ sin27° 2,23 sin15°/ sin27° 3,24 sin9°/ sin27° 4,25 sin3°/ sin27° 
  

1,23 sin18°/ sin24° 2,24 sin12°/ sin24° 3,25 sin6°/ sin24° 4,26 0 
  

1,24 sin15°/ sin21° 2,25 sin9°/ sin21° 3,26 sin3°/ sin21° 
    

1,25 sin12°/ sin18° 2,26 sin6°/ sin18° 3,27 0 
    

1,26 sin9°/ sin15° 2,27 sin3°/ sin15° 
      

1,27 sin6°/ sin12° 2,28 0 
      

1,28 sin3°/ sin9° 
        

1,19 0 
        

6,7 cos39°/ cos3° 7,8 cos45°/ cos3° 8,9 cos51°/ cos3° 9,10 cos57°/ cos3° 10,11 cos63°/ cos3° 

6,8 cos42°/ cos6° 7,9 cos48°/ cos6° 8,10 cos54°/ cos6° 9,11 cos60°/ cos6° 10,12 cos66°/ cos6° 

6,9 cos45°/ cos9° 7,10 cos51°/ cos9° 8,11 cos57°/ cos9° 9,12 cos63°/ cos9° 10,13 cos69°/ cos9° 

6,10 cos48°/ cos12° 7,11 cos54°/ cos12° 8,12 cos60°/ cos12° 9,13 cos66°/ cos12° 10,14 cos72°/ cos12° 

6,11 cos51°/ cos15° 7,12 cos57°/ cos15° 8,13 cos63°/ cos15° 9,14 cos69°/ cos15° 10,15 cos60°/sin60°+1 

6,12 cos54°/ cos18° 7,13 cos60°/ cos18° 8,14 cos6°/ cos18° 9,15 cos54°/sin54°+1 10,16 sin12°/sin72° 

6,13 cos57°/ cos21° 7,14 cos63°/ cos21° 8,15 cos48°/ sin48°+1 9,16 sin15°/ sin69° 10,17 sin9°/ sin69° 

6,14 cos60°/ cos24° 7,15 cos42°/ sin42°+1 8,16 sin18°/ sin66° 9,17 sin12°/ sin66° 10,18 sin 6°/ sin66° 

6,15 cos36°/ sin36°+1 7,16 sin21°/ sin63° 8,17 sin15°/ sin63° 9,18 sin9°/ sin63° 10,19 sin 3°/ sin63° 

6,16 sin24°/ sin60° 7,17 sin18°/ sin60° 8,18 sin12°/ sin60° 9,19 sin6°/ sin60° 10,20 0 

6,17 sin21°/ sin57° 7,18 sin15°/ sin57° 8,19 sin9°/ sin57° 9,20 sin3°/ sin57° 
  

6,18 sin18°/ sin 54° 7,19 sin12°/ sin54° 8,20 sin6°/ sin54° 9,21 0 
  

6,19 sin15°/ sin 51° 7,20 sin9°/ sin51° 8,21 sin3°/ sin51° 
    

6,20 sin12°/ sin 48° 7,21 sin6°/ sin48° 8,22 0 
    

6,21 sin9°/ sin 45° 7,22 sin3°/ sin45° 
      

6,22 sin6°/ sin 42° 7,23 0 
      

6,23 sin3°/ sin 39° 
        

6,24 0 
        

11,12 cos69°/ cos3° 12,13 cos75°/ cos3° 13,14 cos81°/ cos3° 14,15 cos84°/ sin84°+1 

11,13 cos72°/ cos6° 12,14 cos78°/ cos6° 13,15 cos78°/ sin78°+1 14,16 0 

11,14 cos75°/ cos9° 12,15 cos72°/ sin72°+1 13,16 sin3°/ sin81° 
  

11,15 cos66°/ sin66°+1 12,16 sin6°/ sin78° 13,17 0 
  

11,16 sin9°/ sin75° 12,17 sin3°/sin75° 
    

11,17 sin6°/ sin72° 12,18 0 
    

11,18 sin3°/ sin69° 
      

11,19 0 
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附錄四：我們觀察圖形，將距離頂點不同距離的點連線標上不同顏色，以下方左圖為例： 

與距離頂點一個邊的另一頂點連線為淺棕色 

與距離頂點兩個邊的另一頂點連線為藍色 

與距離頂點三個邊的另一頂點連線為紅色 

與距離頂點四個邊的另一頂點連線為綠色 

與距離頂點五個邊的另一頂點連線為紫色 

與距離頂點六個邊的另一頂點連線為黃色 

與距離頂點七個邊的另一頂點連線為棕色 

並記錄通過各交點的線段的顏色，我們將圖形用中線分成 n 個小三角形，且發現對角線

三線共點會在每個小三角形中對稱的出現兩次，因此我們下表所記錄的點在正 n 邊形中

都分別有 2n 個。下圖黑線為中線，黑點為對角線三線共點。 

 

正 14 邊形 

6,5,4(紅、黃、紫) 

 

正 16 邊形 

7,5,4(棕、紫、綠) 

7,6,5(棕、黃、紫) 
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正 20 邊形 

9,8,7(黑、紫、棕) 

9,7,6(黑、棕、黃) 

9,5,4(黑、綠、粉) 

8,7,5(紫、棕、綠) 

 

 

正 22 邊形 

10,9,8(淡藍、灰、棕) 

10,8,7(淡藍、褐、紫) 

10,5,4(淡藍、綠、粉) 

9,8,6(灰、棕、橘) 

9,7,5(灰、紫、綠) 

 

正 26 邊形 

12,11,10(粉、淺藍、橘) 

12,10,9(粉、橘、綠) 

12,8,7(粉、黑、褐) 

12,5,4(粉、紫、淺綠) 

11,10,8(淺藍、橘、黑) 

11,9,7(淺藍、綠、褐) 

11,7,5(淺藍、褐、紫) 

10,9,6(橘、綠、黃) 

 

正 28 邊形 

12,7,5(淡紫、褐、綠) 

13,12,11(藍綠、淡紫、淡綠) 

13,11,10(藍綠、淡綠、灰) 

13,9,8(藍綠、紫、淡藍) 

13,8,7(藍綠、淡藍、褐) 

13,5,4(藍綠、綠、橘) 

12,11,9(淡紫、淡綠、紫) 

12,10,8(淡紫、灰、淡藍) 

11,10,7(淡綠、灰、褐) 

11,9,6(淡綠、紫、粉)  
 

 



作品海報 

【評語】030423  

探討正 n邊形對角線的交點個數。針對 n為偶數且非 6的倍數

的情況，給出了答案。對於 n為 6的倍數可能造成計算上的困難的

原因，也作了一些討論。作者們觀察到正 n邊形，當 n為偶數且非

6的倍數時，對角線的交點只可能是兩條對角線、三條對角線的交

點，或是中心點。以此為基礎，透過觀察三線交點的規律，成功的

給出計算對角線交點數的公式（排除 n為 6的倍數的情況）。對於

n為 6的倍數可能會對計算造成的影響，也給出了說明。分析不出

現在中線上的三對角線共點的情形所使用的技巧簡潔而明瞭，十分

難得。比較美中不足的是，沒能清楚說明在所討論的情形中（排除

n為 6的倍數的情況），除了中心點外，不可能存在三條以上對角

線共點的情況。這部分似乎只仰賴觀察和程式計算的結果。如果能

把相關的論述說的更清楚些，整個作品才符合數學論證的嚴謹性。 
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研究目的 
一、觀察正偶數邊形對角線多線共點規律 
二、尋找正偶數邊形中線上對角線三線共點個數 
三、將正偶數邊形中線上對角線交點座標化並利用Excel計算座標位置進行探討 
四、正偶數邊形非中線上對角線三線共點探討 
五、歸納出公式，算出非6倍數正偶數邊形對角線交點數 

 
正n邊形 

     
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

n=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=8 8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=10 20 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=12 60 12 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=14 112 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

n=16 208 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

n=18 216 54 54 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

n=20 480 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

n=22 660 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

n=24 624 104 24 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

n=26 1196 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

n=28 1568 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

n=30 2490 120 180 120 30 0 0 0 0 0 0 0 1 

觀察正偶數邊形對角線多線共點規律 
因為正偶數邊形會有三線以上共點，所以決定先觀察其對角線交點是否有規律，進行了 

以下探討。 
 

觀察發現一： 

根據左圖，我們發現正偶數邊形中 
1.在正12邊形以下，除中線外沒有三線以上共點
，而正14邊形以上有。 

2.除了中心點外，正12邊形時出現了四線共點。 
3.除了中心點外，四線、五線共點皆只有出現在
正18邊形、正24邊形或正30邊形…(6的倍數)。 

4.正30邊形出現了七線共點。 
 

正偶數邊形中線上對角線三線共點個數 
觀察後我們決定縮小目標，先從中線(圖形對稱軸)上的點開始觀察，希望能求出中線上

的對角線交點公式。如下圖，我們可以把正偶數邊形呈現為以中線(橘線)為對稱軸的對稱模
式，所以只要在其中一邊選出2點並與相對的2點交叉連線(藍線)便定會在對稱軸上出現對角
線三線共點(綠點)。 
但正偶數邊形邊數為6的倍數時，會出現三線以上共點，所以我們將其分開討論，先探

討正偶數邊形邊數為非6的倍數時，中線上對角線三線共點數。  

定理一：正偶數    邊形邊數為非6的倍數時，中線上對角線三線共點數 
 

If  n=4k+2： 
(
𝑛 − 2
2

)2−
𝑛 − 2
2

−
𝑛 − 2
2

2
=
𝑛2 − 8𝑛 + 12
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If  n=4k ： 

(
𝑛 − 2
2

)2−
𝑛 − 2
2

−
𝑛 − 2
2

+ 1

2
=
𝑛2 − 8𝑛 + 16
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 將正偶數n邊形中線上對角線交點座標化並利用Excel計算座標位置進行探討 

為了更進一步探討中線上的多線共點，我們將圖形座標化，以圖形中心點為原點(下圖
O點)，內接於一單位圓，利用三角函數及相似形的概念，算出每一個中線上交點的座標，
希望找出哪些線在同位置相交。 

定理二：若一正偶數   邊形，以圖形中心點為原點，內接於一單位圓，令對角線     、      的交點
A在O點上方，其中1 ≤ 𝐼 <

𝑛−2

4
 ，且       則A座標( 0 ,       )，其中 
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正偶數邊形非中線上對角線三線共點探討 
在探討非中線上對角線三線共點時，我們用了很多不同的方法觀察，

但一直無法有效觀察到規律，直到我們發現了底下的方法: 

找出正偶數邊形對角線三線共點方法：  

定理四：找出三個彼此間隔都為 a 個邊的點依序標示為 P、Q、R。由 P 點(第
一個點)連向距離 R 點(第三個點)b個邊的點 S。由 Q 點連向距離 R 點
(第三個點)2b個邊的點 T。由 R 點(第三個點)連向距離T點                
個邊的點 U。   、   、    三條線必定交於同一點。 

  

 

觀察發現二： 

在中線上，除了中心點，五線共點只會出現在6的倍數邊形，七線共點只

會出現在30的倍數邊形。在觀察中，並沒有出現超過七線的共點。由於五線

共點只會出現在6的倍數邊形上，為了解決中線上五線共點的交點數個數，我

們針對6的倍數邊形進行研究。 
我們先利用Excel算出6的倍數邊形之交點座標，找出交點坐標位置相同的

對角線組，將其標示出，並表格化以利觀察。舉個例子，如右圖，對角線三

線共點如<1, 5>(藍色線)、<2, 3>(綠色線)，我們可以發現<1, 5> 、<2, 3>交於

同一點，所以<1, 5> 、<2, 3>即為五線共點。 
我們將正18、24、30、36邊形中線上五線共點及七線共點整理如下表： 

  對角線 與原點距離 對角線 與原點距離   值 

18邊形 

<1,5> sin30°/sin50° <2,3> cos50°/cos10°   0.652703645 
<1,6> sin20°/sin40° <2,4> cos60°/cos20°   0.532088886 
<1,7> sin10°/sin30° <3,4> cos70°/cos10°   0.347296355 

24邊形 <1,9> sin15°/sin30° <3,5> cos60°/cos15°   0.51763809 

30邊形 

<1,9> sin30°/sin42° <3,4> cos42°/cos6°   0.747238275 
<2,4> cos36°/cos12° <1,7> cos48°/cos36°   0.827090915 
<3,6> cos54°/cos18° <1,11> sin18°/sin30° <2,8> sin30°/sin54° 0.618033989 
<4,8> sin18°/sin66° <1,13> sin6°/sin18°   0.338261213 
<2,9> sin24°/sin48° <3,7> cos60°/cos24°   0.547318139 
<1,12> sin12°/sin24° <4,6> cos60°/cos12°   0.511170297 
<6,7> cos78°/cos6° <2,12> sin6°/sin30°   0.209056927 

定理三：若<I1 , J1>、<I2 , J2>與原點距離相等，型態為                      ，且a=30o或d=60o 

 
則 當a=30o  
 
 

當d=60o  
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觀察發現三： 

1.在6的倍數邊形中線上多線共點，我們發現絕大部分是                       的型態，而且如果符合這個型態，必有

底下兩個特性： 
(1)必有兩個角度相同 𝑎 = 𝑑 or 𝑏 = 𝑐 
(2)必存在sin(30o)或cos(60o) 

2.在正30邊形中線上多線共點出現了                    及                      型態，這樣的型態也有兩個角度相同，但不見

得有sin(30o)或cos(60o) 

為了方便研究，我們利用Excel寫入中線上三線共點的座標公式來求出各點位置，並利

用Excel找出其中線上對角線交點有哪些點的座標相同，以利研究。 
觀察了很多Excel表格後，我們發現如下 
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由定理三我們可以找出或確定哪兩組線會共點，不需要借助Excel的運算。另外，若結合定理二，

就可以找出所有形式。 
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研究結果 
一、正偶數n邊形非6的倍數時，中線上對角線三線共點數 

                  當 n=4k+2：                                            當  n=4k ：   
二、若一正n邊形，n是偶數，以圖形中心點為原點，內接於一單位圓，令對角線 𝐼𝐽’、 𝐼′𝐽的交

點A在O點上方，其中1 ≤ 𝐼 <
𝑛−2

4
 ，且J > I 則A座標( 0 ,      )，其中 

If         則                                     If          則                                              If           則 

三、觀察中發現，只要出現sin(30o)或cos(60o)，該位置必定會有五線共點，因此我們可以利用
這個特性找出兩組跟原點相等的距離，而確定哪幾條線共點。 
若<I1 , J1>、<I2 , J2>與原點距離相等，型態為                     ，且a=30o或d=60o 

則當a=30o                                                當d=60o  

四、找出正偶數n邊形對角線三線共點方法： 

找出三個彼此間隔都為a個邊的點依序標示為 P、Q、R。 由 P 點(第一個點)連向距離

R 點(第三個點)b個邊的點 S。由 Q 點連向距離 R 點(第三個點)2b個邊的點 T。由 R 點(第

三個點)連向距離T點                個邊的點U。  、   、    三條線必定交於同一點。 

五、正偶數n邊形非中線上所有對角線三線共點數，如下： 

If n= 4k + 2：                             If n= 4k ： 
六、非6倍數正偶數n邊形所有對角線交點數： 

If n=4k+2：                                              

If n=4k： 
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定理五：正偶數   邊形非中線上所有對角線三線共點數，如下： 
 
                 If n= 4k + 2：                                          If n= 4k ：  nnn 2)
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非6倍數正偶數邊形所有對角線交點公式 

 

定理六：非6倍數正偶數n邊形所有對角線交點數： 
 
                 If n=4k+2：                                                 If n=4k： 
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當點P、Q、R 分別間隔1個邊時，在n個邊中就已用去2個邊，還剩

n-2個邊，接著    、   、    又將其分為4個部分，那麼S點僅能在最多間隔

R點        邊的點上，再往後即會與之前重複。 

而當𝑅𝑆、𝑆𝑇之距離與𝑃𝑄、𝑄𝑅一樣是相距1個邊時，就會出現對稱

情形，因此為中線上的點，所以須減1；相同的當      為整數時，S所連

到的第     個點一樣會在中線上，當     為分數時則不會有中線上的點之

情形，但我們必須取整數，所以我們加上天花板符號再減1。因此當點P、

Q、R分別間隔1個邊時S 點的位置可以落在           點上。 

以同樣的方式分析，可以得到當點 P、Q、R 分別間隔2個邊時，S

點的位置可以落在           點上。 

當點P、Q、R分別間隔3個邊時，S 點的位置可以落在           點上，

以此類推直到最大的  j，最後將這些數全部加起來乘以2n，就是所有正

偶數n邊形非中線上所有對角線三線共點數。 
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正偶數邊形對角線外三線共點數的公式 
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非6倍數正偶數n邊形對角線交點僅有二線共點、三線共點及中心點   線共點，我們知
道，任選四個頂點必恰有一對角線交點，但若有三線共點，此三線本應有           個交點，
也就是每個三線共點就會少2個交點，而中心點少了          點。我們可以二線共點公式結合
定理一及定理五算出所有交點數。 
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得到了非6倍數正偶數n邊形所有對角線交點數的公式，以及之前正奇數邊形所有對角線交點
數的公式後，希望我們的這篇研究對於需要運用到正多邊形對角線交點個數的研究會有幫助。 
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