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摘要 
    本文透過代數方法先討論驗證 10 進位制反向倍數的性質，進而用其探討方式推廣找出 3
進位制、4 進位制、5 進位制等的反向倍數，從中歸納、假設、驗證 n 進位制反向倍數的性質，

如 n 進位制二位數、三位數、四位數一般式、數種反向倍數的基本型與組合型型態、n 進位

制四位數反向倍數之判別法等。並推導驗證 n 進位制中，a倍的反向倍數四位數 10C a 的

(𝑛，𝑎)遞迴關係式及與其進位值數列的函數關係。且利用本文推論定理撰寫找出 n 進位制 m
位數反向倍數演算法與程式，及找出二位數與四位數的 n 進位制反向倍數基本型的原型，更

是此次研究結果的一大特色。 

壹、研究動機 
    國文課時，老師談到回文的概念，這使我懷疑既然國文中的回文如此有趣，那麼數學中

是否也有跟國文一樣的東西呢？經過查詢，找到「迴文數」這個非常奇特的概念與其性質，

接著想更進一步去瞭解是否也有著其他更有趣的數與其相關。課堂上在不經意的情形下我將

369 倒敘寫成 963，接著思索 963 是否是 369 的倍數，發現並不是。便繼續試著將所有二位數、

三位數的數字都條列出來檢驗，發現除了迴文數才有倍數關係，跟原先預期原數與倒敘書寫

的新數字為倍數關係(2 倍以上)應該會有很多個的想法大大不同，而這經驗便是此次科展所討

論「反向倍數」的發端。並在討論驗證 10 進位制反向倍數到一段時間後，老師給予我建議去

思索 n 進位制的反向倍數是否會如 10 進位制一樣的情形，或有其他的特例產生。在發現 n 進

位制中，n-1 倍的反向倍數四位數 10n-2 n-1，其乘以(n 的因數)倍後，也會是反向倍數的基本

型。在這驚訝的發現中，開啟了這一段探索未知反向倍數世界的新旅程，讓人既好奇、期待，

又怕受傷害。 

貳、研究目的 
一、找出 10 進位制之反向倍數，並探討其性質。 
二、找出 n 進位制之反向倍數。 
三、推論 n 進位制之 m 位數反向倍數的一般式。 
四、探討驗證 n 進位制之反向倍數的性質。 

參、研究器材 
紙、筆、電腦 

肆、研究步驟與討論 

一、名詞定義 

定義 1. 因數、倍數 

    對於𝑎、𝑏、𝑐三個非零整數，若滿足𝑎 ÷ 𝑏 = 𝑐，則說𝑎可以被𝑏整除，也得到𝑎 = 𝑏 × 𝑐，

此時𝑎是𝑏和𝑐的倍數，𝑏和𝑐是𝑎的因數。 

定義 2. 反向數 

    若某正整數的所有位數數字按相反順序重新排列後，所得到的數稱為原數的反向數。 
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定義 3. 迴文數(palindromic number) 

    若某正整數的反向數和原數相同，則稱為迴文數。例如：9、33、191、4774、12321 等。 

定義 4. 反向倍數(本文探討之反向倍數暫且排除迴文數的情況) 

    若某正整數的反向數，其位數與原數一樣，且恰好是原數的正整數倍，則稱其為反向倍

數。例如：110 的反向數 11，因其反向數的位數為 2 位數，與原數的 3 位數不同，所以 110

沒有反向倍數；2018 的反向數是 8102，8102 並非 2018 的正整數倍，所以 2018 沒有反向倍數。

但如 6 的 1 倍是 6，777 的 1 倍是 777；1234321 的 1 倍是 1234321，這種對稱情況 1 倍的反向

倍數即是迴文數，太過顯然。因此在本文反向倍數的尋找與性質探討中，暫且排除迴文數的

情況。若 A…B 為 m 位數，其𝒂倍的反向數為反向倍數，則我們稱 A…B 為𝒂倍的反向倍數。 

定義 5. n 進位制 
    進位制是一種記數方式，亦稱進位計數法或位值計數法。利用這種記數法，可以使用有

限種數字符號來表示所有的數值。一種進位制中可以使用的數字符號的數目稱為這種進位制

的基數或底數。若一個進位制的基數為 n，即可稱之為 n 進位制。 
本文中，除了討論 10 進位制，亦會使用到基數 n>10 之 n 進位制，基於驗算與閱讀的便

利，基數 n>10 之 n 進位制可使用數字符號定義為 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、
12、13、…、n-2、n-1。且除 10 進位制外，其他 n 進位制數字表示法中，會將其基數標示於

數字的右下角，以利辨別與進位制之數值轉換。例如：8 進位制，107328。 

二、文獻探討-10 進位制反向倍數探討 

    從國一下到暑假結束，在探討 10 進位制反向倍數時，已發現四位數、五位數、六位數之

反向倍數，也有初步基本型與組合型反向倍數之模型結構雛形，當時尚未閱讀到數學傳播之

文獻。以下以文獻作者之探討流程進行撰寫及摘要，但部分證明會與文獻不同，則為我當時

驗證之方法。 

（一）找出 10 進位制最小的反向倍數 

   1. 10 進位制中，二、三位數的反向倍數 

 使用窮舉法逐一檢驗二、三位數是否為反向倍數，扣除個位數是 0 及迴文數，而得出引理 A。 

【引理 A】不存在 10 進位制的二、三位數反向倍數。(張進安[1]，引理一、定理二)   

   2. 10 進位制中，𝒂倍的反向倍數。 

    在驗證三位數時，發現可以從三位數的首位與末位數字的關係，即可判別是否為反向倍

數，因此試著改從原數字的倍數方向著手。ABC× 𝑎 =CBA，(A≠0，C≠0，𝑎 ∈ ℕ)，因為本文

已經暫且排除 1 倍的自我反向倍數(迴文數)，而且如果𝑎 ≥10，則 ABC× 𝑎會進位成四位數，

不可能是 ABC 的反向倍數，所以𝑎 ∈{2,3,4,5,6,7,8,9}。因此我們只要從這 8 種倍數來討論反向

倍數即可。 

假設 B…A 是 A…B 的反向倍數(m 位數)，且 B…A 是 A…B 的 2 倍，寫成直式如下：                                 

         從直式中可以得到以下關係： 

      (1) 最高位來看，因為 2A 沒有進位，所以 2A<10，且 2A≤B。 

         A∈{1,2,3,4}，B∈{2,3,4,…，9} 

      (2) 從個位來看，因為 B>A，所以 2B=10q+A，q ≥ 1，且 A 為偶數。 

      (3) 因為2 × 10 > 2B = 10q + A > 10q，所以2 > q ，q∈{1}。 

         即計算 A…B 的 2 倍，每位數字乘以 2，進位最多為 1。 

      由(1)、(2)、(3)得知：A、B 無解 

      因此可得到 10 進位制中，不存在 2 倍的反向倍數。 

A…B 

×    2   

B…A 
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      接著繼續討論 3、4、5、6、7、8、9 倍的反向倍數，便可得出以下定理與推論。 

【引理 B】10 進位制中，不存在 2、3、5、6、7、8 倍的反向倍數。(張進安[1]，引理二、三、四) 

【定理 A】10 進位制中，反向倍數必是 1 倍、4 倍或 9 倍。(張進安[1]，定理一) 

【推論 A】10 進位制中，反向倍數則必是 2…8×4=8…2 或 1…9×9=9…1 這兩型。(張進安[1]，
推論一) 

    3. 便會發現所討論的反向倍數真的很罕見，接著討論四位數： 

       (1)令 2CD8×4=8DC2 成立，C∈{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}，D∈{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}。 

         (2000+100C+10D+8)×4=8000+400C+40D+32 

            8000+400C+40D+32=8000+100D+10C+2 

                           C=
2𝐷−1

13
 

         因為 C、D 都是一位數正整數或 0，所以(C，D) =(1，7)為唯一解。 

         因此，發現 2178×4=8712 是 4 倍的第一個反向倍數。 

       (2)同理發現 1089×9=9801 是 9 倍的第一個反向倍數。 

       從(1)、(2)可推論出定理 B。 

【定理 B】10 進位制中，四位數反向倍數只有兩個:1089 及 2178 的反向數。(張進安[1]，定理三) 

（二）找出 10 進位制的五位數反向倍數 

    依據推論 A，10 進位制中，若存在反向倍數則必是 2…8×4=8…2 或 1…9×9=9…1 這兩

型。接著利用它來找五位數的反向倍數。 

      (1)假設 2CDE8×4=8EDC2 成立，C、D、E 都是一位數正整數或 0。 

     從萬位數的 20000×4=80000，可知千位數的 4C 明顯沒有進位，所以 C 只能是 0、1 或 2。 

○1  若 C=0 

               20DE8 

             ×     4   

               8ED02 

   則(10E+8) ×4≡2 (mod100) 

        40E+32≡2 (mod100) 

        40E+30≡0 (mod100) 

          4E+3≡0 (mod10) 

   又 E 是一位數正整數或 0，所以 E 無解。 

○2  若 C=2 

                22DE8 

              ×     4   

                8ED22 

   則(10E+8) ×4≡22 (mod100) 

        40E+32≡22 (mod100) 

        40E+10≡0 (mod100) 

          4E+1≡0 (mod10) 

   又 E 是一位數正整數或 0，所以 E 無解。 

○3  若 C=1 

               21DE8 

             ×     4   

               8ED12 

   則(10E+8) ×4≡12 (mod100) 

        40E+32≡12 (mod100) 

        40E+20≡0 (mod100) 

          4E+2≡0 (mod10) 

又 E 是一位數正整數或 0 且從千位數分析

得知 E≥4×1，所以 E=7。 

   由○1 、○2 、○3 可得： 

                21D78 

              ×     4   

                87D12 

  (21000+100D+78) ×4=87000+100D+12 

     84000+400D+312=87000+100D+12 

               300D=2700 

                  D=9 

    檢驗 21978×4=87912 正確無誤。 

        同理可得五位數反向倍數只有 21978、10989 的反向數兩個。在四位數、五位數反向

倍數推論中，發現分析千位數與十位數的規律，可得到推論 B。 

【推論 B】10 進位制中，反向倍數則必是 21…78×4=87…12 或 10…89×9=98…01 這兩型。 

          (張進安[1]，推論二) 



4 
 

（三）找出 10 進位制的六位數、七位數反向倍數 

     1. 六位數反向倍數只有 219987、109989 的反向數兩個。七位數反向倍數只有 2199987、

1099989 的反向數兩個。 

     2. 從六位數、七位數反向倍數的分析討論中，懷疑是否在 21 及 78 中間插入任意幾個 9，

得 2199…9978，或在 10 及 89 中間插入任意幾個 9，得 1099…9989，其反向數都是反

向倍數。因而論證定理 C 

【定理 C】1089、10989、109989、109…989 及 2178、21978、219978、219…978 的反向數都是

10 進位制反向倍數的基本型。(張進安[1]，定理四) 

（四）10 進位制中，m 位數反向倍數的性質 

     1. 從定理C中，利用代數方法的驗證，從四位數 2178、1089的反向數到七位數的 2199978、

1099989 的反向數，基本型反向倍數是唯一滿足條件的反向倍數。但是到了八位數，

便會發現將 21782178 串排在一起的反向數也是一個八位數的反向倍數，2178002178

的反向數是十位數的反向倍數，109890010989 的反向數是十二位數的反向倍數。所以

八位數的 4 倍反向倍數至少有 21999978 及 21782178 的反向數兩組；9 倍反向倍數至

少有 10999989 及 10891089 的反向數兩組。所以可以更進一步的推論如下。 

【推論 C】10 進位制中，可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多位數的反向

倍數。(張進安[1]，推論三) 

           因為定理 C 的 m 位數基本型反向倍數不會有進位到(m+1)位數的情形產生，因此也

就是說只要把同樣 4 倍或同樣 9 倍的基本型反向倍數加上任意個 0，作成左右對稱的串

排，都是原倍數的反向倍數。因此可將 10 進位制中的反向倍數分為下列兩種類型： 

       (1)基本型：1089、10989、109989、109…989 及 2178、21978、219978、219…978。       

       (2)組合型： 

         ○1 同樣 4 倍或同樣 9 倍的基本型反向倍數串排 

10891089、108910891089、10891089…10891089 

21782178、217821782178、21782178…21782178 

1098910989、1098910989…1098910989                     

         ○2 把同樣 4 倍或同樣 9 倍的基本型反向倍數加上任意個 0，作成左右對稱的串排 

           108901089、1089001089、10890…01089；217802178、2178002178、21780…02178 

           10989010989、109890010989、109890…010989 

         ○3 混合○1 、○2 將同樣 4 倍或同樣 9 倍的組合型反向倍數組合或加上任意個 0，作成

左右對稱的串排。如 1089108900010891089、1089109891089、2197802178021978                     

     2. 從因數分解方向來探討 4 倍或 9 倍的基本型反向倍數 

       (1) 1089 = 32 × 112 ； 2178 = 1089 × 2 = 2 × 32 × 112 

          因為 4倍或 9倍的基本型反向倍數是在 21及 78中間插入任意幾個 9，得 2199…9978，

或在 10 及 89 中間插入任意幾個 9。又 2178 是 1089 的 2 倍，且 

                 1099…9989×2 

               =(10× 10𝑚−2+99…99× 102+89) ×2      (中間 99…99 恰有 m-4 位) 

               =20× 10𝑚−2+199…998× 102+178       (中間 99…99 恰有 m-5 位) 

               =(20+1) × 10𝑚−2+(99…998+1) × 102+78 

               =21 × 10𝑚−2+99…99 × 102+78         (中間 99…99 恰有 m-4 位) 

               =2199…9978 

          因此我們稱 1089 為 10 進位制反向倍數基本型的原型。接著我們只需討論 1089 所

產生的基本型反向倍數性質，便可運用至 2178 所產生的基本型反向倍數。 
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       (2)1089 = 32 × 112                          10999989 = 32 × 112 × 10101 

         10989 = 32 × 11 × 111                    109999989 = 32 × 11 × 1111111 

         109989 = 32 × 112 × 101                 1099999989 = 32 × 112 × 1010101 

         1099989 = 32 × 11 × 11111          

              由此可知，在 10 及 89 中間插入奇數個 9 與偶數個 9，其因數分解有其規律性，

整理如下： 

        ○1  在 10 及 89 中間插入奇數個 9。若 109…989 為 m 位數，中間插入的 9 有奇數個， 

           則 109…989= 32 × 11 ×11…1   (其中 11…1 為 m-2 位數) 

        ○2  在 10 及 89 中間插入偶數個 9。若 109…989 為 m 位數，中間插入的 9 有偶數個， 

           則 109…989= 32 × 112 ×101…01   (其中 101…01 為 m-3 位數) 

          由(1)、(2)可以知道 4 倍或 9 倍的基本型反向倍數可以從因數分解的規律來反推回

原數字，但其發現較不如在找出 10 進位制反向倍數1089 × 9 = 9801時那麼有趣。 

（五）探討與應用 

     1. 在文獻中作者採用探討首位與末位數字的關係，即可判別是否為反向倍數。我們將

其方法利用到 n 進位制，如下： 

   n 進位制(𝒏 ≥ 𝟐)        

若 m 位數 A…B 為𝒂倍的反向倍數(𝒎 ≥ 𝟐)     

𝐀 ∈ {𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟏}、𝐁 ∈ {𝟐, 𝟑, 𝟒, … , 𝒏 − 𝟏}  

𝒂 ∈ {𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟏}           

         A…B               

        ×    𝒂             

               B…A 

則 {
𝑨𝒂 ≤ 𝑩

𝑩𝒂 = 𝒏𝒒 + 𝑨
𝒏𝒂 > 𝒏𝒒 + 𝑨 > 𝒏𝒒 → 𝒂 > 𝒒

 

        
  𝒒 ∈ {𝟏, 𝟐, … , 𝒂 − 𝟏}       

 

           但在 12 進位制探討首位與末位數字的關係時，m 位數1…712的712倍滿足上述方

法，再使用代數方式去推導其反向倍數時，驗證出是不存在1…712的712倍反向倍數。

若將上述判別反向倍數的首位與末位數字的關係式，加入探討其進位值，可得推論 1。 

   n 進位制(𝑛 ≥ 2)        

若 m 位數 AX…YB 為𝑎倍的反向倍數 

A、X、Y ∈ {1,2,3, … , 𝑛 − 1}       

B ∈ {2,3,4, … , 𝑛 − 1} 

𝑎 ∈ {2,3, … , 𝑛 − 1}  

進位 𝑞m−1 𝑞m−2   𝑞2  𝑞1   

  A   X  ………  Y   B               

 ×                     𝑎         

      B   Y  ………  X   A 

則{

𝐵𝑎=𝑛𝑞1+A………………………..…….(1)
𝑌𝑎+𝑞1= 𝑛𝑞2+𝑋……………...………..(2)

𝑋𝑎+𝑞𝑚−2= 𝑛𝑞𝑚−1+Y……………..(3)
𝐴𝑎+𝑞m−1=B……………………………(4)

 

由(1)式：𝑛𝑎 > 𝐵𝑎 = 𝑛𝑞1 + 𝐴 →𝑎 > 𝑞1 > 0 

由(2)式：(𝑛 − 1)𝑎 + 𝑎 > 𝑌𝑎 + 𝑞1 = 𝑛𝑞2 + 𝑋 

      →𝑎 > 𝑞2 ≥ 0 

同理可得，0 ≤ 𝑞3、𝑞4、…、𝑞𝑚−2、𝑞𝑚−1 < 𝑎 
𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}       
𝑞2、…、𝑞𝑚−2、𝑞𝑚−1 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1} 

【推論 1】n 進位制(𝒏 ≥ 𝟐)，若 m 位數 A…B 為𝒂倍的反向倍數(𝒎 ≥ 𝟐)，則其每一位進位值

必定小於𝒂。𝐀 ∈ {𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟏} ，𝐁 ∈ {𝟐, 𝟑, 𝟒, … , 𝒏 − 𝟏}，𝒂 ∈ {𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟏}  
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      接著，驗證 12 進位制不存在1……712的712倍反向倍數。 

證明：探討 12 進位制首位與末位數字的關係時，可得 m 位數反向倍數可能是1…712的712倍。 

       (1) 1712 × 712 ≠ 7112，表示二位數沒有反向倍數為1……712的712倍。 

       (2) 令三位數1𝐶712為712倍的反向倍數，可得 C 不存在。 

          表示三位數沒有反向倍數為1……712的712倍。 

       (3) 令 m 位數1𝑋……𝑌712為712倍的反向倍數。(𝑚 ≥ 4) 

進位 𝑞m−1 𝑞m−2      𝑞2 𝑞1 

      1    X   ………  Y   7 

   ×                       7   

      7    Y   ………  X   1 {
 
 

 
 7 × 7 = 12𝑞1 + 1…………………………… . (1)

7Y + 𝑞1 =  12𝑞2 + X…………… . . . ……… . . (2)
7𝑋 + 𝑞𝑚−2 =  12𝑞𝑚−1 + Y………… .…… . . (3)

7 × 1 + 𝑞m−1 = 7…………………… .……… (4)

 

            由(1)、(4)得：𝑞1 = 4，𝑞m−1 = 0 代入(2)、(3) 

            {
7𝑌 + 4 = 12𝑞2 + 𝑋
7𝑋 + 𝑞𝑚−2 = 𝑌

  →  {
𝑋 =

12𝑞2−7𝑞𝑚−2−4

48

𝑌 =
84𝑞2−𝑞𝑚−2−28

48

 

  當𝑞2 = 5，𝑞m−2 = 8時，𝑋 = 0，𝑌 = 8 

  但從推論 1 知，𝑞2、𝑞m−2 < 7 

  因此 12 進位制不存在1……712的712倍反向倍數。       

   因此若採用文獻中只探討首位與末位數字的關係，僅能是一開始篩選 n 進位制

反向倍數可能性的方式，並不能如作者那樣直接推斷出定理 A。 

      2. 在 10 進位制中，2178 = 1089 × 2，我們稱 1089 為 10 進位制反向倍數基本型的原

型。因而在後續的 n 進位制反向倍數的探討中，會以找到有類似反向倍數基本型的

原型為主要方向之一。 

三、n 進位制反向倍數探討 

（一）n 進位制反向倍數 

      n 進位制的表示如定義 5 所示，以 n 為基數的記數系統表示的數字，可使用數字符號

定義為 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、…、n-2、n-1。其數字之值可轉

換成不同進位制的數字進行表示。 
     例如：2710 = 2 × 10

1 + 7 × 100 = 1 × 24 + 1 × 23 + 0 × 22 + 1 × 21 + 1 × 20 = 110112 

    1. 2 進位制反向倍數 
  在 2 進位制中，若要滿足反向倍數的不進位制性質，只有12倍的反向倍數，亦即

是迴文數。例如：110112 × 12 = 110112。因為本文已經暫且排除 1 倍的自我反向倍

數(迴文數)，即在 2 進位制中，沒有基本型反向倍數。   
    2. 3 進位制反向倍數 

(1)在找出3進位制反向倍數時，可採用10進位制反向倍數的討論方式，只需討論23倍。 
   假設 B…𝐴3是 A…𝐵3的反向倍數(m 位數)，且 B…𝐴3是 A…𝐵3的23倍，我們將其寫

成直式如下：(討論中為閱讀方便，將 n 進位制基數表示省略) 

                                 A…B 

                               ×    2   

                                 B…A 
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         從直式中可以得到以下關係：(討論中為閱讀方便，將 3 進位制基數表示省略) 

         ○1 最高位來看，因為 2A 沒有進位，所以 2A<3，且 2A≤B。A∈{1}，B∈{2} 

   ○2 從個位來看，因為 B> A，所以 2B= 310 ×q +A，q ≥ 1。 

   ○3 因為310 × 2 > 310 × q + A > 310 × q，所以2 > q ，q∈{0,1}。 

     即計算 B…𝐴3是 A…𝐵3的23倍，每位數字乘以23，進位最多為13 

         由○1 、○2 、○3 得知：(A，B) = (1，2)  

         因此可得到 3 進位制中，反向倍數則可能是 1…23 × 23 =2…13。 

      (2) 因為123 × 23 ≠ 213，所以 3 進位制不存在二位數反向倍數。 

      (3) 接著討論三位數： 

         由(1)，假設1𝐶23 × 23 = 2𝐶13 成立，C∈{0,1,2}。 

         因為(1 × 32 + 𝐶 × 31 + 2) × 2 = 2 × 32 + 2𝐶 × 31 + 4 > 2 × 32 + 𝐶 × 31 + 1， 

         所以 C 無解。因此，3 進位制不存在三位數反向倍數。 

      (4) 討論四位數： 

         由(1)，假設1𝐶𝐷23 × 23 = 2𝐷𝐶13成立，C∈{0,1,2}，D∈{0,1,2}。 

         因為(1 × 33 + 𝐶 × 32 + 𝐷 × 31 + 2) × 2 = 2 × 33 +𝐷 × 32 + 𝐶 × 31 + 1 

                                 54+18C+6D+4=54+9D+3C+1 

                                           C=D−1 

         所以(C，D) =(0，1)。 

         檢驗10123 × 23 = 21013。 

         因此，發現10123 × 23 = 21013為23倍的第一個反向倍數。 

      (5) 討論五位數： 

         由(1)，假設1𝐶𝐷𝐸23 × 23 = 2𝐸𝐷𝐶13成立，C∈{0,1,2}，D∈{0,1,2}，E∈{0,1,2} 

                            1CDE2 

                          ×     2   

                            2EDC1 

從直式中可知，千位數的 2C 明顯沒有進位，所以 C 只能是 0、1。 

○1  若 C=1 

              11DE2 

            ×     2   

              2ED11 

   則(E × 31+2) ×2≡1 × 31+1  (mod 32) 

            6E+4≡4  (mod 32) 

              6E≡0  (mod 32) 

              2E≡0  (mod 3) 

   又 E∈{0,1,2}，且 E≥2×1，所以 E 無解。 

○2  若 C=0 

               10DE2 

             ×     2   

               2ED01 

   則(E × 31+2) ×2≡1  (mod 32) 

            6E+4≡1  (mod 32) 

            6E+3≡0  (mod 32) 

            2E+1≡0  (mod 3) 

   又 E∈{0,1,2}，所以 E=1。 

         由○1 、○2 可得：     10D12 

                          ×     2   

                            21D01 

(1 × 34 + 𝐷 × 32 + 1 × 31 + 2) × 2 = 2 × 34 + 1 × 33 + 𝐷 × 32 + 1 

                           162+18D+6+4=162+27+9D+1 

                            D=2 

         檢驗102123 × 23 = 212013正確無誤。 

所以 3 進位制的五位數反向倍數只有𝟏𝟎𝟐𝟏𝟐𝟑的反向數。在五位數反向倍數推論中，發

現分析千位數與十位數的規律，可得到推論 2。 

【推論 2】3 進位制中，反向倍數則必是 10…𝟏𝟐𝟑 × 𝟐𝟑 =21…𝟎𝟏𝟑的形式。 
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      (6) 依據推論 2，接著利用它來找六位數的反向倍數。 

         假設10CD123 × 23 = 21DC013成立，C∈{0,1,2}，D∈{0,1,2}。 

   (1 × 35 + 𝐶 × 33 + 𝐷 × 32 + 1 × 31 + 2) × 2 = 2 × 35 + 1 × 34 + 𝐷 × 33 + 𝐶 × 32 + 1 

                         486+54C+18D+6+4=486+81+27D+9C+1 

                                        C=
𝐷+8

5
 

         因為 C∈{0,1,2}，D∈{0,1,2}，所以(C，D) =(2，2)為唯一解。 

         檢驗1022123 × 23 = 2122013正確無誤。 

         所以 3 進位制的六位數反向倍數只有𝟏𝟎𝟐𝟐𝟏𝟐𝟑的反向數。 

      (7) 依據推論 2，接著利用它來找七位數的反向倍數。 

         假設10CDE123 × 23 = 21EDC013成立，C∈{0,1,2}，D∈{0,1,2}，E∈{0,1,2}。 

                            10CDE12 

                          ×       2   

                            21EDC01 
(1 × 36 + 𝐶 × 34 + 𝐷 × 33 + 𝐸 × 32 + 1 × 31 + 2) × 2 = 2 × 36 + 1 × 35 + 𝐸 × 34 +𝐷 × 33 + 𝐶 × 32 + 1 

                  1458+162C+54D+18E+6+4=1458+243+81E+27D+9C+1 
                                       D=

7𝐸−17𝐶+26
3

 
因為 C∈{0,1,2}，D∈{0,1,2}，E∈{0,1,2}，又當 C≤1 時，D≥3 不符，所以(C，D，E) =(2，

2，2)為唯一解。 

         檢驗10222123 × 23 = 21222013正確無誤。 

         所以七位數反向倍數只有10222123的反向數。 

      (8) 3 進位制中，從六位數、七位數反向倍數的分析討論，發現在 10 及 12 中間插入任

意幾個 2，得1022…22123的反向數都是反向倍數。這情形與討論 10 進位制時類似，

因此提出定理 1。 

【定理 1】10123、102123、1022123、1022…22123的反向數是 3 進位制反向倍數的基本型。 

    證明：1.檢驗10123的23倍為反向倍數正確無誤。因此僅須證明五位數以上情形即可。 

          2.假設102…2123為 m 位數，m≥ 5。 

            因為 1022…22123 × 23 

               =(103 × 3
𝑚−2+22…223 × 3

2+13 × 3
1+23) × 23    (中間 22…22恰有m-4位) 

               = 203 × 3
𝑚−2+122…213 × 3

2+23 × 3
1+113       (中間22…22恰有m-5位) 

               =(203+13) × 3𝑚−2+(22…213+13) × 32+03 × 3
1+13 

               = 213  × 3
𝑚−2+22…223  × 3

2+03 × 3
1+13        (中間 22…22恰有m-4位) 

               = 2122…22013 

            所以102…2123為 m 位數，m≥ 5時，其反向數是反向倍數。 

      (9) 從定理 1 中，利用代數方法的驗證，從四位數10123的反向數到七位數10222123的

反向數，基本型反向倍數是唯一滿足條件的反向倍數。但是到了八位數，便會發

現將101210123串排在一起的反向數也是一個八位數的反向倍數，1012010123的

反向數是十位數的反向倍數，1021200102123的反向數是十二位數的反向倍數。3

進位制八位數以上的反向倍數與 10 進位制的反向倍數基本型、組合型類似，因此

提出以下推論 3。 

【推論 3】3 進位制中，可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多位數的反向倍

數。 

10CD12 

 ×      2   

21DC01 
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    3. 4 進位制反向倍數 
          依照 3 進位制、10 進位制探討檢驗反向倍數的方法，可以得到 4 進位制反向倍數

以下討論結果： 

      (1) 不存在二位數、三位數 4 進位制反向倍數。 

    ※(2) 10234 × 34 = 32014為34倍的第一個 4 進位制反向倍數。 

    ※(3) 10234、103234、1033234、1033…33234的反向數是 4 進位制反向倍數的基本型。 

      (4)  4 進位制中，八位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多

位數的反向倍數。 

    4. 5 進位制反向倍數 
          5 進位制反向倍數以下討論結果： 

  ※※(1) 135 × 25 = 315為25倍的第一個 5 進位制反向倍數。 

  ※※(2) 135、1435、14435、144…4435的反向數是 5 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(3) 10345 × 45 = 43015為45倍的第一個 5 進位制反向倍數。 

    ※(4) 10345、104345、1044345、1044…44345的反向數是 5 進位制反向倍數的基本型。 

      (5)  5 進位制中，四位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多

位數的反向倍數。 

    5. 6 進位制反向倍數 
          6 進位制反向倍數以下討論結果： 

      (1) 不存在二位數、三位數 6 進位制反向倍數。 

    ※(2) ○1 10456 × 56 = 54016為56倍的第一個 6 進位制反向倍數。 

         ○2 21346 × 26 = 43126為26倍的第一個 6 進位制反向倍數。 

    ※(3) 10456、105456、1055456、1055…55456及21346、215346、2155346、2155…55346
的反向數都是 6 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(4) ○1  10456是 6 進位制反向倍數基本型的原型。 

         ○2  21346 = 10456 × 26 

      (5)  6 進位制中，八位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多

位數的反向倍數。 

    6. 7 進位制反向倍數 
          7 進位制反向倍數以下討論結果： 

  ※※(1) 157 × 37 = 517為37倍的第一個 7 進位制反向倍數。 

  ※※(2) 157、1657、16657、166…6657的反向數是 7 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(3) 10567 × 67 = 65017為67倍的第一個 7 進位制反向倍數。 

    ※(4) 10567、106567、1066567、1066…66567的反向數是 7 進位制反向倍數的基本型。 

      (5)  7 進位制中，四位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多

位數的反向倍數。 

    7. 8 進位制反向倍數(m 位數尚未討論結束) 
          8 進位制反向倍數以下討論結果： 

  ※※(1) 258 × 28 = 528為28倍的第一個 8 進位制反向倍數。 

  ※※(2) 258、2758、27758、277…7758的反向數是 8 進位制反向倍數的基本型。 

※※(3) 111658 × 58 = 561118為58倍的 8 進位制反向倍數。 
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※※(4) 111658、1126658、11276658、112776658、111761658、…為58倍的 8 進位制反

向倍數。 

    ※(5) ○1 10678 × 78 = 76018為78倍的第一個 8 進位制反向倍數。 

         ○2 21568 × 38 = 65128為38倍的第一個 8 進位制反向倍數。 

    ※(6) 10678、107678、1077678、1077…77678及21568、217568、2177568、2177…77568
的反向數都是 8 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(7) ○1  10678是 8 進位制反向倍數基本型的原型。 

         ○2  21568 = 10678 × 28 

    ※(8) 10158 × 58 = 51018是58倍的第一個 8 進位制反向倍數。 

    ※(9) 10158、1025158、102525…2525158的反向數是 8 進位制反向倍數的基本型。 

      (10) 8 進位制中，四位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多位

數的反向倍數。     

    8. 9 進位制反向倍數 
          9 進位制反向倍數以下討論結果： 

  ※※(1) 179 × 49 = 719為49倍的第一個 9 進位制反向倍數。 

  ※※(2) 179、1879、18879、188…8879的反向數是 9 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(3) ○1 10789 × 89 = 87019為89倍的第一個 9 進位制反向倍數。 

         ○2 32569 × 29 = 65239為29倍的第一個 9 進位制反向倍數。 

    ※(4) 10789、108789、1088789、1088…88789及32569、328569、3288569、3288…88569
的反向數都是 9 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(5) ○1  10789是 9 進位制反向倍數基本型的原型。 

         ○2  32569 = 10789 × 39 

      (6)  9 進位制中，四位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多

位數的反向倍數。 

    9. 11 進位制反向倍數(m 位數尚未討論結束) 
          11 進位制反向倍數以下討論結果： 

  ※※(1) 3711 × 211 = 7311為211倍的第一個 11 進位制反向倍數。 

  ※※(2) 3711、3 10 711、3 10 10 711、3 10 10…10 10 711的反向數是 11 進位制反向倍數

的基本型。 

  ※※(3) ○1  1411 × 311 = 4111為311倍的第一個 11 進位制反向倍數。 

         ○2  2811 × 311 = 8211為311倍的第二個 11 進位制反向倍數。 

  ※※(4) 1411、15411、155411、155…5411及2811、210811、210 10811、210 10…10 10811
的反向數是 11 進位制反向倍數的基本型。 

  ※※(5) ○1  1411是 11 進位制反向倍數基本型的原型。 

         ○2  2811 = 1411 × 211 

  ※※(6) 1911 × 511 = 9111為511倍的第一個 11 進位制反向倍數。 

  ※※(7) 1911、1 10 911、1 10 10 911、1 10 10…10 10 911的反向數是 11 進位制反向倍數

的基本型。 

  ※※(8) 11811 × 711 = 81111為711倍的第一個 11 進位制反向倍數。 

  ※※(9) 11811、1191811、119191811、119191…9191811的反向數是 11 進位制反向倍數

的基本型。 

  ※※(10)129811 × 711 = 892111為711倍的 11 進位制反向倍數。 
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  ※※(11)129811、12 10 9811、12 10 10 9811、12 10 10…10 10 9811的反向數是 11 進位制

反向倍數的基本型。 

  ※※(12)169411 × 311 = 496111為311倍的 11 進位制反向倍數。 

  ※※(13)169411、16 10 9411、16 10 10 9411、16 10 10…10 10 9411的反向數是 11 進位制

反向倍數的基本型。 

  ※※(14)296811 × 311 = 869211為311倍的 11 進位制反向倍數。 

  ※※(15)296811、29696811、29696…9696811的反向數是 11 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(16)1091011 ×1011 = 1090111為1011倍的第一個 11 進位制反向倍數。 

    ※(17)1091011、101091011、1010 1091011、1010 10…10 1091011的反向數是 11 進

位制反向倍數的基本型。 

    ※(18)11 進位制中，四位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個0串排成更多位

數的反向倍數。 

   10. 12 進位制反向倍數 
         12 進位制反向倍數以下討論結果： 

      (1) 不存在二位數、三位數 12 進位制反向倍數。 

    ※(2) ○1 1010 1112 ×1112 = 11 100112為1112倍的第一個 12 進位制反向倍數。 

         ○2 2191012 × 512 = 1091212為512倍的第一個 12 進位制反向倍數。 

         ○3 328912 × 312 = 982312為312倍的第一個 12 進位制反向倍數。 

         ○4 437812 × 212 = 873412為212倍的第一個 12 進位制反向倍數。 

    ※(3) 1010 1112、10 11 10 1112、1011 11 10 1112、1011 11…11 11 10 1112及 

         2191012、211191012、21 11 1191012、2111 11…11 11 910 12及 

         328912、32118912、32 11 118912、3211 11…11 11 89 12及 

         437812、43117812、43 11 117812、4311 11…11 11 78 12 

         的反向數都是 12 進位制反向倍數的基本型。 

    ※(4) ○1  1010 1112是 12 進位制反向倍數基本型的原型。 

         ○2  2191012 = 1010 1112 × 212 

            328912 = 1010 1112 × 312 
            437812 = 1010 1112 × 412 
      (5) 12 進位制中，八位數以上可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個0串排成更多位

數的反向倍數。 

 

   11. 我們將上面 3~12 進位制的(※)四位數反向倍數整理如下 
 
序號 2 進位制 3 進位制 4 進位制 5 進位制 6 進位制 7 進位制 8 進位制 9 進位制 10 進位制 11 進位制 12 進位制 
1  1012 1023 1034 1045 1056 1067 1078 1089 10910 1010 11 

2     2134  2156  2178  21910 

3        3256   3289 

4       1015    4378 
        
       會發現 3~12 進位制的第 1 列(※)四位數反向倍數的反向數具有規律性，且除了 8 進

位制10158，其他四位數反向倍數的反向數可能是第 1 列四位數反向倍數基本型的原

型的倍數。我們將第 1 列四位數反向倍數的反向數的倍數條列成下表。並將四位數反

向倍數的反向數用紅色格標示，迴文數用藍色格標示。 
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倍數 2 進位制 3 進位制 4 進位制 5 進位制 6 進位制 7 進位制 8 進位制 9 進位制 10 進位制 11 進位制 12 進位制 
1  1012 1023 1034 1045 1056 1067 1078 1089 10910 1010 11 

2  2101 2112 2123 2134 2145 2156 2167 2178 2189 21910 

3   3201 3212 3223 3234 3245 3256 3267 3278 3289 

4    4301 4312 4323 4334 4345 4356 4367 4378 

5     5401 5412 5423 5434 5445 5456 5467 

6      6501 6512 6523 6534 6545 6556 

7       7601 7612 7623 7634 7645 

8        8701 8712 8723 8734 

9         9801 9812 9823 

10          10901 10912 

11           11 1001 
       

      從上表中，當我們將迴文數也標示出來後，會發現 12 進位制中，將1010 1112視為基

本型的原型時，其 1 倍、2 倍、3 倍、4 倍、6 倍後的數字的反向數也是反向倍數(含迴

文數)，而 1、2、3、4、6 是 12 的因數。檢驗 3~12 進位制的四位數反向倍數也成立。 

      為能更加確認以上所發現的規律，我們推到 22 進位制，(※)四位數反向倍數的反向數

都滿足上述關係。進而可將其規律大膽假設驗證成為 n 進位制反向倍數的性質之一。 

 

（二）n 進位制反向倍數的性質(n> 2) 

【定理 2】n 進位制中(n> 2)，四位數10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為𝑛 − 1𝑛倍的反向倍數。 

    證明：假設10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為 n 進位制的四位數 

          計算10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛 × 𝑛 − 1𝑛的值 

                                  第 4 位 第 3 位 第 2 位 第 1 位 

                        1    0   n-2  n-1 

                      ×              n-1   

          ∵第 1 位數：(n − 1) × (n − 1) = 𝑛2 − 2𝑛 + 1 = (n − 2) × n + 1 
∴進(𝑛 − 2)到第 2 位數，第 1 位數為 1 

∵第 2 位數：(n − 2) × (n − 1) + (n − 2) = 𝑛2 − 2𝑛 = (𝑛 − 2) × 𝑛 

∴進(𝑛 − 2)到第 3 位數，第 2 位數為 0 

∵第 3 位數：0 × (n − 1) + (n − 2) = n − 2 

∴第 3 位數為(𝑛 − 2) 

∵第 4 位數：1 × (n − 1) = 𝑛 − 1 

∴第 4 位數為(𝑛 − 1) 

所以10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛 × 𝑛 − 1𝑛 = 𝑛 − 1 𝑛 − 201𝑛 
因此四位數10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為𝑛 − 1𝑛倍的 n 進位制反向倍數。 
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【定理 3】10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛、10 𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛、10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛的反向數

是 n 進位制反向倍數的基本型(n> 2)。 

    證明：1.檢驗10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為反向倍數正確無誤。因此僅須證明五位數以上情形即可。 

          2.假設 10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為 m 位數，m≥ 5。 

            計算10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛 × 𝑛 − 1𝑛 

 

 

          ∵第 1 位數：(n − 1) × (n − 1) = 𝑛2 − 2𝑛 + 1 = (n − 2) × n + 1 
∴進(𝑛 − 2)到第 2 位數，第 1 位數為 1 

∵第 2 位數：(n − 2) × (n − 1) + (n − 2) = 𝑛2 − 2𝑛 = (𝑛 − 2) × 𝑛 

∴進(𝑛 − 2)到第 3 位數，第 2 位數為 0 

∵第 3 位數：(n − 1) × (n − 1) + (n − 2) = 𝑛2 − 𝑛 − 1 = (n − 2) × 𝑛 + (𝑛 − 1) 

∴進(𝑛 − 2)到第 4 位數，第 3 位數為(𝑛 − 1) 

  接續計算第 4 位數，進(𝑛 − 2)到第 5 位數，第 4 位數為(𝑛 − 1) 

  依此計算到第(m-2)位數，進(𝑛 − 2)到第(m-1)位數，第(m-2)位數為(𝑛 − 1) 

∵計算第(m-1)位數：0 × (n − 1) + (n − 2) = n − 2 

∴第(m-1)位數為(𝑛 − 2) 

∵第 m 位數：1 × (n − 1) = 𝑛 − 1 

∴第 m 位數為(𝑛 − 1) 

所以10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛 × 𝑛 − 1𝑛 = 𝑛 − 1 𝑛 − 2  𝑛 − 1…𝑛 − 1 01𝑛 

因此10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛的反向數是 n 進位制的反向倍數。 

 

    在四位數反向倍數基本型的原型倍數表中，有發現到若 n 進位制基本型原型的倍數的反

向數會是反向倍數，則其倍數數字與 n 的因數有關，因此我們大膽假設定理 4 並進行驗證。 

【定理 4】四位數𝑠 𝑠 − 1 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑛 − 𝑠𝑛為 
𝑛

𝑠
− 1

𝑛
倍的 n 進位制反向倍數(n> 2)。其中 s、

𝒏

𝒔
∈ ℕ，且𝟐 <

𝒏

𝒔
 。 

    證明：假設𝑠 𝑠 − 1 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑛 − 𝑠𝑛為 n 進位制的四位數，其中 s、
𝑛

𝑠
∈ ℕ，且2 <

𝑛

𝑠
 。 

          計算𝑠 𝑠 − 1 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑛 − 𝑠𝑛 ×  
𝑛

𝑠
− 1

𝑛
的值 

 

 

          ∵第 1 位數：(𝑛 − 𝑠) × (
𝑛

𝑠
− 1) =

1

𝑠
𝑛2 − 2𝑛 + 𝑠 = (

1

𝑠
𝑛 − 2) 𝑛 + 𝑠 

∴進(
1

𝑠
𝑛 − 2)到第 2 位數，第 1 位數為s 

          ∵第 2 位數：[n − (𝑠 + 1)] × (
𝑛

𝑠
− 1)+(

1

𝑠
𝑛 − 2) =

1

𝑠
𝑛2 − 2𝑛 + 𝑠 − 1 

                                                  = (
1

𝑠
𝑛 − 2) 𝑛 + (𝑠 − 1) 

∴進(
1

𝑠
𝑛 − 2)到第 3 位數，第 2 位數為(𝑠 − 1) 

          ∵第 3 位數：(𝑠 − 1) × (
𝑛

𝑠
− 1) + (

1

𝑠
𝑛 − 2) = 𝑛 − 𝑠 − 1 = 𝑛 − (𝑠 + 1) 

∴第 3 位數為𝑛 − (𝑠 + 1) 

          ∵第 4 位數：𝑠 × (
𝑛

𝑠
− 1) = 𝑛 − 𝑠 

∴第 4 位數為𝑛 − (𝑠 + 1) 

          所以𝑠 𝑠 − 1 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑛 − 𝑠𝑛 ×  
𝑛

𝑠
− 1

𝑛
= 𝑛 − 𝑠 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑠 − 1 𝑠𝑛 

因此𝑠 𝑠 − 1 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑛 − 𝑠𝑛為 
𝑛

𝑠
− 1

𝑛
倍的 n 進位制反向倍數。 
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【定理 5】𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏、𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏、 

    𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏、…、𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏… .𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏的

反向數都是 
𝒏

𝒔
− 𝟏

𝒏
倍的 n 進位制反向倍數基本型(n> 𝟐)。其中 s、

𝒏

𝒔
∈ ℕ，且𝟐 <

𝒏

𝒔
 。 

   證明：如定理 3、定理 4 證明方式，同理可證。 

 

    從定理 3 知道𝟏𝟎𝒏 − 𝟐 𝒏 − 𝟏𝒏、𝟏𝟎 𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟐 𝒏 − 𝟏𝒏、𝟏𝟎 𝒏 − 𝟏…𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟐 𝒏 − 𝟏𝒏
的反向數是 n 進位制反向倍數的基本型(n> 𝟐)，也是基本型的原型。 

    我們將𝟏𝟎𝒏 − 𝟐 𝒏 − 𝟏𝒏 × 𝒔𝒏 = 𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏 

          𝟏𝟎 𝒏 − 𝟏…𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟐 𝒏 − 𝟏𝒏 × 𝒔𝒏 = 𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏… .𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏 

    因此若 s 為 n 的因數，且𝟐 <
𝒏

𝒔
，則可透過定理 3 反向倍數基本型的原型乘以 s 倍，找到

另一個反向倍數的基本型。 

 

    藉由定理 4、定理 5 可知 n 進位制中，m 位數基本型反向倍數不會有進位到(m+1)位數的

情形產生，也就是說只要把同樣倍數的基本型反向倍數加上任意個 0，作成左右對稱的串排，

都是原倍數的反向倍數。因此可以進一步的推論如下。 

【推論 4】n 進位制中，可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多位數的反向倍

數。(n> 𝟐) 

 

    在先前討論 3 進位制到 12 進位制時，會發現不一定會有二位數、三位數的反向倍數，因

而我們想在試著利用代數式，探討 n 進位制中，若有二位數、三位數的反向倍數，是否能有

一般式。進而推論出四位數反向倍數的各位數一般式。 

【定理 6】n 進位制中(n> 𝟐)，二位數(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤為𝒂倍的反向倍數。 

          𝒂 ∈{2,3,…,n-1}，𝒌 ∈{
𝟏

𝒂𝟐−𝟏
, 

𝟐

𝒂𝟐−𝟏
,…, 

𝒂−𝟏

𝒂𝟐−𝟏
} 

   證明：令二位數 AB 為 n 進位制𝑎倍的反向倍數，A∈{1,2,…,n-1}，B∈{0,1,2,…,n-1}， 

𝑎 ∈{2,3,…,n-1}。 

         ∵ AB × 𝑎 = BA，且不為迴文數。 

         ∴ A<B 

         又 B × 𝑎 = 𝑛𝑞 + A   (𝑞 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}) 

            A × 𝑎 + 𝑞 = B 

         可得 {
𝑎B = 𝑛𝑞 + A………(1)
𝑎A + 𝑞 = B……… . (2)

 

         由(2)得 𝑞 = B − 𝑎A ………(3) 

         (3)代入(1)：𝑎𝐵 = 𝑛(B − 𝑎A) + A 

              (𝑎𝑛 − 1)A = (n − 𝑎)B 

         因此 A：B = (n − 𝑎)：(𝑎𝑛 − 1)……………(4) 

         但∵ 𝑎 ∈{2,…,n-1} 

           ∴(n − 𝑎)、(𝑎𝑛 − 1) ∈ ℕ， 

           且𝑎𝑛 ≥ 2𝑛 = 𝑛 + 𝑛 > 𝑛 + 1，𝑎𝑛 − 1 > 𝑛 

         假設A = (n − 𝑎)k，B = (𝑎𝑛 − 1)k，k ≠ 0 

         代入(3)：𝑞 = (𝑎2 − 1)k 又 𝑞 ∈{1,2,…, 𝑎 − 1} 

               ∴ 𝑘 ∈{
1

𝑎2−1
, 

2

𝑎2−1
,…, 

𝑎−1

𝑎2−1
} 

         則可得 n 進位制中(n> 2)，二位數(n − 𝑎)k (𝑎𝑛 − 1)k為𝒂倍的反向倍數。 

                𝑎 ∈{2,3,…,n-1}，𝑘 ∈{
1

𝑎2−1
, 

2

𝑎2−1
,…, 

𝑎−1

𝑎2−1
}。  
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【定理 7】n 進位制中(n> 𝟐)，三位數
𝒏𝒒𝟏−𝒂𝒒𝟐

𝒂𝟐−𝟏
 
𝒏𝒒𝟐−𝒒𝟏

𝒂−𝟏
 
𝒂𝒏𝒒𝟏−𝒒𝟐

𝒂𝟐−𝟏
為𝒂倍的反向倍數。 

          𝒂 ∈{2,3,…,n-1}， 𝒒𝟏、𝒒𝟐 ∈{1,2,…, 𝒂 − 𝟏}。 

   證明：令存在三位數ABC為 n進位制𝑎倍的反向倍數，A∈{1,2,…,n-1}，B、C ∈{0,1,2,…,n-1}，

𝑎 ∈{2,3,…,n-1}。 

         ∵ ABC × 𝑎 = CBA，且不為迴文數。 

         ∴ A<C 

         又 C × 𝑎 = 𝑛𝑞1 + A     (𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}) 

            B × 𝑎 + 𝑞1 =  𝑛𝑞2 + B     (𝑞2 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1}) 

            A × 𝑎 + 𝑞2 = C 

         可得{

𝑎C = 𝑛𝑞1 + A………………… . (1)
𝑎B + 𝑞1 =  𝑛𝑞2 + B………… . (2)
𝑎A + 𝑞2 = C………………… . . (3)

 

         由(1)、(3)得 {
𝑛𝑞1 = 𝑎C − A…………(4)
𝑞2 = C − 𝑎A………… . . (5)

 

         ∵ 𝑛 > 2，𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}，𝑞2 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1} 

 ∴ (5)式÷ (4)式成立 

    
𝑞2

𝑛𝑞1
=

C−𝑎A

𝑎C−A
 

狀況 1. 

    若 𝑞2 = 0 ，則C − 𝑎A = 0 → A：C = 1：𝑎  

    設 A = k，C = 𝑎k，k ∈ ℕ 

    則將(1)、(2) 整理可得{
𝑎2k = 𝑛𝑞1 + k
𝑎B + 𝑞1 = B

→ 𝑎2k = 𝑛(B − 𝑎B) + k 

    B =
(𝑎2−1)k

𝑛(1−𝑎)
= −

k(𝑎+1)

𝑛
 

  ∵ B、k、n、𝑎 + 1 均為正整數 

  ∴ B 無解 

狀況 2. 

    若 𝑞2 ≠ 0，則𝑞2(𝑎C − A) = 𝑛𝑞1(C − 𝑎A) 

                       → A：C = (𝑛𝑞1 − 𝑎𝑞2)：(𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞2)……………(6) 

            但∵ 𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}，𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}，𝑞2 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1} 

              ∴ (𝑛𝑞1 − 𝑎𝑞2)、(𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞2) ∈ ℤ， 

              且 𝑎𝑛𝑞1 ≥ 2𝑛 = 𝑛 + 𝑛 > 𝑛 + 𝑞2 

                 𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞2 > 𝑛 
            假設A = (𝑛𝑞1 − 𝑎𝑞2)k，C = (𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞2)k，k ∈ 𝑄+ 

            代入(5)：k = 
1

𝑎2−1
，得 A = 

𝑛𝑞1−𝑎𝑞2

𝑎2−1
，C = 

𝑎𝑛𝑞1−𝑞2

𝑎2−1
 

            由(2)得B = 
𝑛𝑞2−𝑞1

𝑎−1
 

          所以三位數
𝑛𝑞1−𝑎𝑞2

𝑎2−1
 
𝑛𝑞2−𝑞1

𝑎−1
 
𝑎𝑛𝑞1−𝑞2

𝑎2−1
為𝑎倍的反向倍數 

 

    定理 6 與定理 7 的一般式有助於我們找出及判斷 n 進位制中(n> 𝟐)是否有二位數、三位

數的反向倍數。且發現在狀況 1 的討論會得到首尾的數字數值可能會有比例關係，藉此我們

更有信心去推導討論 n 進位制中，四位數反向倍數的一般式。 
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【四位數反向倍數的一般式】 

         假設存在四位數 ABCD 為 n 進位制𝑎倍的反向倍數，A∈ {1,2, … , n − 1}， 

         B、C、D ∈ {0,1,2, … , n − 1}，𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}。 

         ∵ ABCD × 𝑎 = DCBA，且不為迴文數。 

         ∴ A<D 

         又 D × 𝑎 = 𝑛𝑞1 + A         (𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}) 

            C × 𝑎 + 𝑞1 =  𝑛𝑞2 + B     (𝑞2 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1}) 

            B × 𝑎 + 𝑞2 =  𝑛𝑞3 + C     (𝑞3 ∈ {0,1,2,… , 𝑎 − 1}) 

            A × 𝑎 + 𝑞3 = D 

         可得 {

𝑎D=𝑛𝑞1+A…………………….(1)
𝑎C+𝑞1= 𝑛𝑞2+B……………..(2)

𝑎B+𝑞2= 𝑛𝑞3+C……………..(3)
𝑎A+𝑞3=D………………………(4)

 

         由(1)、(4)得 {
𝑛𝑞1 = 𝑎D − A…………(5)
𝑞3 = D − 𝑎A………… . . (6)

 

         ∵ 𝑛 > 2，𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}，𝑞3 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1} 

 ∴ (6)式÷ (5)式成立    
𝑞3

𝑛𝑞1
=

D−𝑎A

𝑎D−A
          

狀況 1. 

    若 𝑞3 = 0 ，則D − 𝑎A = 0 → A：D = 1：𝑎  

    設 A = k，D = 𝑎k，k ∈ ℕ 

則將(1)、(2)、(3)整理可得{
𝑎2k = 𝑛𝑞1 + k………………… . (8)
𝑎C + 𝑞1 =  𝑛𝑞2 + B…… . . …… . (9)
𝑎B + 𝑞2 = C……………… . . … (10)

 

由(8)、(9)、(10)可得(1 − 𝑎𝑛)B + (n − 𝑎)C = 
(𝑎2−1)𝑘

𝑛
 ………(11) 

       (B, C) = (0,
(𝑎2−1)𝑘

(n−𝑎)𝑛
) 與(B, C) = (

(𝑎2−1)𝑘

(1−n𝑎)𝑛
, 0) 為(11)式的兩組解 

        所以 �⃑� = (
(𝑎2−1)𝑘

(n𝑎−1)𝑛
,
(𝑎2−1)𝑘

(n−𝑎)𝑛
) = ((𝑛 − 𝑎), (𝑎𝑛 − 1)) 

        因此 {

𝐵 = 0 + (𝑛 − 𝑎)𝑡

𝐶 =
(𝑎2−1)𝑘
(n−𝑎)𝑛

+ (𝑎𝑛 − 1)𝑡
   ，𝑡為實數 

        從狀況 1.得證 n 進位制中(n> 𝟐)，若 𝒒𝟑 = 𝟎， 

四位數𝐤 (𝒏 − 𝒂)𝒕 
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕 𝒂𝒌為𝒂倍的反向倍數。 

𝒂 ∈ {𝟐, 𝟑, … , 𝐧 − 𝟏}，𝒌 ∈ {𝟏, 𝟐, … , 𝐧 − 𝟏}，𝒕為實數。 

狀況 2. 

    若 𝑞3 ≠ 0，則𝑞3(𝑎D − A) = 𝑛𝑞1(D − 𝑎A) 

                       → A：D = (𝑛𝑞1 − 𝑎𝑞3)：(𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞3)……………(7) 

            但∵ 𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}，𝑞1 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}，𝑞3 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1} 

             又 (𝑛𝑞1 − 𝑎𝑞3)、(𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞3) ∈ ℤ， 

                 𝑎𝑛𝑞1 ≥ 2𝑛 = 𝑛 + 𝑛 > 𝑛 + 𝑞3 
                 𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞3 > 𝑛 
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            假設A = (𝑛𝑞1 − 𝑎𝑞3)k，D = (𝑎𝑛𝑞1 − 𝑞3)k，k ≠ 0 

            代入(6)：k = 
1

𝑎2−1
，得 A = 

𝑛𝑞1−𝑎𝑞3

𝑎2−1
，D = 

𝑎𝑛𝑞1−𝑞3

𝑎2−1
 

            由(2)、(3)得 B = 
𝑎𝑛𝑞3+(𝑛−𝑎)𝑞2−𝑞1

𝑎2−1
，C = 

𝑛𝑞3+(𝑎𝑛−1)𝑞2−𝑎𝑞1

𝑎2−1
 

 

從狀況 2.得證 n 進位制中(n> 2)，若 𝑞3 ≠ 0， 

四位數
𝑛𝑞1−𝑎𝑞3

𝑎2−1
 
𝑎𝑛𝑞3+(𝑛−𝑎)𝑞2−𝑞1

𝑎2−1
 
𝑛𝑞3+(𝑎𝑛−1)𝑞2−𝑎𝑞1

𝑎2−1
 
𝑎𝑛𝑞1−𝑞3

𝑎2−1
 為𝒂倍的反向倍數。 

𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}，𝑞1、𝑞2、𝑞3 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1} 

    從四位數反向倍數的一般式討論中，狀況 1 可以驗證定理 8。 

 

【定理 8】n 進位制中(n> 𝟐)，四位數𝐤 (𝒏 − 𝒂)𝒕 
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕 𝒂𝒌為𝒂倍的反向倍數。 

          𝒂 ∈ {𝟐, 𝟑, … , 𝐧 − 𝟏}，𝒌 ∈ {𝟏, 𝟐, … , 𝐧 − 𝟏}，𝒕為實數。 

 

    我們將定理 8 的結果來重新檢查尋找 3 進位制~22 進位制的反向倍數，發現確實都滿足(※)
四位數反向倍數，且 8 進位制10158為58倍的反向倍數、15 進位制1021115為1115倍的反向倍

數，也都能透過定理 8 在逐一探討中找出。 

 

（三）n 進位制中(n> 2)，四位數的反向倍數判別法 

    在定理 8 已可知道 n 進位制中(n> 2)，四位數𝐤 (𝒏 − 𝒂)𝒕 
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕 𝒂𝒌為𝒂倍

的反向倍數。𝑎 ∈{2,3,…,n-1}，𝑘 ∈{1,…,n-1}，𝑡為實數。將其關係式寫成直式計算來觀察： 

 

                  𝐤       (𝒏 − 𝒂)𝒕      
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕    𝒂𝒌 

                ×                                            𝒂   

                 𝒂𝐤  
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕      (𝒏 − 𝒂)𝒕         𝒌 

    可得到四位數的反向倍數其中一種判別法： 

    在 n 進位制中(n> 𝟐)，ABCD 為𝒂倍的四位數反向倍數，𝒂 ∈{2,3,…,n-1}，若𝐀 × 𝒂 = 𝑫，

則必滿足下面條件： 

    (1) 𝐀：𝐃 = 𝐤：𝐤𝒂 = 𝟏：𝒂，𝒌 ∈{1,2…,n-1} 

    (2) 𝒂𝟐𝐤 ≡ 𝐤  ( mod 𝐧 ) 

    (3) {

𝑩 = (𝒏 − 𝒂)𝒕

𝑪 =
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌
(𝐧−𝒂)𝒏

+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕
   ，𝒕為實數，且聯立方程式有解。 

 

（四）n 進位制中(n> 𝟐)，四位數(首位為 1、末位為𝒂)為𝒂倍的反向倍數型式 

    從定理 8 得知，n 進位制中(n> 𝟐)，四位數𝐤 (𝒏 − 𝒂)𝒕 
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕 𝒂𝒌為𝒂倍的

反向倍數。𝒂 ∈{2,3,…,n-1}，𝒌 ∈{1,2,…,n-1}，𝒕為實數。而在 8 進位制中，10158與10678都滿

足定理 8。接著我們開始思考 n 進位制中，四位數(首位為 1、末位為𝑎)為𝑎倍的反向倍數，除

了找到 10CD 型式外，是否存在有 11CD、12CD、13CD 等型式。 



18 
 

    依據定理 8，n 進位制中，假設 11CD 為𝑎倍的反向倍數，則其一般式為 1 1 
(𝒂𝟐−𝟏)+𝒏(𝒂𝒏−𝟏)

(𝐧−𝒂)𝒏
 

𝒂。其中
(𝒂𝟐−𝟏)+𝒏(𝒂𝒏−𝟏)

(𝐧−𝒂)𝒏
 為整數。 

                                      𝑎𝑛                 
                            𝑛2 − 𝑎𝑛 ) 𝑎𝑛2 −     𝑛 + (𝑎2 − 1) 

  𝑎𝑛2 − 𝑎2𝑛           
                                      (𝑎2 − 1)𝑛 + (𝑎2 − 1) 
    運用多項式直式除法，可知𝑎2 − 1 = 0，所以𝑎 = 1，滿足 11CD 型式的𝑎倍的反向倍數為

1111(迴文數)。 

    同理，假設 12CD 為𝑎倍的反向倍數，則其一般式為 1 2 
(𝒂𝟐−𝟏)+𝟐𝒏(𝒂𝒏−𝟏)

(𝐧−𝒂)𝒏
 𝒂。其中

(𝒂𝟐−𝟏)+𝟐𝒏(𝒂𝒏−𝟏)

(𝐧−𝒂)𝒏
 為整數。 

                                     2𝑎𝑛                   
                            𝑛2 − 𝑎𝑛 ) 2𝑎𝑛2 −     2𝑛 + (𝑎2 − 1) 

  2𝑎𝑛2 − 2𝑎2𝑛           
                                       2(𝑎2 − 1)𝑛 + (𝑎2 − 1) 

    運用多項式直式除法，可知𝑎2 − 1 = 0，所以𝑎 = 1，滿足 12CD 型式的𝑎倍的反向倍數為

1221(迴文數)。 

    同理可證，n 進位制中，四位數(首位為 1)為𝑎倍的反向倍數，若其為 1BCD 的型式，B> 0，

則必為 1BB1 的迴文數。但在本文的反向倍數不將迴文數納入討論，也就是𝑎 ≥ 2，因此我們

得到推論 5。 

【推論 5】n 進位制中(n> 𝟐)，四位數(首位為 1、末位為𝒂)為𝒂倍的反向倍數， 

         必為 10 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 𝒂 的型式。𝒂 ∈{2,3,…,n-1} 

 

（五）n 進位制中(n> 2)，四位數(首位為 1、末位為𝒂)為𝒂倍的反向倍數，偶數位基本型反向

倍數的型式  

      在討論 3 至 22 進位制的反向倍數中，發現 8 進位制有10158、1025158、102525158、

102525…2525158的反向數的基本型反向倍數。15 進位制有1021115、1031121115、

1031131121115、10311311…31131121115的反向數的基本型反向倍數。並由推論 5 得

知，四位數(首位為 1、末位為𝑎)為𝑎倍的反向倍數，必為 10AB 的型式。進而大膽推測 n 進

位制必有 10A B、10A+1 B A B、10A+1 B A+1 B A B、10A+1 B A+1 B …A+1 B A+1 B A 
B 的反向數的基本型反向倍數。在論證過程中，我們得證定理 9。 

 
【定理 9】n 進位制中(n>2)，若 10A B 的反向數為四位數反向倍數，則 10A B、10A+1 B A B、

10A+1 B A+1 B A B、10A+1 B A+1 B …A+1 B A+1 B A B 的反向數為基本型反向倍數。 

  證明：假設 n 進位制中(n> 2)，10A B 的反向數為四位數反向倍數。 

        由推論 5 可知，10A B 可表示為 10 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 𝒂，𝒂 ∈{2,3,…,n-1}。 

                        1   0   
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
  𝒂 

                      ×                𝒂 
                                            

                        𝒂 𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
  0     1 
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        則從直式算式可知： 

        

{
 
 

 
 𝑎2 = 𝑛𝑞1 + 1………… . . (1)

𝑎 ×
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝑞1 = 𝑛𝑞2…………(2)

𝑞2 =
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
………………… . (3)

  (𝑞1、𝑞2 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1}) 

        由(1)可得𝑞1 = 
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
 

        表示在 n 進位制中，𝑎2 ≡ 1  ( mod n )，進位𝑞1 = 
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
。 

                      𝑎 ×
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝑞1 ≡ 0  ( mod n )，進位𝑞2 =

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
。 

        假設 10A+1 B A+1 B …A+1 B A+1 B A B 為 m 位數，m> 4，且 m 為偶數。 

         則 10A+1 B A+1 B …A+1 B A+1 B A B×B 可表示為以下直式： 

進位 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
   

𝒂𝟐−𝟏

𝒏
   

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
   

𝒂𝟐−𝟏

𝒏
  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
        

𝒂𝟐−𝟏

𝒏
   

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
   

𝒂𝟐−𝟏

𝒏
  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
  

𝒂𝟐−𝟏

𝒏
   

 
 
   1   0  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  𝒂……  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
  𝒂 

                                                                             𝒂                     
 ×                                                                              

  𝒂 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏 ……  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  𝒂  

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏  0   1 

    ∵ 第 1 位數 𝑎 × 𝑎 = n × 
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
 +1 

    ∴ 進
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
到第 2 位數，第 1 位數為 1 

    ∵ 第 2 位數 𝑎 × 𝑎 +
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 = n ×

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 

    ∴ 進
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
到第 3 位數，第 2 位數為 0 

    ∵ 第 3 位數𝑎 × 𝑎 + 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 = n × 

𝒂𝟐−𝟏

𝑛
 +1+ 

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 

    ∴ 進
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
到第 4 位數，第 3 位數為

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 +1 

    ∵ 第 4 位數 (
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 +1) × 𝑎 +

𝒂𝟐−𝟏

𝑛
 = n ×

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 + 𝑎 

∴ 進
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
到第 5 位數，第 4 位數為𝑎 

依此計算到第(m-5)位數，進
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
到第(m-4)位數，第(m-5)位數為

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 +1。 

          第(m-4)位數，進
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
到第(m-3)位數，第(m-4)位數為𝑎。 

          第(m-3)位數，進
𝒂𝟐−𝟏

𝑛
到第(m-2)位數，第(m-3)位數為

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 +1。 

          第(m-2)位數，進
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
到第(m-1)位數，第(m-2)位數為𝑎。 

          第(m-1)位數為 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
。 

          第 m 位數為 𝑎。 
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因此，n 進位制中(n>2)，若 10A B 的反向數為四位數反向倍數，則 10A B、10A+1 B A B、

10A+1 B A+1 B A B、10A+1 B A+1 B …A+1 B A+1 B A B 的反向數為基本型反向倍數。 
 

檢驗定理 3，當其為偶數位時，亦滿足定理 9。表示四位數 10 n − 2 n − 1為n − 1倍的

反向倍數，其首 2 位數字與末 2 位數字之間加入n − 1 n − 1兩個數字數對，亦為一種偶數位

基本型反向倍數。 

而定理 3 也含奇數位基本型反向倍數，我們將定理 9 四位數 10A B，10 與 A B 之間加入

的 A+1 B 兩個數字的值相等來觀察。 

                 𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
+ 𝟏 = 𝒂 

(𝒏 + 𝟏)𝒂𝟐 − (𝒏𝟐 + 𝒏)𝒂 + (𝒏𝟐 − 𝟏) = 𝟎 
[(𝒏 + 𝟏)𝒂 − (𝒏 + 𝟏)][𝒂 − (𝒏 − 𝟏)] = 𝟎 

𝒂 = 𝒏 − 𝟏 或 𝟏 (不合，𝒂 > 𝟏) 

當𝒂 = 𝒏 − 𝟏時，A= 𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
= 𝒏 − 𝟐，B=𝒂 = 𝒏 − 𝟏。 

便能驗證定理 3中，10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為偶數位數字時，為反向倍數的基本

型。為奇數位數字時，亦為反向倍數的基本型。 

 

（六）討論 n 進位制中(n> 𝟐)，四位數 10 C 𝒂 為𝒂倍的反向倍數的一般解。 

    接著我們試著以四位數 10 C 𝒂為𝑎倍的反向倍數形式去推導滿足 n 進位制中，101𝒂、102𝒂、

103𝒂等為𝑎倍的反向倍數，其 n 與𝒂的值。在推導過程中使用了二元二次方程式去求解，並將

其整數解情形整理如下： 

    1. 滿足 n 進位制中，101𝒂反向倍數的解。 

      (𝑛，𝑎) = (3，2)、(8，5)、(21，13)、(55，34)、…… 

      整數解滿足(𝑛，𝑎) →  (2𝑛 + 𝑎，𝑛 + 𝑎)的規律 

    2. 滿足 n 進位制中，102𝒂反向倍數的解。 

      (𝑛，𝑎) = (4，3)、(15，11)、(56，41)、(209，153)、…… 

      整數解滿足(𝑛，𝑎) →  (3𝑛 + 𝑎，2𝑛 + 𝑎)的規律 

    3. 滿足 n 進位制中，103𝒂反向倍數的解。 

      (𝑛，𝑎) = (5，4)、(24，19)、(115，91)、(551，436)、…… 

      整數解滿足(𝑛，𝑎) →  (4𝑛 + 𝑎，3𝑛 + 𝑎)的規律 

   從上面的整數解規律中，我們可以大膽的試著去論證定理 10 的合理性。 

【定理 10】若數列{(𝑨𝒎，𝑩𝒎)𝒎≥𝟎}滿足：  

 𝑨𝟎 = 𝟏，𝑩𝟎 = 𝟏，𝑨𝒎+𝟏 = (𝑪 + 𝟏)𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝑩𝒎+𝟏 =  𝑪 × 𝑨𝒎 + 𝑩𝒎， 𝐂 ∈{1,2,…,n-1}。 

 (𝑨𝒎，𝑩𝒎) → (𝑨𝒎+𝟏，𝑩𝒎+𝟏) =  ((𝑪 + 𝟏)𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝑪 × 𝑨𝒎 + 𝑩𝒎)。 

 則 n 進位制中(n> 𝟐)，四位數 10 C 𝒂為𝒂倍的反向倍數的整數解 (𝒏，𝒂) = (𝑨𝒎，𝑩𝒎)𝒎≥𝟏。 

    證明：從推論 5 得知，n 進位制中(n> 2)，首位為 1 的四位數的反向倍數， 

          必為 10 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 𝒂 反向數型式。𝑎 ∈{2,…,n-1}，

𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
∈{1,2,…,n-1}。 

         令 
𝑎2−1

(n−𝑎)𝑛
 = C ，C ∈{1,2,…,n-1} 

           C𝑛2 − 𝐶𝑎𝑛 − 𝑎2 = −1  ………(1) 

         將(𝑛，𝑎) →  ((𝐶 + 1)𝑛 + 𝑎，𝐶𝑛 + 𝑎)取代(1)式中左式的 n 、𝑎 
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左式 = C((𝐶 + 1)𝑛 + 𝑎)
2
− 𝐶(𝐶𝑛 + 𝑎)((𝐶 + 1)𝑛 + 𝑎) − (𝐶𝑛 + 𝑎)2 

              =  C𝑛2 − 𝐶𝑎𝑛 − 𝑎2 

         因此((𝐶 + 1)𝑛 + 𝑎，𝐶𝑛 + 𝑎)亦滿足(1)式。 

         故若數列{(𝑨𝒎，𝑩𝒎)𝒎≥𝟎}滿足： 

   𝑨𝟎 = 𝟏，𝑩𝟎 = 𝟏，𝑨𝒎+𝟏 = (𝑪 + 𝟏)𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝑩𝒎+𝟏 =  𝑪 × 𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝐂 ∈{1,2,…,n-1}。  

   (𝑨𝒎，𝑩𝒎) → (𝑨𝒎+𝟏，𝑩𝒎+𝟏) =  ((𝑪 + 𝟏)𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝑪 × 𝑨𝒎 + 𝑩𝒎)。 

  則 n 進位制中(n> 𝟐)，四位數 10 C 𝒂為𝒂倍的反向倍數的整數解(𝒏，𝒂) = (𝑨𝒎，𝑩𝒎)𝒎≥𝟏。 

（七）探討二位數反向倍數推廣之基本型 

    從定理 6 知，n 進位制中(n> 2)，二位數(n − 𝑎)k (𝑎𝑛 − 1)k為𝑎倍的反向倍數。而我們在

先前的 3~12 進位制反向倍數探討中，發現135、1435、14435、144…4435的反向數是 5 進位

制反向倍數的基本型。157、1657、16657、166…6657的反向數是 7 進位制反向倍數的基本

型。258、2758、27758、277…7758的反向數是 8 進位制反向倍數的基本型。179、1879、18879、

188…8879的反向數是 9 進位制反向倍數的基本型。3711、3 10 711、3 10 10 711、

3 10 10…10 10 711的反向數是 11 進位制反向倍數的基本型。1411、15411、155411、155…5411
的反向數是 11 進位制反向倍數的基本型。2811、210811、210 10811、210 10…10 10811的

反向數是 11 進位制反向倍數的基本型。1911、1 10 911、1 10 10 911、1 10 10…10 10 911的

反向數是 11 進位制反向倍數的基本型。因此我們大膽猜測二位數反向倍數推廣的一種基本型

為在二位數中間插入若干個(首位數加末位數)數字，即為下列定理 11。另外，在二位數反向

倍數的觀察，發現135、157、179、1911、…等的反向數均為反向倍數，因而我們大膽猜測並

驗證若 n 進位制中，若 n 為大於 3 的奇數，則必有 1 n-2 的反向倍數基本型，即為下列定理

12。 

【定理 11】(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤、(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤、 

(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 …… (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤的反向數是 n 進位

制反向倍數的基本型(n> 𝟐)。𝒂 ∈{2,3,…,n-1}，𝒌 ∈{
𝟏

𝒂𝟐−𝟏
, 

𝟐

𝒂𝟐−𝟏
,…, 

𝒂−𝟏

𝒂𝟐−𝟏
}。 

    證明：1. 從定理 6 知，n 進位制中(n> 2)，二位數(n − 𝑎)k (𝑎𝑛 − 1)k為𝑎倍的反向倍數。

𝑎 ∈{2,3,…,n-1}，𝑘 ∈{
1

𝑎2−1
, 

2

𝑎2−1
,…, 

𝑎−1

𝑎2−1
} 

           得知 {

(𝑎𝑛 − 1)k × 𝑎 = 𝑞𝑛 + (n − 𝑎)k…… . . (1)
(n − 𝑎)k × 𝑎 + 𝑞 = (𝑎𝑛 − 1)k……… . (2)

𝑞 = (𝑎2 − 1)k………………………… . . (3)

 

         2. 假設二位數(n − 𝑎)k (𝑎𝑛 − 1)k為𝑎倍的反向倍數。𝑘 ∈{
1

𝑎2−1
, 

2

𝑎2−1
,…, 

𝑎−1

𝑎2−1
} 

          m 位數(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 …… (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 

            將此 m 位數乘以𝑎倍，直式如下。 

    進位 (𝑎2 − 1)k       (𝑎2 − 1)k                 (𝑎2 − 1)k       (𝑎2 − 1)k 

          (𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 …… (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 

                                                                   𝒂 
     ×                                                                           

         (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 …… (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 

    ∵ 第 1 位數 (𝑎𝑛 − 1)k × 𝑎 = 𝑞𝑛 + (n − 𝑎)k，𝑞 = (𝑎2 − 1)k  (由(1)、(3)) 

    ∴ 進(𝑎2 − 1)k到第 2 位數，第 1 位數為(n − 𝑎)k 
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    ∵ 第 2 位數 [(n − 𝑎)k + (𝑎𝑛 − 1)k] × 𝑎 + (𝑎2 − 1)k  

              = (𝑎2 − 1)k × 𝑛 + (n − 𝑎)k + (𝑎𝑛 − 1)k (由(1)、(2)、(3)) 

    ∴ 進(𝑎2 − 1)k到第 3 位數，第 2 位數為(n − 𝑎)k + (𝑎𝑛 − 1)k 

依此計算到第(m-1)位數，進(𝑎2 − 1)k到第 m 位數，第(m-1)位數為(n − 𝑎)k + (𝑎𝑛 − 1)k。           

    ∵ 第 m 位數(n − 𝑎)k × 𝑎 + (𝑎2 − 1)k = (𝑎𝑛 − 1)k (由(2)、(3)) 

    ∴ 第 m 位數為(𝑎𝑛 − 1)k 

因此，(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤、(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤、 

(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 …… (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤的反向數是 n 進位

制反向倍數的基本型(n> 𝟐)。𝒂 ∈{2,…,n-1}，𝒌 ∈{
𝟏

𝒂𝟐−𝟏
, 

𝟐

𝒂𝟐−𝟏
,…, 

𝒂−𝟏

𝒂𝟐−𝟏
}。。 

【定理 12】n 進位制中，若 n> 𝟑且 n 為奇數，則二位數 1 n-2 為 
𝒏−𝟏

𝟐
倍的反向倍數。 

    證明： 令n = 2x + 1 ，𝑥 ∈ ℕ 且 𝑥 > 2 

           計算 1 n-2 ×
𝒏−𝟏

𝟐
 = 1 2x-1 × x 

    ∵ 第 1 位數 (2x − 1) × 𝑥 = 2𝑥2 − 𝑥 = 2𝑥2 − 𝑥 − 1 + 1 

                           = (x − 1)(2𝑥 + 1) + 1， 

       又n = 2x + 1 

    ∴ 進(x − 1)到第 2 位數，第 1 位數為1 

    ∵ 第 2 位數 1 × x + (x − 1) = 2x − 1  

    ∴ 第 2 位數為 2x − 1 

    因此 n 進位制中，若 n> 𝟑且 n 為奇數，則二位數 1 n-2 為 
𝒏−𝟏

𝟐
倍的反向倍數。 

四、從四位數 10 C 𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏的進位值數列觀察 

    我們試著將目前推論撰寫找出 n 進位制反向倍數的電腦程式演算法，以下為大致流程： 

    ○1  輸入(n，m)。n 進位制(n>2)，搜尋 m 位數反向倍數(m≥2)。 

    ○2  m=2 或 3，運用定理 6、定理 7，計算及輸出二位數、三位數𝒂倍的反向倍數與𝒂值。 

    ○3  m≥4 時，使用文獻中探討首位與末位數字的關係與推論 1，篩選出滿足 

       A…B × 𝒂 =B…A。A<B，𝒂 ∈{2,3,…, 𝒏 − 𝟏}。得到 A、B、𝒂、𝒒𝟏、𝒒𝒎−𝟏。 

    ○4  計算篩選出滿足 AX…YB 為𝒂倍的反向倍數。得到 X、Y。 

𝐗 =
𝒏𝒂𝒒𝒎−𝟏−𝒂𝒒𝒎−𝟐+𝒏𝒒𝟐−𝒒𝟏

𝒂𝟐−𝟏
∈{0,1,2,…, 𝒏 − 𝟏}，𝐘 =

𝒏𝒒𝒎−𝟏−𝒒𝒎−𝟐+𝒏𝒂𝒒𝟐−𝒂𝒒𝟏

𝒂𝟐−𝟏
∈ {𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 − 𝟏}， 

𝒒𝟐、𝒒𝒎−𝟐 ∈{0,1,2,…, 𝒂 − 𝟏} 

    ○5  在首兩位 AX 與末兩位 YB 中間插入 m-4 位數字。 

    ○6  計算○5 之數字× 𝒂 ，與其反向數進行比對。 

    ○7  輸出滿足○6 比對一致之四位數以上數字( 𝒂倍的反向倍數)與𝒂值。 

    藉由電腦程式的協助，觀察到仍有不少反向倍數的樣態尚未探討到，但在前面使用代數

法的經驗中，發現在計算中的進位值是有規律的。進而我們將各進位制反向倍數其進位值數

列表列。驚訝的發現進位值數列大多為迴文數且也出現如反向倍數的基本型或組合型模式，

這讓我們思索著是否也能利用進位值的數列規律，進而推導出 n 進位制的反向倍數。 

    在與老師的討論中，首先發現定理 10 中的 10 C 𝒂   𝒏與其進位值數列具有函數關係，以下

為論證過程。 

    1. 101𝒂   𝒏的𝒂   𝒏倍為反向倍數與其進位值數列關係 

      運用定理 10. (𝑛，𝑎) →  (2𝑛 + 𝑎，𝑛 + 𝑎) 推導出下表 

(𝑛，𝑎) 101𝒂   𝒏 ×   𝒂   𝒏   → 進位值數列 進位值數列反向倍數 

(1，1)    
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(3，2) 101𝟐  𝟑 ×   𝟐 𝟐  𝟑     → 011   11 × 1     ，2 進位制 

(8，5) 101𝟓  𝟖 ×   𝟐 𝟓  𝟖     → 013   13 × 2     ，5 進位制 

(21，13) 101𝟏𝟑   𝟐𝟏 ×   13   𝟐𝟏   → 018   18 × 5     ，13 進位制 

(55，34) 101𝟑𝟒   𝟓𝟓 ×   34   𝟓𝟓   → 0121 121 × 13     ，34 進位制 

(144，89) 101𝟖𝟗   𝟏𝟒𝟒 ×   89   𝟏𝟒𝟒  𝒂   𝒏 0155 155 × 34     ，89 進位制 

… … … … 

    從表中可以觀察到(𝑛，𝑎)的變化與進位值數列及其反向倍數的進位制有顯然的關

係，我們將其關係用以下兩個函數關係來表示： 

(1) 若 101𝒂   𝒏 的𝒂   𝒏倍為反向倍數，則 1𝐧   𝒏+𝒂的𝒂   𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 

    f： 101𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  1 𝐧   𝒏+𝒂 × 𝒂   𝒏+𝒂 

        證明：令 101𝑎   𝑛 × 𝑎   𝑛 = 𝑎101  𝑛 

              則{
𝑎2 = 𝑛𝑞 + 1
𝑎 + 𝑞 = 𝑛

  ⟹ 𝑎𝑛 = 𝑛2 − 𝑎2 + 1 

              計算 1n   𝑛+𝑎 × 𝑎   𝑛+𝑎 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 n × 𝑎 = 𝑛2 − 𝑎2 + 1 = (𝑛 − 𝑎)(𝑛 + 𝑎) + 1 

             ∴ 進(𝑛 − 𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為1 

             ∵ 第 2 位數 1 × 𝑎 + (𝑛 − 𝑎) = n 

             ∴ 第 2 位數為 n 

           因此若 101𝑎   𝑛 的𝑎   𝑛倍為反向倍數，則 1n   𝑛+𝑎的𝑎   𝑛+𝑎倍亦為反向倍數。 

(2) 若 1𝒙   𝒙+𝒚的𝒚  𝒙+𝒚倍為反向倍數，則 101𝒙 + 𝒚   𝟐𝒙+𝒚 的𝒙 + 𝒚   𝟐𝒙+𝒚倍亦為反向倍數。 

    g： 1𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  101𝒙 + 𝒚   𝟐𝒙+𝒚 × 𝒙 + 𝒚   𝟐𝒙+𝒚 

        證明：令 1𝑥   𝑥+𝑦 × 𝑦   𝑥+𝑦 =  𝑥1  𝑥+𝑦 

              則{
𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑦)𝑞 + 1

𝑦 + 𝑞 = 𝑥
  ⟹ 𝑦2 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1 

              計算 101𝑥 + 𝑦   2𝑥+𝑦 × 𝑥 + 𝑦   2𝑥+𝑦 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 (x + y) × (x + y) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 +(𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1) 

                                         = 𝑥(2𝑥 + 𝑦) + 1 
             ∴ 進𝑥到第 2 位數，第 1 位數為1 

             ∵ 第 2 位數 1 × (𝑥 + 𝑦) + 𝑥 = (2𝑥 + 𝑦) 

             ∴ 進 1 到第 3 位數，第 2 位數為 0 

             ∵ 第 3 位數 0 + 1 = 1 

             ∴ 沒有進位值到第 4 位數，第 3 位數為 1，第 4 位數為(𝑥 + 𝑦) 

             因此若 1𝑥   𝑥+𝑦的𝑦   𝑥+𝑦倍為反向倍數，則 101𝑥 + 𝑦   2𝑥+𝑦 的𝑥 + 𝑦   2𝑥+𝑦倍亦為反

向倍數。 

     (3)    f： 101𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  1 𝐧   𝒏+𝒂 × 𝒂   𝒏+𝒂 

      g： 1𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  101𝒙 + 𝒚   𝟐𝒙+𝒚 × 𝒙 + 𝒚   𝟐𝒙+𝒚 

        g o f： 101𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  → 101𝒏 + 𝒂   𝟐𝒏+𝒂 × 𝒏 + 𝒂   𝟐𝒏+𝒂 

        g o f 符合定理 10。 

    2. 102𝒂   𝒏的𝒂   𝒏倍為反向倍數與其進位值數列關係 

      運用定理 10. (𝑛，𝑎) →  (3𝑛 + 𝑎，2𝑛 + 𝑎) 推導出下表 

(𝑛，𝑎) 102𝒂   𝒏 ×   𝒂   𝒏   → 進位值數列 進位值數列反向倍數 

(1，1)    

(4，3) 102𝟑  𝟒 ×   𝟐 𝟑  𝟒     → 022   22 × 1     ，3 進位制 
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(15，11) 102𝟏𝟏   𝟏𝟓 ×   11   𝟏𝟓   → 028   28 × 3     ，11 進位制 

(56，41) 102𝟒𝟏   𝟓𝟔 ×   41   𝟓𝟔   → 0230  230 × 11 ，41 進位制 

(209，153) 102𝟏𝟓𝟑   𝟐𝟎𝟗 ×   153   𝟐𝟎𝟗 → 02112 2112 × 41    ，153 進位制 

… … … … 

    從表中可以觀察到(𝑛，𝑎)的變化與進位值數列及其反向倍數的進位制有顯然的關

係，我們將其關係用以下兩個函數關係來表示： 

(1) 若 102𝒂   𝒏 的𝒂   𝒏倍為反向倍數，則 2𝟐𝐧   𝟐𝒏+𝒂的𝒂   𝟐𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 

    f： 102𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  2 𝟐𝐧   𝟐𝒏+𝒂 × 𝒂   𝟐𝒏+𝒂 

        證明：令 102𝑎   𝑛 × 𝑎   𝑛 = 𝑎201  𝑛 

              則{
𝑎2 = 𝑛𝑞 + 1
2𝑎 + 𝑞 = 2𝑛

  ⟹ 2𝑎𝑛 = 2𝑛2 − 𝑎2 + 1 

              計算 22n   2𝑛+𝑎 × 𝑎   2𝑛+𝑎 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 2n × 𝑎 = 2𝑛2 − 𝑎2 + 1 = 2𝑛2 − 𝑎2 − (−2𝑛2 + 2𝑎𝑛 + 𝑎2) + 2 

                                 = 4𝑛2 − 2𝑎𝑛 − 2𝑎2 + 2 = (2𝑛 − 2𝑎)(2𝑛 + 𝑎) + 2 
             ∴ 進(2𝑛 − 2𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為2 

             ∵ 第 2 位數 2 × 𝑎 + (2𝑛 − 2𝑎) = 2n 

             ∴ 第 2 位數為 2n 

           因此若 102𝑎   𝑛 的𝑎   𝑛倍為反向倍數，則 22n   2𝑛+𝑎的𝑎   2𝑛+𝑎倍亦為反向倍數。 

        我們發現若將 22n   2𝑛+𝑎 ÷ 2𝑛+𝑎 = 1n   2𝑛+𝑎 ，其𝑎   2𝑛+𝑎倍也是反向倍數。 

        計算 1n   2𝑛+𝑎 × 𝑎   2𝑛+𝑎 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 n × 𝑎 = 𝑛2 −
1

2
𝑎2 +

1

2
 

= 𝑛2 −
1

2
𝑎2 − (−𝑛2 + 𝑎𝑛 +

1

2
𝑎2) + 1 

                     = 2𝑛2 − 𝑎𝑛 − 𝑎2 + 1 = (𝑛 − 𝑎)(2𝑛 + 𝑎) + 1 
             ∴ 進(𝑛 − 𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為1 

             ∵ 第 2 位數 1 × 𝑎 + (𝑛 − 𝑎) = n 

             ∴ 第 2 位數為 n 

         以上的驗證便能說明在 11 進位制的二位數反向倍數中，2811、1411為311倍的反向

倍數的觀察。如此對於 n 進位制二位數反向倍數的瞭解，又更進了一大步。 

 

(2) 若 2𝒙   𝒙+𝒚的𝒚  𝒙+𝒚倍為反向倍數，則 102𝒙 + 𝒚   𝟑
𝟐
𝒙+𝒚

 的𝒙 + 𝒚   𝟑
𝟐
𝒙+𝒚

倍亦為反向倍數。 

    g： 2𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  102𝒙 + 𝒚   𝟑
𝟐
𝒙+𝒚

 × 𝒙 + 𝒚   𝟑
𝟐
𝒙+𝒚

 

        證明：令 2𝑥   𝑥+𝑦 × 𝑦   𝑥+𝑦 =  𝑥2  𝑥+𝑦 

              則{
𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑦)𝑞 + 2

2𝑦 + 𝑞 = 𝑥
  ⟹ 𝑦2 =

1

2
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1 

              計算 102𝑥 + 𝑦   3
2
𝑥+𝑦

 × 𝑥 + 𝑦   3
2
𝑥+𝑦

 ，直式如右。 

           ∵ 第 1 位數 (x + y) × (x + y) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 +(
1

2
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1) 

                                        = 𝑥 (
3

2
𝑥 + 𝑦) + 1 

           ∴ 進𝑥到第 2 位數，第 1 位數為1 

           ∵ 第 2 位數 2 × (𝑥 + 𝑦) + 𝑥 = 2 (
3

2
𝑥 + 𝑦) 

           ∴ 進 2 到第 3 位數，第 2 位數為 0 
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           ∵ 第 3 位數 0 + 2 = 2 

           ∴ 沒有進位值到第 4 位數，第 3 位數為 2，第 4 位數為(𝑥 + 𝑦) 

   因此若 2𝑥   𝑥+𝑦的𝑦   𝑥+𝑦倍為反向倍數，則 102𝑥 + 𝑦   3
2
𝑥+𝑦

 的𝑥 + 𝑦   3
2
𝑥+𝑦

倍亦為反向倍

數。 

     (3)    f： 102𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  2 𝟐𝐧   𝟐𝒏+𝒂 × 𝒂   𝟐𝒏+𝒂 

      g： 2𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  102𝒙 + 𝒚   𝟑
𝟐
𝒙+𝒚

 × 𝒙 + 𝒚   𝟑
𝟐
𝒙+𝒚

 

        g o f： 102𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  → 102𝟐𝒏 + 𝒂   𝟑𝒏+𝒂 × 𝟐𝒏 + 𝒂   𝟑𝒏+𝒂 

        g o f 符合定理 10。 

 

    3. 103𝒂   𝒏的𝒂   𝒏倍為反向倍數與其進位值數列關係 

      運用定理 10. (𝑛，𝑎) →  (4𝑛 + 𝑎，3𝑛 + 𝑎) 推導出下表 

(𝑛，𝑎) 103𝒂   𝒏 ×   𝒂   𝒏   → 進位值數列 進位值數列反向倍數 

(1，1)    

(5，4) 103𝟒  𝟓 ×   𝟐 𝟒  𝟓     → 033   33 × 1     ，4 進位制 

(24，19) 103𝟏𝟗   𝟐𝟒 ×   19   𝟐𝟒   → 0315  315 × 4     ，19 進位制 

(115，91) 103𝟗𝟏   𝟏𝟏𝟓 ×   91   𝟏𝟏𝟓  → 0372  372 × 19 ，91 進位制 

(511，436) 103𝟒𝟑𝟔   𝟓𝟏𝟏 ×   436   𝟓𝟏𝟏 → 03345 3345 × 91    ，436 進位制 

… … … … 

    從表中可以觀察到(𝑛，𝑎)的變化與進位值數列及其反向倍數的進位制有顯然的關

係，我們將其關係用以下兩個函數關係來表示： 

(1) 若 103𝒂   𝒏 的𝒂   𝒏倍為反向倍數，則 3𝟑𝐧   𝟑𝒏+𝒂的𝒂   𝟑𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 

    f： 103𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  3 𝟑𝐧   𝟑𝒏+𝒂 × 𝒂   𝟑𝒏+𝒂 

        證明：令 103𝑎   𝑛 × 𝑎   𝑛 = 𝑎301  𝑛 

              則{
𝑎2 = 𝑛𝑞 + 1
3𝑎 + 𝑞 = 3𝑛

  ⟹ 3𝑎𝑛 = 3𝑛2 − 𝑎2 + 1 

              計算 33n   3𝑛+𝑎 × 𝑎   3𝑛+𝑎 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 3n × 𝑎 = 3𝑛2 − 𝑎2 + 1 = 3𝑛2 − 𝑎2 − 2(−3𝑛2 + 3𝑎𝑛 + 𝑎2) + 3 

                                 = 9𝑛2 − 6𝑎𝑛 − 3𝑎2 + 3 = (3𝑛 − 3𝑎)(3𝑛 + 𝑎) + 3 
             ∴ 進(3𝑛 − 3𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為3 

             ∵ 第 2 位數 3 × 𝑎 + (3𝑛 − 3𝑎) = 3n 

             ∴ 第 2 位數為 3n 

           因此若 103𝑎   𝑛 的𝑎   𝑛倍為反向倍數，則 33n   3𝑛+𝑎的𝑎   3𝑛+𝑎倍亦為反向倍數。 

        我們發現若將 33n   3𝑛+𝑎 ÷ 33𝑛+𝑎 = 1n   3𝑛+𝑎 ，其𝑎   3𝑛+𝑎倍也是反向倍數。 

        計算 1n   3𝑛+𝑎 × 𝑎   3𝑛+𝑎 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 n × 𝑎 = 𝑛2 −
1

3
𝑎2 +

1

3
 

= 𝑛2 −
1

3
𝑎2 −

2

3
(−3𝑛2 + 3𝑎𝑛 + 𝑎2) + 1 

                     = 3𝑛2 − 2𝑎𝑛 − 𝑎2 + 1 = (𝑛 − 𝑎)(3𝑛 + 𝑎) + 1 
             ∴ 進(𝑛 − 𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為1 
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             ∵ 第 2 位數 1 × 𝑎 + (𝑛 − 𝑎) = n 

             ∴ 第 2 位數為 n 

        因此若 33n   3𝑛+𝑎的𝑎   3𝑛+𝑎倍為反向倍數，則 1n   3𝑛+𝑎的𝑎   3𝑛+𝑎倍亦為反向倍數。 

(2) 若 3𝒙   𝒙+𝒚的𝒚  𝒙+𝒚倍為反向倍數，則 103𝒙 + 𝒚   𝟒
𝟑
𝒙+𝒚

 的𝒙 + 𝒚   𝟒
𝟑
𝒙+𝒚

倍亦為反向倍數。 

    g： 3𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  103𝒙 + 𝒚   𝟒
𝟑
𝒙+𝒚

 × 𝒙 + 𝒚   𝟒
𝟑
𝒙+𝒚

 

        證明：令 3𝑥   𝑥+𝑦 × 𝑦   𝑥+𝑦 =  𝑥3  𝑥+𝑦 

              則{
𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑦)𝑞 + 3

3𝑦 + 𝑞 = 𝑥
  ⟹ 𝑦2 =

1

3
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1 

              計算 103𝑥 + 𝑦   4
3
𝑥+𝑦

 × 𝑥 + 𝑦   4
3
𝑥+𝑦

 ，直式如右。 

           ∵ 第 1 位數 (x + y) × (x + y) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 +(
1

3
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1) 

                                        = 𝑥 (
4

3
𝑥 + 𝑦) + 1 

           ∴ 進𝑥到第 2 位數，第 1 位數為1 

           ∵ 第 2 位數 3 × (𝑥 + 𝑦) + 𝑥 = 3 (
4

3
𝑥 + 𝑦) 

           ∴ 進 3 到第 3 位數，第 2 位數為 0 

           ∵ 第 3 位數 0 + 3 = 3 

           ∴ 沒有進位值到第 4 位數，第 3 位數為 3，第 4 位數為(𝑥 + 𝑦) 

   因此若 3𝑥   𝑥+𝑦的𝑦   𝑥+𝑦倍為反向倍數，則 103𝑥 + 𝑦   4
3
𝑥+𝑦

 的𝑥 + 𝑦   4
3
𝑥+𝑦

倍亦為反向倍

數。 

     (3)    f： 103𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  3 𝟑𝐧   𝟑𝒏+𝒂 × 𝒂   𝟑𝒏+𝒂 

      g： 3𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  103𝒙 + 𝒚   𝟒
𝟑
𝒙+𝒚

 × 𝒙 + 𝒚   𝟒
𝟑
𝒙+𝒚

 

        g o f： 103𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  → 103𝟑𝒏 + 𝒂   𝟒𝒏+𝒂 × 𝟑𝒏 + 𝒂   𝟒𝒏+𝒂 

        g o f 符合定理 10。 

 

    4. 10 C 𝒂   𝒏的𝒂   𝒏倍為反向倍數與其進位值數列關係 

  10 C 𝒂   𝒏的𝒂   𝒏倍其進位值數列為{0, C , Cn }，其(𝑛，𝑎)的變化與進位值數列及其

反向倍數的進位制，我們可將其關係用以下兩個函數關係來表示： 

(1) 若 10 C 𝒂   𝒏 的𝒂   𝒏倍為反向倍數，則 C 𝐂𝐧   𝒄𝒏+𝒂的𝒂   𝒄𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 

    f： 10 C 𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  C 𝐂𝐧   𝒄𝒏+𝒂 × 𝒂   𝒄𝒏+𝒂 

        證明：令 10 C 𝑎   𝑛 × 𝑎   𝑛 = 𝑎 C 01  𝑛 

              則{
𝑎2 = 𝑛𝑞 + 1
𝐶𝑎 + 𝑞 = 𝐶𝑛

  ⟹ C𝑎𝑛 = 𝐶𝑛2 − 𝑎2 + 1 

              計算 C Cn   𝑐𝑛+𝑎 × 𝑎   𝑐𝑛+𝑎 ，直式如右。          

      ∵ 第 1 位數 Cn × 𝑎 = 𝐶𝑛2 − 𝑎2 + 1 = 𝐶𝑛2 − 𝑎2 − (𝐶 − 1)(−𝐶𝑛2 + 𝐶𝑎𝑛 + 𝑎2) + 𝐶 

                          = 𝐶2𝑛2 − (𝐶2 − 𝐶)𝑎𝑛 − 𝐶𝑎2 + 𝐶 = (𝐶𝑛 − 𝐶𝑎)(𝐶𝑛 + 𝑎) + 𝐶 
      ∴ 進(𝐶𝑛 − 𝐶𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為C 

      ∵ 第 2 位數 C × 𝑎 + (𝐶𝑛 − 𝐶𝑎) = 𝐶n 

      ∴ 第 2 位數為Cn 

     因此若 10 C 𝒂   𝒏 的𝒂   𝒏倍為反向倍數，則 C 𝐂𝐧   𝒄𝒏+𝒂的𝒂   𝒄𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 
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         藉由前面的推導經驗，我們便可以推廣論證：若二位數 C 𝐂𝐧   𝒄𝒏+𝒂的𝒂   𝒄𝒏+𝒂倍為反

向倍數，s 為 C  𝒄𝒏+𝒂的因數，則
𝑪

𝑺
 
𝐂

𝑺
𝐧   𝒄𝒏+𝒂的𝒂   𝒄𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 

       證明：令 s、
𝐶

𝑆
∈ ℕ  

             計算
𝐶

𝑆
 
C

𝑆
n   𝑐𝑛+𝑎 × 𝑎   𝑐𝑛+𝑎 ，直式如右。 

             ∵ 第 1 位數 
𝐶

𝑆
n × 𝑎 =

𝐶

𝑆
𝑛2 −

1

𝑆
𝑎2 +

1

𝑆
 

                       =
𝐶

𝑆
𝑛2 −

1

𝑆
𝑎2 +

1

𝑆
+
𝐶−1

𝑆
−
𝐶−1

𝑆
 

                       =
𝐶

𝑆
𝑛2 −

1

𝑆
𝑎2 −

𝐶−1

𝑆
(−𝐶𝑛2 + 𝐶𝑎𝑛 + 𝑎2) +

𝑐

𝑆
 

                       =
𝐶2

𝑆
𝑛2 −

𝐶2−𝐶

𝑆
𝑎𝑛 −

𝑐

𝑆
𝑎2 +

𝑐

𝑆
 

                       = (
𝑐

𝑆
𝑛 −

𝑐

𝑆
𝑎) (𝐶𝑛 + 𝑎) +

𝑐

𝑆
 

             ∴ 進(
𝑐

𝑆
𝑛 −

𝑐

𝑆
𝑎)到第 2 位數，第 1 位數為

𝐶

𝑆
 

             ∵ 第 2 位數 
𝐶

𝑆
× 𝑎 + (

𝑐

𝑆
𝑛 −

𝑐

𝑆
𝑎) =

𝐶

𝑆
n 

             ∴ 第 2 位數為 
𝐶

𝑆
𝑛 

        因此若二位數 C 𝐂𝐧   𝒄𝒏+𝒂的𝒂   𝒄𝒏+𝒂倍為反向倍數，s 為 C  𝒄𝒏+𝒂的因數，則
𝑪

𝑺
 
𝐂

𝑺
𝐧   𝒄𝒏+𝒂的

𝒂   𝒄𝒏+𝒂倍亦為反向倍數。 

    藉由從上述的論證及二位數的一般式，我們更有信心的去推論以下定理。 

         若二位數𝟏𝑩𝒏為𝒏 −𝒎𝑩𝒏倍的反向倍數，則 𝒔 𝒔𝑩 𝒏亦為𝒏 −𝒎𝑩𝒏倍的反向倍數。 

         其中 m、s、
𝒎

𝒔
 ∈  ℕ 

    證明：令1𝐵𝑛 × 𝑛 −𝑚𝐵𝑛 = 𝐵1𝑛，0 ≤ 𝑛 −𝑚𝐵 ≤ 𝑛 − 1 

          {
𝐵(𝑛 − 𝑚𝐵) = 𝑛𝑞 + 1
(𝑛 − 𝑚𝐵) + 𝑞 = 𝐵

 ⇒ 𝐵(𝑛 −𝑚𝐵) = 𝑛[𝐵 − (𝑛 −𝑚𝐵)] + 1，其中(𝑚 + 1)𝐵 > 𝑛 

          計算𝑠 𝑠𝐵 𝑛 × 𝑛 −𝑚𝐵𝑛 ，直式如右。 

          m、 s為正整數且 m、s、
𝑚

𝑠
 ∈  ℕ           

          ∵ 第 1 位數 sB × (𝑛 − 𝑚𝐵)  

                   = 𝑠{𝑛[𝐵 − (𝑛 −𝑚𝐵)] + 1} 
                   = 𝑠𝑛[(𝑚 + 1)𝐵 − 𝑛] + 𝑠  
          ∴ 進𝑠[(𝑚 + 1)𝐵 − 𝑛]到第 2 位數，第 1 位數為𝑠 

∵ 第 2 位數 s × (𝑛 − 𝑚𝐵) + 𝑠[(𝑚 + 1)𝐵 − 𝑛] = 𝑠𝐵 

          ∴ 第 2 位數為𝑠𝐵 

        因此若二位數1𝐵𝑛為𝑛 −𝑚𝐵𝑛倍的反向倍數，則 𝑠 𝑠𝐵 𝑛亦為𝑛 −𝑚𝐵𝑛倍的反向倍數。   

        其中 m、s、
𝑚

𝑠
 ∈  ℕ     

    藉由定理 6，n 進位制中(n> 2)，二位數(n − 𝑎)k (𝑎𝑛 − 1)k為𝑎倍的反向倍數。

𝑎 ∈{2,3,…,n-1}，𝑘 ∈{
1

𝑎2−1
, 

2

𝑎2−1
,…, 

𝑎−1

𝑎2−1
}。令𝟏 = (𝐧 − 𝒂)𝐤，𝑩 = (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤，𝒂 = 𝒏 −𝒎𝑩，

則可推得𝑩 =
𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂
 ，𝒎 =

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒂𝒏−𝟏
，便可得定理 13。 

【定理 13】n 進位制中(n> 𝟐)，若二位數𝟏
𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂 𝒏
為𝒂𝒏倍的反向倍數，則 𝒔 𝒔(

𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂
) 𝒏亦為𝒂𝒏倍

的反向倍數。其中 s、
𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂
、

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒂𝒏−𝟏
、

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒔(𝒂𝒏−𝟏)
 ∈  ℕ，s 為

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒂𝒏−𝟏
的因數。 

    而在定理 12，n 進位制中，若 n> 3且 n 為奇數，則 1 n-2 是
𝑛−1

2
倍的反向倍數。若要同時

滿足定理 13，則可推出 n=3、5，部分與定理 12 的起始條件不合，因此定理 12 與定理 13 為

n 進位制中，二位數首位為 1 的反向數為反向倍數的判別定理。 
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    從定理 11 與定理 13 知道1
𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎 𝑛
、1 1 +

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
  
𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎 𝑛
、1 1 +

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
… 1 +

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
  
𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎 𝑛
、的反

向數是 n 進位制反向倍數的基本型(n> 𝟐)，也是基本型的原型。 

    我們將1
𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎 𝑛
× 𝒔𝒏 = 𝑠 𝑠(

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
) 𝑛 

          1 1 +
𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
… 1 +

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
  
𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎 𝑛
× 𝒔𝒏 = 𝑠 𝑠 + 𝑠(

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
)… .𝑠 + 𝑠(

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
) 𝑠(

𝑎𝑛−1

𝑛−𝑎
) 𝒏 

    因此若 s 為
(𝑛−𝑎)2

𝑎𝑛−1
的因數，且𝒔 <n，則可透過定理 13 反向倍數基本型的原型乘以 s 倍，找

到另一個反向倍數的基本型。 

 

(2) 若 C 𝒙   𝒙+𝒚的𝒚  𝒙+𝒚倍為反向倍數，則 10C 𝒙 + 𝒚   𝑪+𝟏
𝑪
𝒙+𝒚

 的𝒙 + 𝒚   𝑪+𝟏
𝑪
𝒙+𝒚

倍亦為反向 

   倍數。 

    g：C 𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  10C 𝒙 + 𝒚   𝑪+𝟏
𝑪
𝒙+𝒚

 × 𝒙 + 𝒚   𝑪+𝟏
𝑪
𝒙+𝒚

 

        證明：令 C 𝑥   𝑥+𝑦 × 𝑦   𝑥+𝑦 =  𝑥 C   𝑥+𝑦 

              則{
𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑦)𝑞 + 3

𝐶𝑦 + 𝑞 = 𝑥
  ⟹ 𝑦2 =

1

𝐶
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1 

              計算 10C 𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

 × 𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

 ，直式如右。 

           ∵ 第 1 位數 (x + y) × (x + y) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 +(
1

𝐶
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 1) 

                                        = 𝑥 (
𝐶+1

𝐶
𝑥 + 𝑦) + 1 

           ∴ 進𝑥到第 2 位數，第 1 位數為1 

           ∵ 第 2 位數 C × (𝑥 + 𝑦) + 𝑥 = 𝐶 (
𝐶+1

𝐶
𝑥 + 𝑦) 

           ∴ 進 C 到第 3 位數，第 2 位數為 0 

           ∵ 第 3 位數 0 + 𝐶 = 𝐶 

           ∴ 沒有進位值到第 4 位數，第 3 位數為 C，第 4 位數為(𝑥 + 𝑦) 

 因此若 C 𝑥   𝑥+𝑦的𝑦   𝑥+𝑦倍為反向倍數，則 10C 𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

 的𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

倍亦為反向倍

數。 

     (3)    f： 10 C 𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  →  C 𝐂𝐧   𝒄𝒏+𝒂 × 𝒂   𝒄𝒏+𝒂 

      g： C 𝒙   𝒙+𝒚 × 𝒚  𝒙+𝒚  →  10C 𝒙 + 𝒚   𝑪+𝟏
𝑪
𝒙+𝒚

 × 𝒙 + 𝒚   𝑪+𝟏
𝑪
𝒙+𝒚

 

        g o f： 10 C 𝒂   𝒏 × 𝒂   𝒏  → 10C 𝑪𝒏 + 𝒂   (𝑪+𝟏)𝒏+𝒂 × 𝑪𝒏 + 𝒂   (𝑪+𝟏)𝒏+𝒂 

        g o f 符合定理 10。 

伍、結論 
我們將這次研究結論歸納如下： 

【推論 1】n 進位制(𝒏 ≥ 𝟐)，若 m 位數 A…B 為𝒂倍的反向倍數(𝒎 ≥ 𝟐)，則其每一位進位值

必定小於𝒂。𝐀 ∈ {𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟏} ，𝐁 ∈ {𝟐, 𝟑, 𝟒, … , 𝒏 − 𝟏}，𝒂 ∈ {𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟏} 

【推論 2】3 進位制中，反向倍數則必是 10…𝟏𝟐𝟑 × 𝟐𝟑 =21…𝟎𝟏𝟑的形式。 

【推論 3】3 進位制中，可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多位數的反向倍

數。 
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【推論 4】n 進位制中，可以用同倍數的基本型反向倍數和若干個 0 串排成更多位數的反向倍

數。(n> 𝟐) 

【推論 5】n 進位制中(n> 𝟐)，四位數(首位為 1、末位為𝒂)為𝒂倍的反向倍數， 

         必為 10 
𝒂𝟐−𝟏

(𝐧−𝒂)𝒏
 𝒂 的型式。𝒂 ∈{2,3,…,n-1} 

【定理 1】10123、102123、1022123、1022…22123的反向數是 3 進位制反向倍數的基本型。 

【定理 2】n 進位制中(n> 2)，四位數10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛為𝑛 − 1𝑛倍的反向倍數。 

【定理 3】10𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛、10 𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛、10 𝑛 − 1…𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 1𝑛的反向數

是 n 進位制反向倍數的基本型(n> 2)。 

【定理 4】四位數𝑠 𝑠 − 1 𝑛 − (𝑠 + 1) 𝑛 − 𝑠𝑛為 
𝑛

𝑠
− 1

𝑛
倍的 n 進位制反向倍數(n> 2)。其中 s、

𝒏

𝒔
∈ ℕ，且𝟐 <

𝒏

𝒔
 。 

【定理 5】𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏、𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏、 

    𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏、…、𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒏 − 𝟏… .𝒏 − 𝟏 𝒏 − (𝒔 + 𝟏) 𝒏 − 𝒔𝒏的

反向數都是 
𝒏

𝒔
− 𝟏

𝒏
倍的 n 進位制反向倍數基本型(n> 𝟐)。其中 s、

𝒏

𝒔
∈ ℕ，且𝟐 <

𝒏

𝒔
 。 

【定理 6】n 進位制中(n> 𝟐)，二位數(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤為𝒂倍的反向倍數。 

          𝒂 ∈{2,3,…,n-1}，𝒌 ∈{
𝟏

𝒂𝟐−𝟏
, 

𝟐

𝒂𝟐−𝟏
,…, 

𝒂−𝟏

𝒂𝟐−𝟏
}。 

【定理 7】n 進位制中(n> 𝟐)，三位數
𝒏𝒒𝟏−𝒂𝒒𝟐

𝒂𝟐−𝟏
 
𝒏𝒒𝟐−𝒒𝟏

𝒂−𝟏
 
𝒂𝒏𝒒𝟏−𝒒𝟐

𝒂𝟐−𝟏
為𝒂倍的反向倍數。 

          𝒂 ∈{2,3,…,n-1}， 𝒒𝟏、𝒒𝟐 ∈{1,2,…, 𝒂 − 𝟏}。 

【定理 8】n 進位制中(n> 𝟐)，四位數𝐤 (𝒏 − 𝒂)𝒕 
(𝒂𝟐−𝟏)𝒌

(𝐧−𝒂)𝒏
+ (𝒂𝒏 − 𝟏)𝒕 𝒂𝒌為𝒂倍的反向倍數。 

          𝒂 ∈ {𝟐, 𝟑, … , 𝐧 − 𝟏}，𝒌 ∈ {𝟏, 𝟐, … , 𝐧 − 𝟏}，𝒕為實數。 

【定理 9】n 進位制中(n>2)，若 10A B 的反向數為四位數反向倍數，則 10A B、10A+1 B A B、

10A+1 B A+1 B A B、10A+1 B A+1 B …A+1 B A+1 B A B 的反向數為基本型反向倍數。 

【定理 10】若數列{(𝑨𝒎，𝑩𝒎)𝒎≥𝟎}滿足：  

 𝑨𝟎 = 𝟏，𝑩𝟎 = 𝟏，𝑨𝒎+𝟏 = (𝑪 + 𝟏)𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝑩𝒎+𝟏 =  𝑪 × 𝑨𝒎 + 𝑩𝒎， 𝐂 ∈{1,2,…,n-1}。 

 (𝑨𝒎，𝑩𝒎) → (𝑨𝒎+𝟏，𝑩𝒎+𝟏) =  ((𝑪 + 𝟏)𝑨𝒎 + 𝑩𝒎，𝑪 × 𝑨𝒎 + 𝑩𝒎)。 

 則 n 進位制中(n> 𝟐)，四位數 10 C 𝒂為𝒂倍的反向倍數的整數解 (𝒏，𝒂) = (𝑨𝒎，𝑩𝒎)𝒎≥𝟏。 

【定理 11】(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤、(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤、 

(𝐧 − 𝒂)𝐤 (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 …… (𝐧 − 𝒂)𝐤 + (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤 (𝒂𝒏 − 𝟏)𝐤的反向數是 n 進位

制反向倍數的基本型(n> 𝟐)。𝒂 ∈{2,3,…,n-1}，
𝟏

𝒂𝟐−𝟏
≤ 𝒌 ≤

𝟏

𝒂+𝟏
，(𝒂𝟐 − 𝟏)𝐤 ∈{1,2,…, 𝒂 − 𝟏}。 

【定理 12】n 進位制中，若 n> 𝟑且 n 為奇數，則二位數 1 n-2 為 
𝒏−𝟏

𝟐
倍的反向倍數。 

【定理 13】n 進位制中(n> 𝟐)，若二位數𝟏
𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂 𝒏
為𝒂𝒏倍的反向倍數，則 𝒔 𝒔(

𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂
) 𝒏亦為𝒂𝒏倍

的反向倍數。其中 s、
𝒂𝒏−𝟏

𝒏−𝒂
、

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒂𝒏−𝟏
、

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒔(𝒂𝒏−𝟏)
 ∈  ℕ，s 為

(𝒏−𝒂)𝟐

𝒂𝒏−𝟏
的因數。 
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【四位數反向倍數的一般式】 

    若存在四位數 ABCD 為 n 進位制𝑎倍的反向倍數， 

ABCD × 𝑎 = DCBA 

          A∈ {1,2, … , n − 1}， 

          B、C、D ∈ {0,1,2, … , n − 1}， 

           𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}。 {
 

 
𝑎D = 𝑛𝑞1 + A

𝑎C + 𝑞1 =  𝑛𝑞2 + B
𝑎B + 𝑞2 =  𝑛𝑞3 + C

𝑎A + 𝑞3 = D

 

      狀況 1. 若 𝑞3 = 0，四位數k (𝑛 − 𝑎)𝑡 
(𝑎2−1)𝑘

(n−𝑎)𝑛
+ (𝑎𝑛 − 1)𝑡 𝑎𝑘為𝑎倍的反向倍數。 

     𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}，𝑘 ∈ {1,2, … , n − 1}，𝑡為實數。 

狀況 2. 若 𝑞3 ≠ 0，四位數
𝑛𝑞1−𝑎𝑞3

𝑎2−1
 
𝑎𝑛𝑞3+(𝑛−𝑎)𝑞2−𝑞1

𝑎2−1
 
𝑛𝑞3+(𝑎𝑛−1)𝑞2−𝑎𝑞1

𝑎2−1
 
𝑎𝑛𝑞1−𝑞3

𝑎2−1
 為𝑎倍的反

向倍數。𝑎 ∈ {2,3, … , n − 1}，𝑞1、𝑞2、𝑞3 ∈ {1,2, … , 𝑎 − 1} 

【n 進位制中(n> 𝟐)，四位數反向倍數的一種判別法】 

在 n 進位制中(n> 2)，ABCD 為𝑎倍的四位數反向倍數，𝑎 ∈{2,3…,n-1}，若A × 𝑎 = 𝐷，則

必滿足下面條件： 

    (1) A：D = k：k𝑎 = 1：𝑎，𝑘 ∈{1,2…,n-1} 

    (2) 𝑎2k ≡ k  ( mod n ) 

    (3) {

𝐵 = (𝑛 − 𝑎)𝑡

𝐶 =
(𝑎2−1)𝑘
(n−𝑎)𝑛

+ (𝑎𝑛 − 1)𝑡
   ，𝑡為實數，且聯立方程式有解。 

【10 C 𝒂   𝒏的𝒂   𝒏倍為反向倍數與其進位值數列關係】 

    (1) 若 10 C 𝑎   𝑛 的𝑎   𝑛倍為反向倍數，則 C Cn   𝑐𝑛+𝑎的𝑎   𝑐𝑛+𝑎倍亦為反向倍數。 

        f： 10 C 𝑎   𝑛 × 𝑎   𝑛  →  C Cn   𝑐𝑛+𝑎 × 𝑎   𝑐𝑛+𝑎 

    (2) 若 C 𝑥   𝑥+𝑦的𝑦   𝑥+𝑦倍為反向倍數，則 10C 𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

 的𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

倍亦為反向 

   倍數。 

   g：C 𝑥   𝑥+𝑦 × 𝑦   𝑥+𝑦  →  10C 𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

 × 𝑥 + 𝑦   𝐶+1
𝐶
𝑥+𝑦

 

    (3) g o f： 10 C 𝑎   𝑛 × 𝑎   𝑛  → 10C 𝐶𝑛 + 𝑎   (𝐶+1)𝑛+𝑎 × 𝐶𝑛 + 𝑎   (𝐶+1)𝑛+𝑎 

陸、未來展望 
1. 探究 n 進位制 m 位數反向倍數的一般式。 

2. 探究是否存在 n 進位制三位數、四位數、五位數以上的反向倍數基本型的原型？ 

3. 探究𝑎倍的反向倍數與其進位值數列的關係。 

      目前發現進位值數列大多為迴文數與反向倍數，且都與𝑎進位制反向倍數有所關聯。在

14 進位制的五位數反向倍數 1 10 735 × 3，其進位值數列為 2101(3 進位制反向倍數)；與

1419 11× 9，其進位值數列為 2167 (9 進位制 8 倍的反向倍數 1078 的 2 倍)。這又燃起我們

的好奇心，若繼續探討五位數反向倍數一般式，也許可以對其進位值數列了解更多一些。 

  柒、參考文獻 

1. 張進安（2017）。反向倍數知多少。數學傳播，41(3)，60-69。 

2. 裘宗泸、冷崗松（2017）。國際數學奧林匹克試題•解答•成績(No.1—50)(167 頁)。北京：

開明。 

3. 洪有情(主任委員)（2016）。國中數學第一冊。新北市：康軒。 

4. 洪有情(主任委員)（2017）。國中數學第三冊。新北市：康軒。 



作品海報 

【評語】030418  

這是有關反向回文數的探討，作者從十進位制的數字討論到一

般化的 n進位制的數字並對於一些特殊的進位制給出了完整的解

答，也給出了許多構造反向倍數的方法。作者展現了很好的研究精

神及數學能力；可惜的是這類的問題有點狹隘。  
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國文課時，老師談到回文的概念，這使我懷疑既然國文中的回文如此有趣，那麼數學中是否也有跟國文一
樣的東西呢？經過查詢，找到「迴文數」這個非常奇特的概念與其性質，接著想更進一步去瞭解是否也有著其
他更有趣的數與其相關。課堂上在不經意的情形下我將369倒敘寫成963，接著思索963是否是369的倍數，發現
並不是。便繼續試著將所有二位數、三位數的數字都條列出來檢驗，發現除了迴文數才有倍數關係，跟原先預
期原數與倒敘書寫的新數字為倍數關係(2倍以上)應該會有很多個的想法大大不同，而這經驗便是此次科展所討
論「反向倍數」的發端。並在討論驗證10進位制反向倍數到一段時間後，老師給予我建議去思索n進位制的反向
倍數是否會如10進位制一樣的情形，或有其他的特例產生。在發現n進位制中，n-1倍的反向倍數四位數10 n-2 
n-1，其乘以(n的因數)倍後，也會是反向倍數的基本型。在這驚訝的發現中，開啟了這一段探索未知反向倍數世
界的新旅程，讓人既好奇、期待，又怕受傷害。

貳、研究目的

一、找出10進位制之反向倍數，並探討其性質。
二、找出n進位制之反向倍數。
三、推論n進位制之m位數反向倍數的一般式。
四、探討驗證n進位制之反向倍數的性質。
參、研究設備及器材

壹、研究動機

紙、筆、計算機、Excel、Visual Basic
肆、研究步驟

一、名詞定義

定義1. 因數、倍數

定義2. 反向數
若某正整數的所有位數數字按相反順序重新排列後，所得到的數稱為原數的反向數。

定義3. 迴文數(palindromic number)
若某正整數的反向數和原數相同，則稱為迴文數。例如：9、33、191、4774、12321等。

定義4. 反向倍數(本文探討之反向倍數暫且排除迴文數的情況)
若某正整數的反向數，其位數與原數一樣，且恰好是原數的正整數倍，則稱其為反向倍數。例如：110的反

向數11，因其反向數的位數為2位數，與原數的3位數不同，所以110沒有反向倍數；2018的反向數是8102，
8102並非2018的正整數倍，所以2018沒有反向倍數。但如6的1倍是6，777的1倍是777；1234321的1倍是
1234321，這種對稱情況1倍的反向倍數即是迴文數，太過顯然。因此在本文反向倍數的尋找與性質探討中，暫
且排除迴文數的情況。若A…B為m位數，其a倍的反向數為反向倍數，則我們稱A…B為a倍的反向倍數。

定義5. n進位制
進位制是一種記數方式，亦稱進位計數法或位值計數法。利用這種記數法，可以使用有限種數字符號來表

示所有的數值。一種進位制中可以使用的數字符號的數目稱為這種進位制的基數或底數。若一個進位制的基數
為n，即可稱之為n進位制。
本文中，除了討論10進位制，亦會使用到基數n>10之n進位制，基於驗算與閱讀的便利，基數n>10之n進位

制可使用數字符號定義為0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、…、n-2、n-1。且除10進位制
外，其他n進位制數字表示法中，會將其基數標示於數字的右下角，以利辨別與進位制之數值轉換。例如：8進
位制， 。

二、文獻探討-10進位制反向倍數探討



三、n進位制反向倍數探討

n進位制反向倍數的性質(n>2)

探討二位數反向倍數推廣之基本型



1. 探究n進位制m位數反向倍數的一般式。

2. 探究是否存在n進位制三位數、五位數以上的反向倍數基本型的原型？

3. 探究a倍的反向倍數與其進位值數列的關係。

1. 張進安（2017）。反向倍數知多少。數學傳播，41(3)，60-69。

2. 裘宗泸、冷崗松（2017）。國際數學奧林匹克試題•解答•成績(No.1—50)(167頁)。北京：開明。

3. 洪有情(主任委員)（2016）。國中數學第一冊。新北市：康軒。

4. 洪有情(主任委員)（2017）。國中數學第三冊。新北市：康軒。

柒、參考資料

【延伸推廣】n進位制二位數基本型的原型

【延伸應用】尋找n進位制m位數a倍反向倍數的電腦程式

陸、未來展望

1. 二位數、三位數、四位數一般式及二位數、四位數反向倍數的判別式。

2. 找出二位數與四位數的n進位制反向倍數基本型的原型。

3. n進位制中，a倍的反向倍數四位數10 C a的(n，a)遞迴關係式及與其進位值數列的函數關係。

4. 透過文獻探討與本文推論定理撰寫找出n進位制m位數反向倍數演算法與電腦程式。

伍、結論

有XY演算法
500進位制2位數

有XY演算法
500進位制3位數

半暴力法
03:27.04

暴力法
06:57.37

無XY演算法
00:00.461

有XY演算法
00:00. 001
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