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摘          要 

        此作品研究「本原畢氏三元數組與直角△內切圓半徑為自然數所對應三邊長亦自然數，

及多角數三者之間的關係。我們先由本原畢氏三元數組經由推導過程，找出本原畢氏三元數

組(a,b,c)中的生成元 m、n 與直角△內切圓半徑 r 之彼此關聯性；其次，藉由生成元 m、n 與

多角數之通式導出彼此連結性；給定任意的直角△內切圓半徑，其中三邊長為本原畢氏三元

數組，其生成元為 m、n，則可找到第 y 個 k 角數等於 b∕4，反之亦成立，所以三者彼此關

係都與生成元 m、n 息息相關。另外，我們發現多角數與多角數間之關聯和雙曲線有關，利

用線性變換之矩陣解以坐標表示，並從遞迴關係式再找下一組解。」再由觀察這些解的規律

性，延伸探討雙曲線上的格子點問題。 

 
壹、研究動機 

老師在數理研究社團的課堂上，要大家利用畢氏定理(Pythagorean theorem)拼湊出畢氏三元

數(Pythagorean triple)，我們找到了(3, 4, 5)、(5, 12, 13)、(7, 24, 25)、(8, 15, 17)、(9, 40,    

41)、(11, 60, 61)，這引發了我們對畢氏三元數的興趣。接著，老師給我們一道數學競賽試題：

當正整數 a, b, c 滿足
2 2 2a b c  時，稱 a, b, c 為一組「畢氏三元數」(此時， a, b, c 與 b, a, c 視

為相同的畢氏三元數)。試問有多少組畢氏三元數，使其成為直角三角形的三邊長，且內切圓

半徑等於 2014？更進一步，尋找共有幾組本原畢氏三元數組，亦可成為直角三角形的三邊長，

同時內切圓半徑亦等於 2014？我們開始找尋從全國中小學科展網站查詢到相關系列議題的資

料：第 47 屆全國科展高中組數學科第三名「勾股鐵路網」與第 53 屆全國科展高中組數學科

佳作「大珠小珠落玉盤－正多邊形的兩個性質」…等參考文獻，將其研究「直角三角形內切

圓定理」，藉由素勾股數的表達式 2 2 2 2( ,2 , )n m mn m n  即是本原畢氏三元數組之生成公式，

我們把問題轉變成給定任何的直角△內切圓半徑 r，尋求共有幾組不同的外切直角三角形？ 

        透過藉由回想起小學閱讀過的「貪心的三角形」數學繪本，與數理研究社團閱讀到數理

類進階課外書籍『數學樂園-從胚騰 Pattern 學好數學』，書中相關涉及的數型，如︰三角數、

四角數及五角數的定義，只使用了簡單的幾何圖形、計數的技巧以及等差級數求和的公式，

並查詢到國立台灣科學教育館網站【科學研習月刊】：「森棚教官的數學題-三角數和四角

數」，再加上國中課程也學習到數列與級數，於是我們便開始著手研究繪製圖形，並把點數
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擴充去尋找多角數的一般式及多角數與多角數彼此間和雙曲線的關聯進行探討。 

        再者，我們亦從全國中小學科展網站搜尋到相關系列議題的資料：第 45 屆全國科展國

中組數學科第三名「方格遊戲的探討」其研究是：將行數延伸至 n 行，研究其可行解，又將

著色方法改變，使著色格至多角數，並應用整數同餘觀念研究其可行解。同時推廣找出二階

等差數列之可行解，並以直接證題法、矛盾證題法、數學歸納法來證明結果之正確性。第

51 屆全國科展國中組數學科「現在幾「點」了—探討多角數、多面體數之通式」其研究是：

探討多角數(或多邊形數)的一般式及關係式，並將其從平面推廣至立體的多面體數及多角錐

數，並分別求得它們的一般式及相關性質。第 52 屆全國科展高中組數學科第三名「驚奇的

數」其研究是：邊長為平方數的三邊形數亦為四邊形數，並將問題轉換成連續股的直角三角

形問題。2013 台灣國際科展數學科三等獎「特殊型 pell 方程式之矩陣解研究」的是：接續研

究主題”驚奇的數”，推廣到利用 Pell 方程式與矩陣計算，來求哪些邊長的 p 邊形數亦同時為

四邊形數。綜合上述這 4 屆，我們透過不同思維想法，以雙曲線標準式，藉由線性變換過程

列出一階線性遞迴關係式及平移方程式，導出計算結果與程式執行是否吻合一致？同時察覺

矩陣解以坐標表示所呈現之狀況，用 GGB 輔助呈現，進一步探討雙曲線上的格子點問題。 

        藉由全國中小學科展文獻的評審評語大部分都建議在題材創新度及作品內容有提升空間，

使得這樣地結果仍有很大的研究性價值。因此，我們將多角數問題轉換成本原畢氏三元數組

來討論，探究出相關具延伸創意的兩大新論點:『本原畢氏三元數組分別與直角△內切圓半

徑 r 以及多角數，三者之間的關係；同時更試著朝多角數及多角數彼此間與雙曲線之問題，

探究其線性變換的過程與矩陣解以坐標表示所呈現之狀況』，做更為深入且一般性的探究，

期盼讓結果更加廣義且完備外，輔以使用者操作的友善介面呈現，故我們以此作為主題，做

以下一系列的探討及研究。 

 
貳、 研究目的 

一、本原畢氏三元數組、直角△內切圓半徑及多角數三者之間的關聯性： 

(一)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與直角△內切圓半徑 r 之彼此間的關係： 

1.由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 求直角△內切圓半徑 r。 

2.由直角△內切圓半徑 r 求得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n。 

(二)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與多角數之通式導出其彼此的連結性： 
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1.本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 找第 y個 k 角數      。 

2.由第 y個 k 角數       找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n。 

(三)探討給定任意的直角△內切圓半徑 r，其三邊長為本原畢氏三元數組(a,b,c)，其生成元為 

        m、n，則可找到第 y個 k 角數 yK ，滿足4 yK b ，反之亦成立： 

1.直角△內切圓半徑 r 找第 y個 k 角數 yK   。                                                                                                                                                                                                                              

2. 第 y個 k 角數 yK 找直角△內切圓半徑 r  。 

二、透過多角數及多角數彼此間與圓錐曲線的關聯性： 

(一)探討多角數及多角數彼此間與雙曲線之關係。 

(二)探討多角數及多角數彼此間與拋物線之關係。 

(三)探討多角數及多角數彼此間與橢圓之關係。 

三、經由觀察這些矩陣解的規律性，延伸探究關於雙曲線上的格子點問題。 

 
參、研究設備及器材 

一、筆記本、筆(記錄用)、USL連接方塊積木 

二、筆記型電腦、自備隨身碟 

三、Microsoft Excel VBA 2016 

四、Microsoft Visual Studio Community 2017 微軟合法免費軟體 

五、GeoGebra 動態幾何繪圖軟體 

 
肆、研究過程及方法 

一、名詞定義： 

(一)在 ABC 中，令 , ,AB c BC a CA b   ，且當它是 90C   

       的直角三角形，c為斜邊，s a b c   為其周長。 

(二)自然數組 ( , , )a b c 滿足 2 2 2a b c  的關係者，稱( , , )a b c 為畢氏三元數。 

(三)若( , , )a b c 為畢氏三元數組，且 , ,a b c互質時，其中 1m n  ，m、n 互質且 m、n 為一  

      奇一偶， 即奇偶性相反，則稱( , , )a b c 為本原畢氏三元數組。 

(四)對於多角數或多角錐數之意義解說如下: 

yK

yK
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1.多角數： 
(1)第 y 個三角數定義成 ( 1)3 1 2 3

2y

y y
y


      ， 1y  ， 03 0 。 

(2).第 y 個四角數定義成   22 1 ( 1) 2
4 1 3 5 (2 1)

2y

y y
y y

   
        。 

(3).第 y 個五角數定義成  2 1 ( 1) 3 (3 1)5 1 4 7 (3 2)
2 2y

y y y y
y

    
        ， 1y  。          

(4).由以上3
y
、4

y
及5

y
的計算方法，可推導出第 y個 K 角數的通式：

       1 1 ( 2) 1 2( 2) 1 3( 2) ... 1 ( 1)( 2)yK k k k n k              
      

 1 ( 1) ( 2) ( 3)k k y k       
   2 1 ( 1) ( 2) ( 2) ( 4)

2 2
y y k y k y k        

  ， 1y  ， 3k  。 

2.多角錐數： 

(1)第 y 個三角錐數定義成 
1

( 1) ( 1)1+3+6+ +
2 2

y

y

k

y y k k



 
    

亦是前 y 個三角數之和
( 1) ( +1)( 2)1+3+6+ +

2 6
y y y y y 

  

(2)第 y 個四角錐數定義成 
2 2 2 2 2

1
1 2 3 4

y

y

k

y k


         

亦是前 y 個平方數之和 2 2 2 2 ( 1)(2 1)1 2 3
6

y y y
y

 
        

定理一：一般邊長 a、b、c 的直角三角形，甚至一般的三角形，其內切圓半徑公式為： 

三角形內切圓半徑等於其面積的 2 倍除以周長。 

                              2△ABC 面積／△ABC 周長
2 ABC

s




 
定理二：以( , , )a b c 為畢氏三元數組當邊長所形成的直角三角形，其內切圓半徑公式的另一形 

式                      ，即所謂的『直角三角形內切圓定理』。 

定理三：本原畢氏三元數組( , , )a b c 之一組生成的公式︰ 2 2a m n  ， 2b mn ， 2 2c m n  ， 

                其中 1m n  ，m、n 互質且 m、n 為一奇一偶， 即奇偶性相反。 
 

二、本原畢氏三元數組、直角△內切圓半徑及多角數三者之間的關聯性： 

(一)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與直角△內切圓半徑 r 之彼此間的關係： 

首先，從老師給我們的競賽試題：當正整數 a, b, c 滿足 2 2 2a b c  時，稱 a, b, c 為一組

「畢氏三元數」(此時， a, b, c 與 b, a, c 視為相同的畢氏三元數)。試問有多少組畢氏三元數，

使其成為直角三角形的三邊長，且內切圓半徑等於 2014？更進一步，尋找共有幾組本原畢氏

三元數組，亦可成為直角三角形的三邊長，同時內切圓半徑 r 亦等於 2014？ 

2
a b c

r
 



ab
r

a b c
 

 



5 

 
 

 

【解題過程】：  

由 2 2 2a b c  ，得 
2 2 24 4 2 4 2 2 4 2ar br ab r ab ar br r r               代入 2014r  得： 

2 3 2( 4028)( 4028) 2 2014 2 1007a b      3 2 3 2 22 (19 53) 2 19 53     

令a b ，則( 4028)a  、( 4028)b  為二正整數，且 3 2 2( 4028)( 4028) 2 19 53a b     ，

而2,19,53都是質數，故此時a,b為正整數解的個數有                                                  (組)。 

綜合上述討論，得知： 2014r  時，共有18 組畢氏三元數所形成的直角三角形，而其中共有

幾組本原畢氏三元數組，亦可成為直角三角形的三邊長呢？ 

1.由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n求直角△內切圓半徑r： 

         我們藉由回想起小學閱讀過「貪心的三角形」數學繪本，促動我們的思維，而引發我

們探究圓形與多角數之關係，從一般三角形中的直角△之生成奧秘，更有興趣。我們先透過

本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，利用直角△內切圓半徑公式，找出相對應的直角

△內切圓半徑。                                                                                                                                                                                                                                                                                

定理四：直角 ABC 三邊長生成本原畢氏三元數組時，當邊長 2 2a m n  ， 2b mn ， 2 2c m n  ， 

                其中 1m n  ，m、n 互質且 m、n 為一奇一偶，其內切圓半徑為 ( )r n m n  。 

【證明】︰ 
 

                    又 

  + 2a b c a b c ab     2 2
2

ab ab a b c
a b c r r

a b c a b c

 
       

   

 

                  以 2 2a m n  ， 2b mn ， 2 2c m n  代入得： 

                                                                                                                                                        得證 

   例子一：本原畢氏三元數組(a,b,c)為(3,4,5)，m=2、n=1，代入 ( )r n m n  ，得解 r 為 1。 

   例子二：三邊長                   和(1,1, 2)  a、b 為兩股，c 為斜邊的直角用內切圓半徑公式  

                                          也可得其內切圓半徑r分別為      和                。 

2.由直角△內切圓半徑 r 求得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n： 

定理五：給定任意正整數r ，至少有一組本原畢氏三元數組為邊長的直角，具有內切圓半 

徑r 。即探索有多少組本原畢氏三元數組為邊長的直角，有同樣的內切圓半徑 r？ 

【證明】：利用定理三，令 1m n  得到一系列的特殊本原畢氏三元數組︰: 

2
a b c

r
 



(3 1)(2 1)(2 1) 18
2

  


 
  

 
2 2

ab a b c ab a b cab a b c
r

a b c a b c a b c ab

     
   

     

 
2 2 2 2 22 2a b c a ab b c ab      

 
2 2 2 2 2

22 2 2
2 2 2

a b c m n mn m n n mn
r n mn n m n

       
        

2 2 ( 2 , 2 )
2

a b c
r r a b c c a b r a r b r

 
          

4 5(1, , )
3 3 1

3
2 2

2


2 2 2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 2 4 4a b a b r a b r ab br ar          



6 

 
 

 

2 2 2 2( 1) 2 1a m n n n n       ， 22 2( 1) 2 2b mn n n n n     ， 2 2 2 2 2( 1) 2 2 1c m n n n n n         

n 替換成 r 代入 2 1a r  ， 22 2b r r  ， 22 2 1c r r   為邊長的本原畢氏三元數組且內切

圓半徑恰為 r 的直角三角形。 

引理 5.1： 1
12 ...x xxr t t ， 1 2 ...t t t   為由小到大的奇質因數 1 2, ,..., 1x x x  的正整數恰有 2 個 

                  本原畢氏三元數組為邊長且內切圓半徑恰為 r 的直角三角形，其中 0 。 

【推導過程說明】︰因為 1
12 ...x xxr t t ， 

  其中 0x  之整數， 1 2 ...t t t   為由小到大的奇質因數 1 2, ,..., 1x x x  的正整數。在特別 0 時，

則 2xr  。例如︰ 021 2 3 7   ， 2 2100 2 5  等等狀況中，我們針對 1r  ， 2r  ， 3r  ， 4r  ，

5r  ， 2 3r   ， 2 3 5r    等例子，尋求推理出答案的規律性︰ 

(1)當 1r  時，由定理四公式 ( )r n m n  ，其中 m>n，m 與 n 的最大公因數為 1 且 m、n 有 
    不同的奇偶性，此時僅有 1n  ， 1 2m n    (3,4,5)一組解。 
(2)當 2r  時，由 ( )r n m n  及m、 n的條件，也僅得 2n  ， 2 1 3m     (5,12,13)一組解。 
(3)當 3r  時，由m、 n之條件，得到下列二組解： 
① 1n  ， 3 1 4m     (15,8,17)  ﹔     ② 3n  ， 3 1 4m     (7,24,25)  。 

(4)當 24 2r   時，由m、 n之條件僅能取 4n  ， 4 1 5m     (9,40,41)一組解。 
(5)當 5r  時，由m、 n之條件，得到下列二組解： 
① 1n  ， 5 1 6m     (35,12,37)  ﹔   ② 5n  ， 1 5 6m     (11,60,61)  。 

(6)當 6 2 3r    時，由m、n之條件，得到下列二組解： 
① 2n  ， 3 2 5m     (21,20,29)  ﹔ ② 6n  ， 1 6 7m     (13,84,85)  。 

(7)當 2 3 5r    時，由m、n之條件，得到下列四組解： 
① 2n  ， 15 2 17m     (285,68,293)  ﹔  ② 6n  ， 5 6 11m     (85,132,157)  ﹔ 

    ③ 10n  ， 3 10 13m     (69,260,269)  ﹔ ④ 30n  ， 1 30 31m     (61,1860,1861)  。 

引理 5.2：利用直角三角形母子相似定理，在任意直角 ABC ，斜邊上的高
ch CD 分成 

三個大小不同的直角，令
Ir 、

IIr 、
IIIr 分別為 ACD 、 CBD 、 ABC 內切圓半 

徑，可得︰(1)                ；   (2)                  ； 

                    (3) 
c I II IIIh r r r   ；(4) 2 2 2

I II IIIr r r  ； 

                (5)三個內切圓半徑可以做成一個以三半徑為邊長的直角， 

                     則可再求下一組內切圓半徑。 

(二)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與多角數之通式導出其彼此的連結性： 

       在前人的作品中他們提出了，本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 滿足 1m n 

I III

b
r r

c


II III

a
r r

c
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的狀況下，猜測                       (他們並未做出)？以下是我們提出尋找的方式： 

1.本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 找第 y 個 k 角數 yK ： 

        給定自然數 m、n， 1m n  且互質、一奇一偶、 ( 1)
1

m n

n

 


為非負整數，則當

( 1) 3
1

m n
k

n

 
 


、 y n 時，我們會得到 2 2 2 2( ,4 )ym n K m n , 會是本原畢氏三元數組。 

【說明】︰給定本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 時，我們如何找到 k 角數數列中

的第 y個 yK ，滿足 4 yK b ，我們覺得這個現象很有趣，於是我們尋找 k 和 y的步驟如下： 

第 1 步驟：先令 4 yb K ，將 2b mn 代入得到2 4 ymn K ，經化簡後得到
2 y

mn
K  。 

第 2 步驟：因為多角數的通式 yK =  ( 2) ( 4)
2

y k y k   ，我們會得到  ( 2) ( 4)
2 2

y k y kmn   
   。 

第 3 步驟： 3k  的狀況下 ( 2) ( 4)k y k   必定大於 y ，本原畢氏三元數組中 m 必定大於 n，          
我們令 ( 2) ( 4)k y k m    、 y n  

第 4 步驟：解得
( 1) 3

1
m n

k
n

 
 


、 y n    。 

我們用 Excel 得出的結果如下：(紅色:符合生成元 m、n 條件；黃色: k 為正整數) 

                         
                

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
在圖表中第一組可得到正整數 k 值的(m、n)出現在(6、5)、第二組出現在(10、5)、第三組出

現在(14、5) 。第一組可得 k 為正整數的本原畢氏三元數組(a,b,c)的生成元 m、n 中，m 我們

稱為 1m ，以此類推，則 1 1m n  時的 k 值必為 3，而當 k 為 4 時，其 m 值我們稱為 2m ，我

們進一步發現了 2 1 ( 1)m m n   ，所以 3 1 2( 1)m m n   ， ( 1)
1

m n

n

 


算出來的值為非負整數解，

則 k 為正整數。因為第一組多角數的 k 值都會為 3，所以只要加 3 就能得到 k 值，將式子寫 

4 3yb  
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成 ( 1) 3
1

m n
k

n

 
 


，而此式亦可從本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 找多角數的式子  

( 2) ( 4)m k y k    及 n y 簡化推導出來。 

【例子說明】︰我們以 n=5 以及 n=6 做討論： 

n=5 時， 1 6m  ，
4 1 3( 1) 18m m n    ，將 ( , ) (18,5)m n  代入

( 1) 3
1

m n
k

n

 
 


，得到的 k 值為 6；

n=6 時， 1 7m  ， 3 1 2( 1) 17m m n    ，我們將 ( , ) (17,6)m n  代入
( 1) 3

1
m n

k
n

 
 


，得到的 k 值為 5， 

與上述圖表結果完全吻合。 

 2.由第 y 個 k 角數 yK 找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n： 

給定在 k 角數數列中的第 y 個   ，y 不為 k-4 質因數的正整數倍數，則 ( 2) ( 4)m k y k    、

n y 時，我們會得到                                      為本原畢氏三元數組。         

我們發掘由多角數找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 可以透過 ( 2) ( 4)k y k m    、

y n 找出 m、n 並得 b，使畢氏三元數甚至是本原畢氏三元數組的 b 除以 4 為多角數，於是

利用 ( 2) ( 4)k y k m    、 y n 並以 Excel 做計算求得以下規律：(紅色:不符合生成元 m、n 條件) 

 

 

 

 

 

 

 

 

利用代入 y n ， ( 2) ( 4)m k y k    得到 m、n，但是當 n 為( 4)k  的質因數的正整數倍數

時，找出的 m、n 會不符合 m、n 互質、奇偶相反，所以找出的(a,b,c)是畢氏三元數，而不是

本原畢氏三元數組，我們就不在這方面做探討。 

【說明】：當 x恰好為 4k   ( 6)k  質因數的正整數倍數時，則第 x個k 角數找出的 m,n

不符合互質和一奇一偶。為何是 4k  的質因數的正整數倍數？ 我們先由第 y 個 k 角數的通

式：                                             得知，  ( 2) ( 4)m k y k    ，  y n  

(1)當 k=7 時，代入上式可得知，m=5n-3，如果 m 與 n 不互質，則會形成畢氏三元數，所以

 ( 2) ( 4)
2 2

y k y k nm  


yK

2 2 2 2( ,4 , )ym n K m n 
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當 n=3，6…也就是 k-4 的質因數倍數時，m 與 n 就會不互質。 

(2)當 k=10 時，代入上式可得知，m=8n-6，如果 m 與 n 不互質，則會形成畢氏三元數，所以

當 n=2，3，4，6…也就是 k-4 的質因數倍數時，m 與 n 就會不互質。 

【總結】：n=k-4 的質因數倍數時，m 與 n 彼此不互質，則 m 與 n 會形成畢氏三元數。 

(三)探討給定任意的直角△內切圓半徑 r(r 為自然數)，其中三邊長為本原畢氏三元數組

(a,b,c)，其生成元為 m、n，則可找到第 y 個 k 角數 yK ，滿足4 yK b ，反之亦成立： 

1.直角△內切圓半徑 r 找第 y 個 k 角數 yK ： 

         先由直角△內切圓半徑 r 找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，再從本原畢氏

三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 去找多角數，進而將直角△內切圓半徑 r 分 3 種類型探討： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)直角△內切圓半徑 r 為扣除 2 以外的質數，都有 2 組本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元

m、n，但其中有一組 n 為 1 不符合 m 與 n找 k 的通式，所以 k為正整數的只有一組，且 k值

必為 3，舉例: r=3,5,7。 

(2)直角△內切圓半徑 r 的質因數分解為2x時，因 n 要全取2x，所以r n ，m 的通式為         ， 

    會得到 1m n  的情況，代入到本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 找 k 的通式 

                                    ，由此可知，k 為正整數時只有一組，且 k 值必為 3。 

(3)直角△內切圓半徑 r 的質因數分解 1 2
1 22 x x xx t t t • • • • ： 

①當 1x  時，由於 n 全取的性質，n 一定能取得 2 或 r (可能還有其它種)，當 n 為 2 時，代入                              

                                    得到          ，本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 的 m 為正整數， 

    所以 k 值也為正整數；當n r 時，由(2)可知           ；而 n 取不為 2 或 r 時，得出的 m 可 

    能會與 n 找到正整數 k 值，如 r=190,1770。可知 x 為 1 時，2k 組數本原畢氏三元數組。 

r
m n

n
 

 1
3

1
m n

k
n

 
 



 1
3

1
m n

k
n

 
 


m k

3k 
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②當 2x  時，n 一定會有 4 或 r (可能還有其它種)，當 4n  時代入                           (k 為正整

數)，得到 3m  會餘 2，則 m 符合這個情況時，求得的 k 必為正整數，反之，不符合時，

k 值不為正整數；而n r 時，由(2)可得知       ；當 n 取不為 4 或 r 時，得出的 m 可能會

與 n 找到正整數 k 值，如:r=220,1540,12100，1k 組數本原畢氏三元數組。 

③當 3x  時，n 一定會有 8 或 r (可能還有其它種)，當 8n  時代入                               (k 為正

整數)，得到 7m  會餘 2，則 m 符合這個情況時，求得的 k 必為正整數，反之，不符合時，

k 值不為正整數；而n r 時，由(2)可得知 3k  ；當 n 取不為 8 或 r 時，得出的 m 可能會

與 n 找到正整數 k 值，如:r=120,5720,24200，1k 組數本原畢氏三元數組。 

【證明】：m、n 找 k的通式為：                         ，將
r

m n
n

  代入 m、n 找 k的通式，經化簡

後得到                 ，所以給定 r 值時， 1 2
1 22 x x xxr t t t • • • • ，利用 n 全取的性質，把 n 值

與 r 值代入          ，則可求得 k 值；由
2 y

nm
K ，將

r
m n

n
  代入

2 y

nm
K ，經化簡後得 

到                       ，把 n 值與 r 值代入                   ，則可求得 yK 的值。  
【總結】：k 的組數至少有一組，至多與本原畢氏三元數組的組數一樣多，且每組 r 裡一定 

會找到 3k  這種情況。 

2.第 y 個 k 角數 yK 找直角△內切圓半徑 r： 

        接著，我們由多角數去找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，再從本原畢氏三

元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 去找出直角△內切圓半徑 r。  

【證明】：藉由 n y ， ( 2) ( 4)m k y k    ，代入 ( )n m n r      2 4y k y k y r       

 ( 3) ( 4)y k y k r     ，    3 4y k y k r      
。 

(1) k=3 時，已知 y n ，將這兩者代入 ( 2) ( 4)m k y k    ，得到 1m n  (m 與 n 為連續數 

字)，代入 ( )n m n r  會得到  1 =n n n r n y r     ，而 k=3 代入  ( 3) ( 4)y k y k r    也

可得到 y r ，可知 k=3 時，y為 r，例如:k=3，y=2 得到(m,n)=(3,2)，r 為 2。如下圖(一) 

(2) k=4 時，已知 y n ，將這兩者代入 ( 2) ( 4)m k y k    ，得到 2m n ，所以僅有一組

(m,n)=(2,1)是符合 m 與 n 互質的條件，代入  n m n r  可得到 r=1，可知在 k=4，y=1 時，

可找出在 k=4 中唯一能找出的 r 值。如下圖(二) <紅色:不符合生成元 m、n 條件> 

(3) k=5 時，已知 y n ，將這兩者代入 ( 2) ( 4)m k y k    ，得到 3 1m n  ，由找出的 m 與 n 都符合本

 1
3

1
m n

k
n

 
 



 1
3

1
m n

k
n

 
 



 1
3

1
m n

k
n

 
 



2

2 y

r n
K




2

2 y

r n
K




1
3

1

r

n k
n



 


1
3

1

r

n k
n



 


3k 
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原畢氏三元數組 m、n 的條件，即可直接經由 m 與 n 求出 r，也可代入式子  ( 3) ( 4)y k y k r   

得到 y(2y-1)=r，即 k=5 時找直角△內切圓半徑 r 的通式，代入 k=5，y=2，得 r=6。如下圖(三) 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  圖(一)                                             圖(二)                                              圖(三) 
(4) 當 k 6 且為偶數時，則 k-4 時值必為偶數，所以 n 為奇數，m 為偶數，則 r 必為奇數， 

    例:k=6，y=5，得 r 為 65。如下圖(四) <紅色:不符合生成元 m、n 條件> 

(5) 當 k 6 且為奇數時，只要 y不為 k-4 質因數的倍數時，皆可代入  ( 3) ( 4)y k y k r    算出其直 
角△內切圓半徑 r，而 r 則沒有奇偶限制。例如:k=10 代入                            得到                。 
如下圖(五&六) <紅色:不符合生成元 m、n 條件> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  圖(四)                                             圖(五)                                              圖(六) 

【總結】：k 與可得出的直角△內切圓半徑 r 在 k=4 以外時，可得出的數量是由 y的數量決 

定的，所以 k 對 r 為 1 對多，而一組 k,y 也就是第 y個 k 角數對 r 時，則是 1 對 1。 

所以不論由直角△內切圓半徑 r 找多角數或者是多角數找直角△內切圓半徑 r，都必須經過

本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，其三者關係圖為： 

直角△內切圓半徑 r 本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 第 y 個 k 角數 yK  。 

 ( 3) ( 4)y k y k r     7 6y y r 
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三、透過多角數及多角數彼此間與圓錐曲線的關聯性： 

(一)探討多角數及多角數彼此間與雙曲線之關係： 

        以解線性變換的技巧，透過程序系統化的方法，找尋一組聯立二次丟番圖方程最小正整

數解，求得基本矩陣且分別得其自然數列的所有解，並導出它們一階線型遞迴關係式的通解。 

1.三角平方數︰ 2 2 2( 1) 14( ) 8 1
2 2

x x
y x y


      有最小的正整數解 (1,1)  

                                                        2 24 8 1x y     

'' ' '
'' ' '

x ax by

y cx dy

 


 
    即

'
'' '

a b x

y c d y

     
     

     

x''
     滿足

2 24( ) 8( ) 1ax by cx dy        

2 2

2 2

4 8 4
8 16 0
4 8 8

a c

ab cd

b d

  


 
   

     即 
2 2

2 2

2 1
2
2 2

a c

ab cd

b d

  



   

之最小正整數解 ( , , , ) (3,4,2,3)a b c d       

方陣
3 4
2 3

a b

c d

   
   

   
 

一階線性遞迴關係式︰
' '

1
' '

1

3 4
2 3

n n

n n

x x

y y





    
    

     
                     平移方程式︰

1
2

x x

y y


  


  

 

當 1 1

1 1

31
2

1 1

x x

y y

                   
 

；   2 2

2 2

3 173 4 8
2 2

2 3 61 6

x x

y y

                                
   

，即第 8 個三角數就是第 6 個平方數 

3 3

3 3

17 993 4 49
2 2

2 3 356 35

x x

y y

                                
   

，即第 49 個三角數就是第 35 個平方數 

這個計算的結果與程式設計執行計算的正整數解是吻合一致且無遺漏的。 

綜合上面的結果我們可以得到下面的定理： 

定理 6.1 設 1 11, 1x y  ，則正整數 ,n nx y 滿足下列矩陣等式︰
1 3 13 4

2 2
2 3 1 0

n

n

n

x

y

    
                 

   

， 1,2,3,...n   

其一階線型遞迴關係式︰ 1

1

3 4 1
2 3 1

n n

n n

x x

y y





      
       
      

， 1n  ，則第 nx 個三角數為第 ny 個平方數。 

【證明】︰僅須再證明其一階線型遞迴關係式。 

1
1

1

3 1 3 13 4 3 4 3 4
2 2 2 2

2 3 2 3 2 31 0 1 0

n n

n

n

x

y







        
                                          

        

1 13 4 3 4 1
2 2

2 3 2 3 10 0

n n

n n

x x

y y

    
                                      
    

 

故一階線型遞迴關係式成立。 

引理 6.1 在自然數中，有無限多個三角平方數 2( 1)
2

x x
y


 ，例如： 28 9 6

2


  。 
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2.五角三角數︰
2

2 2( 1) 3 1 16( ) 18( ) 1
2 2 2 6

x x y y
x y

 
        有最小的正整數解 (1,1)  

2 26 18 1x y     

'' ' '
'' ' '

x ax by

y cx dy

 


 
    即

'
'' '

a b x

y c d y

     
     

     

x''
     滿足

2 26( ) 18( ) 1ax by cx dy        

2 2

2 2

3 1
3
3 3

a c

ab cd

b d

  


 
   

     之最小正整數解 ( , , , ) (2,3,1,2)a b c d       方陣
2 3
1 2

a b

c d

   
   

   
 

一階線性遞迴關係式︰
' '

1
' '

1

2 3
1 2

n n

n n

x x

y y





    
    

     

                     平移方程式︰
1
2
1
6

x x

y y


  


   


 

當 1 1

1 1

3
1 2

51
6

x x

y y

 
     

               
  

；           
2 2

2 2

3 11 52 3 2 2
105 191 2
36 6

x x

y y

   
                                
       

，不合 

3 3

3 3

11 41
2 3 202 2

19 711 2 12
6 6

x x

y y

   
          

                      
      

，即第 20 個三角數就是第 12 個五角數 

4 4

4 4

41 153 762 3 2 2
26671 2651 2
66 6

x x

y y

   
                                
       

，不合 

5 5

5 5

153 571
2 3 2852 2

265 9891 2 165
6 6

x x

y y

   
          

                      
      

，即第 285 個三角數就是第 165 個五角數 

這個計算的結果與程式設計執行計算的正整數解也是吻合一致且無遺漏的。 

綜合上面的結果我們可以得到下面的定理： 

定理 6.2 設 1 11, 1x y  ，則 2 1 2 1,n nx y  滿足下列矩陣等式︰
2 2

2 1

2 1

3 1
2 3 2 2

5 11 2
6 6

n

n

n

x

y







   
      

       
      

      

， 1,2,3,...n   

其一階線型遞迴關係式︰ 2 1 2 1

2 1 2 1

7 12 1
4 7 1

n n

n n

x x

y y

 

 

      
       
      

， 1n  ，則第 2 1nx  個三角數為第 2 1ny  個五角數。 

【證明】︰僅須再證明其一階線型遞迴關係式。 

2 2 2 2
2 1

2 1

3 1 3 1
2 3 2 3 2 32 2 2 2

5 1 5 11 2 1 2 1 2
6 6 6 6

n n

n

n

x

y







        
                

                  
               
                

2 1 2 1

2 1 2 1

1 1
7 12 7 12 12 2

1 14 7 4 7 1
6 6

n n

n n

x x

y y

 

 

    
             

                
            
        

     

故一階線型遞迴關係式成立。 

引理 6.2 在自然數中，有無限多個五角三角數
2( 1) 3

2 2
x x y y 

 ，例如：
220(20 1) 3 12 12 210

2 2
  

   。 
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3.五角平方數︰
2

2 2 23 124 36( ) 1
2 6

y y
x x y


        有最小的正整數解 (1,1)  

2 224 ' 36 ' 1x y    

'' ' '
'' ' '

x ax by

y cx dy

 


 
    即

'
'' '

a b x

y c d y

     
     

     

x''
     滿足

2 224( ' ') 36( ' ') 1ax by cx dy      

2 2

2 2

2 3 2
2 3

2 3 3

a c

ab cd

b d

  


 
   

     之最小正整數解 ( , , , ) (5,6,4,5)a b c d       方陣
5 6
4 5

a b

c d

   
   

   
 

一階線性遞迴關係式︰
' '

1
' '

1

5 6
4 5

n n

n n

x x

y y





    
    

     
                     平移方程式︰

'
1'
6

x x

y y





 


 

當 1 1

1 1

1'1
5'1
6

x x

y y

 
                  

 

；           
'

22
'

22

1 10 105 6
5 49 504 5
6 6 6

xx

yy

     
                           

     

，不合 

'
33

'
33

10 995 6 99
49 4854 5 81
6 6

xx

yy

   
                          

   

，即第 99 個平方數就是第 81 個五角數 

'
44

'
44

99 980 9805 6
485 4801 48024 5
6 6 6

xx

yy

     
                           

     

，不合 

5 5

5 5

980 97015 4 9701
4801 475256 5 7921

6 6

x x

y y

                                
   

，即第 9701 個平方數就是第 7921 個五角數 

這個計算的結果與程式設計執行計算的正整數解也是吻合一致且無遺漏的。 

綜合上面的結果我們可以得到下面的定理： 

定理 6.3 設 1 11, 1x y  ，則 2 1 2 1,n nx y  滿足下列矩陣等式︰

2 2
2 1

2 1

1 05 6
5 14 5
6 6

n

n

n

x

y







   
                 

   

， 1,2,3,...n   

其一階線型遞迴關係式︰ 2 1 2 1

2 1 2 1

49 60 10
40 49 8

n n

n n

x x

y y

 

 

      
       

      

， 1n  ，則第 2 1nx  個平方數為第 2 1ny  個五角數。 

【證明】︰僅須再證明其一階線型遞迴關係式。 

2
2 1

2 1

1 05 6
5 14 5
6 6

n

n

n

x

y





   
                 

   

2 2 2 1 05 6 5 6
5 14 5 4 5
6 6

n    
                   

    

2 1 2 1

2 1 2 1

0 049 60 49 60 10
1 140 49 40 49 8
6 6

n n

n n

x x

y y

 

 

    
                                      

    

  

故一階線型遞迴關係式成立。 

引理 6.3 在自然數中，有無限多個五角平方數
2

23
2

y y
x


 ，例如：

2
23 81 81 99

2
 

   。                
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4.七角三角數︰
2

2 2( 1) 5 3 1 35( ) 25( ) 1
2 2 2 10

x x y y
x y

 
        有兩組基本解 (1,1)及 (10,5)  

 2 25 ' 25 ' 1x y    
'' ' '
'' ' '

x ax by

y cx dy

 


 
   即

'
'' '

a b x

y c d y

     
     

     

x''
     滿足 2 2-5(ax'+by') +25(cx'+dy') =1   

2 2

2 2

a -5c =1
ab=5cd   

b -5d =-5




 



     之最小正整數解 (a,b,c,d)=(9,20,4,9)      方陣 9 20
=

4 9
a b

c d

   
   
   

 

一階線性遞迴關係式︰
'

1
' '

1

9 20
4 9

n n

n n

x x

y y





    
    

     

'

                     平移方程式︰
1'
2
3'

10

x x

y y


 


  


 

(1). 當 '
1 1

'
1 1

3
1 2

71
10

x x

y y

 
     

        
     

  

；        '
22

'
22

3 55 279 20 2 2
1267 1234 9
1010 10

xx

yy

   
                                
       

，不合 

'
33

'
33

55 987
9 20 4932 2=

123 22074 9 221
10 10

xx

yy

   
          

            
         

      

，即第 493 個三角數就是第 221 個七角數 

'
44

'
44

987 17711 88559 20 2 2
396062207 396034 9

1010 10

xx

yy

   
                                
       

，不合 

'
55

'
55

17711 317811
9 20 1589052 2

39603 7106474 9 71065
10 10

xx

yy

   
          

             
         

      

，即第 158905 個三角數就是第 71065 個七角數 

(2). 當 '
1 1

'
1 1

21
x 10 2
y 475

10

x

y

 
     

        
     

  

；          '
22

'
22

21 377 1889 20 2 2
84647 8434 9
1010 10

xx

yy

   
                                
       

，不合 

'
33

'
33

377 6765
9 20 33822 2

843 151274 9 1513
10 10

xx

yy

   
          

             
         

      

，即第 3382 個三角數就是第 1513 個七角數 

'
44

'
44

6765 121393 606969 20 2 2
27144615127 2714434 9

1010 10

xx

yy

   
                                
       

，不合 

'
55

'
55

121393 2178309
9 20 10891542 2=

271443 48708474 9 487085
10 10

xx

yy

   
          

            
         

      

，第 1089154 個三角數是第 487085 個七角數 

這個計算的結果與程式設計執行計算的正整數解也是吻合一致且無遺漏的。 

綜合上面的結果我們可以得到下面的定理： 

定理 6.4(1) 設 1 1=1, 1x y  ，則 2 1, ny 2n-1x 滿足下列矩陣等式︰ 2 2
3 1

9 20 2 2
7 34 9

10 10

n
   

      
       
      

      

2n-1

2n-1

x

y

， 1,2,3,...n   
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(2) 設 1x =10 , 1y =5，則 2 1, ny 2n-1x 滿足下列矩陣等式︰ 2 2
21 1

9 20 2 2
47 34 9
10 10

n
   

      
       
      

      

2n-1

2n-1

x

y

， 1,2,3,...n   

其一階線型遞迴關係式︰ 2 1 2 1

2 1 2 1

161 360 28
72 161 12

n n

n n

x x

y y

 

 

      
       

      

， 1n  ，則第 2 1nx  個三角數為第 2 1ny  個七角數。 

【證明】︰僅須再證明其一階線型遞迴關係式。 

2 2 2 2
2 1 2 1

2 1 2 1

3 1 3 1 1
9 20 9 20 9 20 161 3602 2 2 2 2(1).

7 3 7 3 34 9 4 9 4 9 72 161
10 10 10 10 10

n n

n n

n n

x x

y y



 

 

              
                    
                         
                    
                    

2 1

2 1

1
161 360 282

3 72 161 12
10

n

n

x

y





  
        
          

       
     

 
2 2 2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

21 1 21 1 1
9 20 9 20 9 20 161 3602 2 2 2 2(2).

47 3 47 3 34 9 4 9 4 9 72 161
10 10 10 10 10

n n

n n

n n

x x

y y



 

 

             
                    
                        
                   
                   

2 1

2 1

1
161 360 282

3 72 161 12
10

n

n

x

y





   
        
           

        
     

            故一階線型遞迴關係式皆成立。 
引理 6.4 在自然數中，有無限多個七角三角數

2( 1) 5 3
2 2

x x y y 
 ，例如： 210(10 1) 5 5 3 5 55

2 2
   

   。 

 5.七角平方數︰ 2 2 2(5 3) 40 100 3( ) 1
2 9 9 10

y y
x x y


         有三組基本解 (1,1)、 (9,6)、 (77,49)  

2 240 100' ' 1
9 9

x y    

'' '+ '
'' ' '

x ax by

y cx dy




 
     即 '' '

'' '
x a b x

y c d y

     
     

     

     滿足  
2240 100( ' ') ' ' 1

9 9
ax by cx dy      

2 2

2 2

40 100 40
9 9 9

80 200 0
9 9
40 100 100
9 9 9

a c

ab cd

b d


   



   


  


   
2 2

2 2

2 5 2
2 5
2 5 5

a c

ab cd

b d

  


 


  

     之最小正整數解  , , , (19,30,12,19)a b c d   

方陣 19 30
12 19

a b

c d

   
   

   

 

一階線性遞迴關係式︰ 1

1

' '19 30
12 19 ' '

n n

n n

x x

y y





    
    

     
                     平移方程式︰ '

3'
10

x x

y y





 


 

(1). 當 1 1

1 1

1'1
71 '

10

x x

y y

 
                  

 

；         2 2

2 2

1 40 40'19 30
7 253 25612 19 '

10 10 10

x x

y y

     
                            

     

，不合 

3 3

3 3

40 1519 '19 30 1519
253 960712 19 ' 961
10 10

x x

y y

   
                           

   

，即第 1519 個平方數就是第 961 個七角數 

4 4

4 4

1519 57682 57682'19 30
9607 364813 36481612 19 '
10 10 10

x x

y y

     
                            

     

，不合 

5 5

5 5

57682 2190397 '19 30 2190397
364813 1385328712 19 ' 1385329

10 10

x x

y y

   
                           

   

，第 2190397 個平方數是第 1385329 個七角數 
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(2). 當 1 1

1 1

9'9
576 '
10

x x

y y

 
                  

 

；      2 2

2 2

9 342 342'19 30
57 2163 216612 19 '
10 10 10

x x

y y

     
                            

     

，不合 

3 3

3 3

342 12987 '19 30 12987
2163 8213712 19 ' 8214
10 10

x x

y y

   
                           

   

，即第 12987 個平方數就是第 8214 個七角數 

4 4

4 4

12987 493164 493164'19 30
82137 3119043 311904612 19 '

10 10 10

x x

y y

     
                            

     

，不合 

5 5

5 5

493164 18727245 '19 30 18727245
=3119043 11844149712 19 ' 11844150

10 10

x x

y y

   
                           

   

，第 18727245個平方數是第 11844150個七角數 

(3). 當 1 1

1 1

77'77
48749 '
10

x x

y y

 
                  

 

；       2 2

2 2

77 2924 2924'19 30
487 18493 1849612 19 '
10 10 10

x x

y y

     
                            

     

，不合 

3 3

3 3

2924 111035 '19 30 111035
18493 70224712 19 ' 70225

10 10

x x

y y

   
                           

   

，即第 111035個平方數就是第 70225個七角數 

4 4

4 4

111035 4216406 4216406'19 30
702247 26666893 2666689612 19 '

10 10 10

x x

y y

     
                            

     

，不合 

5 5

5 5

4216406 160112393 '19 30 160112393
26666893 101263968712 19 ' 101263969

10 10

x x

y y

   
                           

   

，第 160112393 個平方數是第 101263969 個七角數 

這個計算的結果與程式設計執行計算的正整數解也是吻合一致且無遺漏的。 

綜合上面的結果我們可以得到下面的定理： 

定理 6.5(1) 設 1 11, 1x y  ，則 2 1, ny 2n-1x 滿足下列矩陣等式︰ 2 2
2 1

2 1

1 019 30
7 312 19

10 10

n

n

n

x

y







   
                 

   

， 1,2,3,...n   

            (2) 設 1 19, 6x y  ，則 2 1, ny 2n-1x 滿足下列矩陣等式︰ 2 2
2 1

2 1

9 019 30
57 312 19
10 10

n

n

n

x

y







   
                 

   

， 1,2,3,...n   

(3) 設 1 177, 49x y  ，則 2 1, ny 2n-1x 滿足下列矩陣等式︰ 2 2
2 1

2 1

77 019 30
487 312 19
10 10

n

n

n

x

y







   
                 

   

， 1,2,3,...n   

其一階線型遞迴關係式: 2 1 2 1

2 1 2 1

721 1140 342
456 721 216

n n

n n

x x

y y

 

 

      
       

      

， 1n  ，則第 2 1nx  個平方數為第 2 1ny  個七角數。 

【證明】︰僅須再證明其一階線型遞迴關係式。 
2 2 2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

1 0 1 0 0 019 30 19 30 19 30 721 1140
(1). 7 3 7 3 3 312 19 12 19 12 19 456 721

10 10 10 10 10 10

n n

n n

n n

x x

y y



 

 

              
                                                                 

             

2 1

2 1

721 1140 342
456 721 216

n

n

x

y





               


2 2 2 2
2 1 2 1

2 1 2 1

9 0 9 0 0 019 30 19 30 19 30 721 1140
(2). 57 3 57 3 3 312 19 12 19 12 19 456 721

10 10 10 10 10 10

n n

n n

n n

x x

y y



 

 

             
                                                                

             

2 1

2 1

721 1140 342
456 721 216

n

n

x

y






                



2 2 2 2
2 1 2 1

2 1 2 1

77 0 77 0 0 019 30 19 30 19 30 721 1140
(3). 487 3 487 3 3 312 19 12 19 12 19 456 721

10 10 10 10 10 1

n n

n n

n n

x x

y y



 

 

            
                                                               

            

2 1

2 1

721 1140 342
456 721 216

0

n

n

x

y





 
                 

 

            故一階線型遞迴關係式皆成立。 
引理 6.5 在自然數中，有無限多個七角平方數 2(5 3)

2
y y

x


 ，例如：
2

25 6 3 6 9
2

  
   。  
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事實上，七角數以上的三角數或平方數之找法，其基本方陣是固定形式，而須用到的基本解

情況亦會隨角數增加而增加。同樣地，我們可以推得下列更廣泛的系理︰ 

引理 6.6 d 角三角數︰      2 41
2 2

y d y dx x       ， 4d   

在自然數中，當 2 2d l   ( 3)l  ，即 11d  或 18d  或 27d  …等，有無限多個 d 角三角數。 
【說明】︰將 2 2d l  代入式子，整理後呈現出：

2 2 2 2 2 2 2(2 1) [2 ( 2)] ( 1)( 4)l x l y l l l        …(*) 
(1)當 3l  即 11d  ，而(*)至多含有 1x  , 1y  的有限個正整數解 1； 
(2)當 4l  即 18d  ，而(*)至多含有 1x  , 1y  的有限個正整數解 1； 

(3)當 5l  即 27d  ，而(*)含有 1
1

x

y






與 12
3

x

y






的有限個正整數解 1 及 78。 

引理 6.7 k 角平方數︰    2 2 4
2

y k y k
x

     ， 5k   

在自然數中，當 22 2k l  ( 2)l  ，即 10k  或 20k  或 34k  …等，有無限多個 k 角平方數。 

【說明】︰將 22 2k l  代入式子，整理後呈現出：  
22 2 2 2 2 2(2 ) [2 ( 1)] 1l x l y l l      …(**) 

(1)當 2l  即 10k  ，而(**)至多含有 1x  , 1y  的有限個正整數解 1； 
(2)當 3l  即 20k  ，而(**)至多含有 1x  , 1y  的有限個正整數解 1； 

(3)當 4l  即 34k  ，而(**)含有
1
1

x

y





與

14
4

x

y





的有限個正整數解 1 及 196。 

        更進一步，既是多邊形數也是平方數又是三角數的自然數，稱為多角平方三角數，而自

然數 1 是多角平方三角數，1225 是六角平方三角數，因為有無限多個六角平方三角數。然而，

在求解多角平方三角數的問題相當於須利用到二次丟番圖聯立方程是否有正整數解？ 

引理 6.8 p 角平方三角數︰                                                                                    ， 5p    
在自然數中，一般的 p 角平方三角數( 5p  但 6p  )，其 1 是僅有的 p 角平方三角數！ 
【說明】︰ 
p=5，即五角平方三角數︰                                                                                                    …(***) 

 

p=7，即七角平方三角數︰                                                                                                   …(****) 

                                                                                                                                                  

則我們得到 ( , , ) (1, 1, 1)x y z  皆為其最小正整數解，即 ( ', ', ') (3,1,5)x y z  是(***)的正整數解，

( ', ', ') (3,1,7)x y z  是(****)的正整數解，用各程式執行可得在兆以內的自然數都沒有其它的解。 

(二)探討多角數及多角數彼此間與拋物線之關係： 

僅在探討第 y 個 k 角數
yK 時，圖形是呈現拋物線型式，而多角數與多角數間則無拋物線之關係。 

(三)探討多角數及多角數彼此間與橢圓之關係： 

因橢圓型式為                      與多角數及多角數間型式                      完全不同，故無橢圓之關係。 

   2 2 4( 1)
2 2

z p z px x
y

      

2
2 2

2
2 2

2

( 1)
' 8 ' 1( 1) (3 1) 2

(3 1)2 2 ' 24 ' 1
2

x x
y

x yx x z z
y

z z z y
y


     

    
   



2
2 2

2
2 2

2

( 1)
' 8 ' 1( 1) (5 3) 2

(5 3)2 2 ' 40 ' 9
2

x x
y

x yx x z z
y

z z z y
y


     

    
   



2 2

2 2 1x y

a b
 

2 2

2 2 1x y

a b
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伍、研究結果 
一、本原畢氏三元數組、直角△內切圓半徑及多角數三者之間的關聯性： 

(一)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與直角△內切圓半徑 r 之彼此間的關係： 

1.由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 求直角△內切圓半徑 r，並得圓外切直角△生 

   成組數之關係表︰ 
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經由上表的規律推導後，我們統整出以本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 求其直角

△內切圓半徑 r 的方式：m、n 求 r 的通式： ( )n m n r   

(1)若由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，亦可求出其直角△內切圓半徑 r。 

(2)當 m、n 為連續數字，n r 。 

(3)當 m 為奇數，n 為偶數，則 r 為偶數；而 m 為偶數，n 為奇數，則 r 為奇數。 

(4)當 m 為偶數且 n 為 1，則 1m r  。 

(5)在兩組(m,n)中，當 m 相等且為偶數，若其中一組 n=1，另一組 n=m-1 時，求得的 r 值必 

相等；若這兩組 n 值相加等於 m 值時，則 r 值必相等。  

2.由直角△內切圓半徑 r 求得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，並寫出程式Visual  

   C # 執行運算︰ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【探究過程統整】︰ 

(1)先將 r 的標準分解式寫出來： 1
12 ...x xxr t t ，其中 0x  之整數， 1 2 ...t t t   為由小到大的

奇質因數 1 2, ,..., 1x x x  的正整數。 0, 0  時，則 2xr  。 

(2)其次求互質的正整數 ( , )m n m n 且m、n之奇偶性相反(恰好一奇一偶)，其符合的組數與

n的可能取法數相同。 

(3)當 2x xi

ir t  時，取 n 時，由於 n 必須取2x之全部次方，所以 n 能取2x或2x xi

it
之全部次方，

xi

it 可以取也可以不取，則恰好有兩組解。 

(4)當 2xr  時， n就只能取 2x ，而 2 1xm   一組解。 

(5)當 1
12 xxr t 時， n就只能取到 2x 或 1

12 xx t 兩種。 

(6)當 1 2
1 22 x xxr t t 時， n可以取到 2x ， 1

12 xx t ， 2
22 xx t 及 1 2

1 22 x xx t t 共四組解。 
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(7)一般來說， 1 2
1 22 ...x x xxr t t t ，則 n可以取到2x ， 1

12 xx t ， 2x 2
2
x

t ，…，2 xx t ; 1 2
1 22 x xx t t ，…， 

    1
12 x xx t t ; …， 1 2 1

1 2 12 ...x x xx t t t 

 ， 1 2
1 22 ...x x xx t t t ， 1 2

1 22 x xx t t … 1
1
x x

t t


 共有2 組解，相應 

    的 ( , , )a b c 就有 2 組本原畢氏三元數組解，因此，共有 2 個本原畢氏三元數組為邊長的直 

    角三角形，它們的內切圓半徑都是原給定的正整數 r 。 

        綜合比較討論，當直角△內切圓半徑 r 為質數或是合數時，將分別呈現的規律整理如下： 

①r為扣除 2 以外的質數，都只有兩組解；②當r 的質因數分解為2x 時，則就只有一組解； 

③當r 的質因數分解為 1 2 1
1 2 12 ...x x x xxr t t t t

 ，其中 0x  之整數， 1 2 ...t t t   為由小到大的

正奇質因數 1 2, ,..., 1x x x  的正整數，則會有2 組解。 

最後解決老師給我們的競賽試題問題：當正整數 a, b, c 滿足 2 2 2a b c  時，尋找共有幾

組本原畢氏三元數組，亦可成為直角三角形的三邊長，同時內切圓半徑 r 亦等於 2014？ 

【解題過程】：先把r做質因數分解得到 2 19 53r    ，利用n全取的特性可取出n=2、38、 

106、2014，再將已知的r值與求出的n值代入                求得m值為1009、91、125、2015，則 
( , ) (1009,2) ( , , ) (1018077,4036,1018085)m n a b c   、( , ) (91,38) ( , , ) (6837,6916,9725)m n a b c   、

( , ) (125,106) ( , , ) (4389,26500,26861)m n a b c   、 ( , ) (2015,2014) ( , , ) (4029,8116420,8116421)m n a b c   ，

共有4組本原畢氏三元數組。 

(二)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與多角數之通式導出其彼此的連結性： 

1.本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 找第 y 個 k 角數 yK ： 

        透過這兩個式子    2 4m k y k    、 n y 經由化簡到 m、n 求 k 的通式: 
( 1) 3

1
m n

k
n

 
 


， 

(1)在 m、n 為連續數字時[(m,n)=(2,1)時例外]，找出的 k 必為 3，反之亦然。 
(2)只有在(m,n)=(2,1)代入    2 4m k y k    時可找出 k=4。 
2.由第 y 個 k 角數 yK 找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n： 

        大部分的 k 和 y 都可利用 k-4 的質因數和 y 的關係判別找出的 m、n 是否符合奇偶性與

互質關係，但在 6k  時，則較為特別。 
以下是本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n 與多角數兩者彼此互相求解的通式： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

r
m n

n
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(三)探討給定任意的直角△內切圓半徑 r(r 為自然數)，其中三邊長為本原畢氏三元數組

(a,b,c)，其生成元為 m、n，則可找到第 y 個 k 角數 yK ，滿足4 yK b ，反之亦成立： 

1.直角△內切圓半徑 r 找第 y 個 k 角數 yK ： 

(1)我們可以先把 r 做質因數分解，利用 n 全取的特性挑 n，將 r 值與 n 值代入 
1

3
1

r

n k
n



 


以及
2

2 y

r n
K


 這兩個式子中，即可求得 k 值以及 yK 。 

(2)每一個 r 皆可以找到正整數的 k 值、y 值和 yK 。並將 r 取出的 n 與所得的 k 值關係做探討： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.第 y 個 k 角數 yK 找直角△內切圓半徑 r： 

給定 k 和 y 可得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元 m、n，即可代入 k 和 y，求直角△內切

圓半徑 r 通式，得其 r 值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以下是第 y 個 k 角數 yK 和直角△內切圓半徑 r 兩者彼此關係的通式： 
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二、透過多角數及多角數彼此間與圓錐曲線的關聯性： 

探討多角數及多角數彼此間與雙曲線之關係，利用線性變換之矩陣解的研究，從遞迴關

係式再找下一組解： 

1.寫出程式Visual C # 及Excel VBA，執行運算並以圖形使用者介面來呈現所有解的情況︰ 

        將方法推廣到找尋 d 角三角數、k 角平方數或 p 角平方三角數( 4, 5, 5d k p   )。以線性變

換的技巧，推導這些關係式都取 a,b,c,d 為互質的自然數解，使得 a b c d   為最小的正整數

解，其原因是：(1)若 a b c d   不是最小，恐怕在迭代過程，跳過雙曲線的一些有理數解

(x,y)，而無法得到全部正整數解。(2)如果能找到一組正整數解，就可由遞迴關係得到無限多

組正整數解。(3)其實(a,b,c,d)還有其他的整數解，此時(a,b,c,d)有正有負，會得到(x,y)是雙曲

線在<II><III><IV>象限的有理數解，甚至於跳回原來的起始解，不符合正有理數解的要求。

再者，經由求得基本矩陣且得其自然數列的所有解，並得到它們一階線型遞迴關係式的通解。 

 

 

 

 

 

 

 

【七角三角數】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【七角平方數】 

 



24 

 
 

 

2.以 Excel VBA 分別探討滿足 d 角三角數與 k 角平方數之所有正整數解︰ 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 【五角三角數】 

                                                                                                                                        【五角平方數】 

 

3.以 Visual C#分別探討各角數之密切性與其相關特例之所有正整數解︰ 
 

 

 

 

 

 

 

                                     【三角平方數】                                              【六角三角數】 

 

 
4.分別探討在符合引理 6.6 與引理 6.7 之條件下，其所有正整數解為有限個︰ 
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5.在符合引理 6.8 之條件下，分別探討各狀況之所有正整數解︰ 
 

 

 

 

 

 

 

 

                                                          【六角平方三角數】 

 
 

6.在自然數中，一般的 p 角平方三角數( 5p  但 6p  )，其 1 是僅有的 p 角平方三角數︰ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
7.在解多角平方三角數時，相當於需利用到二次丟番圖聯立方程，找尋是否有正整數解︰ 
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三、經由觀察這些矩陣解的規律性，延伸探究關於雙曲線上的格子點問題： 

(一)雙曲線上的格子點(正整數解)與多角數及多角數間彼此之關係，以坐標表示： 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)三角平方數中，     值相同的兩組(k,y)，兩組(k,y)中僅有一組能找到符合互質且一奇一偶 
    條件的 m、n，再找到 r。 
(2)在 d 角三角數中， 5d  時，兩組(k,y)都能找到符合互質且一奇一偶條件的 m、n，再找 
     到 r。 
(3)在 d 角三角數中， 5d  時，兩組(k,y)中必有一組(k,y)可找到本原畢氏三元數組的生成元 
     m、n，而另外一組(k,y)只要符合 y不為 4k  質因數的正整數倍數，即可找到本原畢氏三 
    元數組的生成元 m、n，反之則找不到本原畢氏三元數組的生成元 m、n。 
(4)在 k 角平方數， 5k  時，兩組(k,y)中僅有一組能找到符合互質且一奇一偶條件的 m、n， 
     再找到 r。 
(5)在 k 角平方數中， 5k  時，兩組(k,y)至多有一組(k,y)可找到本原畢氏三元數組的生成元 
     m、n，但也可能兩組皆找不到本原畢氏三元數組的生成元 m、n，即找不到符合互質且 
    一奇一偶條件的 m、n。 
(二)雙曲線上的格子點(正整數解)所形成直線與漸近線之關係： 

 

 

 

 

 

 
 

                   【三角平方數】                                                       【五角三角數】 

yK
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        上圖中紅色的圖形為多角數與多角數兩者關係所形成的雙曲線，黑線是雙曲線上的格子

點所連成的直線，藍線則是雙曲線的漸近線，而 m 則是雙曲線上格子點連線的斜率： 

在三角平方數的作圖中，
1 0.71m  ，而漸近線的斜率 1m  ，兩直線僅交於雙曲線的中心點。

在五角三角數的作圖中，漸近線與雙曲線上格子點所成的直線重合，其斜率 0.58m  ，而

五角平方數、七角三角數和七角平方數也呈現漸近線與雙曲線上格子點所成的直線重合，三

者斜率分別為 0.82，0.45，和 0.63。 

(三)、探究關於三角平方數之雙曲線上的格子點問題，分為兩類討論︰ 

1.第一類( x是奇數)：滿足
2

2 1
2

y
x


  ， 

2 2
2( 1) ( 1) ( )

2 2
n n y y

yx
   

  左邊是三角數，右邊是平方數， 

   它的點坐標  ,x y 出現在雙曲線
2 22 1x y   上。例如(5,7)代表

2 2
27 (7 1) (7 5)

2


  。 

目前我們找到的有 A(1,1)，B(5,7)，C(29,41)，D(169,239)，E(985,1393)，F(5741,8119)，
G(33461,47321)，H(195025,275807)，I(1136689,1607521)，其中相連的格子點，它的 Y 坐標 
的比值，愈來愈趨近於r =5.828427125﹔ 7

=7
1

， 41=5.857142
7

， 239=5.829268
41

， 1393=5.828451
239

，

8119
=5.828427

1393
， 47321=5.828427146
8119

， 275807 =5.828427125
47321

，1607521=5.828427125
275807

。 

2.第二類( x是偶數)：滿足
2

2 1
2

y
x


  ， 

2 2
2( 1) ( 1) ( )

2 2
n n y y

xy
   

  ，它的點坐標  ,x y 出現在 

   共軛雙曲線
2 22 1x y    上，其也有相同的結果。 

在下方 Excel 表格中，黑色的數字(x,y)是開始找到的幾個起始值，藍色、紅色的數字都是把

每一個前面的 y 坐標，乘上 5.828427125 再四捨五入取整數，就得到後續的 y 坐標，而 x 坐

標求法亦相同，第 15 列以後因為數字太大，所以用科學記號表示，因此可得所有的格子點

（即所有的三角平方數）。 
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陸、討論 

        雖然我們更深入地探究、發掘並解決相當部分的問題，而還未解決或未來可繼續研究的

問題，我們做出以下的討論：  

一、透過本原畢氏三元數組，得到以內切圓半徑為邊長的直角，可再求下一組內切圓半徑， 

亦可找多角數與多角數彼此關係，從參考資料(一)『三角平方數定理』，其所得的解有可 

能就是全部的解，至少對三角平方數的情形是完全符合的，進而日後我們皆可試著利用 

『無窮遞降法』證明，甚至其它情形應該也可用類似方法得證。這將可作為我們未來繼 

續研究的方向(參考資料十四)。 

二、對於其他 d 角三角數與 k 角平方數之雙曲線上的格子點問題，同樣可用矩陣之推導， 找 

      尋其格子點，但非所有雙曲線都有格子點，有些是沒有格子點的！值得我們進一步探究。 

三、關於三角平方數之雙曲線上的格子點問題，尤其是                                                           ， 

       恰好是漸近線 2y x 的斜率所成的直角三角形，短股與長股和的平方，我們覺得這個 

      很有趣，不知道是否與雙曲線
2 22 1x y  的參數式                           有關？目前我們還沒有 

      辦法證明它，對此將是我們日後繼續研究精進其完備的方向之一。 
 

柒、結論 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2

r =5.828427125=3+2 2= 1+ 2

sec( )( , tan( ))
2
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        數學的奧妙之處在尋求其解決問題的過程中，又引發出此新的問題，讓我們發現可再對

討論所列出的進行探究。此過程推導磨練我們耐力與毅力，也遇到許多困難與挫折，還要

拚命想出解釋的方法與為什麼會這樣，可是，當我們試驗導出時，也就顯得格外愉悅！

在我們的努力和老師的協助下，我們成功地完成了這個試驗，清楚的解釋了為什麼，並

從這次的試驗，我們不斷地假設、推導、觀察、驗證和統整歸納的過程中，我們獲得了

更多的知識，從中發掘到了數學樂趣，也更能體會「團結就是力量｣！仔細剖析探索，不

難發現在日常生活中的每樣東西都有它的規律，相當有趣而奇妙；而我們的研究結合離散

幾何與代數，進而延伸是個純粹數論的一種有趣研究，在實用性上，如一大堆圓球堆疊出三

角垛、平方垛、五角垛、…等等。另外，我們也發現了本原畢氏三元數組(a,b,c)生成的 m、

n 妙用及其限制，與直角△內切圓半徑 r 以及多角數，三者互相求解的密切關係。 

 

 

 

 

 

 

 
 

對這些多角數與多角數彼此有著密切之關係︰(1)
1

[( 3) ( 5)]
2n n

n k n k
K T 

  
  ， 1n  ，即

第 n 個 k 角數等於第 n 個(k－1)角數加上第(n－1)個三角數( 3k  )；所以三角數是最基本而

重要的多角數。(2)第 n 個三角數與第 n 個平方數的比值為 1
2

n

n

 ，而 1 1lim
2 2n

n

n


 符合直觀結果。

(3)前 n 個三角數之和與前 n 個平方數之和的比值為
2

2 1
n

n




，而 2 1lim

2 1 2n

n

n





。(4)延伸多角數與

多角錐彼此關係為『如何將平面底層為 36 個積木的三角數，往上堆疊出立體三角錐？轉成同

樣平面底層為 36個積木的四角數，往上堆疊出立體四角錐？』(如下圖所示)。 
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二、附錄：程式碼【p 角平方三角數的一般式                                                                       ， 5p  】 

long N, Product, p; double dX, dY, dZ, dP; bool result = long.TryParse(textBox4.Text, out N); 
        bool result2 = long.TryParse(textBox3.Text, out p); 
        if (result && result2){ textBox5.Text = ""; 
        for (long y = 1; y <= N; y++){ Product = 2 * y * y; 
        for (long z = 1; z <= N; z++){ 
        if (Product == z * ((p - 2) * z - (p - 4))){ 
        for (long x = 1; x <= N; x++){dX = (double)x; dY = (double)y; dZ = (double)z;dP = (double)p;                                
                                if ((dX * (dX + 1.0)) == Product){ textBox5.Text += "X=" + x.ToString() + ", "; 
                                textBox5.Text += "Y=" + y.ToString() + ", "; 
                                textBox5.Text += "Z=" + z.ToString() + Environment.NewLine;}  } }  }   } 
                MessageBox.Show("完成");} 
            else{MessageBox.Show("N 必須為正整數, p 必須 >= 5.");}

   2 2 4( 1)
2 2

z p z px x
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作品海報 

【評語】030414  

給定一個正整數 r，探討有多少組本原畢氏三元數組所形成的

的直角三角形其內切圓半徑等於給定的 r值的問題。針對此問題給

出了分析。對於有多少 k角數同時也會是 l角數這樣的問題，也作

了一些討論。作者們所考慮的問題其實是蠻有趣的，花了許多探索

的功夫,但是說明的過程有點太過於凌亂，讓人很難掌握作者想要表

達的重點。前半部和後半部看起來沒有太多的關連，感覺上好像是

把兩個獨立的問題放在一個作品中,沒有明確的主軸。以本作品來說，

如果能重新整理，從兩部分選出其中之一把它說明的更清楚而且完

整，會比目前作品所呈現的形式看起來更有價值。有點可惜了。 
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壹、研究動機

貳、研究目的
一、本原畢氏三元數組、直角△內切圓半徑及多角數三者之間的關聯性：
(一)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與直角△內切圓半徑r之彼此間的關係：
1.由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n求直角△內切圓半徑r。 2.由直角△內切圓半徑r求得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n。

(二)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與多角數之通式導出其彼此的連結性：
1.本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n找第y個k角數𝑲𝒚。 2.由第y個k角數𝑲𝒚找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n。

(三)探討給定任意的直角△內切圓半徑r，其三邊長為本原畢氏三元數組(a,b,c)，其生成元為m、n，則可找到第y個k角數𝑲𝒚，滿足𝟒𝑲𝒚=b

，反之亦成立： 1.直角△內切圓半徑r 找第y個k角數𝑲𝒚。 2. 第y個k角數𝑲𝒚找直角△內切圓半徑r。
二、透過多角數及多角數彼此間與圓錐曲線的關聯性：
(一)探討多角數及多角數彼此間與雙曲線之關係。 (二)探討多角數及多角數彼此間與拋物線之關係。 (三)探討多角數及多角數彼此間與橢圓之關係。
三、經由觀察這些矩陣解的規律性，延伸探究關於雙曲線上的格子點問題。

參、研究設備及器材

此作品研究「本原畢氏三元數組與直角△內切圓半徑為自然數所對應三邊長亦自然數，及多角數三者之間的關係。我
們先由本原畢氏三元數組經由推導過程，找出本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與直角△內切圓半徑r之彼此關聯
性；其次，藉由生成元m、n與多角數之通式導出彼此連結性；給定任意的直角△內切圓半徑，其中三邊長為本原畢氏三元
數組，其生成元為m、n，則可找到第y個k角數等於b／4，反之亦成立，所以三者彼此關係都與生成元m、n息息相關。
另外，我們發現多角數與多角數間之關聯和雙曲線有關，利用線性變換之矩陣解以坐標表示，並從遞迴關係式再找下一組
解。」再由觀察這些解的規律性，延伸探討雙曲線上的格子點問題。

筆記本、筆(記錄用)、USL連接方塊積木、筆記型電腦、自備隨身碟、Microsoft Excel VBA 2016、Microsoft Visual Studio 
Community 2017微軟合法免費軟體、GeoGebra 動態幾何繪圖軟體

肆、研究過程與方法一、名詞定義與公式:
(一)自然數組(a,b,c)滿足𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝒄𝟐的關係者，稱(a,b,c)為畢氏三元數。 (二)若(a,b,c)為畢氏三元數，且a,b,c互質時，則稱(a,b,c)為本原畢氏三元數組。

(三)對於多角數或多角錐數之意義解說:
(1)第y個三角數之一般式 ， ， (2)第y個四角數之一般式
(3)第y個五角數之一般式 ， (4)第y個k角數之一般式 ， ，
(5)第y個三角錐數之一般式 前y個三角數之和
(6)第y個四角錐數之一般式 前y個平方數之和
定理1:本原畢氏三元數組(a,b,c)之一組生成的公式: ， ， ，其中m>n≥ 𝟏，𝒎、𝒏互質且𝒎、𝒏為一奇一偶，即奇偶性相反。

二、本原畢氏三元數組、直角△內切圓半徑及多角數三者之間的關聯性：
(一)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與直角△內切圓半徑r之彼此間的關係：

1.由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n求直角△內切圓半徑r：
定理2:直角△ABC三邊長生成本原畢氏三元數組時，當邊長 ， ， ，其中m>n≥ 𝟏，𝒎、𝒏互質且𝒎、𝒏為一奇一偶，

其內切圓半徑為 。
【證明】: 以三邊長 ， ， 代入得: 得證
例子:本原畢氏三元數組(a,b,c)為(3,4,5)，m=2、n=1，代入 ，得解r為1。

2.由直角△內切圓半徑r求得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n：
定理3:給定任意正整數r，至少有一組本原畢氏三元數組為邊長的直角△，具有內切圓半徑r。即探索有多少組本原畢氏三元數組為邊長的直角△，

有同樣的內切圓半徑r。
【證明】:利用定理1，令m=n+1得到一系列的特殊本原畢氏三元數組︰ ， ，

n替換成r代入 ， ， 為邊長的本原畢氏三元數組且內切圓半徑恰為r的直角三角形。
引理3.1:                            ， 為由小到大的奇質因數 的正整數 恰有 個本原畢氏三元數組為邊長且內切圓半徑恰為 r 

的直角三角形，其中 。
【推導過程說明】: 因為 ，其中 之整數， 為由小到大的奇質因數 的正整數。在特別 時，則 。
例如︰ ， 等等狀況中，我們針對r=1, r=2, r=3, r=4, r=2x3x5等例子，尋求推理出答案的規律性︰

(1)當r=1時，由定理2公式r=n(m-n)，其中m>n，m與n的最大公因數為1且m、n有不同的奇偶性，此時僅有n=1，m=n+1=2      (3,4,5)一組解。
(2)當r=2時，由r=n(m-n)及m、n的條件，也僅得n=2，m=2+1=3      (5,12,13)一組解。
(3)當r=3時，由m、n之條件，得到下列二組解：① n=1，m=3+1=4 (15,8,17)；② n=3， m=3+1=4       (7,24,25)。
(4)當 時，由m、n之條件僅能取n=4，m=4+1=5 (9,40,41)一組解。
(5)當r=2x3x5時，由m、n之條件，得到下列四組解：① n=2，m=15+2=17 (285,68,293)；② n=6， m=5+6=11       (85,132,157) ；

③ n=10，m=3+10=13 (69,260,269)；④ n=30， m=1+30=31       (61,1860,1861) ；
(二)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與多角數之通式導出其彼此的連結性：

1.本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n找第y個k角數𝑲𝒚。 2.由第y個k角數𝑲𝒚找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n。

給定自然數m、n， 且互質，一奇一偶、 為非負整數， 給定在k角數數列中的第y個 ，y不為k-4質因數的正整數倍數，則
則當 、y=n時，得到 是本原畢氏三元數組。 、n=y時，得到 為本原畢氏三元數組。

【總結】: n=k-4的質因數倍數時，m與n彼此不互質，則m與n會形成畢氏三元數。

老師給我們一道教育部數學能力競賽獨立研究試題：「當正整數 a, b, c滿足𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝒄𝟐時，試問有多少組畢氏三元數，使
其成為直角三角形的三邊長，且內切圓半徑等於 2014？」

經由數理研究社團，閱讀數理類進階課外書籍『數學樂園-從胚騰Pattern學好數學』，書中相關涉及的數型，如︰三
角數、四角數及五角數的定義，只使用了簡單的幾何圖形、計數的技巧以及等差級數求和的公式。

查詢到國立台灣科學教育館網站的【科學研習月刊】：「森棚教官的數學題-三角數和四角數」，再加上國中課程也學
習到數列與級數，於是我們便開始去尋找多角數的一般式及多角數與多角數彼此間和雙曲線的關聯進行探討。

藉由回想起小學閱讀過的「貪心的三角形」數學繪本，促動我們的思維，把問題轉變成給定任何的圓半徑，尋求共有幾組
不同的外切直角三角形？

加上歷屆全國科展作品之評審評語也是建議在題材創新度及作品內容有提升空間，使得這樣地結果仍有很大的研究性價值，
同時與本原畢氏三元數組(a,b,c)的生成元m、n來討論，做更為深入且一般性的探究。
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伍、研究結果
一、本原畢氏三元數組、直角△內切圓半徑及多角數三者之間的關聯性：
(一)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與直角△內切圓半徑r之彼此間的關係：
1.由本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n求直角△內切圓半徑r， 2.由直角△內切圓半徑r求得本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n，
並得圓外切直角△生成組數之關係表︰ 並寫出程式Visual C # 執行運算︰

(三)探討給定任意的直角△內切圓半徑r(r為自然數)，其中三邊長為本原畢氏三元數組(a,b,c)，其生成元為m、n，則可找到第y個k角數𝑲𝒚，滿足𝟒𝑲𝒚=b，
反之亦成立：1.直角△內切圓半徑r 找第y個k角數𝑲𝒚。 2. 第y個k角數𝑲𝒚找直角△內切圓半徑r。

【通式】: 藉由 ， ，代入

【總結】: k的組數至少有一組，至多與本原畢氏三元數組的組數一樣多，
且每組r裡一定會找到k=3這種情況。

綜合上述，其三者關係為：直角△內切圓半徑r ⇄本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n ⇄第y個k角數𝑲𝒚

三、透過多角數及多角數彼此間與圓錐曲線的關聯性：
(一)探討多角數及多角數彼此間與雙曲線之關係：即探討是否可找到x表示第幾個w角數， y表示第幾個s角數(例如三角四角數，即w=3, s=4)，同時是否滿

足型如雙曲線 ，其中l,m為有理數。透過方程組的最小正整數解求得基本矩陣進而得其自然數列的所有解，並導出一階線型遞迴的通解。

1.三角四角數:                                                           有最小正整數解 2.三角七角數: 有兩組基本解 ，
滿足 最小正整數 滿足 最小正整數

平移方程式: 一階線型遞迴關係式:                                    ， 平移方程式: 一階線型遞迴關係式:                                          ，

其中(x, y)為其解，則透過一階線型遞迴可找到下一組(𝒙′, 𝒚′)的解。 其中(x, y)為其解，則透過一階線型遞迴可找到下一組(𝒙′, 𝒚′)的解。
3. d角三角數:                                                          ， 4. k角平方數(即四角數):                                              ，

經帶入整理後:                                                                                                      經帶入整理後:

在自然數中，當 ，即 或 或 …等， 在自然數中，當 ，即 或 或 …等，
有無限多個d角三角數。 有無限多個k角平方數。
(二)探討多角數及多角數彼此間與拋物線之關係：僅在探討第y個k角數𝑲𝒚時，圖形是呈現拋物線型式，而多角數與多角數間則無拋物線之關係。

(三)探討多角數及多角數彼此間與橢圓之關係：因橢圓型式 為與多角數及多角數間型式 完全不同，故無橢圓之關係。
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(二)探討本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n與多角數之通式
導出其彼此的連結性：

1.本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n找第y個k角數𝑲𝒚︰

2.由第y個k角數𝑲𝒚找本原畢氏三元數組(a,b,c)中的生成元m、n ︰

(三)探討給定任意直角△內切圓半徑r(r為自然數)，其中三邊長為本原畢氏三
元數組(a,b,c)而生成元為m、n，則可找到第y個k角數𝑲𝒚，滿足𝟒𝑲𝒚=b，
反之亦成立：1.直角△內切圓半徑r 找第y個k角數𝑲𝒚 ︰

2. 第y個k角數𝑲𝒚找直角△內切圓半徑r ︰

以下是第y個k角數𝑲𝒚和直角△內切圓半徑r兩者彼此關係的通式：

二、透過多角數及多角數彼此間與圓錐曲線的關聯性：
探討多角數及多角數彼此間與雙曲線之關係，利用線性變換之矩陣解

的研究，從遞迴關係式再找下一組解：
1.寫出程式Visual C # 及Excel VBA，執行運算並以圖形使用者介面來呈
現所有解的情況︰

【七角三角數】

【七角平方數】

2.分別探討符合d角三角數與k角平方數之條件，其所有正整數解為有限個︰

【1026角三角數】 【1060角平方數】

2 2( ) ( ) 1l x u m y v    

其中(x, y)為其解，則透
過一階線型遞迴可找到
下一組(𝒙′, 𝒚′)的解。

其中(x, y)為其解，則透
過一階線型遞迴可找到
下一組(𝒙′, 𝒚′)的解。



陸、討論

柒、結論
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(四)、黃敏書、謝昀佐、黃育賢，第五十二屆全國科展高中組數學科第三名「驚奇的數」
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(八)、馬榮喜、陳大魁、陳世易，國中數學第三&四冊，康軒文教事業股份有限公司，2013
(九)、李明芳、李信仲、吳秉鋒、邱繼輝、陳宏清、黃士哲、繆友勇，國中數學第五冊，翰林出版事業股份有限公司，2013
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(十一)、游森棚(2015)，三角數和四角數，科學研習月刊，No.54-02，pp.62
(十二)、李政憲、陳昭地(2014)，畢氏三元數組，國民中學數學教材原型C冊，pp.87-106，新北市：國家教育研究院

(十三)、瑪瑞琳•伯恩斯 著，冶海孜 譯，貪心的三角形，遠流出版公司，2004初版
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(十五)、克里斯昂•赫塞 著，何秉樺+黃建綸 譯，德國一流大學教你數學家的22個思考工具，漫遊者文化出版，2016初版

(十六)、蔡文龍、歐志信、張傑瑞、何叡、張力元 著，Visual C# 2017基礎必修課，碁峯出版社，2017

雖然我們更深入地探究、發掘並解決相當部分的問題，而還未解決或未來可繼續研究的問題，我們做出以下的討論：
一、關於三角平方數之雙曲線上的格子點問題，尤其是 ，恰好是漸近線 的斜率所成的直角三角

形，短股與長股和的平方，我們覺得這個很有趣，不知道是否與雙曲線的參數式 有關？目前我們還沒有辦法
證明它，對此將是我們日後繼續研究精進其完備的方向之一。

二、對於其他的 d角三角數與 k角平方數之雙曲線上的格子點問題，同樣可用矩陣之推導，找尋其格子點，但非所有雙曲線
都有格子點，有些是沒有格子點的！這是值得我們進一步探究的。

三、透過本原畢氏三元數組，得到以內切圓半徑為邊長的直角 ，可再求下一組內切圓半徑，同時亦可找出與多角數之關係
，從參考資料(一)的『三角平方數定理』，其所得的解有可能就是全部的解，至少對三角平方數的情形是完全符合的，
進而日後我們皆可試著利用『無窮遞降法』證明，甚至其它情形應該也可用類似手法得證。這將可作為我們未來繼續研
究的方向(參考資料十五)。

(三)探究關於三角平方數之雙曲線上的格子點問題，其可分為奇數和偶數:
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r =5.828427125=3+2 2= 1+ 2 2y x
sec( )

( , tan( ))
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一、參考資料:

我們的研究結合離散、幾何與代數，進而延伸
是個純粹數論的一種有趣研究，在實用性上，如一
大堆圓球堆疊出三角垛、平方垛、五角垛、…等等。
另外，我們也發現了本原畢氏三元數組(a,b,c)生成的
m、n妙用及其限制，與直角△內切圓半徑r以及多角
數，三者互相求解的密切關係。

對這些多角數與多角錐數彼此有著密切之關係︰
(1)                           ， ，即第y個k角數等於第y個(k－1)角數加
第(y－1)個三角數(       )；所以三角數是最基本而重要的多角數。
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(2)第y個三角數與第y個平方數的比值為 ，而 符合直
觀結果。
(3)前y個三角數和與前 y 個平方數和的比值為 ，而 。
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三、經由觀察這些矩陣解的規律性，延伸探究關於雙曲線上的格子點問題：
(一)格子點(正整數解)與多角數及多角數間彼此之關係，以坐標化表示：

(二)雙曲線上的格子點(正整數解)所形成直線與漸近線之關係:

【三角平方數】 【五角三角數】
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