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摘要: 

從直角△斜邊上的各等分點，對直角頂依序做1 倍、2 倍…等的長度投射，得一連串投射點，

觀察投射點形成的軌跡，文中發現若投射倍率成等差時，投射出的各點軌跡必成拋物線，且

發現投射倍率組合做縮放平移時，能保持投射圖形為拋物線。接著將相等的四段改成不一定

相等的四段(N=4)，使投射組合的長度L ≥ 4，從 L=4 到 L=16 做個全面性的觀察，得到的不只

拋物線，還有很多不同圖形如雙曲線、橢圓、平行線、交叉直線和一點一線等，但沒發現圓，

作者利用代數計算投射和幾何作圖投射畫出圓形。並利用找圓的概念，將 N>4 時的分段組合

和投射倍率組合在指定的△中呈現出來。最後藉著改變投射倍率組合成級數狀，竟能將本文

中涉及的所有投射圖形(N≥4)都轉成拋物線。 

壹、研究動機 

在一次學二次函數的單元課程中，老師提到一個有趣的題目： 

 

這非常有趣，但老師說國中課本裡的拋物線圖形是二次函數，二次函數是開口向上或向下，

但是圖(甲)中的拋物線開口卻向左上，這明顯不是函數圖形，老師說這是一種方程式的圖形，

博學的阿中同學立刻提問這方法也能投射出其它的方程式圖形，如橢圓、雙曲線嗎？要如何

投射？可以反過來從D、E、F向對面頂點B投射嗎？ 

老師鼓勵我們當科展題目研究研究 

貳、使用設備及器材 

一、電腦 

二、Geogebra 繪圖軟體 

三、Math app 計算軟體 

 

參、名詞解釋 

一、名詞解釋                                                          圖(甲)                                                      

  (一)、分段數N：將△ ABC的一邊，如AB̅̅ ̅̅ 分成 N 段，則稱分段數為N 

  (二)、分段組合(a1、a2、a3、a4……an)：其中正整數n ≥ 4，an為正整數，此時分段數  

        N=n。 

     例如：將AB̅̅ ̅̅ 分成四段等長的線段，各分段長的比為 1：1：1：1 記為(1、1、1、1) 

     將AB̅̅ ̅̅ 分成四段不等長的線段，各分段長比為1：2：1：1，記為(1、2、1、1) 

     將AB̅̅ ̅̅ 分成五段不等長的線段，分段長比為4：3：1：2：2，記(4、3、1、2、2) 

     註：(2、2、2、2) = (1、1、1、1)，餘類推。 

 

「有一個直角△ ABC，∠B = 90°，如圖(甲)，D、E、F四等分AC̅̅̅̅，分別在BC⃗⃗⃗⃗  ⃗、BF⃗⃗ ⃗⃗  、BE⃗⃗⃗⃗  ⃗、BD⃗⃗⃗⃗  ⃗、

BA⃗⃗⃗⃗  ⃗上取C、P、Q、R、S，使BC̅̅̅̅ = 1BC̅̅̅̅ 、BP̅̅̅̅ = 2BF̅̅̅̅ 、BQ̅̅ ̅̅ = 3BE̅̅̅̅ 、BR̅̅ ̅̅ = 4BD̅̅ ̅̅ 、 

BS̅̅̅̅ = 5BA̅̅̅̅ ，則S、R、Q、P、C五點都落在同一條拋物線上。」 
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  (三)、分段組合長L：分段組合(a1、a2、a3、a4……an)中，L = a1 + a2 + a3 +…+an 

     例如：若分段組合為(1、1、1、1)，則L = 1 + 1 + 1 + 1 = 4 

     若分段組合為(4、3、1、2、2)，則L = 4 + 3 + 1 + 2 + 2 = 12 

     註：為方便起見，將分段組合(4、3、1、2、2)簡記為(43122) 

  (四)、投射倍率r： 

     在P、O、Q所在直線上，如圖(乙)，r =
OQ̅̅̅̅̅

OP̅̅ ̅̅
表示從起點P 經 O 點，作r倍投射，得Q點。 

     (1)r > 0時，r =
OQ̅̅̅̅̅

OP̅̅ ̅̅
，表從起點P經 O 往前投射r倍到達 Q 點，如圖(乙)。 

(2)r < 0時，r = −
OQ̅̅̅̅̅

OP̅̅ ̅̅
，表從起點P到 O 往後回縮r倍到達 Q 點，如圖(丙)。 

(3)r = 0 時，表從起點 P 到 O 投射後停在 O 點，即OQ̅̅ ̅̅ =0，如圖(乙)。 

     例如： 

     r = 1，如圖(乙)，PO̅̅̅̅ 從 O 點向前延伸一倍長成為OQ̅̅ ̅̅ ， OQ̅̅ ̅̅ = 1 × OP̅̅̅̅  

     r = 2，如圖(乙)，PO̅̅̅̅ 從 O 點向前延伸二倍長成為OQ̅̅ ̅̅ ， OQ̅̅ ̅̅ = 2 × OP̅̅̅̅  

     r =
1

3
，如圖(乙)，PO̅̅̅̅ 從 O 點向前延伸了

1

3
倍長成為OQ̅̅ ̅̅ ，OQ̅̅ ̅̅ =

1

3
× OP̅̅̅̅  

     r = −
1

3
，如圖(丙)，PO̅̅̅̅ 從 O 點向後回縮了

1

3
倍長成為OQ̅̅ ̅̅ ，OQ̅̅ ̅̅ =

1

3
× OP̅̅̅̅ ，。 

     r = −1，如圖(丙)，PO̅̅̅̅ 從 O 點向後回縮了一倍長成為OQ̅̅ ̅̅ ，OQ̅̅ ̅̅ = 1 × OP̅̅̅̅ ，即回到該投射

起點 P 處，P、Q 重合。 

     圖(乙)     圖(丙) 

  (五)、投射倍率組合[b1、b2、b3、b4 …bn]：其中b𝑖表投射倍率 r 的值，[b1、b2、b3、

b4 …bn]分別對應分段組合(a1、a2、a3 …an)做各等分點的投射。例如第四頁的圖(1)

中的Q𝑖O̅̅ ̅̅ ̅ =  b𝑖 × P𝑖O̅̅ ̅̅ ̅。i = 1、2、3、…、n 

  (六)、投射符號 ：表投射運算，如圖(1)的投射簡記為(1、1、1、1) [1、2、3、4] 

肆、研究目的 

一、在等分線段及等差投射倍率條件下，探討分段數 N 從 4 擴張到 n，對投射圖形的影響。 

二、在等分線段條件下，探討等差投射倍率的縮放平移對投射圖形的影響。 

三、在不等分線段條件下，探討等差投射倍率的縮放平移對投射圖形的影響。 

四、在等分線段條件下探討N > 4時，延伸分段組合和投射倍率組合的搭配可能性及方法。 

五、在不等分線段下，探討N > 4時，延伸分段組合和投射倍率組合的搭配可能性及方法。 
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研究架構 
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伍、研究過程 

在研究動機裡提到的那道題目，我們先將它轉化成往後文章中談及“投射”的語法，敘述如

下：先將直角△斜邊四等分，共有 3 個等分點，含線段兩端點總共有 5 個投射點，我們將這

5 點皆當做投射“起點”，分別為A、P1、P2、P3、B。投射是從“起點”向直角頂點的直線方

向投射(和動機中的投射方向相反)，投射倍率 r 依次為 0 倍、1 倍、2 倍、3 倍、4 倍，分別得

到對應點Q0、Q1、Q2、Q3、Q4五點，檢驗這投出的五點是否在同一條拋物線上？當然那答

案是肯定的，可是我們馬上有兩個疑問：(一)如果不是直角△，也有這種結果嗎？(二)如果不

是四等分，而是五等分、六等分…也有這種結果嗎？我們融合這兩個疑問先試了幾個投射例

子。 

按常理來說，我們應控制變因，將各種常見△都只先搭配四等分，做投射觀察，以利於

歸納結論。但為增加讀者觀察廣度，我們搭配各種等分，這更有利於讀者深入了解。 

  (一)、在直角坐標平面上，取 O(0，0)、A(0，3)、B(4，0)，將AB̅̅ ̅̅ 五等分，等分點依序為 

       P1、P2、P3、P4及末端點 B，從各P𝑖點做P𝑖O⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ，並在P𝑖O⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 上依序取得Q𝑖點，使Q1O̅̅ ̅̅ ̅̅ = P1O̅̅ ̅̅̅，

Q2O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2P2O̅̅ ̅̅̅，Q3O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 3P3O̅̅ ̅̅̅，Q4O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 4P4O̅̅ ̅̅ ，̅Q5O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 5BO̅̅ ̅̅，其中投射出來的這些Q1、Q2、

Q3、Q4、Q5，被稱為從P𝑖對應過來的投射點，檢驗這些 Q 點是否在同一條圓錐曲線

拋物線上？又頂點 O 呢？如圖(1)。 

      圖(1)，△ ABO為直角△ 

     計算如下： 

     一開始先求得這五個投射點的座標 

     P1 (
4

5
，

12

5
)、P2 (

8

5
，

9

5
)、P3 (

12

5
，

6

5
)、P4 (

16

5
，

3

5
)、P5 = B(4，0) 

     依投射倍率得 

     Q1 (−
4

5
， −

12

5
)、Q2 (−

16

5
， −

18

5
)、Q3 (−

36

5
， −

18

5
)、Q4 (−

64

5
， −

12

5
)、 

     Q5(−20，0)等五個投射點 

     再代入圓錐曲線二元二次方程式ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0，得 

     

{
 
 
 

 
 
 

16

25
a +

48

25
b +

144

25
c −

4

5
d −

12

5
e + f = 0       ──○1

256

25
a +

288

25
b +

324

25
c −

16

5
d −

18

5
e + f = 0     ──○2

1296

25
a +

648

25
b +

324

25
c −

36

5
d −

18

5
e + f = 0    ──○3

4096

25
a +

768

25
b +

144

25
c −

64

5
d −

12

5
e + f = 0    ──○4

400a − 20d + f = 0                      ──○5

 



5 

     若投出的曲線也會通過頂點(0，0)，代入後，得f = 0。由○5  d = 20a 

     ○3 −○2  1040a + 360b − 100d = 0   得b =
8

3
a 

     ○4 −○1  4080a + 720b − 300d = 0   得b =
8

3
a，將b =

8

3
a，d = 20a，代入○1 、○2  

{
16a + 128a + 144c − 400a − 60e = 0  
256a + 768a + 324c − 1600a − 90e = 0

   ∴ {
36c − 15e = 64a   ──○7

54c − 15e = 96a   ──○8
 

     ○8 −○7  18c = 32a  ∴ c =
16

9
a         帶回○7 ，得 e=0 

     得二元二次方程式ax2 +
8

3
axy +

16

9
ay2 + 20ax = 0，消去 a 後，方程式為 

     ∴ 9x2 + 24xy + 16y2 + 180x = 0 

     驗證b2 − 4ac = 242 − 4 × 9 × 16 = 576 − 576 = 0為拋物線 

     驗證未使用的Q4 (−
64

5
， −

12

5
)，代入方程式，成立，圖形也通過Q4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         圖(2)，△ ABC為銳角△                       圖(3)，△ ABO為鈍角△ 

(二)、銳角△中，AB̅̅ ̅̅ = 5、BC̅̅̅̅ = 6、CA̅̅̅̅ = 7，如圖(2)，P1、P2、P3、P4、P5六等分BC̅̅̅̅ ， 

諸P點對△ ABC的頂點A投射，投射倍率 r 仍為連續正整數 1 倍、2 倍、3 倍、4 倍、5

倍…等，得出對應的諸Q點，其中P1(1，0)、P2(0，0)、P3(−1，0)、P4(−2，0) 

       P5(−3，0)及 C(−4，0)                           

      1、先求諸Q點座標Q1(−1，2√24)、Q2(0，3√24)、Q3(3，4√24)、Q4(8，5√24)、 

         Q5(15，6√24)、Q6(24，7√24) 

      2、再求通過諸Q點的二元二次方程式 

        代入二元二次方程式ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0得 

        a = 0，b = 0，c = −
e√6

48
，d =

e√6

2
，f = −

3e√6

2
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   代入e = 1： 

  c = −
√6

48
 ，d =

√6

2
 ，f = −

3√6

2
  

 代入二元二次方程式後，經計算得方程式為−
√6

48
y2 +

√6

2
x −

3√6

2
y = 0 

      驗證b2 − 4ac = 02 − 0 × −
√6

48
× 4 = 0 − 0 = 0，為拋物線 

(三)、鈍角△中，AB̅̅ ̅̅ = 12、BO̅̅ ̅̅ = 4√3、OA̅̅ ̅̅ = 4√3，如圖(3)，P1、P2、P3、P4、P5六等分 

AB̅̅ ̅̅。從諸P點對△ ABO的頂點 O 投射，投射倍率 r 仍為連續正整數 1 倍、2 倍、3 倍、

4 倍、5 倍等，得出對應的諸Q點，計算得知Q點落在同一條拋物線上 

經計算得方程式為−
7

24
x2 +

5√3

12
xy −

3

8
y2 + √3x + y = 0 

驗證b2 − 4ac = 0為拋物線 

(四)、正 △ ABO中，AB̅̅ ̅̅ = BO̅̅ ̅̅ = OA̅̅ ̅̅ = 4，P1、P2、P3四等分AB̅̅ ̅̅ ，從諸P點對△ ABO的頂點O  

做投射，得到諸Q點，如圖(4)。計算得方程式為−
√3

16
x2 +

1

8
xy −

√3

48
y2 + √3x + y = 0 

   驗證b2 − 4ac = 02 − 0 × −
√6

48
× 4 = 0 − 0 = 0，為拋物線 

  
               圖(4)，△ ABO為正△               圖(5)，A(0，s)、B(t，0)、O(0，0) 

綜合上述計算說明，可推得下列基本性質： 

性質一：將任意△的一邊四等分，得 3 個等分點，加上前後兩端點共 5 點，依序配合 0 倍、1

倍、2 倍、3 倍、4 倍到第三頂點 O 點距離的投射，則投射出的 5 個點必落在同一條

拋物線上。 

證明：1、經過上面各種△及各種不同的等分點的投射例子後，我們還是要用一般式證明看看，

不失一般性，取直角△當代表。 

      2、在座標平面上取 A(0，s)、B(t，0)、O(0，0)，且P1、P2、P3四等分AB̅̅ ̅̅ ，得 

         P1 (
1

4
t，

3

4
s)、P2 (

2

4
t，

2

4
s)、P3 (

3

4
t，

1

4
s)、P4(t，0)，其中 B=P4，如圖(5)，再做 

         Q0O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0P0O̅̅ ̅̅̅，Q1O̅̅ ̅̅ ̅̅ = P1O̅̅ ̅̅̅，Q2O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2P2O̅̅ ̅̅̅，Q3O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 3P3O̅̅ ̅̅̅，Q4O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 4P4O̅̅ ̅̅̅，的投射，得 

         Q0(0，0)、Q1 (−
1

4
t， −

3

4
s)、Q2(−t， − s)、Q3 (−

9

4
t， −

3

4
s)、Q4(−4t，0) 
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      3、令二元二次方程式ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0，將Q0、Q1、Q2、Q3、Q4、Q5

代入，得方程式s2x2 + 2stxy + t2y2 + 4s2tx = 0 

驗證b2 − 4ac = (2𝑠𝑡)2 − 4𝑠2𝑡2 = 0為拋物線 

性質二：在性質一的投射中，投射出的拋物線必過該△的第三頂點(上圖中指 O 點)，且 

        該拋物線的對稱軸必平行該△的被分段邊(上圖中指AB̅̅ ̅̅ )。 

證明：1、將 O(0，0)代入s2x2 + 2stxy + t2y2 + 4s2tx = 0成立，即通過△ ABO的頂點 O 

      2、將s2x2 + 2stxy + t2y2 + 4s2tx = 0部分配方成(sx + ty)2 + 4s2tx = 0 

         令對稱軸方程式為sx + ty = k，又AB̅̅ ̅̅ 的方程式為sx + ty = st ，t ≠ k，如圖(6)。 

         故對稱軸和AB̅̅ ̅̅ 平行，得證。 

註：我們這種等差投射都有通過第三頂點，而第三頂點可看成由起點A = P0，對應的投射倍

率r = 0，投射到第三頂點O = Q0。整串投射倍率為 0、1、2、3、4 倍，仍為等差。 

                                     
                 圖(6)                            圖(7) 

性質三：△ 𝐀𝐁𝐎中，𝐀(𝟎，𝐬)、𝐁(𝐭，𝟎)、𝐎(𝟎，𝟎)，𝐏𝟏、𝐏𝟐、𝐏𝟑四等分𝐀𝐁̅̅ ̅̅，令𝐏𝟒 = 𝐁，𝐏𝟎 = 𝐀，

依序做𝐐𝒊𝐎̅̅ ̅̅ ̅ = 𝒊𝐏𝒊𝐎̅̅ ̅̅ ̅、𝒊 = 𝟎、𝟏、𝟐、𝟑、𝟒，按等差 0 倍、1 倍、2 倍、3 倍、4 倍投射，

得𝐐𝟎、𝐐𝟏、𝐐𝟐、𝐐𝟑、𝐐𝟒，其中𝐐𝟎 = 𝐎，又在𝐀𝐁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗上取𝐏𝟓點，使𝐏𝟓𝐏𝟒
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐏𝟒𝐏𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。並做

𝐐𝟓𝐎̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝟓𝐏𝟓𝐎̅̅ ̅̅ ̅，如圖(7)，則第六點𝐐𝟓亦落在之前𝐎、𝐐𝟏、𝐐𝟐、𝐐𝟑、𝐐𝟒所形成的拋物

線上。 

證明：由性質一和性質二知，△ ABO中的四等分點的等差倍率投射[1、2、3、4]，所得的拋 

      物線方程式為s2x2 + 2stxy + t2y2 + 4s2tx = 0，現在將Q5(
−25

4
t，

5

4
s)代入發現亦能滿

足方程式，故得證Q1、Q2、Q3、Q4、Q5落在同一條拋物線上。 

註：此性質可簡記為在△ ABO中做(1111) [1、2、3、4]的拋物線，和延長一等分線段P5P4
̅̅ ̅̅ ̅̅ 後，

在△ AP5O中做(11111) [1、2、3、4、5]的拋物線是同一條。 

性質四：△ ABC中，P1、P2、P3、…、Pn−1，n 等分AB̅̅ ̅̅，加上 A、B 兩點共n + 1個點，依Q𝑖C̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑖 × P𝑖C̅̅ ̅̅ ，𝑖 = 1、2、3、…、n − 1，加上QnC̅̅ ̅̅ ̅ = n × BC̅̅̅̅ 投射得 n 個投射點，則這 n 個

點都落在同一條拋物線上，且此拋物線也通過 C 點，又對稱軸必平行AB̅̅ ̅̅ 。 

證明：回到性質三的圖(7)中，繼續沿著AB⃗⃗⃗⃗  ⃗方向上一段一段如同P5P4
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的增加下去，依次得到P6、

P7、P8 ……Pn，各按Q𝑖O̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑖 × PiO̅̅ ̅̅ 投射，𝑖 = 6、7、8、…、n，獲得Q6、Q7、Q8、…、

Qn。由於Pi = (
i

4
t,

4−i

4
t) ， 4 < 𝑖 ≤ 𝑛，投射𝑖倍後，得Qi = (

i2

4
t,

i2−4i

4
s)，4 < 𝑖 ≤ 𝑛。

將Qi代入方程式性質三的二元二次方程式，結果成立。表示Qi亦落在一開始的那條拋

物線上。 

因此得證在△ APnO中，將APn
̅̅ ̅̅ ̅ n 等分，再依序做𝑖倍投射，所得的n個投射點必落在同

一條拋物線上，且這條拋物線必通過第三頂點，其對稱軸平行AB̅̅ ̅̅ 。(其中 O 點即 C 點) 
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  為簡化說明起見，我們取等腰直角△ ABC，AC̅̅̅̅ = BC̅̅̅̅ = 4，∠ACB = 90°來說明， 

  如圖(8)，其中P1、P2、P3、B分別投射出Q1、Q2、Q3、Q4，簡記為 

  (1、1、1、1)   [1、2、3、4]得出一條拋物線，方程式為x2 + 2xy + y2 + 16x = 0， 

  對稱軸為x + y = −4，有通過C點。 

接著對同一個圖，同樣的投射點P1、P2、P3、B做不同的等差投射倍率[1 + 1、2 + 1、3 +

1、4 + 1]計算觀察新投射圖形，連續操作下去，並做成表(一)，歸納得出性質五。 

  (一)、投射倍率平移K單位運算，列如下表(一)  

 

投射運算 二元二次方程式 對稱軸 通過C 

(1111)          [1、2、3、4] x2 + 2xy + y2 + 16x = 0 x + y = −4 √ 

(1111)    [1 + 1、2 + 1、3 + 1、4 + 1] x2 + 2xy + y2 + 20x + 4y = 0 x + y = −8 √ 

(1111)    [1 + 2、2 + 2、3 + 2、4 + 2] x2 + 2xy + y2 + 24x + 8y = 0 x + y = −12 √ 

(1111)    [1 + 3、2 + 3、3 + 3、4 + 3] x2 + 2xy + y2 + 28x + 12y = 0 x + y = −16 √ 

                                     表(一) 

性質五：由表(一)知，在△的一邊上做等分線段及等差投射時，若將投射倍率平移𝐤單位，仍 

        可投射出拋物線，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋物線對稱軸都平行 

        於投射邊，開口大小不變，如圖(8)。 

證明：1、先在△ ABC，做(1111)   [1、2、3、4]，如圖(9-1) 

         此時的P1、P2、P3、B依序的投射倍率為 1、2、3、4 

      2、在BA⃗⃗⃗⃗  ⃗上，作AP−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = AP1̅̅ ̅̅ ̅，連P−1C̅̅ ̅̅ ̅̅  

         可視為在△ P−1BC中，做(11111)   [1、2、3、4、5]  

         如圖(9-2)，此時的P1、P2、P3、P4投射倍率依序 

         為 2、3、4、5，平移了 1 單位。 

      3、再在AP−1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗上作P−1P−2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = AP−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，連P−2C̅̅ ̅̅ ̅̅ ，可視為在 

△ P−2BC中，做(111111)   [1、2、3、4、5、6] 

         如圖(9-3)，此時的P1、P2、P3、P4投射倍率依序為                圖(8)(1111) 

         3、4、5、6，平移了 2 單位。 

      4、用同法，繼續往外擴充 k 單位，如圖(9-4) 

         可視為在△ P−kBC中，做投射，得P1、P2、P3、P4的投射倍 

         率為1 + k、2 + k、3 + k、4 + k，平移了 k 單位 

         又仍為拋物線圖形，得證平移投射倍率後的投射圖形仍為拋物線。 

5. 明顯的，從圖(9-1)、圖(9-2)、圖(9-3)來看，投射出的都是同一條拋物線，當然開口

大小不變，而圖(8)中的看起來不同的一群拋物線，只是將△ P−1BC、△ P−2BC、△

P−3BC……所投射出的拋物線平移到△ ABC的拋物線而已。 
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                  圖(9-1)                                圖(9-2) 

                       
                 圖(9-3)                                圖(9-4) 

  (二)、投射倍率放大 K 倍運算，如下表(二) 

投射運算 二元一次方程式 對稱軸 通過C 

(1111)    [1、2、3、4] x2 + 2xy + y2 + 16x = 0 x + y = −4 √ 

(1111) [2、4、6、8] x2 + 2xy + y2 + 32x = 0 x + y = −8 √ 

(1111) [3、6、9、12] x2 + 2xy + y2 + 48x = 0 x + y = −12 √ 

                                      表(二) 

性質六：由表(二)知，在等分線段及等差投射中，若將投射倍率放大𝐧倍，仍可投射出拋物 

線，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋物線對稱軸都平行於投射邊，開 

口大小變大，如圖(10-4)。 

證明：(1)、令△ ABC中，從AB̅̅ ̅̅ 等分點向頂點 C 做等差倍率投射，即(1111) [1、2、3、4]為

拋物線。我們要證明(1111) [2、4、6、8] 亦為拋物線。 

取AC̅̅̅̅ 、BC̅̅̅̅ 中點 D、E，連DE̅̅ ̅̅ ，各交P1C̅̅ ̅̅ 、P2C̅̅̅̅̅、P3C̅̅̅̅̅於P1
′、P2′、P3′。 

由平行線截比例線段性質知Q1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = P1C̅̅ ̅̅ = 2P1
′C̅̅ ̅̅̅，同理Q2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 4P2

′C̅̅̅̅̅，Q3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 6P3
′C̅̅̅̅̅，

Q4𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 8CE̅̅̅̅。由圖(10-1)可看出，對△ DEC來說，這條拋物線的投射應寫為(1111)

[2、4、6、8]，為拋物線，得證，明顯的，如果將△ DEC放大成 

△ ABC來投射，則拋物線開口變大。 

      (2)、在承(1)的△ ABC中，分別在CA̅̅̅̅ 、CB̅̅̅̅ 上取 F、G，使CF̅̅̅̅ =
1

3
CA̅̅̅̅ ，CG̅̅̅̅ =

1

3
CB̅̅̅̅ ，連FG̅̅̅̅，

交P1C̅̅ ̅̅ 、P2C̅̅̅̅̅、P3C̅̅̅̅̅於P1
′′、P2′′、P3′′，由比例線段性質知，Q1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = P1C̅̅ ̅̅ = 3P1

′′C̅̅ ̅̅ ，̅Q2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ =

2P2C̅̅̅̅̅ = 6P2
′′C̅̅ ̅̅ ̅，同理Q3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 9P3

′′C̅̅ ̅̅ ̅，Q4𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 12P4
′′C̅̅ ̅̅ ̅。 

由圖(10-2)可看出，對△ FGC來說，這條拋物線的投射應寫為(1111) [3、6、9、

12] ，為拋物線，得證。 
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表(三) 

(3)、承(1)同理在CA̅̅̅̅、CB̅̅̅̅ 上取 H、I，使CH̅̅ ̅̅ =
1

k
CA̅̅̅̅，CI̅ =

1

k
CB̅̅̅̅，連HI̅̅ ̅，分別交於P1

𝑘、P2
𝑘、

P3
𝑘，由比例線段性質知，Q1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑘P1

kC̅̅ ̅̅ ，̅Q2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑘P2
kC̅̅ ̅̅ ，̅Q3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 3𝑘P3

kC̅̅ ̅̅ ，̅Q4𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑘P4
kC̅̅ ̅̅ ̅。

由圖(10-3)可看出，對△ HIC來說，這條拋物線的投射應寫為(1111) [k、2k、3k、

4k] ，仍為拋物線，得證。 

 

 

 

 

 

 

 

                  圖(10-1)                                           圖(10-2) 

                       

                   圖(10-3)                              圖(10-4) 

  (三)、縮小為
1

k
倍投射倍率運算，列如下表(三) 

投射運算 二元二次方程式 對稱軸 通過C 

(1111)   [1、2、3、4] x2 + 2xy + y2 + 16x = 0 x + y = −4 √ 

(1111)   [
1

2
、

2

2
、

3

2
、

4

2
] x2 + 2xy + y2 + 8x = 0 x + y = −2 √ 

(1111)   [
1

3
、

2

3
、

3

3
、

4

3
] x2 + 2xy + y2 +

16

3
x = 0 x + y =

−4

3
 √ 

 

 

性質七：由表(三)知，在等分線段及等差投射中，若將投射倍率縮為原來的
𝟏

𝐤
倍，仍可投射出                        

        拋物線，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋物線對稱軸都平行於投射 

        邊，開口大小變小，如圖(11-1)。 



11 
表(四) 

圖(11-1) 

證明：(1)、同性質六之證明，只是作△ CA′B′為△ CAB的兩倍放大圖，此時 

          Q1C̅̅ ̅̅ ̅ = 1CP1̅̅ ̅̅ =
1

2
CP′1̅̅ ̅̅ ̅̅ ，Q2C̅̅ ̅̅ ̅ = 2CP2

̅̅ ̅̅̅ =
2

2
CP′2̅̅ ̅̅ ̅̅  

          Q3C̅̅ ̅̅ ̅ = 3CP3
̅̅ ̅̅̅ =

3

2
CP′3̅̅ ̅̅ ̅̅ ， Q4C̅̅ ̅̅ ̅ = CP4

̅̅ ̅̅̅ =
4

2
CB′̅̅̅̅̅ 

          由圖(11-2)，對△ A′B′C來說，這條拋物線投射可記為(1111) [
1

2
、

2

2
、

3

2
、

4

2
] 

          仍為拋物線 

      (2)、同理，在CA"̅̅ ̅̅ ̅、CB"̅̅ ̅̅ ̅上，作CA̅̅̅̅ =
1

k
CA′′̅̅ ̅̅ ̅，CB̅̅̅̅ =

1

k
CB′′̅̅ ̅̅ ̅ 

          CQ1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐶𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅ =
1

k
CP1′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 、CQ2

̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝐶𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅ =

2

k
CP2′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 、CQ3

̅̅ ̅̅ ̅ = 3𝐶𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅ =

3

k
CP3′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 、CQ4

̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝐶𝑃4
̅̅ ̅̅ ̅ =

4

k
CB′′̅̅ ̅̅ ̅ 

          由圖(11-3)，對△ A′′B′′C′′來說，這條拋物線可記為(1111) [
1

k
、

2

k
、

3

k
、

4

k
] 

          為拋物線，得證，明顯的，如果將△ 𝐀′𝐁′𝐂縮小成△ ABC來投射，則拋物線開口  

變小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(11-2)                          圖(11-3) 

  (四)、縮放n倍並平移k單位運算，到如下表(四) 

投射運算 二元一次方程式 對稱軸 通過C 

(1111)       [1、2、3、4] x2 + 2xy + y2 + 16x = 0 x + y = −4 √ 

(1111)          [2 × 1 + 1、2 × 2 + 1、2 × 3 + 1、2 × 4 + 1] x2 + 2xy + y2 + 36x + 4y = 0 x + y = −8 √ 

(1111)          [3 × 1 + 2、3 × 2 + 2、3 × 3 + 2、3 × 4 + 2] x2 + 2xy + y2 + 56x + 8y = 0 x + y = −20 √ 

(1111)         [4 × 1 + 3、4 × 2 + 3、4 × 3 + 3、4 × 4 + 3] x2 + 2xy + y2 + 57x = 0 x + y = −112 √ 
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性質八：由表(四)知，在等分線段及等差投射倍率中，若將投射倍率同時縮放平移，仍可投 

        射出圓錐曲線中的拋物線圖形，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋物線 

對稱軸都平行於投射邊，如圖(12)。 

證明：結合上面兩個性質的證明即可。 

               

 

                    圖(12)                                       圖(13) 

性質九：在△三邊上皆做𝐍等分，並在各邊上同順時針(或同逆時針方向)做等差倍率投射， 

        恆可投射出圓錐曲線中拋物線圖形，且這些圖形兩兩之間各有兩個交點，這六 

        個交點依對應位置組成兩個△，這兩個△和原△ 𝐀𝐁𝐂共用重心，如圖(13)。 

證明：如圖(13)，用計算可證明△ A2B2C2和△ A1B1C1和△ ABC三重心重合。(見研究日誌) 

  (一)、研究限制說明： 

     在圖(1)中的AB̅̅ ̅̅ 做分段時，可分為等分和不等分兩種，當N = 4，L = 4 時表示做等分， 

     當N = 4，L ≠ 4 時表示不等分，由於當L愈來愈大時，就算取N = 4為定值，其圖形種 

     類仍會快速增加至上千上萬種，因此我們只將L = 4、5、6、7放在報告上，後面還有三 

     千多個圖放在研究日誌上，我們是用來觀察分類。而N > 4 時，我們只將研究範圍限制 

     在N = L做等分的條件下，另外增加幾組 N＞4，L≠N 的特殊投射範例 

  (二)、投射圖形觀察，取N = 4，L = 4 到 L = 16，且都是做[1、2、3、4]投射 

     1、N = 4，L = 4，如圖(14) 

圖(14)，(1、1、1、1) [1、2、3、4] 

橢圓 雙曲線 拋物線 相交線 平行線 一點一線 

0 0 1 0 0 0 
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     2、N = 4，L = 5，如圖(15~18) 

 

  
             圖(15)，(1112)                               圖(16)，(1121) 

  

             圖(17)，(2111)                             圖(18)，(1211) 

橢圓 雙曲線 拋物線 相交線 平行線 一點一線 

2 0 1 1 0 0 

 

     3、N = 4，L = 6，如圖(19~28) 

            
            圖(19)，(1113)                            圖(20)，(1122) 

      
            圖(21)，(1131)                            圖(22)，(1221) 
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           圖(23)，(1212)                            圖(24)，(1311) 

               
           圖(25)，(2112)                               圖(26)，(2121) 

         
            圖(27)，(2211)                               圖(28)，(3111) 

 

橢圓 雙曲線 拋物線 相交線 平行線 一點一線 

4 2 1 3 0 0 

 

     4、當N = 4 時，L 為 7~16時，綜合成下表 

 橢圓 雙曲線 拋物線 相交線 平行線 一點一線 

L = 7 6 6 2 5 1 0 

L = 8 10 14 2 6 1 0 

L = 9 16 26 2 11 1 0 

L = 10 21 38 3 20 1 1 

L = 11 28 67 3 18 1 1 

L = 12 39 91 3 31 1 1 

L = 13 50 126 4 37 2 1 

L = 14 66 169 4 43 2 1 

L = 15 86 220 4 51 2 1 

L = 16 101 283 5 63 2 1 
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發現一：從上文𝐍 = 𝟒，𝐋 = 𝟒到𝟏𝟔的投射圖形中，我們觀察到出現的圖形有拋物線、雙曲 

        線、橢圓、相交兩直線、平行兩直線，一點及一直線，只差圓形，即可包含所有的 

        圓錐曲線。 

  (三)、前面統整到L = 16 時，發現除了拋物線以外，還出現了橢圓、交叉直線、雙曲線、 

       平行線和一點一線，以下就在探討部分圖形方程式，各給一些例子說明。 

     1、交叉直線：以(1121)   [1、2、3、4]為例，計算證明，如圖(29) 

      得出方程式−
3

16
x2 −

29

48
xy +

2

9
y2 − 3x + y = 0 

去分母得27x2 + 87xy − 32y2 + 432x − 144y = 0 

      因式分解(9x − 3y)(3x + 48) − 32y(y − 3x) = 0 

      3(3x − y)(3x + 48) + 32y(3x − y) = 0，(3x − y)(9x + 32y + 144) = 0 

      得3x − y = 0 或 9x + 32y + 144 = 0為相異兩不平行直線，得證。 

     2、橢圓：以(1211)   [1、2、3、4]為例，計算證明，如圖(30) 

      為
3

104
x2 +

1

8
xy +

17

39
y2 −

6

13
x + y = 0是橢圓，(∵ b2 − 4ac < 0) 

     3、雙曲線：以(1122)   [1、2、3、4]為例，計算證明，如圖(31) 

      為−
100

99
x2 −

4

3
xy −

1

44
y2 −

400

33
x + y = 0是雙曲線，(∵ b2 − 4ac > 0) 

圖(29)，(1121)  圖(30)，(1211) 

 
            圖(31)，(1122)              圖(32)，(3624)            圖(33)，(2621) 

     4、平行線：以(3624)   [1、2、3、4]為例，計算證明，如圖(32)  

      為
5

16
y2 + y = 0，因式分解成y(5y + 16) = 0 

      得y = 0或5y + 16 = 0為兩條平行的水平直線，得證。 

     5、一點一線：以(2621)   [1、2、3、4]為例，即投射出一直線加 C 點，如圖(33) 

6. 單一點：以(1234) [0、0、0、0]為例，即得 C 點 

  (四)、橢圓、雙曲線的投射倍率縮放平移探討 

     當N = 4，L > 4的不等分狀態，在[1、2、3、4]的倍率投射產生橢圓或雙曲線時，討

論投射倍率組合縮放平移對投射圖形的影響。 
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     1、橢圓投射之投射倍率組合的縮放平移探討 

      直角△ ABC中，A(0，4)、B(3，0)、C(0，0)，將AB̅̅ ̅̅ 五等分，得四等分P1、P2、P3、P4 

      向C點做投射，如圖(34-1)做(1112) [1、2、3、4]，得橢圓T1 

                   再做(1112) [2、4、6、8]，得橢圓T2 

                   再做(1112) [3、6、9、12]，得橢圓T3 

      檢驗諸橢圓相似，長軸比1：2：3，面積比1：4：9，故橢圓投射可做投射倍率組合的 

      縮放，接著我們試試看是否可做倍率平移？ 

      做 (1112) [1、2、3、4]，得橢圓T1 

         (1112) [1 + 1、2 + 1、3 + 1、4 + 1]，得橢圓T2 

         (1112) [1 + 2、2 + 2、3 + 2、4 + 2]，得橢圓T3 

      檢驗諸橢圓長短軸有變化，做投射倍率平移組合：仍可投射出橢圓，如圖(34-2) 

      
            圖(34-1)，(1112)                    圖(34-2)，(1112) 

性質十：在橢圓的投射中，針對投射倍率組合做縮放平移後，仍可投射出橢圓。 

     2、雙曲線投射之投射倍率組合的縮放平移探討 

      在△ ABC中，A(0，5)、B(12，0)、C(0，0) 

      將AB̅̅ ̅̅ 十三等分，取AP1̅̅ ̅̅ ̅：P1P2
̅̅ ̅̅ ̅：P2P3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ：P3B̅̅ ̅̅̅ = 1：5：6：1，對C點做投射， 

      做(1561) [1、2、3、4]，得雙曲線S1 

      再做(1561) [2、4、6、8]，得雙曲線S2 

      再做(1561) [3、6、9、12]，得雙曲線S3，如圖(35) 

      檢驗諸雙曲線對稱軸都平行，故投射倍率組合可縮放，再做(1561) [1、2、3、4]，得    

      雙曲線S1，做(1561) (1+1、5+1、6+1、7+1)得雙曲線S2，(1561) [1+2、5+2、6+2、 

      1+2]，得雙曲線S3，如圖(35)，雖然得不同雙曲線，但仍可做平移。 
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性質十一：在雙曲線的投射中，針對投射倍率組合做縮放平移後，仍可投射出雙曲線。 

   圖(35) (1561)  

   

     經過N = 4，L > 4的[1、2、3、4]等差投射倍率所得投射圖形整理表的分析後，我們找 

     到一些有趣的投射分段組合規律，經由這些規律，我們可不用做圖即可輕易的說出該分 

     段組合必投射出哪一種圓錐曲線的圖形，敘述如下： 

性質十二：型如(x111)的分段組合，其中 x 為任意正數，按[1、2、3、4]投射後，必可得拋 

          物線圖形。 

證明：(1)、當x ≥ 1時，如圖(36-1)、圖(36-2)，P點取在AP1̅̅ ̅̅ ̅內，使PP1̅̅ ̅̅̅ = P1P2
̅̅ ̅̅ ̅，在 △ PCB中做(1111)

[1、2、3、4]，根據性質一知，圖形必為拋物線。 

(2)、當0 < x < 1時，P點取在BA⃗⃗⃗⃗  ⃗上的外側，如圖(37-1)、圖(37-2)，使PP1̅̅ ̅̅̅ = P1P2
̅̅ ̅̅ ̅即成。 

 

         圖(36-1)              圖(36-2)             圖(37-1)             圖(37-2) 

 

 

 

例如： 

1 、 在 △ ABC 中的(2、1、1、1) [1、2、3、4] = 在 △ PCB 中的(1、1、1、1)

[1、2、3、4]，如圖(36-1)和圖(36-2)。這可說明為等分線段，作等差數列投射的類型，

根據性質四知必為拋物線，再根據性質五，它可做投射倍率的縮放平移，且開口大小

不變(ST̅̅ ̅ = UV̅̅ ̅̅ )，如圖(36-3)。 

2. 又(3444) [1、2、3、4] = (
3

4
、1、1、1) [1、2、3、4]如圖(37-1)和圖(37-2)。 

3. 又(√2111) [1、2、3、4]，屬於(x、1、1、1)類型，能投出拋物線，如(圖 37-3)  

 

 

 

 

  

  

 

圖(36-3)，(2111)                            圖(37-3)，(√2111) 
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性質十三：型如(r，k，k，s)的分段組合，𝐫、𝐤為任意正整數，𝐬 > 𝐤，按[1、2、3、4]投射

後，必可得橢圓，如圖(38)。 

證明：在直角∆ABC中，A(0，4)、B(4，0)、C(0，0) 

P1 = (
4r

r+2k+s
，

4(2k+s)

r+2k+s
)、P2 = (

4r+4k

r+2k+s
，

4(k+s)

r+2k+s
)、P3 = (

4r+8k

r+2k+s
，

4s

r+2k+s
)、P4 = (4，0) 

投射得Q1 = (
−4r

r+2k+s
，

−4(2k+s)

r+2k+s
)、Q2 = (

−8r−8k

r+2k+s
，

−8(k+s)

r+2k+s
)、Q3 = (

−12r−24k

r+2k+s
，

−12s

r+2k+s
)、 

      Q4 = (−16，0) 

將Q1、Q2、Q3、Q4代入ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0，得f = 0、e = 1 

a =
−es3−3eks2−2ek2s

16k3−16ks2+16rs2+8k2r −24k2s
、b =

−2eks2+ers2−4ek2s−ekrs

8k3−8ks2+8rs2+4k2r−12k2s
、 

c =
4ek3+ekr2−4eks2+4ek2r−6ek2s−er2s−4ekrs

16k3−16ks2+16rs2+8k2r−24k2s
、d =

−4ek2s−6eks2b−2es3

2k3+k2r−3k2s−2ks2+2rs2 

最後以b2 − 4ac驗證 

＜0 

隨意帶入數字 k 為 1，r 為 2，s 為 3，得−
1029

676
< 0為橢圓 

                        
圖(38)，(2337)    [1、2、3、4]                 圖(39-1)，(5432)    [1、2、3、4] 

性質十四：型如(q，q + k，q + 2k，q + 3k)的分段組合，k為任意整數，(1)若k < 0，取q > |3k|，

如圖(39-1)，取 q=5，k=-1 。(2)若k > 0，取q為任意正整數。按[1、2、3、4]投射

後，必可得雙曲線或交叉直線。如圖(39-2)，取 q=5，k=1 

證明：見研究日誌 

性質十五：型如(n，k，n + k，n + 2k)的分段組合，n、k為任意正整數，按[1、2、3、4]投射

後，必可得雙曲線或交叉直線，如圖(39-3)。 

證明：在直角∆ABC中，A(0，4)、B(4，0)、C(0，0)，將分點座標P1、P2、P3、P4，按[1、2、

3、4]投射得Q1、Q2、Q3、Q4代入ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0計算得 

 

 

代入a，b，c，d而且e = 1 f = 0 

驗證得b2 − 4ac > 0，得證圖形為雙曲線或交叉直線。 
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 圖(39-2)，(5678)    [1、2、3、4]                   圖(39-3)，(1123)    [1、2、3、4] 

性質十六：型如(r、n + 1、n、s)的分段組合，s < n，r、s、n都是正整數，按[1、2、3、4]

投射後，必可得雙曲線或交叉直線，如圖(40)。 

性質十七：型如(n、n + k、n + 2k、n + 3k)的分段組合，其中n是正整數，3k + n ≥ 0，按[1、

2、3、4]投射後，必可得雙曲線或交叉直線，如圖(41)。 

性質十八：型如(t、t、r、r)的分段組合，r、t都是正整數，按[1、2、3、4]投射後，r > t時，

圖形為雙曲線，當r < t時，圖形為橢圓，如圖(42)。 

性質十九：型如(k、nk、n2k、s)的分段組合，k、s為任意正整數，按[1、2、3、4]投射後，

必可得雙曲線或交叉直線，如圖(43)。 

 

 

 

 

 

 

 

                 圖(40)，(1432)                       圖(41)，(1357) 

             
              圖(42)，(2211)                         圖(43)，(1244) 
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  (一)、已知△ ABC中，P1、P2、P3四等分AB̅̅ ̅̅，Q1為CP1̅̅ ̅̅ 中點，作AQ1
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗分別交CP2

̅̅ ̅̅̅、CP3
̅̅ ̅̅ 、̅CB̅̅̅̅ 於Q2、

Q3、Q4，則此AQ4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗和 C 點即(1111) [

−1

2
、

−1

3
、

−1

4
、

−1

5
]的圖形，如圖(44-1) 

 
           圖(44-1)                                      圖(44-2) 

證明: 

(1). 分別過P1、P2、P3做直線平行AQ1
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，各交CP2

̅̅ ̅̅̅、CP3
̅̅ ̅̅̅、CB̅̅̅̅ 於 D、E、F 

由平行線段截比例線段性質知CQ4
̅̅ ̅̅ ̅=Q4𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ =𝐷𝐸̅̅ ̅̅ =EF̅̅̅̅ =FB̅̅̅̅     ∴ CQ4

̅̅ ̅̅ ̅=
1

5
CB̅̅̅̅  

(2). 同理可證CQ3
̅̅ ̅̅ ̅=

1

4
CP3
̅̅ ̅̅̅，CQ2

̅̅ ̅̅ ̅=
1

3
CP2
̅̅ ̅̅̅，CQ1 =

1

2
CP1，又 C 點=Q0 

故在∆ABC中，即為(1，1，1，1) 【
−1

2
、

−1

3
、

−1

4
、

−1

5
】，得AQ4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗的直線及 C 點圖形。 

(二)、 反過來說，在任意∆ABC的邊上四等分，等分點為P1、P2、P3，並做(1，1，1，1) 

【
−1

2
、

−1

3
、

−1

4
、

−1

5
】，投射出來的圖形必為一直線。 

(三)、 如圖(44-2)，在AB⃗⃗⃗⃗  ⃗上，取一點P5，使P5P4
̅̅ ̅̅ ̅̅ = P4P3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，連CP5，交AQ1
̅̅ ̅̅ ̅，於Q5如同圖(44-1)

的證明方法，很容易可得CQ5
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

6
CP5
̅̅ ̅̅̅，因此在∆P1P5C中的投射即可記為(1，1，1，1) 

【
−1

3
、

−1

4
、

−1

5
、

−1

6
】 

(四)、 同理可以一直擴展下去，獲得下列性質: 

性質二十：在∆的一邊上四等分，並從等分點向對面第三頂點做(𝟏𝟏𝟏𝟏) [
−𝟏

𝐤
、

−𝟏

𝐤+𝟏
、

−𝟏

𝐤+𝟐
、

−𝟏

𝐤+𝟑
]，k 為正整數，則所得的投射圖形必為一直線及頂點 C 

性質二十一：在∆的一邊上四等分，並從等分點向對面第三頂點做(𝟏𝟏𝟏𝟏) [
−𝟏

𝐤
、

−𝟏

𝐤+𝟏
、

−𝟏

𝐤+𝟐
、

−𝟏

𝐤+𝟑
]，k 為正整數，若給定一個 k 值可得一直線，則所有的直線會共點 
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證明 

(1). 不失一般性，取直角△ 𝐀𝐁𝐂來證明， 

其中𝐀(𝟎，𝐚)、𝐁(𝐛，𝟎)、𝐂(𝟎，𝟎)，在AB̅̅ ̅̅ 上 

的四等分點P1(
b

4
，

3a

4
)、P2(

b

2
，

a

2
)、P3(

3𝑏

4
，

𝑎

4
) 

(2). 當 k=1 時，得Q1(
b

4
，

3a

4
)，Q2(

b

4
，

a

4
)，              圖(45) 

計算得直線方程式為L1: x =
b

4
  

(3). 當 k=2 時，得Q1(
b

8
，

3a

8
)，Q3(

3b

16
，

a

16
)，計算得直線方程式為L2: 5ax + by = ab 

(4). 當 k=3 時，得Q1(
b

12
，

a

4
)，Q2(

b

8
，

a

8
)，計算得直線方程式為L3: 3ax + by = 2ab 

(5). 分別算直線L1和L2的交點，得(
b

4
， −

a

4
)，又直線L1和L3的交點，得(

b

4
， −

a

4
)是同一   

  點，得證 

(五)、 已知在△ 𝐀𝐁𝐂中，P1、P2、P3四等分AB̅̅ ̅̅ ，在P1C⃗⃗⃗⃗⃗⃗  上，取Q1C̅̅ ̅̅ ̅ = P1C̅̅ ̅̅ ，過Q1做一直線平

行AC̅̅̅̅，交P2C⃗⃗⃗⃗⃗⃗  、P3C⃗⃗⃗⃗⃗⃗  、BC⃗⃗⃗⃗  ⃗於Q2、Q3、Q4，則此Q1Q4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  及 C 點，即為(𝟏𝟏𝟏𝟏) [

1

1
、

1

2
、

1

3
、

1

4
]

所得的圖形。如圖(46-1)。 

 

 

 

 

 

 

              圖(46-1)                               圖(46-2) 

證明： 

(1). 過P1，作P1F̅̅ ̅̅ ∥ AC̅̅̅̅ ，交P2C̅̅̅̅̅、P3C̅̅̅̅̅於 D、E 

(2). 同理作P2G̅̅ ̅̅̅ ∥ AC̅̅̅̅ 、P3H̅̅ ̅̅ ̅ ∥ AC̅̅̅̅  

(3). ∵P3H̅̅ ̅̅ ̅ ∥ P2G̅̅ ̅̅̅ ∥ P1F̅̅ ̅̅ ∥ AC̅̅̅̅ ∥ Q1Q4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅及平行線截等比例線段的性質 

∴ CQ1
̅̅ ̅̅ ̅=CP1̅̅ ̅̅ 、CQ2

̅̅ ̅̅ ̅=
1

2
CP2
̅̅ ̅̅̅=CD̅̅̅̅ 、CQ3

̅̅ ̅̅ ̅=
1

3
CP3
̅̅ ̅̅̅=CE̅̅̅̅ 、CQ4

̅̅ ̅̅ ̅=
1

4
CP4
̅̅ ̅̅̅=CF̅̅̅̅ ，故在此△ 𝐀𝐁𝐂中，此

圖形Q1Q4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  及 C 點為(𝟏𝟏𝟏𝟏) [

1

1
、

1

2
、

1

3
、

1

4
] 

(4). 反過來說，在∆𝐀𝐁𝐂的一邊上四等分並做(𝟏𝟏𝟏𝟏) [
1

1
、

1

2
、

1

3
、

1

4
]，所得的𝐐𝟏、Q2、

Q3、Q4必共線。 

(5). 如圖(46-2)，在AB⃗⃗⃗⃗  ⃗上，取P5P4
̅̅ ̅̅ ̅̅ = P4P3

̅̅ ̅̅ ̅̅，連P5C⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ，則∆𝐏𝟏𝐏𝟓𝐂的投射圖形可記為(𝟏𝟏𝟏𝟏)
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[
1

2
、

1

3
、

1

4
、

1

5
] 

(6). 同理繼續延伸下去，可得(𝟏𝟏𝟏𝟏) [
𝟏

𝐤
、

𝟏

𝐤+𝟏
、

𝟏

𝐤+𝟐
、

𝟏

𝐤+𝟑
]，其投射圖形皆為一直線

及一點 C。 

由前文的說明可得下列性質 

性質二十二：在∆的一邊上四等分，並從等分點向對 

面第三頂點做(𝟏𝟏𝟏𝟏) [
𝟏

𝐤
、

𝟏

𝐤+𝟏
、

𝟏

𝐤+𝟐
、

𝟏

𝐤+𝟑
]，k 為 

正整數，則所得的投射圖形必為一直線及一點 C 

性質二十三：在∆的一邊上四等分，並從等分點向對面 

第三頂點做(𝟏𝟏𝟏𝟏) [
𝟏

𝐤
、

𝟏

𝐤+𝟏
、

𝟏

𝐤+𝟐
、

𝟏

𝐤+𝟑
]，k 為正整 

數，若給定一個 k 值可得一直線，則所有的直線會共點。 

 

證明：仿照性質二十三的證明，如圖(47)，三直線 

L1、L2、L3，相交於 H(−
b

4
，

a

4
)                                圖(47) 

  (一)、幾何作圖探討 

     在做完N = 4，L = 4 到 16後，發現數千個投射圖形中竟然沒出現一個圓的投射圖，這 

     在圓錐曲線中算是一大缺憾，我們猜想也許分段組合要重新考量，我們想了好久好久， 

     終於找到一種方法，敘述如下： 

     步驟 1、一開始因為投射點P4 = B，做 4 倍BO̅̅ ̅̅ 長的投射，得Q4點，其中Q4O̅̅ ̅̅ ̅̅ = 4BO̅̅ ̅̅ 且B4O̅̅ ̅̅ ̅ 

            為投射出的圓的直徑，此圓被稱為圓R，如圖(48-1) 

     步驟 2、(1)、再在圓R上任取三點D、E、F 

            (2)、以O為對稱點，分別作D、E、F的對稱點D′、E′、F′，作通過D′、E′、F′的 

                圓S，和AB̅̅ ̅̅ 相交於P1，如圖(48-2) 

            (3)、分別作DO̅̅ ̅̅ 、EO̅̅ ̅̅ 、FO̅̅̅̅ 的中點G、H、I，再以O為對稱點，做G、H、I的對稱 

                點G′、H′、I′，做通過G′、H′、I′的圓，此圓和AB̅̅ ̅̅ 相交於P2，如圖(48-3) 

            (4)、分別作DO̅̅ ̅̅ 、EO̅̅ ̅̅ 、FO̅̅̅̅ 的
1

3
倍長的點，為U、V、W，再以O為對稱點，做 

                U、V、W的對稱點U′、V′、W′，做通過U′、V′、W′的圓，此圓和AB̅̅ ̅̅ 相交於 

                P3 ，如圖(48-4)。 

            (5)、接著做P1、P2、P3及B的[1、2、3、4]投射，投出圓形即為所求 

     證明：在圖(48-2)中，由D′、E′、F′形成的圓S，由對稱點性質知，S點亦在 x 軸上，所以 

           圓S和AB̅̅ ̅̅ 的交點P1，投射一倍P1O̅̅ ̅̅̅長得Q1必在圓R上。 

     同理，圖(48-3)中的P2點，投射二倍P2O̅̅ ̅̅̅長得Q2必在圓R上，又如圖(48-4)中的P3點，投射 

     三倍P3O̅̅ ̅̅̅長得Q3必在圓R上，加上一開始取的P4點，由四倍BO̅̅ ̅̅ 長而來。 

     因此(AP1̅̅ ̅̅ ̅、P1P2
̅̅ ̅̅ ̅、P2P3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、P3B̅̅ ̅̅̅)   [1、2、3、4]即得一個圓，得證。 
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 圖(48-1) 圖(48-2) 

圖(48-3)   圖(48-4) 

     接下來，實際用一個例子解釋 

     設直角坐標平面上有一個△ ABC，A(0，4)、B(3，0)、C(0，0)，如圖(48-1) 

     由圓R的圓心(−6，0)，半徑為 6 

     可得圓R之方程式為(x + 6)2 + y2 = 36，依前文作圖法，取得各 P 點的座標，得到 

     AB̅̅ ̅̅ 的分段組合為(
1621046

1246087
、

871128

1246087
、

665335

1173493
、

2855144

1173493
) 

     又投射倍率組合為[1、2、3、4] 

    依上述分段組合及投射倍率組合，即可投射出一個圓。 

  

  (二)、代數運算投射： 

     在前文投射分類表中，我們得到一個概念，用投射倍率組合[1、2、3、4]投射時，能投

出橢圓的分段組合的第一個分量，大多數都是 1，而圓很接近橢圓，故我們先假設

(1、r、s、t) [1、2、3、4]會投射出圓來。同樣的使用直角△，三邊長為 3、4、5 為

例，去計算r、s、t的值，計算如下： 

     步驟 1、A(0，4)、B(3，0)，P1，P2，P3，將AB̅̅ ̅̅ 分成 1：r：s：t 四段，先算P1、P2、P3的 

            座標。設(x，y)，如圖(49-1) 

P1(
3

1+r+s+t
，

4r+4s+4t

1+r+s+t
)、

  
P2(

3+3r

1+r+s+t
，

4s+4t

1+r+s+t
)、P3(

3+3r+3s

1+r+s+t
，

4t

1+r+s+t
)  

     步驟 2、依[1、2、3、4]投射，計算Q1、Q2、Q3、Q4 

 Q1(
−3

1+r+s+t
， −

4r+4s+4t

1+r+s+t
)  

 Q2 (
−6−6r

1+r+s+t
， −

8s+8t

1+r+s+t
)  

 Q3(
−9−9r−9s

1+r+s+t
，

−12t

1+r+s+t
)  

 加上Q0(0，0)及Q4(−12，0)都應在同一圓上             圖(49-1) 
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     步驟 3、將Q1、Q2、Q3代入圓R方程式(x + 6)2 + y2 = 36 

令1 + r + s + t = k， 

{
 
 

 
 (6 −

3

k
)
2

+ (
4k−4

k
)
2

= 36──○1

(6 −
6+6r

k
)2 + [

8(k−1−r)

k
]2 = 36──

[6 −
9(k−t)

k
]2 + (

12t

k
)2 = 36──○3

○2  

由○1 式解得k =
17+3√21

8
 

由○2 式解得r =
3√21−3

20
 

由○3 式解得t =
177+43√21

200
                          圖(49-2) 

得s = k − 1 − r − t =
√21+39

100
 

     步驟 4、在AB̅̅ ̅̅ 上依 1：r：s：t 取得分點P1、P2、P3做(1、r、s、t)        [1、2、3、4]得出

圓R，如圖(49-2) 

發現二：在任何△的投射中，可用幾何作圖投射或代數運算投射，投射出圓錐曲線中的 

            圓形。 

一般來說，N=4 共有五個投射點(含兩端點)，五個點可決定屬於哪一種圓錐曲線，但當 N

大於 4，例如 N=5，有 4 個分點加上頭尾兩端點共有 6 個投射點，此時，絕大部分投射後

皆不成圓錐曲線了。但若第六點也恰好落在之前五點所在的圓錐曲線上，那不就成了六點

共一條圓錐曲線了嗎?這時分點組合(a1、a2、a3…)和投射倍率組合〔r1、r2、r3…〕的長度

不就都大於 4 了嗎?接下來我們的研究就是往這一個方向去探討，找出一些N > 4的可延伸

投射組合。這概念是我們從研究投射圓的幾何運算法中被啟發的，這種可延伸投射組合的

製造技巧十分巧妙，我們只提供方法，我們稱這些方法為「拋物線延伸投射製造機」、「橢

圓延伸投射製造機」、「雙曲線延伸投射製造機」。說明如下： 

  (一)、拋物線延伸投射製造機，如圖(50) 
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                                      圖(50) 

利用幾何作圖法及性質三沿著AB⃗⃗⃗⃗  ⃗尋找分段組合的延伸，任取一個直角△(方便說明) 

步驟一、將斜邊四等分，並將第一點投一倍，第二點投兩倍，第三點投三倍，第四點投四倍，

並將這四點和原點畫出一條拋物線。 

步驟二、將Q1, Q2, Q3, Q4皆和原點連線，接著把各點以原點為對稱點投射
1

5
倍，再接著利用得

到的投射點以及原點共五點，畫出拋物線，接著取畫出的拋物線和AB⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點，為

P5 

步驟三、同理，按照這個方法，各點以原點為對稱點同時投射
1

6
或

1

7
或

1

8
……倍回去，皆可以 

        發現，投射回去的拋物線，皆可以和AB⃡⃗⃗⃗  ⃗產生交點，依序令為P6、P7、P8……等。 

步驟四、接著算出各段長的比例，會發現各分段長比例為(1：1：1：1：1：1：1)，所以只要

是等分線段，按照等差投射，皆可以投射出拋物線。 

說明：由AB̅̅ ̅̅ 上的外分點位置，發現每一段都等長，這代表拋物線的投射倍率，可對應分段數

成等差倍率無限延伸下去。 

如在同一∆中，令P4 = B，(1，1，1，1)  〔1，2，3，4〕，可延伸成(1，1，1，1，1，

1，1……)  〔1，2，3，4，5，6，7……〕都會投射出一個和(1，1，1，1)  〔1，2，3，

4〕全等的拋物線。 

拋物線延伸投射製造機的使用方法 

1、畫出(x，1，1，1)  〔1，2，3，4〕，x 為正數。 

2、令B = P4，在AB⃗⃗⃗⃗  ⃗上，作等長的外分點P5、P6、P7、P8……Pm  

3、做(1，1，1，1，1，……，1)  〔1，2，3，4，5，……，m〕，則此圖形與原 

   圖全等。 

4、若一開始就是做(1，1，1，1，1)  〔1，2，3，4，5〕，則是令 B 點為P5，外分點的每

一段長都等於內分點的的長，投射出來的圖形和原內分點投射出來的圖形全等。 
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發現三；對任意組拋物線投射(𝐚𝟏、𝐚𝟐、𝐚𝟑、𝐚𝟒) 〔1，2，3，4〕，使用上文拋物線製造 

        機程序可將投射組合長度延伸到任意長度 n，即(𝐚𝟏、𝐚𝟐、𝐚𝟑、𝐚𝟒 ……𝒂𝒏)     

       〔1，2，3，4…...〕，n≧5 且 B 點=𝐏𝟒 

(二)、橢圓延伸投射製造機 

橢圓(1，1，1，3)  〔1，2，3，4〕的通式 

(通式之中的每一組投射皆可以和(1，1，1，3)  〔1，2，3，4〕投出相同的橢圓) 

步驟一、在直角∆斜邊上做分段組合(1，1，1，3)並令B = P4再依投射倍率組合〔1，2，3， 

        4〕，投射出Q1，Q2，Q3，Q4 

步驟二、通過 Q1，Q2，Q3，Q4，Q0做出橢圓 

步驟三、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行一倍投射，得四個投射點加上原點共五點，過這 

        五點投射出大紅橢圓，取此大紅橢圓在AB⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為 

        P1和P8。 

步驟四、再取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

2
倍投射，得四個投射點加原點共五點，過這五 

        點投射出中紅橢圓，取此中紅橢圓在AB⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P2和

P7。 

步驟五、再取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

3
倍投射，得四個投射點加原點共五點，過這五 

        點投射出中小紅橢圓，取此中小紅橢圓在AB⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為 

        P3和P6。 

步驟六、再取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

4
倍投射，得四個投射點加原點共五點，過這五 

        點投射出小紅橢圓，取此小紅橢圓在AB⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為   

        P4和P5。(此時發現原來的 B 點為P5，且另外存在有一個P4)，令 B=P5 

步驟七、做新的(P1，P2，P3，P4，P5，P6，P7，P8)  〔1，2，3，4，4，3，2，1〕發現新投

射出來的橢圓和原橢圓全等，如圖(51) 

 

 

 

 

 

 

 

          圖(51)                                     圖(52) 

 

步驟八：計算新AP1̅̅ ̅̅ ̅: P1P2
̅̅ ̅̅ ̅: P2P3

̅̅ ̅̅ ̅̅ : P3P4
̅̅ ̅̅ ̅̅ : P4P5

̅̅ ̅̅ ̅̅ : P5P6
̅̅ ̅̅ ̅̅ : P6P7

̅̅ ̅̅ ̅̅ : P7P8
̅̅ ̅̅ ̅̅ =1: 1: 1:

7

4
:
5

4
:

3

10
:

6

25
:

2

21
 

使用方法： 

1、任取 N，4 ≤ N ≤ 8，及其對應的 N 個分點，並且化簡對應分段長成最簡整數比，且取對 

應的投射倍率，其中若有取到P5，即應對應 B 點，之後的放在外分點上。 
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2、例如取 N=5，對應的五段長為AP3
̅̅ ̅̅ ̅、P3P4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、P4P5
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、P5P6

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、P6P7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，分段組合為(3,

7

4
,
5

4
,

3

10
,

6

25
)對應 

的投射倍率為[3,4,4,3,2]，投射結果，如圖(52) 

註、本公式僅適用於(1，1，1，3)  〔1，2，3，4〕所成的橢圓上，且分段 N 最多到 N=8 

發現四；對任意組橢圓投射(𝟏、𝟏、𝟏、𝐱) 〔1，2，3，4〕，x 大於 1 的正整數，使用上文    

        橢圓製造機程序可將投射組合長度延伸到≧5，如(𝟏、𝟏、𝟏、
𝟕

𝟒
、

𝟓

𝟒
、

𝟑

𝟏𝟎
、

𝟔

𝟐𝟓
、    

𝟐

𝟐𝟏
 ) 

〔1，2，3，4，4，3，2，1〕。 

(三)、雙曲線延伸投射製造機 

雙曲線(1，1，2，2)  〔1，2，3，4〕的通式 

(通式之中的每一組投射皆可以和(1，1，2，2)  〔1，2，3，4〕投出相同的雙曲線) 

步驟一、先在直角∆斜邊上做分段組合(1，1，2，2)並令B = P4在依投射倍率組合〔1，2，3，

4〕，投射出Q1，Q2，Q3，Q4 

步驟二、通過 Q1，Q2，Q3，Q4，Q0做出雙曲線 

步驟三、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行一倍投射，得四個投射點加上原點五點，過這五 

        點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P1和P−6。 

步驟四、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

2
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過這五點 

        投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P2和P−5。 

步驟五、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

3
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過這五點 

        投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P3和P−4。 

步驟六、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

4
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過這五點 

        投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P4和P−3。(此

時發現原來的 B 點為P10，且另外存有一個P4) 

步驟七、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

5
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過這五點 

        投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P5和P−2。 

步驟八、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對 O 點進行
1

6
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過這五點

投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗上的交點(有兩個)，分別由上到下令為P6和P−1。 

步驟九、做新的(P1，P2，P3，P4，P5，P6，P7，P8，P9，P10，P11，P12)  〔1，2，3，4，5，6，

1，2，3，4，5，6〕發現新投射出來的雙曲線和原雙曲線相同，且以 A 當基準點，

在 A 點以上的點投射出來會跑到下雙曲線，A 以下的點則會跑到上雙曲線。 

步驟十、計算新的分段長比例

P−6P−5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: P−5P−4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: P−4P−3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: P−3P−2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: P−2P−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: P−1𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ : AP1̅̅ ̅̅ ̅: P1P2

̅̅ ̅̅ ̅: P2P3
̅̅ ̅̅ ̅̅ : P3P4

̅̅ ̅̅ ̅̅ : P4P5
̅̅ ̅̅ ̅̅ : P5P6

̅̅ ̅̅ ̅̅ =(
35

2
: 

25

6
: 

13

12
: 

1283296

3274755
: 

810023

4230815
:
2

3
:1:1:2:2:

4192932

2875565
:
11514156

11051375
)，如圖(54)、(55) 
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發現五；對任一組雙曲線投射，使用上文雙曲線製造機程序，可將投射組合長度延伸到分段

N＞5。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     圖(55) 

 

 

圖(54) 

 

 

 

 

八、萬流歸宗 

  當N > 4之後，分點數> 4，投射出的點有六點以上(含原點O)，此時很多圓錐曲線都不能同 

  時通過這六點，因此不是本作品所要的圓錐曲線，就算這樣，聰明的阿中又有新想法，他 

  導入了級數的概念做投射，可以把任意長度的分段數，配合級數型投射倍率組合，即可投 

  出合乎本作品規則的拋物線，且都合流成單一種圓錐曲線(拋物線)。做法如下： 

  例一： 

  (1、2、1、1、1) [1、2、3、4、5]投出的圖形如圖(56-1)，未能通過六點中的一點Q1，

若強迫它通過就彎曲的不成圓錐曲線了。現在我們改變投射倍率組合成級數型，即 

  [1、1 + 2、1 + 2 + 1、1 + 2 + 1 + 1、1 + 2 + 1 + 1 + 1] = [1、3、4、5、6]，則

(1、2、1、1、1) [1、3、4、5、6]必投射成通過六個投射點的圓錐曲線(拋物線)，其對

稱軸平行AB̅̅ ̅̅ ，如圖(56-2) 

   

               圖(56-1)                                     圖(56-2) 

(1、2、1、1、1) [1、2、3、4、5]           (1、2、1、1、1) [1、3、4、5、6] 
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  例二： 

  (2、1、3、1、1、2) [1、2、3、4、5、6]投出的六個點加上Q0共七個點，如圖(57-1)， 

測試發現沒有圓錐曲線同時通過這七點。現在改變投射組合成級數型 

  即[2、2 + 1、2 + 1 + 3、2 + 1 + 3 + 1、2 + 1 + 3 + 1 + 1、2 + 3 + 1 + 1 + 2] 

  = [1、3、4、5、6]，做(2、1、3、1、1、2)   [2、3、6、7、8、10]必投射成通過此七 

個投射點的圓錐曲線(拋物線)，如圖(57-2)，其對稱軸也平行AB̅̅ ̅̅ 。

  

              圖(57-1)                                   圖(57-2) 

(2、1、3、1、1、2)   [1、2、3、4、5、6](2、1、3、1、1、2) [2、3、6、7、8、10] 

 

性質二十四、在△ 𝐀𝐁𝐂中，將𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 做不等分的四段，作如下的投射 

          (𝐩、𝐪、𝐫、𝐬)   [𝐩、𝐩 + 𝐪、𝐩 + 𝐪 + 𝐫、𝐩 + 𝐪 + 𝐫 + 𝐬]，則投射出來的圖形必為 

拋物線，且對稱軸平行𝐀𝐁̅̅ ̅̅ ，圖形通過 C 點。 

  證明： 

設p = m1，q = m2，r = m3，s = m4，即AB̅̅ ̅̅ 總共被分為m1 + m2 + m3 + m4等分，而欲

被投射的等分點分別在從 A 點之後的第m1個等分點，和第m1 + m2個等分點，和第m1 +

m2 + m3的等分點，和第m1 + m2 + m3 + m4的點(即 B 點)。又在投射倍率 r 的數值上，

恰好第 1 點投r=m1倍，第 2 點投 r=m1 + m2倍，第 3 點投 r=m1 + m2 + m3倍，第 4 點(即

B 點)投 r=m1 + m2 + m3 + m4倍，根據性質四知，這五個投射點(含 A 點投 0 倍)，必落

在與將AB̅̅ ̅̅ 完全m1 + m2 + m3 + m4等分且投射倍率組合為[1，2，3，4……]的拋物線上，

得證。當然，此時的拋物線對稱軸平行AB̅̅ ̅̅ ，且通過 C 點。 

發現六、承性質二十四，再根據性質三，可以將分段組合再往外分點擴充下去為任意多段，

即 N=n，把不成形的任何分段組合的等差投射都用級數狀投射，投射成拋物線。 

舉例來說： 

(1)、(1561)   [1、2、3、4]為雙曲線 

但改成，(1561)   [1、6、12、13]，變成拋物線 

(2)、(23456)   [1、2、3、4、5]不成形 

但改成，(23456)   [2、5、9、14、20]，變成拋物線 

(3)、(315421)    [1、2、3、4、5、6]無法成形 

但改成，(315421)   [3、4、9、13、15、16]變成拋物線 

陸、結論 

一、將△的一邊做 n 等分，𝐧 ≥ 𝟒，包括該邊兩端點，共𝐧 + 𝟏個點，從一端點開始做等差 

    倍率投射，則所有投射點都會落在同一條拋物線上。 
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二、承一，此拋物線必通過該△的第三頂點且對稱軸必平行該△被分段的那一邊。 

三、承一，投射倍率可以做縮放平移，仍保持投射後是拋物線圖形，當做平移時，拋物線開 

    口大小不變，當做倍數的放大時，開口會變大；當做倍數縮小時，開口變小。 

四、在 N=4 或 L=4 時，等差倍率投射都是拋物線，而在 N=4 但 L≠4 時，等差倍率投射出來 

    的圖形包含所有的圓錐曲線圖形，其中要有特定分段組合時，才會出現圓 

五、在 N=4、L≥4 時，文中發現： 

   (一)、型如(x111)   [1、2、3、4]，必得拋物線，x 為正整數 

   (二)、型如(111x)   [1、2、3、4]，必得橢圓，x 為正整數且≠1 

   (三)、型如(r、k、k、s)   [1、2、3、4]，必得橢圓 

   (四)、型如(q，q+k，q+2k，q+3k)    [1、2、3、4]，必得雙曲線或交叉直線 

   (五)、型如(n，k，n+k，n+2k)   [1、2、3、4]，必得雙曲線或交叉直線 

   (六)、型如(r、n+1、n、s)   [1、2、3、4]，必得雙曲線或交叉直線 

   (七)、型如(t、t、r、r)   [1、2、3、4]，必得橢圓 

   (八)、型如(k、nk、n2k、s)   [1、2、3、4] 必得雙曲線或交叉直線 

 

七、本文發明幾何投射倍率作圖法，和代數計算法能找出圓的分段組合。 

八、利用類似圓的幾何投射倍率作圖法，對任何指定△，都可找到一組超過 4 項的分段組合   

    (N>4)，搭配對應投射倍率組合的投射，使在超過五點以上，仍能投射出拋物線、橢圓、    

    雙曲線。此新投射法被稱為拋物線、橢圓、雙曲線延伸投射製造機。 

九、對任何分段組合(N≥4)，本文發明一種級數倍率投射法，使任意分段組合都能投射出拋物

線。 

柒、 參考資料 

一、國中數學課本第六冊 

二、高中數學課本第四冊 

三、全國中小學科展第 40 屆國中組數學科－三角形 N 倍投射的圓錐曲線探討 

四、Geogebra 操作手冊 

https://www.ntsec.edu.tw/Science.aspx?cat=21&a=6821
https://wenku.baidu.com/view/734fda4e2e3f5727a5e96279.html


作品海報 

【評語】030412  

考慮三角形一邊上的等分點對對邊頂點的對稱點做給定比例

縮放，所得出的點是否落在一個二次曲線上的問題。針對四個點（可

能並非四等分點）、比例的不同變化，這些對應點會落在哪一種類

型的二次曲線上作了討論。這是一個有意思的問題,作者們從最原始

的邊上四個等分點、縮放倍率分別為 1、2、3、4開始，討論到四

個點未必等分，縮放倍率任意變化的一般化狀況。針對每一種類型

的二次曲線，找到了可與之對應的點的分配與縮放比例的型態，內

容豐富，可以看得出作者們在這個問題上確實投注了許多心力，值

得嘉許。一部份的說明稍嫌繁複，讓一些直觀的結果變的好像只是

計算得出的結論（例如：以最原始的問題來看，如果取的對稱頂點

為原點，而邊的頂點與分點分別取為(0, -1)、(-1, -2)、(-1, -3)…，應

該可以很容易的看出得出的對應點全落在 y=x2這個拋物線上。），

這是美中不足之處。另一方面，對於從某一類二次曲線變化到另一

類二次曲線，變化的原因是什麼（相對於點的位置的變動、縮放倍

率的改變），可以再給出說明跟討論。某些結論似乎是射影幾何中

常看到的結果。類似的結論是否曾以另一種形式呈現可以考慮。 
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摘要:
從直角△斜邊上的各等分點，對直角頂依序做1倍、2倍…等的長度投射，得一連串
投射點，觀察投射點形成的軌跡，文中發現若投射倍率成等差時，投射出的各點軌
跡必成拋物線，且發現投射倍率組合做縮放平移時，能保持投射圖形為拋物線。接
著將相等的四段改成不一定相等的四段(N=4)，使投射組合的長度L ≥ 4，從L=4到
L=16做個全面性的觀察，得到的不只拋物線，還有很多不同圖形如雙曲線、橢圓、
平行線、交叉直線和一點一線等，但沒發現圓，作者利用代數計算投射和幾何作圖
投射畫出圓形。並利用找圓的概念，將N>4時的分段組合和投射倍率組合在指定的
△中呈現出來。最後藉著改變投射倍率組合成級數狀，竟能將本文中涉及的所有投
射圖形(N≥4)都轉成拋物線。
壹、研究動機
在一次學二次函數的單元課程中，老師提到一個有趣的題目：

「有一個直角△ABC，∠B=90°，如圖(甲)，D、E、F四等分AC，分別在BC、BF、

BE、BD、BA上取C、P、Q、R、S，使BC = 1BC、BP = 2BF、BQ = 3BE、BR =
4BD、BS = 5BA，則S、R、Q、P、C五點都落在同一條拋物線上。」

這非常有趣，但老師說國中課本裡的拋物線圖形是二次函數，二次函數是開口向上
或向下，但是圖(甲)中的拋物線開口卻向左上，這明顯不是函數圖形，老師說這是
一種方程式的圖形，有同學立刻提問這方法也能投射出其它的方程式圖形，如橢圓
、雙曲線嗎？要如何投射？可以反過來從D、E、F向對面頂點B投射嗎？
老師鼓勵我們當科展題目研究研究

貳、名詞解釋
一、分段數N：將△ ABC的一邊分成N段，則稱分段數為N，N ≥ 4。
二、分段組合(a1、a2、a3、a4……an)：

a𝑖表各第𝑖段長的最簡整數比。
三、分段組合長L：分段組合(a1、a2、a3、a4……an)中，

L = a1 + a2 + a3 +…+an
四、投射倍率r：

(1)r > 0時，r =
OQ

OP
，表從起點P經O往前投射r倍到達Q點，如圖(乙)。

(2)r < 0時，r = −
OQ

OP
，表從起點P到O往後回縮r倍到達Q點，如圖(丙)。

(3)r = 0時，表從起點P到O投射後停在O點，即OQ=0，如圖(乙)。

圖(甲)

五、投射倍率組合 b1、b2、b3、b4…bn ：其中b𝑖表投射倍率r的值，[b1、b2、
b3、b4…bn]分別對應分段組合 a1、a2、a3…an 做各等分點的投射。例如
第四頁的圖(1)中使Q𝑖O = b𝑖 × P𝑖O。i = 1、2、3、…、n，又端點A的投射
倍率r = 0。

六、投射符號 ：表投射運算，如圖(1)的投射簡記為(1111) [1、2、3、4]

圖(乙) 圖(丙)
參、研究目的
一、在等分線段及等差投射倍率條件下，探討分段數N從4擴張到n，對投射圖形

的影響。
二、在等分線段條件下，探討等差投射倍率的縮放平移對投射圖形的影響。
三、在不等分線段條件下，探討等差投射倍率的縮放平移對投射圖形的影響。
四、在等分線段條件下探討N > 4時，延伸分段組合和投射倍率組合的搭配可能

性及方法。
五、在不等分線段下，探討N > 4時，延伸分段組合和投射倍率組合的搭配可能

性及方法。

伍、研究過程

(一)、在直角坐標平面上的直角△ ABO中，取O(0，0)、A(0，3)、B(4，0)，將AB

五等分，等分點依序為P1、P2、P3、P4及末端點B，從各P𝑖點做P𝑖O，並在P𝑖O
上依序取得Q𝑖點，使Q1O = P1O，Q2O = 2P2O，Q3O = 3P3O，Q4O = 4P4O，
Q5O = 5BO，其中投射出來的這些Q1、Q2、Q3、Q4、Q5，被稱為從P𝑖對應
過來的投射點，檢驗這些Q點是否在同一條圓錐曲線拋物線上？又頂點O呢？
如圖(1)。

研究架構

圖(1)，△ ABO為直角△
計算如下：
一開始先求得這五個投射點的座標

P1
4

5
，

12

5
、P2

8

5
，

9

5
、P3

12

5
，

6

5
、P4

16

5
，

3

5
、P5 = B(4，0)

依投射倍率得

Q1 −
4

5
，−

12

5
、Q2 −

16

5
，−

18

5
、Q3 −

36

5
，−

18

5
、Q4 −

64

5
，−

12

5
、

Q5(−20，0)

得二元二次方程式9x2 + 24xy + 16y2 + 180x = 0，驗證b2 − 4ac = 0為拋物線

驗證未使用的Q4 −
64

5
，−

12

5
，代入方程式，成立，圖形也通過Q4

圖(2) 圖(3)

(二)、銳角△ ABC中，AB = 5、BC = 6、CA = 7，如圖(2)，P1、P2、P3、P4、P5六
等分BC，諸P點對△ ABC的頂點A投射，投射倍率r仍為連續正整數1倍、2倍
3倍、4倍、5倍…等，得出對P1 1，0 、P2 0，0 、P3 −1，0 、P4 −2，0 、
P5 −3，0 及C(−4，0)，接下來求諸Q點座標

Q1 −1，2 24 、Q2 0，3 24 、Q3 3，4 24 、Q4 8，5 24 、

Q5(15，6 24)、Q6(24，7 24)經計算得方程式為−
6

48
y2 +

6

2
x −

3 6

2
y = 0

驗證b2 − 4ac = 02 − 0 × −
6

48
× 4 = 0 − 0 = 0，為拋物線

圖(4) 圖(5)

性質一：將任意△𝐀𝐁𝐎的一邊四等分，得3個等分點，加上前後兩端點共5點，依序
配合0倍、1倍、2倍、3倍、4倍到第三頂點O點距離的投射，則投射出的5個
點必落在同一條拋物線上。

證明：1、經過上面各種△及各種不同的等分點的投射例子後，為方便計算證明，不
失一般性，取直角△當代表。

2、在座標平面上取A(0，s)、B(t，0)、O(0，0)，且P1、P2、P3四等分AB，

得P1
1

4
t，

3

4
s 、P2

2

4
t，

2

4
s 、P3

3

4
t，

1

4
s 、P4 t，0 ，其中B=P4，如圖

(5)，再做Q0O = 0P0O，Q1O = P1O，Q2O = 2P2O，Q3O = 3P3O，Q4O =

4P4O，的投射，得Q0 0，0 、Q1 −
1

4
t，−

3

4
s 、Q2 −t，− s 、

Q3 −
9

4
t，−

3

4
s 、Q4 −4t，0

3、令二元二次方程式ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0，將Q0、Q1、Q2、
Q3、Q4、Q5代入，得方程式s2x2 + 2stxy + t2y2 + 4s2tx = 0
驗證b2 − 4ac = 2𝑠𝑡 2 − 4𝑠2𝑡2 = 0為拋物線，得證。

性質二：在性質一的投射中，投射出的拋物線必過該△的第三頂點(上圖中指O點)，
且該拋物線的對稱軸必平行該△的被分段邊(上圖中指AB)。見圖(6)。

(三)、鈍角△中，AB = 12、BO = 4 3、OA = 4 3，如圖(3)，P1、P2、P3、P4、
P5六等分AB。從諸P點對△ ABO的頂點O投射，投射倍率r仍為連續正整數1
倍、2倍、3倍、4倍、5倍等，得出對應的諸Q點，計算得知Q點落在同一條

拋物線上，經計算得方程式為−
7

24
x2 +

5 3

12
xy −

3

8
y2 + 3x + y = 0

驗證b2 − 4ac = 0為拋物線

圖(6) 圖(7)
性質三：△𝐀𝐁𝐎中，𝐀 𝟎，𝐬 、𝐁 𝐭，𝟎 、𝐎 𝟎，𝟎 ，𝐏𝟏、𝐏𝟐、𝐏𝟑四等分𝐀𝐁，令𝐏𝟒

= 𝐁，𝐏𝟎 = 𝐀，依序做𝐐𝒊𝐎 = 𝒊𝐏𝒊𝐎、𝒊 = 𝟎、𝟏、𝟐、𝟑、𝟒，按等差0倍、1倍

、2倍、3倍、4倍投射，得𝐐𝟎、𝐐𝟏、𝐐𝟐、𝐐𝟑、𝐐𝟒，其中𝐐𝟎 = 𝐎，又在𝐀𝐁上
取𝐏𝟓點，使𝐏𝟓𝐏𝟒 = 𝐏𝟒𝐏𝟑。並做𝐐𝟓𝐎 = 𝟓𝐏𝟓𝐎，如圖(7)，則第六點𝐐𝟓亦落在
之前𝐎、𝐐𝟏、𝐐𝟐、𝐐𝟑、𝐐𝟒所形成的拋物線上。

註：此性質可簡記為在△ ABO中做 1111 [1、2、3、4]的拋物線，和延長一等分
線段P5P4後，在△ AP5O中做 11111 1、2、3、4、5 的拋物線是同一條。
性質四：△ ABC中，P1、P2、P3、…、Pn−1，n等分AB，加上A、B兩點共n + 1個點，
依Q𝑖C = 𝑖 × P𝑖C，𝑖 = 1、2、3、…、n − 1，加上QnC = n × BC投射得n個投射點，則
這n個點都落在同一條拋物線上，且此拋物線也通過C點，又對稱軸必平行AB。

證明：回到性質三的圖(7)中，繼續沿著AB方向上一段一段如同P5P4的增加下去，依
次得到P6、P7、P8……Pn，各按Q𝑖O = 𝑖 × PiO投射，𝑖 = 6、7、8、…、n，獲得Q6、

Q7、Q8、…、Qn。由於Pi =
i

4
t,

4−i

4
t ， 4 < 𝑖 ≤ 𝑛，投射𝑖倍後，得Qi =

i2

4
t,
i2−4i

4
s ，

4 < 𝑖 ≤ 𝑛。將Qi代入方程式性質三的二元二次方程式，結果成立。表
示Qi亦落在一開始的那條拋物線上。
因此得證在△ APnO中，將APn n等分，再依序做𝑖倍投射，所得的n個投射點必落在
同一條拋物線上，且這條拋物線必通過第三頂點，其對稱軸平行AB。(其中O點即C
點)

二、在N = 4，L = 4即等分投射下，探討投射倍率縮放平移對投射圖形的 影響：
(一)投射倍率平移,如下表(一) 
為簡化說明起見，我們取等腰直角△ ABC，AC = BC = 4，∠ACB = 90°來說明。

性質五：由表(一)知，在△的一邊上做等分線段及等差投射時，若將投射倍率平移
𝐤單位，仍可投射出拋物線，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋
物線對稱軸都平行於投射邊，開口大小不變，如圖(9-4)。

性質六：由表(二)知，在等分線段及等差投射中，若將投射倍率放大為𝐧倍，仍可
投射出拋物線，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋物線對稱軸
都平行於投射邊，開口大小變大，如圖(10-4)。

性質七：由表(三)知，在等分線段及等差投射中，若將投射倍率縮為原來的
𝟏

𝐤
倍，

仍可投射出拋物線，且這群拋物線都通過投射△的第三頂點，諸拋物線對
稱軸都平行於投射邊，開口大小變小，如圖(11-3)。



圖(11-1) 圖(11-2) 圖(11-3)，(1111) 圖(13)

性質九：在△三邊上皆做𝐍等分，並在各邊上同順時針(或同逆時針方向)做等差倍率投射，恆可
投射出圓錐曲線中拋物線圖形，且這些圖形兩兩之間各有兩個交點，這六個交點依對應
位置組成兩個△，這兩個△和原△𝐀𝐁𝐂共用重心，如圖(13)。

三、在不等分投射邊條件下做等差投射之投射圖形探討
(一)、研究限制說明：

在圖(1)中的AB做分段時，可分為等分和不等分兩種，當N = 4，L = 4時表示做等分，當
N = 4，L ≠ 4時表示不等分，由於當L愈來愈大時，就算取N = 4為定值，其圖形種類仍會
快速增加至上千上萬種，因此我們只將L = 4、5、6、7放在報告上，後面還有三千多個圖
放在研究日誌上，我們是用來觀察分類。而N > 4時，我們只將研究範圍限制在N = L做等
分的條件下，另外增加幾組N＞4，L≠N的特殊投射範例

(二)、投射圖形觀察，以N=4，L=6為例，如圖(19~28)

圖(19)(1113) 圖(20)(1122) 圖(21)(1131) 圖(22)(1221)

圖(28)(3111)圖(27)(2211)

圖(26)(2121)圖(25)(2112)圖(24)(1311)圖(23)(1212)

4、當N = 4時，L為4~16時，綜合成下表

橢圓 雙曲線 拋物線 相交線 平行線 一點一線

L=4 0 0 1 0 0 0

L=5 2 0 1 1 0 0

L=6 4 2 1 3 0 0

L = 7 6 6 2 5 1 0

L = 8 10 14 2 6 1 0

L = 9 16 26 2 11 1 0

L = 10 21 38 3 20 1 1

L = 11 28 67 3 18 1 1

L = 12 39 91 3 31 1 1

L = 13 50 126 4 37 2 1

L = 14 66 169 4 43 2 1

L = 15 86 220 4 51 2 1

L = 16 101 283 5 63 2 1

發現一：從上文𝐍 = 𝟒，𝐋 = 𝟒到𝟏𝟔的投射圖形中，我們觀察到出現的圖形有拋物線、雙曲線、
橢圓、相交兩直線、平行兩直線，一點及一直線，只差圓形，即可包含所有的圓錐曲線

(三)、前面統整到L = 16時，發現除了拋物線以外，還出現了橢圓、交叉直線、雙曲線、平行線
和一點一線，以下就在探討部分圖形方程式，各給一些例子說明。

1、交叉直線：以 1121 1、2、3、4 為例，計算證明，如圖(29)

得出方程式−
3

16
x2 −

29

48
xy +

2

9
y2 − 3x + y = 0

去分母得27x2 + 87xy − 32y2 + 432x − 144y = 0
得3x − y = 0或9x + 32y + 144 = 0為相異兩不平行直線，得證。

2、橢圓：以 1211 1、2、3、4 為例，計算證明，如圖(30)

為
3

104
x2 +

1

8
xy +

17

39
y2 −

6

13
x + y = 0是橢圓，(∵ b2 − 4ac < 0)

3、雙曲線：以 1122 1、2、3、4 為例，計算證明，如圖(31)

為−
100

99
x2 −

4

3
xy −

1

44
y2 −

400

33
x + y = 0是雙曲線，(∵ b2 − 4ac > 0)

4、平行線：以 3624 1、2、3、4 為例，計算證明，如圖(32) 

為
5

16
y2 + y = 0，因式分解成y 5y + 16 = 0

得y = 0或5y + 16 = 0為兩條平行的水平直線，得證。
5、一點一線：以 2621 1、2、3、4 為例，即投射出一直線加C點，如圖(33)
6、單一點：以 1234 0、0、0、0 為例，即得C點
(四)、橢圓、雙曲線的投射倍率縮放平移探討

當N = 4，L > 4的不等分狀態，在 1、2、3、4 的倍率投射產生橢圓或雙曲線時，討論投射倍
率組合縮放平移對投射圖形的影響。

1、橢圓投射之投射倍率組合的縮放平移探討

直角△ ABC中，A 0，4 、B 3，0 、C(0，0)，將AB五等分，得四等分P1、P2、P3、P4向C點做
投射，如圖(34-1)做 1112 1、2、3、4 ，得橢圓T1

再做 1112 2、4、6、8 ，得橢圓T2
再做 1112 3、6、9、12 ，得橢圓T3

檢驗諸橢圓相似，長軸比1：2：3，面積比1：4：9，故橢圓投射可做投射倍率組合的
縮放，接著我們試試看是否可做倍率平移？
做 1112 1、2、3、4 ，得橢圓T1

1112 1 + 1、2 + 1、3 + 1、4 + 1 ，得橢圓T2
1112 1 + 2、2 + 2、3 + 2、4 + 2 ，得橢圓T3

檢驗諸橢圓長短軸有變化，做投射倍率平移組合：仍可投射出橢圓，如圖(34-2)

圖(34-1)(1112) 圖(34-2)(1112)

性質十：在橢圓的投射中，針對投射倍率組合做縮放平移後，仍可投射出橢圓。
性質十一：在雙曲線的投射中，針對投射倍率組合做縮放平移後，仍可投射出雙曲線。圖(35)

圖(35)(1561)

性質十二：型如(x111)的分段組合，其中x為任意正數，按[1、2、3、4]投射後，必可得拋
物線圖形。

證明：(1)、當x ≥ 1時，如圖(36-1)、圖(36-2)，P點取在AP1內，使PP1 = P1P2，在△ PCB中做
1111 1、2、3、4 ，根據性質一知，圖形必為拋物線。

(2)、當0 < x < 1時，P點取在BA上的外側，如圖(37-1)、圖(37-2)，使PP1 = P1P2即成。

性質十三：型如(r，k，k，s)的分段組合，𝐫、𝐤為任意正整數，𝐬 > 𝐤，按[1、2、3、4]投射後，
必可得橢圓，如圖(38)。

圖(38)(2337) 圖(39-1)(5432) 圖(39-2)(5678) 圖(39-3)(1123)
性質十六：型如 r、n + 1、n、s 的分段組合，s < n，r、s、n都是正整數，按[1、2、3、4]投

射後，必可得雙曲線或交叉直線，如圖(40)。
性質十七：型如 n、n + k、n + 2k、n + 3k 的分段組合，其中n是正整數，3k + n ≥ 0，按[1、

2、3、4]投射後，必可得雙曲線或交叉直線，如圖(41)。
性質十八：型如 t、t、r、r 的分段組合，r、t都是正整數，按[1、2、3、4]投射後，r > t時，圖

形為雙曲線，當r < t時，圖形為橢圓，如圖(42)。
性質十九：型如(k、nk、n2k、s)的分段組合，k、s為任意正整數，按[1、2、3、4]投射後，必可

得雙曲線或交叉直線，如圖(43)。

圖(40)(1432) 圖(41)(1357) 圖(42)(2211) 圖(43)(1244)

五、探討 1111 [
−1

k
、

−1

k+1
、

−1

k+2
、

−1

k+3
]的圖形及性質

(一)、已知△ ABC中，P1、P2、P3四等分AB，Q1為CP1中點，作AQ1分別交CP2、CP3、CB於Q2

Q3、Q4，則此AQ4和C點即 1111
−1

2
、

−1

3
、

−1

4
、

−1

5
的圖形，如圖(44-1)

圖(44-1) 圖(44-2) 圖(45)

六、已知在△ ABC中，P1、P2、P3四等分AB，在P1C上，取Q1C = P1C，過Q1做一直線平行AC，

交P2C、P3C、BC於Q2、Q3、Q4，則此Q1Q4及C點，即為 1111 [
1

1
、

1

2
、

1

3
、

1

4
]所得的圖

形。圖(46-1)。

圖(46-1)，△ ABC中 1111 [
1

1
、

1

2
、

1

3
、

1

4
] 圖(46-1)，△ P1P5C中 1111 [

1

1
、

1

2
、

1

3
、

1

4
]

性質二十二：在∆的一邊上四等分，並從等分點向對

面第三頂點做 𝟏𝟏𝟏𝟏 [
𝟏

𝐤
、

𝟏

𝐤+𝟏
、

𝟏

𝐤+𝟐
、

𝟏

𝐤+𝟑
]，k為

正整數，則所得的投射圖形必為一直線及一點C
性質二十三：在∆的一邊上四等分，並從等分點向對面

第三頂點做 𝟏𝟏𝟏𝟏 [
𝟏

𝐤
、

𝟏

𝐤+𝟏
、

𝟏

𝐤+𝟐
、

𝟏

𝐤+𝟑
]，k為正整

數，若給定一個k值可得一直線，則所有的直線會共點。

證明：仿照性質二十三的證明，如圖(47)，三直線

L1、L2、L3，相交於H −
b

4
，

a

4

圖(47)

七、圓的投射探討
(一)、幾何作圖探討

在做完N = 4，L = 4到16後，發現數千個投射圖形中竟然沒出現一個圓的投射圖，這
在圓錐曲線中算是一大缺憾，我們猜想也許分段組合要重新考量，我們想了好久好久，
終於找到一種方法，敘述如下：
步驟1、一開始因為投射點P4 = B，做4倍BO長的投射，得Q4點，其中Q4O = 4BO且B4O

為投射出的圓的直徑，此圓被稱為圓R，如圖(48-1)
步驟2、(1)、再在圓R上任取三點D、E、F

(2)、以O為對稱點，分別作D、E、F的對稱點D′、E′、F′，作通過D′、E′、F′的
圓S，和AB相交於P1，如圖(48-2)

(3)、分別作DO、EO、FO的中點G、H、I，再以O為對稱點，做G、H、I的對稱
點G′、H′、I′，做通過G′、H′、I′的圓，此圓和AB相交於P2，如圖(48-3)

(4)、分別作DO、EO、FO的
1

3
倍長的點，為U、V、W，再以O為對稱點，做

U、V、W的對稱點U′、V′、W′，做通過U′、V′、W′的圓，此圓和AB相交於
P3 ，如圖(48-4)。

(5)、接著做P1、P2、P3及B的 1、2、3、4 投射，投出圓形即為所求
證明：在圖(48-2)中，由D′、E′、F′形成的圓S，由對稱點性質知，S點亦在x軸上，所以

圓S和AB的交點P1，投射一倍P1O長得Q1必在圓R上。
同理，圖(48-3)中的P2點，投射二倍P2O長得Q2必在圓R上，又如圖(48-4)中的P3點，投射
三倍P3O長得Q3必在圓R上，加上一開始取的P4點，由四倍BO長而來。
因此 AP1、P1P2、P2P3、P3B 1、2、3、4 即得一個圓，得證。

圖(48-4)圖(48-1) 圖(48-3)圖(48-2)

接下來，實際用一個例子解釋
設直角坐標平面上有一個△ ABC，A 0，4 、B(3，0)、C(0，0)，如圖(48-1)
由圓R的圓心(−6，0)，半徑為6
可得圓R之方程式為(x + 6)2+y2 = 36，依前文作圖法，取得各P點的座標，得到

AB的分段組合為
1621046

1246087
、

871128

1246087
、

665335

1173493
、

2855144

1173493
，又投射倍率組合為 1、2、3、4

依上述分段組合及投射倍率組合，即可投射出一個圓。

(二)、代數運算投射：
在前文投射分類表中，我們得到一個概念，用投射倍率組合 1、2、3、4 投射時，能投出橢
圓的分段組合的第一個分量，大多數都是1，而圓很接近橢圓，故我們先假設
1、r、s、t 1、2、3、4 會投射出圓來。同樣的使用直角△，三邊長為3、4、5為例，去
計算r、s、t的值，計算如下：
步驟1、A 0，4 、B(3，0)，P1，P2，P3，將AB分成1：r：s：t四段，先算P1、P2、P3的

座標。設(x，y)，如圖(49-1)

P1(
3

1+r+s+t
，

4r+4s+4t

1+r+s+t
)、 P2(

3+3r

1+r+s+t
，

4s+4t

1+r+s+t
)、P3(

3+3r+3s

1+r+s+t
，

4t

1+r+s+t
)

步驟2、依 1、2、3、4 投射，計算Q1、Q2、Q3、Q4

Q1(
−3

1+r+s+t
，−

4r+4s+4t

1+r+s+t
) Q2

−6−6r

1+r+s+t
， −

8s+8t

1+r+s+t
Q3(

−9−9r−9s

1+r+s+t
，

−12t

1+r+s+t
)

加上Q0 0，0 及Q4 −12，0 都應在同一圓上



圖(49-1) 圖(49-2)

步驟3、將Q1、Q2、Q3代入圓R方程式(x + 6)2+y2 = 36，令1 + r + s + t = k，

由1式解得k =
17+3 21

8

由2式解得r =
3 21−3

20

由3式解得t =
177+43 21

200

得s = k − 1 − r − t =
21+39

100

步驟4、在AB上依1：r：s：t取得分點P1、P2、P3做 1、r、s、t 1、2、3、4 得
出圓R，如圖(49-2)

發現二：在任何△的投射中，可用幾何作圖投射或代數運算投射，投射出圓錐曲線
中的圓形。

八、探討在分段數N > 4時，哪些圓錐曲線的投射組合長度可以延伸下去？又要怎麼
延伸？

一般來說，N=4共有五個投射點(含兩端點)，五個點可決定屬於哪一種圓錐曲線，但
當N大於4，例如N=5，有4個分點加上頭尾兩端點共有6個投射點，此時，絕大部分投
射後皆不成圓錐曲線了。但若第六點也恰好落在之前五點所在的圓錐曲線上，那不
就成了六點共一條圓錐曲線了嗎?這時分點組合(a1、a2、a3…)和投射倍率組合〔r1
、r2、r3…〕的長度不就都大於4了嗎?接下來我們的研究就是往這一個方向去探討，
找出一些N > 4的可延伸投射組合。這概念是我們從研究投射圓的幾何運算法中被啟
發的，這種可延伸投射組合的製造技巧十分巧妙，我們只提供方法，我們稱這些方
法為「拋物線延伸投射製造機」、「橢圓延伸投射製造機」、「雙曲線延伸投射製
造機」。說明如下：
(一)、拋物線延伸投射製造機(程序)，如圖(50)

方法有三：
1、由性質三知，在斜邊AB的延伸線上一段段接下去，可得無限多外分點，可做

11111…… 1、2、3、4、5、6、7…… 得拋物線圖形
2、由性質四知，可直接將斜邊ABn等分，再做 1111…… 1、2、3、4、……

將投射組合無限延伸下去，得拋物線。
3、仿前文作圖的幾何方法投射，將 1111 1、2、3、4、 擴充到 11111……

1、2、3、4、…… ，如圖(50)

圖(50) 圖(51) 圖(52)

說明：由AB上的外分點位置，發現每一段都等長，這代表拋物線的投射倍率，可
對應分段數成等差倍率無限延伸下去。

如在同一∆中，令P4 = B，(1，1，1，1)  〔1，2，3，4〕，可延伸成(1，1，1，
1，1，1，1……)  〔1，2，3，4，5，6，7……〕都會投射出一個和(1，1，1，1)  
〔1，2，3，4〕全等的拋物線。

發現三：對任意組拋物線投射(𝐚𝟏、𝐚𝟐、𝐚𝟑、𝐚𝟒) 〔1，2，3，4〕，使用上文拋物
線製造機程序可將投射組合長度延伸到任意長度n，即(𝐚𝟏、𝐚𝟐、𝐚𝟑、𝐚𝟒…
𝐚𝐧) 〔1，2，3，4…...〕，n≧5且B點=𝐏𝟒

(二)、橢圓延伸投射製造機(程序)
橢圓(1，1，1，3)  〔1，2，3，4〕的通式
(通式之中的每一組投射皆可以和(1，1，1，3) 〔1，2，3，4〕投出相同的橢圓)
步驟一、在直角∆斜邊上做分段組合(1，1，1，3)並令B = P4再依投射倍率組合〔1

，2，3，4〕，投射出Q1，Q2，Q3，Q4

步驟二、通過 Q1，Q2，Q3，Q4，Q0做出橢圓
步驟三、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行一倍投射，得四個投射點加上原點共五點

，過這五點投射出大紅橢圓，取此大紅橢圓在AB上的交點(有兩個)，分別
由上到下令為P1和P8。

步驟四、再取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

2
倍投射，得四個投射點加原點共五點，

過這五點投射出中紅橢圓，取此中紅橢圓在AB上的交點(有兩個)，分別由
上到下令為P2和P7。

步驟五、再取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

3
倍投射，得四個投射點加原點共五點，

過這五點投射出中小紅橢圓，取此中小紅橢圓在AB上的交點(有兩個)，分
別由上到下令為P3和P6。

步驟六、再取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

4
倍投射，得四個投射點加原點共五點，

過這五點投射出小紅橢圓，取此小紅橢圓在AB上的交點(有兩個)，分別由
上到下令為 P4和P5。(此時發現原來的B點為P5，且另外存在有一個P4)，
令B=P5

步驟七、做新的(P1，P2，P3，P4，P5，P6，P7，P8)  〔1，2，3，4，4，3，2，
1〕發現新投射出來的橢圓和原橢圓全等，如圖(51)

步驟八：計算新AP1: P1P2: P2P3: P3P4: P4P5: P5P6: P6P7: P7P8=1: 1: 1:
7

4
:
5

4
:
3

10
:
6

25
:
2

21

使用方法：
1、任取N，4 ≤ N ≤ 8，及其對應的N個分點，並且化簡對應分段長成最簡整數比，

且取對應的投射倍率，其中若有取到P5，即應對應B點，之後的放在外分點上。
2、例如取N=5，對應的五段長為AP3、P3P4、P4P5、P5P6、P6P7，分段組合為

(3,
7

4
,
5

4
,
3

10
,
6

25
)對應的投射倍率為[3,4,4,3,2]，投射結果，如圖(52)

註、本公式僅適用於(1，1，1，3)  〔1，2，3，4〕所成的橢圓上，且分段N最多
到N=8

發現四：對任意組橢圓投射(𝟏、𝟏、𝟏、𝐱) 〔1，2，3，4〕，x大於1的正整數，使
用上文橢圓製造機程序可將投射組合長度延伸到≧5，如

(𝟏、𝟏、𝟏、
𝟕

𝟒
、

𝟓

𝟒
、

𝟑

𝟏𝟎
、

𝟔

𝟐𝟓
、

𝟐

𝟐𝟏
) 〔1，2，3，4，4，3，2，1〕。

(三)、雙曲線延伸投射製造機(程序)
雙曲線(1，1，2，2)  〔1，2，3，4〕的通式
(通式之中的每一組投射皆可以和(1，1，2，2)  〔1，2，3，4〕投出相同的雙曲線)
步驟一、先在直角∆斜邊上做分段組合(1，1，2，2)並令B = P4在依投射倍率組合

〔1，2，3，4〕，投射出Q1，Q2，Q3，Q4

步驟二、通過 Q1，Q2，Q3，Q4，Q0做出雙曲線
步驟三、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行一倍投射，得四個投射點加上原點五點，

過這五點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵上的交點(有兩個)，分別由上到
下令為P1和P−6。

步驟四、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

2
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過

這五點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵上的交點(有兩個)，分別由上到下
令為P2和P−5。

步驟五、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

3
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過

這五點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵上的交點(有兩個)，分別由上到下
令為P3和P−4。

步驟六、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

4
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過

這五點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵上的交點(有兩個)，分別由上到下
令為P4和P−3。(此時發現原來的B點為P10，且另外存有一個P4)

步驟七、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

5
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過

這五點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵上的交點(有兩個)，分別由上到下
。

令為P5和P−2。

步驟八、取Q1，Q2，Q3，Q4皆對O點進行
1

6
倍投射，得四個投射點加上原點五點，過

這五點投射出雙曲線，取此雙曲線在𝐴𝐵上的交點(有兩個)，分別由上到下
令為P6和P−1

步驟九、做新的(P1，P2，P3，P4，P5，P6，P7，P8，P9，P10，P11，P12)  〔1，
2，3，4，5，6，1，2，3，4，5，6〕發現新投射出來的雙曲線和原雙曲線
相同，且以A當基準點，在A點以上的點投射出來會跑到下雙曲線，A以下的
點則會跑到上雙曲線。

步驟十、計算新的分段長比例

P−6P−5: P−5P−4: P−4P−3: P−3P−2: P−2P−1: P−1𝐴: AP1: P1P2: P2P3: P3P4: P4P5: P5P6=(
35

2
: 

25

6
: 

13

12
: 

1283296

3274755
: 

810023

4230815
:
2

3
:1:1:2:2:

4192932

2875565
:
11514156

11051375
)，如圖(54)、(55)

發現五：對任一組雙曲線投射，使用上文雙曲線製造機程序，可將投射組合長度延
伸到分段N＞5。

圖(54) 圖(55)

圖(56-1) 圖(56-2)

圖(57-1) 圖(57-2)

九、萬流歸宗
當N > 4之後，分點數> 4，投射出的點有六點以上(含原點O)，此時很多圓錐曲
線都不能同時通過這六點，因此不是本作品所要的圓錐曲線，就算這樣，聰明的
阿中又有新想法，他導入了級數的概念做投射，可以把任意長度的分段數，配合
級數型投射倍率組合，投出合乎本作品規則的拋物線，且都合流成單一種圓錐曲
線(拋物線)。做法如下：
例一：
1、2、1、1、1 1、2、3、4、5 投出的圖形如圖(56-1)，未能通過六點中的
一點Q1，若強迫它通過就彎曲的不成圓錐曲線了。現在我們改變投射倍率組合成
級數型 1、1 + 2、1 + 2 + 1、1 + 2 + 1 + 1、1 + 2 + 1 + 1 + 1 = [1、3、4、5
、6，則 1、2、1、1、1 1、3、4、5、6 必投射成通過六個投射點的圓錐曲
線(拋物線)，其對稱軸平行AB，如圖(56-2)

例二：
2、1、3、1、1、2 1、2、3、4、5、6 投出的六個點加上Q0共七個點，如
圖(57-1)，
測試發現沒有圓錐曲線同時通過這七點。現在改變投射組合成級數型
即 2、2 + 1、2 + 1 + 3、2 + 1 + 3 + 1、2 + 1 + 3 + 1 + 1、2 + 3 + 1 + 1 + 2
= 1、3、4、5、6 ，做 2、1、3、1、1、2 2、3、6、7、8、10 必投射成
通過此七個投射點的圓錐曲線(拋物線)，如圖(57-2)，其對稱軸也平行AB。

性質二十四、在△𝐀𝐁𝐂中，將𝐀𝐁做不等分的四段，作如下的投射
𝐩、𝐪、𝐫、𝐬 𝐩、𝐩 + 𝐪、𝐩 + 𝐪 + 𝐫、𝐩 + 𝐪 + 𝐫 + 𝐬 ，則投射出來
的圖形必為拋物線，且對稱軸平行𝐀𝐁，圖形通過C點。

證明：
設p = m1，q = m2，r = m3，s = m4，即AB總共被分為m1 +m2 +m3 +m4等分，
而欲被投射的等分點分別在從A點之後的第m1個等分點，和第m1 +m2個等分點，
和第m1 +m2 +m3的等分點，和第m1 +m2 +m3 +m4的點(即B點)。又在投射倍
率r的數值上，恰好第1點投r=m1倍，第2點投r=m1 +m2倍，第3點投r=m1 +m2 +
m3倍，第4點(即B點)投r=m1 +m2 +m3 +m4倍，根據性質四知，這五個投射點(
含A點投0倍)，必落在與將AB完全m1 +m2 +m3 +m4等分且投射倍率組合為[1，
2，3，4……]的拋物線上，得證。當然，此時的拋物線對稱軸平行AB，且通過C
點。
發現六、承性質二十四，再根據性質三，可以將分段組合再往外分點擴充下去為任
意多段，即N=n，把不成形的任何分段組合的等差投射都用級數狀投射，則投射必
成拋物線。舉例來說：

陸、結論
一、將△的一邊做n等分，𝐧 ≥ 𝟒，包括該邊兩端點，共𝐧 + 𝟏個點，從一端點開始做

等差倍率投射，則所有投射點都會落在同一條拋物線上。
二、承一，此拋物線必通過該△的第三頂點且對稱軸必平行該△被分段的那一邊。
三、承一，投射倍率可以做縮放平移，仍保持投射後是拋物線圖形，當做平移時，

拋物線開口大小不變，當做倍數的放大時，開口會變大；當做倍數縮小時，開
口變小。

四、在N=4或L=4時，等差倍率投射都是拋物線，而在N=4但L≠4時，等差倍率投射出
來的圖形包含所有的圓錐曲線圖形，其中要有特定分段組合時，才會出現圓

五、在N=4、L≥4時，文中發現：

六、本文發明幾何投射倍率作圖法，和代數計算法能找出圓的分段組合。
七、利用類似圓的幾何投射倍率作圖法，對任何指定△，都可找到一組超過4項的分

段組合(N>4)，搭配對應投射倍率組合的投射，使在超過五點以上，仍能投射
出拋物線、橢圓、雙曲線。此新投射法被稱為拋物線、橢圓、雙曲線延伸投射
製造機。

八、對任何分段組合(N≥4)，本文發明一種級數倍率投射法，使任意分段組合都能
投射出拋物線。
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