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摘要 

    在遞迴方程式x2 − ky2 = c中，我們分成四個階段進行研究，首先由目的一找到其系統性

解法後，接著適當代入 k 值或者是 c 值，得到的方程式運用在國中數學上，依目的二到目的

四分成三個部分逐一探討。 

   一、探討遞迴方程式x2 − ky2 = 1與x2 − ky2 = c 解之間的關聯性。 

   二、利用遞迴方程式x2 − ky2 = 1的解，探討無理數√k的近似值。 

   三、利用遞迴方程式x2 − 2y2 = −d2，探討直角三角形畢氏數的繁衍。 

   四、利用遞迴方程式x2 − 10y2 = −d2，探討中線垂直三角形三邊長的繁衍。 

    經過研究後，發現遞迴方程式x2 − ky2 = c的應用性及實用性比想像中的要好太多了，不

只得到的結果，還與國中課本所教的的觀念是可互相呼應，且還更為精準與具備解的完備性，

其推廣範圍真的非常廣大。 

 

壹、研究動機 

    在某一次機會下，我看到了一份有關佩爾方程式的文章，其中在探討二元二次方程式x2 −

ky2 = 1 的解法，這令我驚訝不已，畢竟在一般國中課本內，通常只有一元一次、一元二次、

二元一次的方程式解法。 

    對於這x2 − ky2 = 1的這類佩爾方程式在於只解決常數為 1 是相當侷限的，我想是否可以

找到方法推廣到x2 − ky2 = c的解法，進而解決國中相關的數學問題，於是我便著手開始進行

收集資料。 

    後來我在一篇國際科展作品「數形合一」中發現該研究也是使用佩爾方程式來解決多角

形數的遞迴解(或說前幾個解)，其中有關廣義佩爾方程式x2 − ky2 = c(其中 k 為非完全平方數，

c 為正整數)，能透過x2 − ky2 = 1的最小正整數解(x1,y
1
)(此可用連分數的展開式來求，詳見初

等數論第三版)，來找出x2 − ky2 = c的最小正整數解(s1,t1)的範圍，其中與我研究有關的是 c=

−d2時(d 為正整數)，可得0≤s1≤√
(x1-1)

2
×d與

d

√k
≤t1≤

dy1

√2(x1-1)
。(註：因為文獻符號與本研究不

盡相同，所以改成符合本研究的符號使用範圍) 

    因而，在上述文獻的基礎上就可以比較確定找出第一組解，接下來一一代入的去找出後
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面的每一個解，此種解法不切實際也沒有效益，不同的是我們藉由所謂結合繁衍鏈的方式將

x2 − ky2 = c的所有解作分類，進而找出所有獨立結合繁衍鏈(是有限條的)，就可求出所有解，

依此方向開始進行我們的研究。 

 

貳、研究目的 

一、探討遞迴方程式x2 − ky2 = 1與x2 − ky2 = c 解之間的關聯性。 

二、利用遞迴方程式x2 − ky2 = 1的解，探討無理數√k的近似值。 

三、利用遞迴方程式x2 − 2y2 = −d2，探討直角三角形畢氏數的繁衍。 

四、利用遞迴方程式x2 − 10y2 = −d2，探討中線垂直三角形三邊長的繁衍。 

 

參、名詞解釋 

一、廣義佩爾(pell)方程式：形如x2 − ky2 = c且 k 為非完全平方數的正整數，c 為整數不一定 

有解，若有解則為無限多組解。 

二、數對(xi, yi)：方程式x2 − ky2 = 1(k 為非完全平方數的正整數)中任意一組正整數解以 

               (xi, yi)表示，其中 i 為任意正整數且為方程式的第 i 個解，而(x1,y
1
)為最小的 

               正整數解(或稱初始解)。 

三、數對(sj,tj)：方程式x2 − ky2 = c(k 為非完全平方數的正整數，c 為正整數)中任意一組正

整數解以(sj,tj)表示，其中 j 為任意正整數且為方程式的第 j 個解，而(s1,t1)為 

最小的正整數解(或稱初始解)。 

四、繁衍鏈<1>：將方程式x2 − ky2 = 1的所有解中，找到其中一個解(不一定是初始解) 

               後，利用遞迴方程將該解往前(逆推)或往後(順推)的解全部繁衍出來串 

              成一條鏈，稱為<1>的繁衍鏈。 

五、結合繁衍鏈(sj,tj)×<1>：將方程式x2 − ky2 = c中其中一個解(sj,tj)與繁衍鏈<1>中的任意解 

                       透過連結計算式所得到的解，其中 j 為任意正整數。 

六、數對(Uji, Vji)：經由(sj,tj)×<1>繁衍結合鏈所產生的第 j 條繁衍鏈中的第 i 個解，如(U23, V23) 

為第 2 條繁衍鏈(s
2
,t2)×<1>中第 3 個解，餘依此規則類推。 
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肆、研究設備及器材 

一、電腦、紙、筆。 

二、Word、Excel、Devcpp(c 語言程式)。 

伍、研究過程 

目的一：探討遞迴方程式𝐱𝟐 − 𝐤𝐲𝟐 = 𝟏和𝐱𝟐 − 𝐤𝐲𝟐 = 𝐜解之間的關聯性 

    在開始進行x2 − ky2 = c的討論時，我們原本有考慮直接從x2 − ky2 = c下手，但是發現直

接去求解似乎不是那麼簡單，正好在數論書籍中有提到關於x2 − ky2 = 1的論點，其中只有 c

和 1 的差別，這一點，讓我們想要先研究x2 − ky2 = 1，再試著從中找到x2 − ky2 = 1和x2 − ky2 =

c間的關聯性 

    要討論x2 − ky2 = c的解，需要先知道x2 − ky2 = 1這種形式的解，依據數論相關書籍的

內容，我們得知形如x2 − ky2 = 1的二元二次方程式稱為佩爾方程，其解可設 k 是一個正整數

且不是一個完全平方數，則不定方程x2 − ky2=1有無限多組正整數解(xi,yi)，i 為任意正整數；

假設(x1,y
1
)是所有正整數解中使 x+y√k最小的那一組解，則x2 − ky2 = 1的全部正整數解(x,y)

可由xn+y
n√k＝(x1+y1√k)n表示出來，及xn =

(x1+y1√k)n+(x1−y1√k)n

2
, y

n
=

(x1+y1√k)n−(x1−y1√k)n

2
，其

中 n 為正整數。 

   由上述的解的連動關係，我們以定理一來說明x2 − ky2=1的遞迴關係式。 

定理一：(x2 − ky2=1解本身的遞迴性) 

    若x2 − ky2=1的正整數解依序由小到大排列成(x1,y1) ，(x2,y2)，…(xn,yn)， 

    則{
xn+1=x1xn+ky1y

n

yn+1=y1xn+x1y
n

  。 

說明：依據文獻x2 − ky2=1的解為xn+yn√k=(x1+y1√k)n 

      因為xn+1+yn+1√k＝(x1+y1√k)n+1 

               ＝(x1+y1√k)n×(x1+y1√k) 

               ＝(xn+yn√k) ×(x1+y1√k)＝(x1xn+ky1y
n
)＋(y1xn+x1y

n
) √k 

      所以xn+1 = x1xn+ky
1
y

n
，yn+1=y1xn+x1y

n
，故得證。 

    接下來回到我們原本要探討的x2 − ky2 = c的正整數解，我們試著將x2 − ky2 = 1和x2 −
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ky2 = c的解進行連結，也確實讓我們找出來了，有了這個發現，解出x2 − ky2 = 1的正整數

解(xi,yi)，i 為任意正整數，就可以找到x2 − ky2 = c對應的解了。以定理二來說明。 

定理二：(𝐱𝟐 − 𝐤𝐲𝟐 = 𝐜與𝐱𝟐 − 𝐤𝐲𝟐 = 𝟏的連動關係) 

    若(sj,tj)為x2 − ky2 = c的任意一個正整數解，而(xi,yi)為x2 − ky2 = 1的任意一個正整

數解，其中 i、j 皆為正整數，則透過(sj + tj√k)(xi + yi√k)的相乘積， 

則可得到(Uji, Vji) = (sjxi+ktjyi ,sjyi + tjxi)為x2 − ky2 = c 的正整數解 

即(sj,tj)×<1>為x2 − ky2 = c 的正整數解。 

說明：因為(xi + yi√k)(sj + tj√k) =  (xisj+kyitj) + (xitj+yisj)√k 

      且(sj,tj)為x2 − ky2 = c的任意一個正整數解，得sj
2 − ktj

2 = c 

      又(xi,yi)為x2 − ky2 = 1的任意一個正整數解，得xi
2－kyi

2=1 

      所以(sjxi+ktjyi)
2

− k(sjyi + tjxi)
2 

        ＝xi
2sj

2
+ 2kxisjyitj + k2yi

2tj
2 − kxi

2tj
2 − 2kxitjyisj − kyi

2sj
2 

        ＝(xi
2sj

2
− kxi

2tj
2) + (k2yi

2tj
2 − kyi

2sj
2) 

        ＝xi
2(sj

2 − ktj
2) + kyi

2(ktj
2 − sj

2) 

        ＝xi
2 × c + kyi

2 × (−c)＝c(xi
2-kyi

2) = c × 1 = c  

     即(sjxi+ktjyi ,sjyi + tjxi)為x2 − ky2 = c的解。 

     我們統整後，以 k=2，c=－49 為例如下進行說明： 

 

(一) x2 − 2y2 = 1的第一個解為(3,2)，依定理一形成連結繁衍鏈<1>的依序解為： 

<1>: 
 

 

  (二) x2 − 2y2 = −49的第一個解為(7,7)，依定理二連結繁衍鏈<1>後為： 

(1)第二個解：(7,7) ×(3,2)→(49,35)為x2 − 2y2 = −49的解。 

(2)第三個解：(7,7) ×(17,12)→(287,203)為x2 − 2y2 = −49的解。 

(1)

(3,2)

(2)

(17,12)

(3)

(99,70)
...
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          或(49,35) ×(3,2)→(287,203)為x2 − 2y2 = −49的解。 

(3) 第四個解：(7,7) ×(99,70)→(1673,1183)為x2 − 2y2 = −49的解。 

或(49,35) ×(17,12) →(1673,1183)為x2 − 2y2 = −49的解。 

或(287,203) ×(3,2) →(1673,1183)為x2 − 2y2 = −49的解。 

整理圖示x2 − 2y2 = −49的解結合繁衍鏈<1>如下： 

<1>: 

 

x2 − 2y2 = −49

的解: 

 

換句話說，只要找到x2 − 2y2 = −49中任意一個解，就能透過結合繁衍鏈去求出x2 −

2y2 = −49其他的解，換句話說，可以從一個解去找到無限多個解，這就是所謂的鏈，因為

定理一中x2 − ky2 = 1的解具有「遞迴」關係，則(sj, tj)  ×< 1 > 為 x2 − ky2 = c的解是否也

會具有「遞迴」的關係?由定理三來說明。 

定理三： (繁衍結合鏈的遞迴) 

    已知(sj, tj)×<1>為x2 − ky2 = c 的解，若從由小到大的解依序為(Uj1, Vj1)，  

    (Uj2, Vj2)…(Uji, Vji) …其中(Uj1, Vj1) = (sj , tj) 

   則{
Uj(i+1)=x1 Uji+ky1Vji

Vj(i+1)=y1 Uji+x1Vji
，其中 j,i 為正整數。 

說明： 

    因為Uj(i+1) + Vj(i+1)√k＝(sj+tj√k) (xi + yi√k) 

                      ＝(sj+tj√k) (x1+y1√k)i 

＝(sj+tj√k) (x1+y1√k)i−1(x1+y1√k) 

＝( Uji + Vji√k) (x1+y1√k) 

＝(x1Uji+ky1Vji) +(y1 Uji + x1Vji)√k 

  所以{
Uj(i+1)=x1 Uji+ky1Vji

Vj(i+1)=y1 Uji+x1Vji
       故得證。 

(1)

(3,2)

(2)

(17,12)

(3)

(99,70)
...

(7,7) (49,35) (287,203) (1673,1183) ...
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   由上面的推論得知(sj, tj)×<1>中對於每一個 j 的其結合繁衍鏈的遞迴係數都與<1>的遞迴

係數相同，因此，若不同結合繁衍鏈之間的解有遞迴關係，則此兩結合繁衍鏈的解必會互

相包含，反之，則這兩個結合繁衍鏈不會有交集，以定理四來說明。 

定理四：(繁衍鏈的獨立性) 

     若(se, te)與(sm, tm)為x2 − ky2 = c的解且(se, te)與(sm, tm)不能用結合繁衍鏈的遞迴係

數互相遞迴，則求證(se, te)×<1>∩(sm , tm)×<1>＝∅ 

說明：不失一般性可假設se<sm，te<tm 

      若存在一組解(u,v)同時滿足(se, te)×<1>與(sm, tm)×<1>的解 

      故(se, te)經遞迴可得(u,v)，反之，(u,v)也可逆向遞迴至(se, te) 

      同時 (sm, tm)經遞迴也可得(u,v)，反之，(u,v)也可逆向遞迴至(sm, tm) 

      又因為定理三知(se, te)×<1>與(sm, tm)×<1>的遞迴係數相同 

      因此(se, te)與(sm, tm)可互相遞迴，這與已知矛盾。如下圖所示： 

 

 

 

 

 

 

   故得證(se, te)×<1>∩(sm, tm)×<1>＝∅。 

 

   定理四說明了各自不能遞迴的解其所屬結合繁衍鏈是獨立的，但因為(s1, t1)、(s2, t2)、

(s3, t3)、、、是x2 − ky2 = c的解，若(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sk, tk)×<1>也是x2 − ky2 = c

的解且各自獨立，則表示經過結合繁衍鏈出來的解個數的總和勢必大於原本x2 − ky2 = c的解

個數總和這是不可能的，因此可得一結論：並不是所有的結合繁衍鏈都是獨立的，只要找出

各自獨立的結合繁衍鏈就是找出x2 − ky2 = c全部的解，我們現在的問題在於到底有幾條獨立

的結合繁衍鏈，我們想從解的排列順序來找出其間的連動關係，我們用底下兩個定理來說明。 

(se, te) (sm, tm) (u, v) 
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定理五：(結合繁衍鏈與解的排列一) 

    已知(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>為x2 − ky2 = c的解且為兩兩獨立之

結合繁衍鏈。 

若(sN+1, tN+1)×<1>存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>這些結合繁衍鏈中， 

則(sN+1, tN+1)必為此結合繁衍鏈(s1, t1)×<1>的第二個解，即(sN+1, tN+1)＝(U12, V12)。 

說明： 

 ∵(sN+1, tN+1)×<1>存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>這些結合繁衍鏈中， 

∴存在某個正整數 m 使得(sN+1, tN+1) ∈ (sm, tm)×<1>其中 1≦m≦N 

  ∵(sN+1, tN+1) ∈ (sm, tm)×<1> 

  ∴sN+1 + tN+1√k = (sm + tm√k)(x1 + y1√k) = Um2 + Vm2√k 

    假設 m≠1 

    ∵s1 + t1√k＜sm + tm√k    

    ∴(s1 + t1√k)(x1 + y1√k)＜(sm + tm√k)(x1 + y1√k) 

    即U12 + V12√k＜Um2 + Vm2√k＝sN+1 + tN+1√k 

        因為  (U12, V12)為x2 − ky2 = c之解且U12 + V12√k＜sN+1 + tN+1√k 

    所以可知(sN+1, tN+1)不可能為x2 − ky2 = c之第 N+1 個解 

    故 m＝1 即(sN+1, tN+1)為(s1, t1)×<1>此繁衍鏈的第二個解且(sN+1, tN+1)＝(U12, V12)。 

 

定理六：(結合繁衍鏈與解的排列二) 

    已知(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>為x2 − ky2 = c的解且為兩兩獨立之

結合繁衍鏈。 

若(sN+1, tN+1)×<1>存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>這些結合繁衍鏈中， 

則(sN+2, tN+2)必為此結合繁衍鏈為(s2, t2)×<1>的第二個解，即(sN+2, tN+2)＝(U22 ,V22)。 

說明： 

假設(sN+2, tN+2)×<1>不存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>這些結合繁衍鏈中， 

依定理五(sN+1, tN+1)為(s1, t1)×<1>此繁衍鏈的第二個解及(sN+1, tN+1)遞迴反推回去的解 
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為(s1, t1)又(sN+2, tN+2) > (sN+1, tN+1) 

因而(𝐬𝐍+𝟐, 𝐭𝐍+𝟐)反推的解必存在於 (𝐬𝟐, 𝐭𝟐)，…，(𝐬𝐍, 𝐭𝐍)這些解之中此與假設矛盾 

故(sN+2, tN+2)×<1>必存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>這些結合繁衍鏈中，

即存在某個正整數 m 使得(sN+2, tN+2) ∈ (sm, tm)×<1>其中 1≦m≦N+1 

    ∵(sN+2, tN+2) ∈ (sm, tm)×<1> 

    ∴sN+2 + tN+2√k = (sm + tm√k)(x1 + y1√k) = Um2 + Vm2√k 

(1)假設 3≦m≦N 

    ∵(s1 + t1√k)(x1 + y1√k)＜(s2 + t2√k)(x1 + y1√k) < (sm + tm√k)(x1 + y1√k) 

    ∴U12 + V12√k＜U22 + V22√k＜Um2 + Vm2√k 

    依定理五因為  (U12, V12)為x2 − ky2 = c第 N+1 個解 

    但U22 + V22√k＜Um2 + Vm2√k 

    所以可知(Um2 , Vm2)不可能為x2 − ky2 = c之第 N+2 個解 

 (2)m＝1 或 m＝N+1 

   若 m＝1，則(sN+2, tN+2) ∈ (s1, t1)×<1> 

     因此sN+2 + tN+2√k = (s1 + t1√k)(x1 + y1√k)
2

= U13 + V13√k 

又U13 + V13√k = (U12 + V12√k) × (x1 + y1√k) 

依定理五U13 + V13√k = (sN+1, tN+1) × (x1 + y1√k) > (s2, t2) × (x1 + y1√k) 

所以可知(U13, V13)不可能為x2 − ky2 = c之第 N+2 個解，故 m≠ 1 

   若 m＝N + 1，則(sN+2, tN+2) ∈ (sN+1, tN+1)×<1> 

     因此sN+2 + tN+2√k = (sN+1 + tN+1√k)(x1 + y1√k) > (s2, t2) × (x1 + y1√k) 

依定理五U13 + V13√k = (sN+1, tN+1) × (x1 + y1√k) > (s2, t2) × (x1 + y1√k) 

所以可知(U13, V13)不可能為x2 − ky2 = c之第 N+2 個解，故 m≠ N + 1 

    綜合(1)與(2)可知 m＝2 

    即(sN+2, tN+2) ∈ (s2, t2) ×< 1 > 

    故(sN+2, tN+2)＝(U22,V22)。 
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    依定理五與定理六模式層層類推結果： 

(1)當 i=2 時可得 

     (sN+1, tN+1)＝(U12, V12)、(sN+2, tN+2)＝(U22 , V22)、(sN+3, tN+3)＝(U32 , V32)… 

(sN+j, tN+j)＝(Uj2, Vj2)。 

(2)當 i=3 時可得 

    (s2N+1, t2N+1)＝(U13, V13)、(s2N+2, t2N+2)＝(U23 , V23)、(s2N+3, t2N+3)＝

    (U33, V33)…(s2N+j, t2N+j)＝(Uj3, Vj3)。 

(3)當 i=4、5、6…N 可得一般式為(𝐬(𝐢−𝟏)𝐍+𝐣, 𝐭(𝐢−𝟏)𝐍+𝐣)＝(𝐔𝐣𝐢, 𝐕𝐣𝐢)，其中 1≦i≦N。 

    接著我們以圖示方式來說明上述定理五、六的具體意涵，排列出x2 − ky2 = c所有解由小

到大為(1)、(2)、(3)、…(N)、(N+1)、(N+2) 、…、(2N)、(2N+1)、…其中(1)與(N+1)、(N)與(2N)

為同一條結合繁衍鏈的解，即若x2 − ky2 = c有 N 條獨立的結合繁衍鏈時，其原始由小到大排

列的解與結合繁衍鏈分類後的解關係如下：   

               <第一條>       <第二條>            <…>           <第 j 條>          <…>           <第 N 條> 

<結合繁衍鏈>      <結合繁衍鏈 >         …            <結合繁衍鏈>        …         <結合繁衍鏈> 

 

      因此，當我們釐清楚解的排列順序後，接著要如何確立x2 − ky2 = c結合繁衍鏈的個數

呢?若能找到同一條結合繁衍鏈中連續兩個解之間的依序排列的位置差，就等於得到結合繁衍

鏈的個數了，我們將 k=2，c= −49 代入x2 − ky2 = c得x2 − 2y2 = −49，其依序的解為(7 ,7)、

(1)

(U11,V11)

(2)

(U21,V21)
...

(j)

(Uj1,Vj1)
...

(N)

(UN1,VN1)

(N+1)

(U12,V12)

(N+2)

(U22,V22)
...

(N+j)

(Uj2,Vj2)
...

(2N)

(UN2,VN2)

... ... ... ... ... ...

(i-1)N+1

(U1i,V1i)

(i-1)N+2

(U2i,V2i)
...

(i-1)N+j

(Uji,Vji)
...

(i-1)N+N

(UNi,VNi)

...

鏈解 

第 1 個

解 

鏈解 

第 2 個

解 

 
… 

鏈解 

第 i 個

解 

 
… 
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(17,13)、(23,17)、(49, 35)、(103, 73)、(137, 97)…，如下表結合繁衍鏈的個數為(4)－(1) =(5)－(2) =(6)

－(3) = 3，所以如 3-1 呈現的三條結合繁衍鏈。 

     表 3-1：x2 − 2y2 = −72的結合繁衍鏈實例說明 

𝐱𝟐 − 𝟐𝐲𝟐 = 𝟏 𝐱𝟐 − 𝟐𝐲𝟐 = −𝟕𝟐 

<1> <一> 

(7,7)×<1> 

<二> 

(17,13)×<1> 

<三> 

(23,17)×<1> 

        

 

     (1) (3,2) 

 

 

 

(7, 7)   (1) 

 

(49, 35)   (4) 

 

(17, 13)   (2) 

 

(103, 73)   (5) 

(23,17)   (3) 

 

(137,97)  (6) 

我們至此可以推論出找結合繁衍鏈個數的方法，以定理七來說明。 

定理七：(相異結合繁衍鏈的個數) 

已知(Uji, Vji)及(Uj(i+1), Vj(i+1))為(sj, tj)×<1>的兩個連續解，若(Uji, Vji)為x2 − ky2 = c 的第

m 個解而(Uj(i+1), Vj(i+1))為第 m+N 個解，其中 i,j,m,N≧1， 

則x2 − ky2 = c的結合繁衍鏈的個數為 N。 

說明： 

    依定理五與六結合繁衍鏈解的排列方式得知結合繁衍鏈的個數為(m+N)－(m)=N，故有 N

條繁衍鏈。 

    在了解完x2 − ky2 = c佩爾方程式的各種定理以及性質，我們想透過在國中數學課程上的

作用，讓人了解佩爾方程式的實用性。 

    因此，接下來分成三個部份來討論，一為針對無理數√k的近似值。二是探討直角三角形

畢氏數的繁衍。三則是探討中線垂直三角形三邊長的繁衍。以上為目的一總結。 
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目的二：利用遞迴方程式𝐱𝟐 − 𝐤𝐲𝟐 = 𝟏的解，探討無理數√k的近似值。 

在國二上的數學課本中有提到十分逼近法，其計算過程相當繁複，這時我們發現了遞迴

方程式似乎也能做到同樣逼近的效果，其過程相對簡易也就是利用x2 − ky2 = 1的遞迴方程式，

遞迴解所產生的遞減分數數列逼近√k，也就是利用有理數列來探討無理數√k的近似值，以下

是我們的證明。 

定理八： 

已知不定方程式 x2－ky2=1 的正整數解依序為(x1,y1)，(x2,y2)，…(xn,yn)…… 

則
x1

y1
、

x2

y2
、

x3

y3
……

xn

yn
……為一遞減數列且當 n 夠大時

xn

yn
≒√k，n 為正整數。 

說明:  ∵x
2
－ky

2
=1 等式兩邊同除 y

2 

      將
x2

y2 − k =
1

y2 →
x2

y2 = k +
1

y2 = k(1 +
1

ky2) 

      → 
𝑥

𝑦
=√k‧√1 +

1

ky2 將(x1,y1)，(x2,y2)，…(xn,yn)…序代入 

∵y1＜y2＜y3＜…＜yn＜… 

      ∴
𝑥1

𝑦1
=√k‧√1 +

1

k𝑦1
2＞

x2

y2
=√k‧√1 +

1

ky2
2＞

x3

y3
=√k‧√1 +

1

ky3
2＞…＞

xn

yn
=√k‧√1 +

1

kyn
2 ＞…   

故 
𝑥1

𝑦1
、

𝑥2

𝑦2
、

𝑥3

𝑦3
……

xn

yn
……為一遞減數列，得證。 

∵當 n夠大時√1 +
1

kyn
2 ≒1 

故
xn

yn
= √k‧√1 +

1

kyn
2 ≒ √k‧1=√k，即√k ≒

xn

yn
。 

 

    當我們找到 x2－ky2=1 的第 1 組解(x1,y1)後，依據定理一的遞迴關係與定理八就可以很快

找出這一連串的遞減數列逼近√k，至於要如何求第 1 組解我們可以先用測試法將 x2－ky2=1

的 y 值由 1,2,3…代入直到 1+ ky2 為完全平方數，就可以找到(x1,y1) 。 

    另外我們查到文獻(初等數論第三版)中對於x2－ky2=1的第1組解可以由√k的連分數來求，

其手法如下令√k=(a0,a1a2…al̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )，a0為√k的整數部分，a1a2…al̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 表示√k的循環週期為 l，即√k =

𝑎0 +
1

𝑎1+
1

𝑎2+
1

…
…

al−1+
1
al

當 l 為偶數時，其第一組解為
𝑥1

𝑦1
= 𝑎0 +

1

𝑎1+
1

𝑎2+⋯
1

al−1

；當 l 為奇數時，其第一組
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解為
𝑥1

𝑦1
= 𝑎0 +

1

𝑎1+
1

𝑎2+⋯
1

a2l−1

。 

    以 k=47 為例，文獻中√47=(6,1,5,1,12̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )，l=4，則x2－47y2 = 1 的第 1 組解 

          即
𝑥1

𝑦1
= 6 +

1

1+
1

5+
1
1

=
48

7
，即(x1,y1)=(48,7) 。 

    以 k=41 為例，文獻中√41=(6,2,2,12̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )，l=3，則x2－41y2 = 1 的第 1 組解 

         即
𝑥1

𝑦1
= 6 +

1

2+
1

2+
1

12+
1

2+
1
2

=
2049

320
，即(x1,y1)=(2049,320) 。 

    最後我們呈現x2－47y2 = 1的前 3 組解，我們可得一個數列
𝑥1

𝑦1
、

𝑥2

𝑦2
、

𝑥3

𝑦3
，此數列可逼近√47

≒6.855654600401040 的值，底下我們把
𝑥𝑛

𝑦𝑛
之比值整理成表(一)如下: 

項數 𝒙𝒏 𝒚𝒏 
𝒙𝒏

𝒚𝒏
 

𝒙𝒏

𝒚𝒏
之值 

準確位數 

(小數點後) 

1 48 7 48

7
 

6.85714285714286 2 

2 4607 672 4607

672
 

6.85565476190476 6 

3 42448897 6191808 42448897

6191808
 

6.855654600401050 13 

    接著我們呈現x2－41y2 = 1的前 2 組解(因數字過大)，我們可得一個數列
𝑥1

𝑦1
、

𝑥2

𝑦2
，此數列

可逼近√41≒6.403124237432850 的值，底下我們把
𝑥𝑛

𝑦𝑛
之比值整理成表(二)如下: 

項數 𝒙𝒏 𝒚𝒏 
𝒙𝒏

𝒚𝒏
 

𝒙𝒏

𝒚𝒏
之值 

準確位數 

(小數點後) 

1 2049 320 2049

320
 

6.403125 5 

2 8396801 1311360 8396801

1311360
 

6.403124237432890 11 

   果然繁衍出來的數值經過計算，的確非常逼近√47及√41，也驗證了這種方法的可行性及

有效性。更進一步底下我們提供一個簡易誤差估計式，藉由此估計式來推估 n 值來達到一個

目標：給定一個 n 值與要精準到小數點後的位數，則在
xn

yn
(包含)後的每一項都能達到此結果，
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讓求逼近√k近似值的實用性提升。 

定理九：(誤差估計) 

 若x2 − ky2 = 1的解依序由小到大排列成(x1, y1)，(x2, y2)，…(xn, yn) 

 則0<
xn

yn
− √k<

1

y1
n，其中 n≧2。 

說明：因為(xn, yn)為x2 − ky2 = 1的解依序由小到大的一組解 

      所以xn
2 − kyn

2 = 1(兩邊同除以yn
2)得(

xn

yn
)2 − k =

1

yn
2 

      即
𝑥𝑛

𝑦𝑛
= √k+

1

yn
2 =√k+

k

kyn
2  =√k (√1+

1

kyn
2) =√k (√

kyn
2+1

kyn
2 ) =√k (√

yn
2+

1

k

yn
2

) 

< √k((√
(yn+1)2

yn
2 ))= √k ×

yn+1

yn
= √k +

√k

yn
 

可得
𝑥𝑛

𝑦𝑛
− √k <

√k

yn
=

√k

(x1+y1√k)
n

−(x1−y1√k)
n

2

 =
2√k

(x1+y1√k)
n

−(x1−y1√k)
n 

               =
2√k

(x1+y1√k)
n-1

×(x1+y1√k)−(x1−y1√k)
n-1

×
(x1−y1√k)

n

(x1+y1√k)
n-1

 

               =
2√k

(x1+y1√k)
n-1

[(x1+y1√k)−
(x1−y1√k)

n

(x1+y1√k)
n-1]

 

               =
2√k

(x1+y1√k)
n-1

[(x1+y1√k)−
(x1−y1√k)

n-1

(x1+y1√k)
n-1×(x1−y1√k)]

(顯然
(x1−y1√k)

n-1

(x1+y1√k)
n-1 < 1) 

               <
2√k

(x1+y1√k)
n-1

[(x1+y1√k)−(x1−y1√k)]
=

2√k

(x1+y1√k)
n-1

×2y1√k
=

1

(x1+y1√k)
n-1

×y1

 

又x1 > y1 

因此 1

(x1+y1√k)
n-1

×y1

<
1

(y1+y1√k)
n-1

×y1

=
1

y1
n(1+√k)n-1 <

1

y1
n，故xn

yn
− √k<

1

y1
n得證所謂誤差估計。 

    依定理九如果xn

yn
− √k<

1

y1
n <10-s，此時表示

xn

yn
(含 n)後的每一項都至少精準到小數點後

第 s 位。 
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    在國中數學課本裡，最常用的定理便是商高定理 a2+b2=c2，經過我們用變數變換的手法將

商高定理轉換成遞迴方程式的形式如下: 

    我們可設畢氏數中兩股差為 d，d 為正整數。 

    直角三角形的三邊長分別為 a，b，c 且 b=a+d。 

    則可得a2 + (a + d)2 = c2 

        2a2 + 2ad + d2 = c2  (兩邊乘以 2) 

4a2 + 4ad + 2d2 = 2c2 

(2a + d)2 + d2 = 2c2 

令 c=y，2a + d＝x 得到x2 + d2 = 2y2  即x2 − 2y2 = −d2 

    這形式就是x2 − ky2 = c中 k=2，而 c=−d2。， 

接著我們依定理二若(sj,tj)為x2 − ky2 = c的任意一個正整數解，而(xi,yi)為x2 − ky2 = 1

的任意一個正整數解，其中 i、j 皆為正整數，則透過(sj + tj√k)(xi + yi√k)的相乘積，可得到

(Uji, Vji) = (sjxi+ktjyi ,sjyi + tjxi)為x2 − ky2 = c 的正整數解。 

    底下將(Uji, Vji)轉換成畢氏數的關係整理成定理十。 

定理十：(轉換) 

若(Uji, Vji)且為x2 − 2y2 = −d2的正整數解，其中 i、j 皆為正整數， 

則可得畢氏數(aji,bji,cji)＝(
Uji−d

2
, 

Uji+d

2
,Vji) 

說明：  

       因為(Uji, Vji)且為x2 − 2y2 = −d2的正整數解 

       所以Uji
2 − 2Vji

2 = −d2 

       由一開始畢氏數(aji,bji,cji)中，令cji = Vji，2aji + d＝Uji 

       故aji＝
Uji−d

2
，bji＝aji+d＝

Uji+d

2
，cji＝Vji，故得證。 

       

 

目的三:利用遞迴方程式𝐱𝟐 − 𝟐𝐲𝟐 = −𝐝𝟐，探討直角三角形畢氏數的繁衍。 
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定理十一： (遞迴) 

若(Uji, Vji)為x2 − 2y2 = −d2的正整數解，且由小到大依序為(Uj1, Vj1)，

(Uj2, Vj2)…(Uji, Vji) … 其中 i、j 皆為正整數 

    則{
Uj(i+1) = 3Uji + 4Vji

Vj(i+1) = 2Uji + 3Vji
。 

說明： 

    已知 x2 − 2y2 = 1的第一組解(x1,y1)=(3,2) 

    依定理三得{
Uj(i+1)=x1 Uji+2y1Vji

Vj(i+1)=y1 Uji+x1Vji
 

    即{
Uj(i+1) = 3Uji + 4Vji

Vj(i+1) = 2Uji + 3Vji
 故得證。 

    有了定理十與定理十一，我們便可找出畢氏數(aji,bji,cji)的繁衍，我們稱之為 SOP 解法。 

定理十二：(繁衍鏈的遞迴與畢氏數解的 SOP 解法) 

若x2 − 2y2 = −d2的解有 N 條繁衍鏈，(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>， 

當(Uji, Vji)為第(sj , tj)×<1>之第 i 個解，其所對應的畢氏數為(aji,bji,cji)，其中 i、j、N皆為

正整數， 

則{

aj(i+1) = 2aji + bji + 2cji

bj(i+1) = aji + 2bji + 2cji

cj(i+1) = 2aji + 2bji + 3cji

。 

說明： 

由定理十知 

  (1)aji =
Uji−d

2
，bji =

Uji+d

2
，cji = Vji 

同理： 

  (2)aj(i+1) =
Uj(i+1)−d

2
，bj(i+1) =

Uj(i+1)+d

2
，cj(i+1) = Vj(i+1) 

   由(1)可得 

  {
Uji − d = 2aji

Uji + d = 2bji
Uji=aji+bji又 d=bji − aji 

   再依定理十一的遞迴關係可得 
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  (3) {
Uj(i+1) = 3Uji + 4Vji

Vj(i+1) = 2Uji + 3Vji
 

   則由(3)代入(2)得 aj(i+1) =
Uj(i+1)−d

2
=

3Uji+4Vji−d

2
=

3(aji+bji)+4cji−(bji−aji)

2
= 2aji + bji + 2cji 

               與bj(i+1) =
Uj(i+1)+d

2
=

3Uji+4Vji+d

2
=

3(aji+bji)+4cji+(bji−aji)

2
= aji + 2bji + 2cji 

cj(i+1) = Vj(i+1) = 2Uji + 3Vji = 2(aji + bji) +3cji=2aji + 2bji+3cji 

故{

aj(i+1) = 2aji + bji + 2cji

bj(i+1) = aji + 2bji + 2cji

cj(i+1) = 2aji + 2bji + 3cji

。 

    我們將前面定理以圖示方式來說明如下： 

 

                          

                          

 

 

 

 

 

 

 

 

    這樣一來，我們就可以算出所有兩股差為 d 為固定值時的畢氏數了，這跟我們一般直角

三角形邊長為(m2 − n2,2mn,m2+n2)的畢氏數通式解，兩者最大的不同是我們利用兩股差為 d

作為一種分類方式，因而較為整齊，也會比較有規律性。 

接著為了檢驗公式的實用性及完備性，我們針對了兩股差 1 和兩股差 7 的直角三角形進

行繁衍的整個 SOP 流程。 

(1)當 d＝1，即兩股差 1 時對應的遞迴方程式是x2 − 2y2 = −1：顯然有一個解為(1,1)且 

      可肯定為最小正整數解，而U11=1，V11=1得第一組畢氏數依轉換 SOP 為 

 

直角三角形 

兩股差 d 

x2 − 2y2 = −d2 

aji =
Uji−d

2
，

bji =
Uji+d

2
，

cji = Vji 

{

aj(i+1) = 2aji + bji + 2cji

bj(i+1) = aji + 2bji + 2cji

cj(i+1) = 2aji + 2bji + 3cji

 

轉換 SOP 

遞迴 SOP 

兩股差 d

畢氏數 
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a11 =
U11−d

2
=

1−1

2
= 0, b11 =

U11+d

2
=

1+1

2
= 1, c11 = V11 = 1 ⟹(0,1,1) 

不符合幾何圖形的限制(代數有解但是幾何無解)，可再依遞迴 SOP 轉成 

             (a12=2a11+b11+2c11=3 , b12=a11+2b11+2c11=4 , c12=2a11+2b11+3c11=5)  

            ⟹ (3,4,5)是大家熟悉的兩股差 1 的畢氏數，而下一個兩股差 1 的畢氏數可就不見得大 

     家都知道；可是藉由遞迴 SOP 可以找到下一組兩股差 1 的畢氏數為(20,21,29)依此再繼續 

    下去就一網打盡全部找出來，扣除第一組不符合幾何條件的畢氏數，兩股差 1 的畢氏數 

    前 5 組符合的以下表來表示： 

順序 x y a b c 

1. 7 5 3 4 5 

2. 41 29 20 21 29 

3. 239 169 119 120 169 

4. 1393 985 696 697 985 

5. 8119 5741 4059 4060 5741 

(2)當 d＝7，即兩股差 7 時對應的遞迴方程式是x2 − 2y2 = −49：顯然有一個解為(7,7)可 

是卻不能確定為第 1 組最小正整數解，我們藉由定理十一逆推(7,7)得(－7,7)顯然不合即

(7,7)必為該結合繁衍鏈的第 1 個解，接著我們遞迴(7,7)得其下一個解為(49,35)，我們利

用 Excel 或 C 語言程式發現其間還有不能由(7,7)遞迴卻符合x2 − 2y2 = −49的解為

(17,13)、(23,17)，故表示x2 − 2y2 = −49有 3 條獨立結合繁衍鏈，依兩股差 1 方式可整

理成下表的畢氏數且可見這 3 條獨立結合繁衍鏈將所有兩股差 7 的畢氏數一個都不少

的找出來了。 

順序 x y a b c 

1-1 7 7 0 0 7 

2-1 17 13 5 12 13 

3-1 23 17 8 15 17 

1-2 49 35 21 28 35 

2-2 103 73 48 55 73 

3-2 137 97 65 72 97 

1-3 287 203 140 147 203 

2-3 601 425 297 304 425 

3-3 799 565 396 403 565 
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    至此透過兩股差 1 與兩股差 7 的實際演算，我們順利的找到了符合條件的所有畢氏數即

所有解的完備性，但也意外地發現了當兩股差數字很大時(d,d)不一定會是最小解與也不是只

有一條結合繁衍鏈，因此能找到幾條相異結合繁衍鏈各自的鏈頭第 1 個解就能完備繁衍出所

有符合兩股相差固定數 d 的所有畢氏數了，以定理十三來說明如何找相異結合繁衍鏈的個

數。 

定理十三: (相異繁衍鏈的個數) 

已知(d,d)為 x2 − 2y2 = −d2結合繁衍鏈中的第 Z 個解，而經遞迴後得(7d,5d)為其下一個解且

為x2 − 2y2 = −d2中的第 N+Z 個解，則x2 − 2y2 = −d2繁衍鏈個數為在 y=d 到 y=(5d−1)中滿

足不定方程的解個數且共有(N+Z)－Z =N 條繁衍鏈(N、Z 皆為正整數)。 

說明： 

    因為(d,d)為(d,d)×<1>的第 Z 個解， 

    所以依照遞迴的方式可得其下一個解為(7d,5d)， 

    現在從 y=d, (d+1)… (5d−1)中看看哪一個 y 值代入可符合x2 − 2y2 = −d2的解， 

    若(7d,5d)為x2 − 2y2 = −d2的第 N+Z 個解，則可以得到繁衍鏈數為(N+Z)－Z＝N。 

     

    由定理十三可以找到繁衍鏈的個數，但是(d,d)不一定是最小正整數解，至於如何找出最

小正整數解，可依在「數形合一」文獻中有求第一個最小正整數解的範圍，透過x2 − 2y2 = 1

的最小正整數解(3,2)，來找出x2 − 2y2 = −d2(d 為正整數)的最小正整數解(U11,V11)的範圍，

可得0≤U11≤d與
d

√2
≤V11≤d，就可以確保所有繁衍鏈的鏈頭都能找到且一網打盡所有的解。 

    底下舉出兩股相差為 49 的所有畢氏數，其對應的佩爾方程式x2 − 2y2 = −492，則最小

正整數解(U11,V11)的範圍為0≤U11≤49與
49

√2
≒34.648≤V11≤49，即V11 = 35,36 … 49一一代入

x2 − 2y2 = −492可得(7,35)為最小正整數解而透過定理十三得 5 條相異結合繁衍鏈，經 SOP 後

轉成畢氏數的 5 條繁衍鏈，即可將畢氏數兩股差 49 的所有解一個不漏的都找出來，透過下圖

的所有解的分類示意圖來作為目的三的總結，最後完整呈現即使兩股相差 49 一樣可以將符合

的畢氏數完備性完美顯現。 
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目的四: 利用遞迴方程式𝐱𝟐 − 𝟏𝟎𝐲𝟐 = −𝐝𝟐，探討中線垂直三角形三邊長的繁衍。 

    在一次機會下，我們看到了一份有關中線垂直三角形的研究，其中說到其方程式為𝑎2 +

𝑏2 = 5𝑐2，這不正好和目的三的𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2的畢氏數有很大的相似嗎?因此我設想是否能用

相同的方法，並且能夠將遞迴方程式應用在其上。 

    首先，我們先證明中線垂直三角形的性質𝑎2 + 𝑏2 = 5𝑐2以及其雙向證明，然後我們採用

的是中線長度為主(如說明)的方式證明與文獻所用的重心方式有所不同。 

 

定理十四: (中線垂直三角形)(如圖示) 

  若∆ABC 中, BC̅̅̅̅ =a，AC̅̅̅̅ =b，AB̅̅ ̅̅ =c，則 

   𝑎2 + 𝑏2 = 5𝑐2 ⟺ ∆ABC 的兩中線互相垂直，即 

 (1)若∆ABC 的兩中線互相垂直，則其三邊長必為𝑎2 + 𝑏2 = 5𝑐2 。 

 (2)若∆ABC 的三邊長關係為𝑎2 + 𝑏2 = 5𝑐2，則此三角形的兩中線互相垂直。 

說明：中線長與三邊長關係 

      如圖(依序為直角、銳角與鈍角三角形)所示 

      其中𝐁𝐂̅̅ ̅̅ = a，𝐀𝐂̅̅ ̅̅ =b，𝐀𝐁̅̅ ̅̅ =c，而𝐀𝐃̅̅ ̅̅ 、𝐁𝐄̅̅ ̅̅ 、𝐂𝐅̅̅̅̅ 分別為三中線。 

 

則圖中𝐀𝐃̅̅ ̅̅ =
𝟏

𝟐
√𝟐(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐) − 𝒂𝟐 

      𝐁𝐄̅̅ ̅̅ =
𝟏

𝟐
√𝟐(𝒂𝟐 + 𝒄𝟐) − 𝒃𝟐 

      𝐂𝐅̅̅̅̅ =
𝟏

𝟐
√𝟐(𝒂𝟐 + 𝒃𝟐) − 𝒄𝟐 

c
cc

b

b

b

aa

a

mBAC = 120.59mBAC = 90.00

F

E D

F

E D

F

E
D

C

A B BA

C

C

A B

c

b a

900

F

E D

A B

C
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(1)證明:  

  透過說明內容，得 

       線段AF̅̅̅̅ 2+BF̅̅̅̅ 2    

=(
1

2
×

2

3
√2(b2+c2)-a2)

2

+(
1

2
×

2

3
√2(a2+c2)-b2)

2
 

            =(
1

3
√2(b2+c2)-a2)

2

+(
1

3
√2(a2+c2)-b2)

2

 

            =
1

9
(2b2+2c2-a2+2a2+2c2-b2)=

4c2+a2+b2

9
 

∵△ ABC 的兩中線互相垂直 

∴ AF̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 = AB̅̅ ̅̅ 2 故 
4c2+a2+b2

9
=c2 ⇒ 

4c2+a2+b2

9
=

9c2

9
 ⇒

a2+b2-5c2

9
=0 ⇒ a2+b2=5c2 

(2)證明: 

  透過說明，得知 

       AF̅̅̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 =
4c2+a2+b2

9
 

又因為𝑎2 + 𝑏2 = 5𝑐2，所以AF̅̅̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 =  
4c2+a2+b2

9
=  

4c2+𝟓𝐜𝟐

9
=  

9c2

9
=  c2  = AB̅̅ ̅̅ 2 

   因此∆AFB為直角三角形，得證∆ABC為中線垂直三角形。 

 

    得證此結果後，我們知道𝑎2 + 𝑏2 = 5𝑐2和中線垂直三角形互為充要條件，因此我們從𝑎2 +

𝑏2 = 5𝑐2進行研究，就不用擔心其形成之三角形是否為中線垂直三角形 

    接著，我們利用和目的三一樣的方法得到中線垂直三角形的佩爾方程式 

我們可設 a,b 差為 d，d 為正整數。 

    中線垂直三角形的三邊分別為 a，b＝a+d，c (兩邊長差 d) 

   依定理十四 則可得a2 + (a + d)2 = 5c2 

        2a2 + 2ad + d2 = 10c2  (兩邊乘以 2) 

4a2 + 4ad + 2d2 = 10c2 

(2a + d)2 + d2 = 10c2 

令 c=y，2a + d＝x 得到x2 + d2 = 10y2 ，即x2 − 10y2 = −d2。 
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    我們仿照目的三的方式，先整理出若(Uji, Vji)為x2 − 10y2 = −d2的正整數解，

其中 i、j 皆為正整數，則中線垂直三角形的三邊長(aji,bji,cji)與(Uji, Vji)的關係如定理十五。 

定理十五：(轉換) 

 若(Uji, Vji)為x2 − 10y2 = −d2的正整數解，其中i、j 皆為正整數， 

 則可得中線垂直三角形邊長(aji,bji,cji)＝(
Uji−d

2
, 

Uji+d

2
,Vji) 

說明： 

    仿照定理十，因為(Uji, Vji)為x2 − 10y2 = −d2的正整數解 

    所以Uji
2 − 10Vji

2 = −d2 

    令中線垂直三角形邊長中 

    cji = Vji，2aji+d=Uji 

   故aji =
Uji−d

2
，bji =

Uji+d

2
，cji = Vji。 

    利用定理三與定理十一，我們可以x2 − 10y2 = −d2其遞迴關係如下定理十六。 

定理十六：(遞迴) 

若(Uji, Vji)為x2 − 10y2 = −d2的正整數解，且由小到大依序為(Uj1, Vj1)，

(Uj2, Vj2)…(Uji, Vji) … 其中 i、j 皆為正整數 

   則{
Uj(i+1) = 19Uji + 60Vji

Vj(i+1) = 6Uji + 19Vji
。 

說明： 

    已知 x2 − 10y2 = 1的第一組解(x1,y1)=(19,6) 

    依定理三得{
Uj(i+1)=x1 Uji+10y1Vji

Vj(i+1)=y1 Uji+x1Vji
 

    即{
Uj(i+1) = 19Uji + 60Vji

Vj(i+1) = 6Uji + 19Vji
 故得證。 

 

    接下來回到我們原本要探討的x2 − 10y2 = −d2的正整數解，解出(Uji, Vji)就可以找到對

應的中線垂直三角形的解了。 
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    有了此定理十六的遞迴以及定理十五的轉換關係，就可以找出中線垂直三角形三邊長

(aji,bji,cji)的繁衍解法 SOP。 

定理十七：(繁衍鏈的遞迴與中線垂直三角形解的 SOP 解法) 

已知：中線垂直三角形三邊長(aji,bji,cji)，兩邊長相差 d 時。 

    若x2 − 10y2 = −d2的解有 N 條繁衍鏈，(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>， 

當(Uji, Vji)為第(sj , tj)×<1>之第 i 個解，其所對應的三邊長為(aji,bji,cji)，其中 i、j、N皆為

正整數， 

則{

aj(i+1) = 10aji + 9bji + 30cji

bj(i+1) = 9aji + 10bji + 30cji

cj(i+1) = 6aji + 6bji + 19cji

。 

說明：由定理十五知 

      (1)aji =
Uji−d

2
，bji =

Uji+d

2
，cji = Vji 

同理： 

      (2)aj(i+1) =
Uj(i+1)−d

2
，bj(i+1) =

Uj(i+1)+d

2
，cj(i+1) = Vj(i+1) 

由(1)可得 

     {
Uji − d = 2aji

Uji + d = 2bji
Uji=aji+bji又 d=bji − aji 

     再依定理十六的遞迴關係可得 

  (3) {
Uj(i+1) = 19Uji + 60Vji

Vj(i+1) = 6Uji + 19Vji
 

     則由(3)代入(2)得 

     aj(i+1) =
Uj(i+1)−d

2
=

19Uji+60Vji−d

2
=

19(aji+bji)+60cji−(bji−aji)

2
= 10aji + 9bji + 30cji 

   與bj(i+1) =
Uj(i+1)+d

2
=

19Uji+60Vji+d

2
=

19(aji+bji)+60cji+(bji−aji)

2
= 9aji + 10bji + 30cji 

           cj(i+1) = Vj(i+1) = 6Uji + 19Vji = 6(aji + bji) +19cji=6aji + 6bji + 19cji 

    則{

aj(i+1) = 10aji + 9bji + 30cji

bj(i+1) = 9aji + 10bji + 30cji

cj(i+1) = 6aji + 6bji + 19cji
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    我們將上述的的定理直接以圖示方式來呈現其解法 SOP： 

 

 

 

 

              

 

 

 

 

 

 

    接著與目的三相同的問題在於x2 − 10y2 = −d2相異繁衍鏈的個數，透過找到幾條相異繁

衍鏈各自的鏈頭第 1 個解就能完備繁衍出所有符合兩邊長相差固定數 d 的所有畢氏數了，以

定理十八來說明如何找相異繁衍鏈的個數。 

定理十八: (相異繁衍鏈的個數) 

    已知(3d,d)為 x2 − 10y2 = −d2結合繁衍鏈中的第 Z 個解，而經遞迴後得(117d,37d)為其下

一個解且為x2 − 2y2 = −d2中的第 N+Z 個解，則x2 − 10y2 = −d2繁衍鏈個數為在 y=d 到

y=(37d−1)中滿足不定方程的解個數且共有(N+Z)－Z =N 條繁衍鏈(N、Z 皆為正整數)。 

說明： 

    因為(3d,d)為(3d,d)×<1>的第 Z 個解， 

    所以依照遞迴的方式可得其下一個解為(117d,37d)， 

    現在從 y=d, (d+1)… (37d－1)中看看哪一個 y 值代入可符合x2 − 10y2 = −d2的解， 

    若(117d,37d)為x2 − 10y2 = −d2的第 N+Z 個解，則可以得到繁衍鏈數為(N+Z)－Z＝N。 

     

    由定理十八可以找到繁衍鏈的個數，但是(3d,d)不一定是第 1 條鏈的鏈頭即不一定是最小

正整數解，而且到下一個解的範圍也太大了，於是依在「數形合一」文獻中有求第一個最小

正整數解的範圍，透過x2 − 10y2 = 1的最小正整數解(19,6)，來找出x2 − 10y2 = −d2 (d 為正

中線垂直三角

形兩邊差 d 

x2 − 10y2 = −d2 
aji =

Uji−d

2
，

bji =
Uji+d

2
，

cji = Vji 

{

aj(i+1) = 10aji + 9bji + 30cji

bj(i+1) = 9aji + 10bji + 30cji

cj(i+1) = 6aji + 6bji + 19cji

 

轉換 SOP 

遞迴 SOP 

兩邊長差 d 
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整數)的最小正整數解(U11,V11)的範圍，可得0≤U11≤3d與
d

√10
≤V11≤d，就可以確保所有繁衍鏈

的鏈頭都能找到且一網打盡所有的解。 

    底下舉出兩邊長相差為 36 的所有中線垂直三角形，其對應的佩爾方程式x2 − 10y2 =

−362，則最小正整數解(U11 ,V11)的範圍為0≤U11≤108與
36

√10
≒11.3842≤V11≤36，即V11 =

12,13 … 36一一代入x2 − 10y2 = −362可得(12,12)為最小正整數解而透過定理十八得 5 條相異

結合繁衍鏈，經 SOP 後轉成兩邊長相差 36 的 5 條繁衍鏈，即可將兩邊長相差 36 的中線垂直

三角形三邊長所有解一個不漏的都找出來，透過下圖的完成圖來作為目的四的總結，且完整

呈現即使兩邊長相差 36 一樣可以將符合的中線垂直三角形三邊長完備性完美顯現出來。 
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陸、研究結果 

    經過研究後，我們從佩爾方程式入手，經由我們的結合繁衍鏈的手法去分類其原本的無

限多解，並實際用在x2 − ky2 = 1中求√k的近似值以及找尋符合固定兩股差常數 d 的直角三

角形畢氏數與固定兩邊差常數 d 的中線垂直三角形的三邊長，讓佩爾方程式的無限多解在國

中的數學可以產生實質意義，底下將各目的所主要的結果條列如下，礙於篇幅不能盡書，有

興趣者可從頭詳閱才能真的理解本研究的實質內涵所在。 

    一、若(sj,tj)為x2 − ky2 = c的任意一個正整數解，而(xi,yi
)為x2 − ky2 = 1的任意一個正 

        整數解，其中 i、j 皆為正整數，則透過(sj + tj√k)(xi + y
i√k)的相乘積，則可得到 

        (Uji, Vji) = (sjxi+ktjyi
 ,sjyi

+ tjxi)為x2 − ky2 = c 的正整數解即(sj,tj)×<1>為 

        x2 − ky2 = c 的正整數解。 

    二、已知(sj, tj)×<1>為x2 − ky2 = c 的解，若從由小到大的解依序為(Uj1, Vj1)， 

        (Uj2, Vj2)…(Uji, Vji) …其中(Uj1, Vj1) = (sj , tj)則{
Uj(i+1)=x1 Uji+ky

1
Vji

Vj(i+1)=y
1
 U

ji
+x1Vji

，其中 j,i 為 

        正整數。 

    三、已知(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>為x2 − ky2 = c的解且為兩兩獨立之 

結合繁衍鏈。若(sN+1, tN+1)×<1>存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>

這些結合繁衍鏈中，則(sN+1, tN+1)必為此結合繁衍鏈(s1, t1)×<1>的第二個解，即

(sN+1, tN+1)＝(U12, V12)。 

    四、已知(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>為x2 − ky2 = c的解且為兩兩獨立之 

結合繁衍鏈。若(sN+1, tN+1)×<1>存在於 (s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>

這些結合繁衍鏈中，則(sN+2, tN+2)必為此結合繁衍鏈為(s2, t2)×<1>的第二個解，即

(sN+2, tN+2)＝(U22,V22)。 

    五、已知不定方程式 x2－ky2=1 的正整數解依序為(x1,y
1
)，(x2,y

2
)，…(xn,y

n
)…… 

        則
x1

y1

、
x2

y2

、
x3

y3

……
xn

yn

……為一遞減數列且當 n 夠大時
xn

yn

≒√k，n 為正整數。 
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    六、若x2 − ky2 = 1的解依序由小到大排列成(x1, y1)，(x2, y2)，…(xn, yn) 

        則0<
xn

yn

− √k<
1

y
1
n，其中 n≧2。 

    七、若x2 − 2y2 = −d2的解有 N 條繁衍鏈，(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>， 

       當(Uji, Vji)為第(sj , tj)×<1>之第 i 個解，其所對應的畢氏數為(aji,bji,cji)，其中 i、j、N 

       皆為正整數，則{

aj(i+1) = 2aji + bji + 2cji

bj(i+1) = aji + 2bji + 2cji

cj(i+1) = 2aji + 2bji + 3cji

。 

    八、已知(d,d)為 x2 − 2y2 = −d2結合繁衍鏈中的第 Z 個解，而經遞迴後得(7d,5d)為其下一 

       個解且為x2 − 2y2 = −d2中的第 N+Z 個解，則x2 − 2y2 = −d2繁衍鏈個數為在 y=d 到 

       y=(5d−1)中滿足不定方程的解個數且共有(N+Z)－Z =N 條繁衍鏈(N、Z 皆為正整數)。 

    九、已知中線垂直三角形三邊長(aji,bji,cji)，兩邊長相差 d 時。 

        若x2 − 10y2 = −d2的解有 N 條繁衍鏈，(s1, t1)×<1>，(s2, t2)×<1>，…，(sN, tN)×<1>， 

        當(Uji, Vji)為第(sj , tj)×<1>之第 i 個解，其所對應的三邊長為(aji,bji,cji)，其中 i、j、N 

       皆為正整數，則{

aj(i+1) = 10aji + 9bji + 30cji

bj(i+1) = 9aji + 10bji + 30cji

cj(i+1) = 6aji + 6bji + 19cji

。 

    十、已知(3d,d)為 x2 − 10y2 = −d2結合繁衍鏈中的第 Z 個解，而經遞迴後得(117d,37d)為 

        其下一個解且為x2 − 2y2 = −d2中的第 N+Z 個解，則x2 − 10y2 = −d2繁衍鏈個數為 

        在 y=d 到 y=(37d−1)中滿足不定方程的解個數且共有(N+Z)－Z =N 條繁衍鏈(N、Z 皆 

        為正整數)。 
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柒、研究結論 

    一般研究佩爾方程式主要聚焦利用結構法在求出解並找出一般式，但是並不能證明出其

結構手法可找出全部的解，但是我們把x2 − ky2=c的無限多解分類成數條結合繁衍鏈，由於每條

結合繁衍鏈都具有遞迴關係且每條結合繁衍鏈都是獨立的，因此只要找出每條鏈的鏈頭(該鏈

的第一個解)就可以求出全部的解(完備性)，這是我們的研究最有意義的地方。 

    因而研究過程遇到的瓶頸在於求x2 − ky2=c的第一組解，幸好有文獻國際科展作品「數形合

一」中可以藉由第一組解的範圍，輕易就可以求出而再透過我們結合繁衍鏈來將所有解一網

打盡，顯然站在巨人的肩膀上可以看得更遠也走得更遠的道理了。 

    最後將此對佩爾方程式的解的分類法，實際漂亮的應用在國中的課程之中，讓佩爾方程

式對國中生而言是有用而非遙不可及的不定方程式，特別感謝指導老師的協助與引導，讓作

品有完美的結果。 
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