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摘要 

本研究利用幾何繪圖軟體，探索任意三角形建構的旁心連線三角形、旁心三角形、及其

向外做的正三角形五心之間的性質，並用三角形全等及相似證明方式進行性質的證明。結果

發現：1.旁心三角形之外心相連成的三角形必相似於旁心連線三角形，且為其
1

2
倍縮小圖，且

此兩三角形之垂心必重合。2.旁心三角形之外心相連成的三角形之垂心必與原三角形之內心

重合。3.任意三角形之旁心連線三角形無限增生將逐漸趨近於正三角形。4.任意三角形以各邊

向外做正三角形各取相對應之三邊中點所連成之三角形必為正三角形。 

 

壹、研究動機 

    七上學期末，在學長姐分享的獨立研究報告時，閱讀了一篇有關「三角形五心」相關的

研究，同時小學老師曾經介紹過有關「三角形五心」的性質，那時就覺得非常有趣，一直想

了解「三角形五心」的內容。於是，想要藉此機會，對三角形的五心做更進一步的研究，了

解五心之間的關係與實質內涵。 

 

貳、研究目的 

一、找尋在原三角形下建構的三個旁心三角形中，於此三個旁心三角形中分別取其五心，

並將其連成新三角形，並觀察此新三角形的五心及面積與原三角形的五心及面積的

關係。 

二、找尋三角形的旁心連線三角形，再取其旁心連線三角形，觀察新增的三角形及原三

角形之關係。  

三、任意三角形向外做三個相似三角形，找尋各種相連為相似三角形之性質。 

四、三角形向外做三個正三角形後，找尋各種相連為正三角形之性質。 

 

參、研究設備與器材 

    電腦、geogebra 繪圖軟體、人腦、紙筆、參考資料 
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圖二 

肆、文獻探討 

以任意三角形各邊為邊分別向外側做正三角形，則它們的三個重心連線必構成一個正三

角形。」，我們稱該正三角形稱為拿破崙三角形。我們的證明如下 : 

已知 :  ∆ABC  為一任意三角形，分別以 AB̅̅ ̅̅、BC̅̅̅̅、AC̅̅̅̅  當邊長向外做正三角形，得 ∆ABF、

∆BCE、∆ACD；分別做 ∆ABF、∆BCE、∆ACD 的重心 I、H、G  ( 圖一 ) 

1. 欲證 GH̅̅ ̅̅ = HI̅̅ ̅ 

(1) 做點 H 對於BC̅̅̅̅ 的對稱點 H’ 

(2) 連接 ∆BIH′、∆GCH′ 

2. 先證 ∆BIH′ ≅ ∆GCH′ 

(1) ∵ ∠IBH′=30O + ∠ABH′=∠ABC 

且 
AB̅̅ ̅̅

IB̅̅ ̅
=

CB̅̅ ̅̅

H′B̅̅ ̅̅ ̅̅  

           ∴ ∆BIH′ ≈ ∆ABC 

故 ∠IBH′= ∠ABC、∠IH′B = ∠ACB 

(2) 同理可證 ∆GCH′~∆ABC 

故∠GH′C = ∠ABC、∠GCH′= ∠ACB 

由(1)、(2)得知∠IBH′=∠GH′C、∠IH′B = ∠GCH′ 

(3) 由 BH̅̅ ̅̅ = HC̅̅ ̅̅  得知 BH′̅̅ ̅̅ ̅ = H′C̅̅ ̅̅ ̅ 

由(1)、(2)、(3)得知  ∆BIH′ ≅ ∆GCH′ (ASA) 

3. 再證 ∆BIH ≅ ∆HGH ′ ( 圖二 ) 

(1) 已知 BI̅ = H′G̅̅ ̅̅ ̅、HB̅̅ ̅̅ = HH′̅̅ ̅̅ ̅ 

∠HBI = ∠HBH′ + 60O = ∠HH′C + 60O = ∠HH′G 

∴ ∆BIH ≅ ∆HGH′(SAS)  

故 IH̅̅̅ = GH̅̅ ̅̅  

(2) 同理可證 IH̅̅̅ = GH̅̅ ̅̅ = IG̅ 

∴ ∆GHI 為正三角形故得證 

 

圖一 
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伍、研究過程與結果 

一、研究主題方向 
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二、定義 

(一) S∆ABC： ∆ABC 所圍面積我們表示成 S∆ABC；同理 ∆DEF 所圍面積我們表示成  

S∆DEF。 

 

(二) 旁心三角形：若  ∆ABC  的旁心為 A′、 B′及C′。在 ∆ABC′ 中，點 C′ 的對應的 

邊為 AB̅̅ ̅̅  ( 點  C′ 為 ∠C 的內角平分線及 ∠A、∠B 的外角平分線交

點，對應邊即為 ∠C 的對應邊 AB̅̅ ̅̅ = c )， 同理，點 A′ 的對應的

邊為 BC̅̅̅̅ ，點 B′ 的對應的邊為 AC̅̅̅̅ ，所以我們稱 ∆ABC′、∆BCA′、

∆ACB′ 為”三角形 ∆ABC 的三個旁心三角形”，本文定義為：

 𝔈C−C′、𝔈A−A′、𝔈B−B′    ( 圖三 ) 

 

 

(三) 鏡射三角形： 

1. ∆ACDAD̅̅̅̅̅：在任意三角形∆ABC的其中一邊向外做正三角形, 例如 : 以 AC ̅̅ ̅̅ 為 

邊做正三角形 ∆ACD。再做以 ∆ACD 的 AD̅̅ ̅̅  為邊長的正三角形, 我

們稱此三角形為 ∆ACDAD̅̅̅̅̅。並且會得到“C”點以 AD̅̅ ̅̅  為對稱軸的

對稱點“E”。 (如圖四)  

2. ∆ACDCD̅̅ ̅̅ ：同上，以 CD̅̅ ̅̅  為邊長的正三角形, 我們則稱此三角形為∆ACDCD̅̅ ̅̅ 。  

並且會得到“ A”點以 CD̅̅ ̅̅  為對稱軸的對稱點“F” 。 

3. ∆ACDAC̅̅ ̅̅ ：同上，以 AC̅̅̅̅  為邊長的正三角形, 我們則稱此三角形為∆ACDAC̅̅ ̅̅ 。          

並且會得到“D”點以 AC̅̅̅̅  為對稱軸的對稱點“ G ”。 

圖三 
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圖 四 

 

(四) 連線三角形： 

1. 旁心連線三角形 : 三角形中的三個旁心所連成的三角形。( 如圖五 ∆DEF ) 

2. 外心連線三角形 : 指三個旁心三角形的外心連線而成的三角形。 

( 如圖五 ∆GHI ) 

3. 垂心連線三角形：指三個旁心三角形的垂心連線而成的三角形。 

( 如圖五 ∆JKL ) 

4. 內心連線三角形：指三個旁心三角形的內心連線而成的三角形。 

5. 重心連線三角形：指三個旁心三角形的重心連線而成的三角形。  

 

圖五 
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圖七 

三、研究歷程與得到的結論 

(一) ∆ABC 的旁心為 D、E、F，做旁心連線三角形 ∆DEF，再分別取旁心三角形𝔈C−D、

𝔈A−E、𝔈B−F 的外心 G、H、I，連成外心連線三角形 ∆GHI，可得下面性質 ( 圖

六 ) 

 

圖六 

 

1. 性質 1-1：∆DEF  的垂心 K 與 ∆GHI 的垂心 M 重合   ( 圖七 ) 

[ 證明 ]:  

(1) ∵ ∆ABC 中任意一角的內角平分線和外角平分線必定互相垂直 

∴ ∠DAK = ∠KBD = 90O 

⇒ ∠BDA + ∠AKB = 180O 

(2) 已知 ∆ABD 外接圓圓心為 G 

∠BDA + ∠AKB = 180O 

∴A、B、D、K 四點共圓 

(3) ∵ DK̅̅ ̅̅ 為 ∆ABD 外接圓的直徑 

∴ KD̅̅ ̅̅ ：KG̅̅̅̅ = 2：1 

同理可證 

KH̅̅ ̅̅ ：KF̅̅̅̅ = 2：1 = KI̅̅̅：KE̅̅̅̅  

∵ KH̅̅ ̅̅ ：KF̅̅̅̅ = KI̅̅̅：KE̅̅̅̅  

⇒ IH̅̅̅ ∥ EF̅̅̅̅  
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(4) ∵ IS̅：EC̅̅̅̅ = HS̅̅̅̅ ：CF̅̅̅̅  

∴ IS̅：HS̅̅̅̅ = EC̅̅̅̅ ：CF̅̅̅̅  

(5) ∵ CD̅̅ ̅̅ ⊥ EF̅̅̅̅  

∴ CD̅̅ ̅̅ ⊥ IH̅̅̅ ⟹ SG̅̅̅̅ ⊥ IH̅̅̅ 

∴ ∆DEF 中的垂線與 ∆GHI 的垂線重疊 

故得結論 ∆DEF 的垂心 K 與 ∆GHI  的垂心 M 重合。 

 

2. 性質 1-2 ：∆DEF~∆GHI，S∆DEF = 4S∆GHI    ( 圖八 ) 

[證明] :  

(1) ∵ EA̅̅̅̅ ⊥ GH̅̅ ̅̅ 、EA̅̅̅̅ ⊥ DF̅̅̅̅  

∴ GH̅̅ ̅̅ ∥ DF̅̅̅̅  

(2) 同理可證  GI̅ ∥ DE̅̅ ̅̅ 、IH̅̅̅ ∥ EF̅̅̅̅  

∴ ∆DEF~∆GHI 

(3) 由性質1-1 得知  ∆MGH~∆MDF  相似，MG ∶ MD = 2 ∶ 1 

∴ S∆DEF = 4S∆GHI      故得證 

 

圖八 
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3. 性質 1-3 ：∆GHI 的垂心 M 與  ∆ABC  的內心 L 重合( 圖九 ) 

[ 證明 ] :  

(1) ∵ ∆ABC 中任意一角的內角平分線和其外角平分線必定互相垂直 

∴ ∆ABC 任意角的內角平分線為必定為  ∆DEF 相對應邊的高 

⇒ ∆DEF 的垂心必定與 ∆ABC  的內心重合 

 

(2) 由性質 1-1 之結論可知，∆DEF 的垂心與 ∆GHI 的垂心重合 

⇒ ∆GHI 的垂心必定與 ∆ABC 的內心重合 

圖九 

 

 

4. 性質 1-4 : ∆GHI 的外心 N 與 ∆ABC 的外心 J 重合。將 ∆GIH 重複做一樣的

事，外心一樣重合，且 A、B、C、G、H、I、U、V、W 九點共圓 

(見圖十、十一) 

[ 證明 ] : 

(1) ∵由旁心性質得知在 ∆BEC中 : ∠BEC = 90O −
1

2
∠A 

又點 I 是 ∆BCE 的外心，由外心的角度性質可得 ∠BIC=2∠BEC 

∴ ∠BIC=180o − ∠A 

⟹ ∠BIC + ∠BAC = 180O 

由四邊形對角互補性質可得 A、B、C、I 四點共圓。 
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(2) 同理可證 G、H 與 A、B、C 三點共圓 

∴ A、B、C、G、H、I 六點共圓                   (見圖十) 

 

(3) 同理可證 A、B、C、G、H、I、U、V、W 九點共圓  (見圖十一) 

故得證 

 

圖十 

 

圖十一 
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(二) ∆ABC 的旁心為 D、E、F，做旁心連線三角形 ∆DEF，再分別取旁心三角形𝔈B−F、

𝔈C−D、𝔈A−E的垂心 G、H、I，連成垂心連線三角形 ∆GHI，可得下面性質 

 

1. 性質 2-1：∆ABC ≅ ∆GHI(見圖十二) 

[證明] : 

(1) 做 ∆ABC 內心 M 

(2) ∵ AG ⃡   ⊥ EF̅̅̅̅ 、BI ⃡  ⊥ EF̅̅̅̅ 、DC ⃡    (∠BCA角平分線) ⊥ EF̅̅̅̅  

∴ AG ⃡   ∥ BI ⃡  ∥ CD ⃡    

同理可證 BH ⃡    ∥ CG ⃡   ∥ AE ⃡   、CI ⃡  ∥ AH ⃡    ∥ BF ⃡    

⇒ ∠IBH = ∠AGC、∠BHA = ∠GCI、∠HAG = ∠CIB 

(3) ∵ AG ⃡   ∥ BI ⃡  ∥ CD ⃡   、BH ⃡    ∥ CG ⃡   ∥ AE ⃡   、CI ⃡  ∥ AH ⃡    ∥ BF ⃡    

∴四邊形 AGCM、BMCI 為平行四邊形 

⇒ AG̅̅̅̅ = MC̅̅ ̅̅ = BI̅ 

同理可證 BH̅̅ ̅̅ = CG̅̅̅̅ 、AH̅̅ ̅̅ = CI̅ 

(4) ∵ AG̅̅̅̅ = BI̅、∠AGC = ∠IBH、CG̅̅̅̅ = BH̅̅ ̅̅  

∴ ∆AGC ≅ ∆IBH (SAS) 

⇒ AC̅̅̅̅ = IH̅̅̅ 

同理可證  AB̅̅ ̅̅ = IG̅、BC̅̅̅̅ = GH̅̅ ̅̅  

(5) ∵ AC̅̅̅̅ = IH̅̅̅、AB̅̅ ̅̅ = IG̅、BC̅̅̅̅ = GH̅̅ ̅̅  

∴ ∆ABC ≅ ∆GHI (SSS)   故得證 

  

 

 

 

 

 

 

圖 十二 
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2.  性質 2-2 ：取 ∆GHI 的重心 Q 與內心 N 與  ∆ABC 的重心 K、內心 M 四點 

          共線 (見圖十三)  

 圖 十三 

  

 

※取旁心三角形之內心或重心連成內心連線三角形或重心連線三角形皆未得到

性質，因此未將其列出。 
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(三) ∆ABC 旁心連線三角形 ∆DEF，再取 ∆DEF 旁心 (A1、B1、C1 )，並將其連成旁

心連線三角形 ∆A1B1C1，可得下列性質 : ( 圖十四 ) 

圖 十四 

1. 性質 3-1 : ∆ABC 與 ∆A1B1C1 其對應角的關係式為 ∠A1 =
∠A+180°

4
 如此反覆

新增旁心連線三角形 ∆AnBnCn 以及角度關係式 ∠An =
∠An−1+180°

4
，並可推

論最終將趨近於正三角形。( 圖十四、十五 ) 

我們將上述性質略做說明如下 :  

在 ∆DEF 中 ( 圖十四 ) 

∠ D= 
1

2
(∠A+∠B)、∠ E= 

1

2
 (∠B+∠C)、∠ F= 

1

2
 (∠A+∠C) 

在 ∆A1B1C1 中 

∠A1 = 
1

2
 (∠ D+∠ F) = 

1

4
∠A + 

1

4
∠B + 

1

4
∠A + 

1

4
∠C= 

1

2
∠A+ 

1

4
∠B+ 

1

4
∠C 

∠B1 = 
1

2
 (∠ D+∠ E) = 

1

4
∠A + 

1

4
∠B + 

1

4
∠B + 

1

4
∠C= 

1

4
∠A+

1

2
∠B+ 

1

4
∠C 

∠C1 = 
1

2
 (∠ E +∠ F) = 

1

4
∠A + 

1

4
∠ C + 

1

4
∠B + 

1

4
∠ C = 

1

4
∠ A+

1

4
∠ B+ 

1

2
∠ C 

∵ ∠A + ∠B + ∠C  = 180° 

∴ ∠A1 =
∠A + 180°

4
、∠B1 =

∠B + 180°

4
、∠C1 =

∠C + 180°

4
 

同理 

∠A2 =
∠A1 + 180°

4
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利用遞迴證明 ∠An → 60o  

∠A1 =
∠A + 180°

4
 

∠A2 =
∠A1 + 180°

4
=

∠A +180°

4
+ 180°

4
=

∠A 

4
+

180°

4
+ 180°

4
 

= 
∠A

42
+ 

180°

4
+

180°

42
 

∠A3 = 
∠A

43
+ 

180°

4
+

180°

42
+

180°

43
 

…… 

∠An =
∠A

4n
+  180° (

1

4
+

1

42
+ ⋯ +

1

4n
) =

∠A

4n
+  180° ×

1

4
(1 −

1

4n
)

1 −
1

4

 

=
∠A

4n
+  60° × (1 −

1

4n
) 

∵  當 n→ ∞ 

可得到 
∠A

4n
→ 0  且  

1

4n
→ 0 

∴ ∠An → 60o 

同理  ∠Bn → 60o ，  ∠Cn → 60o 

故可得  ∆AnBnCn 趨近於正三角形 

 

 

圖 十五 

小結：由性質 1-2、1-4 及 3-1 可知，∆ABC 的外心連線三角形們 ∆GnHnIn 與 ∆ABC 共圓。 

且 ∆GnHnIn 將逐漸趨近於正三角形。 
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(四)  ∆ABC  向外做三個相似三角形 ∆ABE、∆ACD、∆BCF，角度均為 α、β、γ 其中  

α =  α1 = α2 = α3、β =  β1 = β2 = β3、γ= γ1 = γ2 = γ3 ( 圖十六 )。 

1. 性質 4-1：其外心 O、N、M 相連成 ∆MNO，發現

 ∆MNO~∆ABE~∆ACD~∆BCF  ( 圖十七 )。且做 ∆ABE、∆ACD、∆BCF 的 

重心 H、I、G (圖十八)，內心 R、Q、P (圖十九)，垂心 U、T、S (圖二十)，

相連成 ∆GHI、∆PQR、∆STU，亦可以發現 ∆MNO~∆GHI~∆PQR~∆STU 。 

圖 十六 圖 十七 

圖 十八 圖 十九 

 圖 二十 
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欲證明性質 4-1，我們首先先取 A1、B1、C1、D1、𝐸1 使 𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅：𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ：

AD̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅：𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅：𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅：𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =1：n，再將其連成 ∆A1B1C1，則可

得 ∆A1B1C1~ ∆ADC~ ∆EAC~ ∆BCF ( 圖甲 ) 

[證明]： 

欲證：∆A1B1C1~ ∆ADC~ ∆EAC~ ∆BCF 

先證：∆B1𝐸1C1~∆𝐶1𝐷1𝐴1 

(1) ∵ B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑛−1

𝑛
DC̅̅ ̅̅ 、C1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑛−1

𝑛
CA̅̅̅̅ 、𝐸1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝐴𝐵̅̅ ̅̅

𝑛
、𝐷1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝑛
 

且DC̅̅ ̅̅ ：CA̅̅̅̅ = AB̅̅ ̅̅ ：BE̅̅̅̅  

∴ B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：C1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐷1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

同理B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：B1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐸1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ 

(2) ∵ ∠B1𝐸1C1 = ∠B1E1𝐴 + ∠A𝐸1C1 = ∠DCA + (180𝑂 − ∠C𝐸1C1)  

∠𝐶1𝐷1𝐴1 = ∠A1𝐷1𝐴 + ∠A𝐷1C1 = ∠DBE + (180𝑂 − ∠C1𝐷1𝐵) 

                  = ∠DCA + (180𝑂 − ∠C1𝐷1𝐵) 

且∠C𝐸1C1 = ∠C1𝐷1𝐵 

∴ ∠B1𝐸1C1 = ∠𝐶1𝐷1𝐴1 

(3) ∵ B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：C1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐷1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、∠B1𝐸1C1 = ∠𝐶1𝐷1𝐴1 

∴ ∆B1𝐸1C1~∆𝐶1𝐷1𝐴1 (SAS)  

圖 甲 
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再證 ∆B1𝐸1C1~∆𝐵1𝐴𝐴1 ( 圖乙 ) 

(1) ∵ ∠B1𝐸1C1 = ∠B1E1𝐴 + ∠A𝐸1C1 = ∠DCA + (180𝑂 − ∠C𝐸1C1) 

∠𝐵1𝐴𝐴1 = 360𝑂 − ∠C𝐴𝐵 − ∠B𝐴𝐸 − ∠𝐷𝐴𝐶 

                 = 180𝑂 − ∠B𝐴𝐸 − ∠𝐷𝐴𝐶 + 180𝑂 − ∠C𝐴𝐵 

                 = ∠DCA + (180𝑂 − ∠C𝐴𝐵) 

且∠C𝐸1C1 = ∠C𝐴𝐵 

∴ ∠B1𝐸1C1 = ∠𝐵1𝐴𝐴1 

(2) ∵ B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：C1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐴𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅、∠B1𝐸1C1 = ∠𝐵1𝐴𝐴1 

∴ ∆B1𝐸1C1~∆𝐵1𝐴𝐴1 (SAS) 

最後 

(1) ∵ B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：C1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ：B1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = B1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：A1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ：A1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

又B1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑛−1

𝑛
DC̅̅ ̅̅ ，C1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑛−1

𝑛
CA̅̅̅̅ ，B1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑛−1

𝑛
AD̅̅ ̅̅  

∴ DC̅̅ ̅̅ ：CA̅̅̅̅ ：AD̅̅ ̅̅ = B1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：A1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ：A1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故∆ADC~ ∆A1B1C1 

⇒ ∆A1B1C1~ ∆ADC~ ∆EAC~ ∆BCF   故得證 

圖 乙 
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接下來，我們將 A1、B1、C1 分別以 A、D、C 為圓心旋轉任意角度得 F1、

𝐺1、H1，連成 ∆F1𝐺1H1，則 ∆A1B1C1~∆F1𝐺1H1 ( 圖丙 ) ， 故將旋轉角度、

線段比例做適當調整，就可以將 F1、𝐺1、H1 移動至 ∆ABE、∆ACD、∆BCF 的

五心，因此即可證明性質 4-1。 

圖 丙 
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2. 性質 4-2：若將三角形角度重新排列 ( 圖二十一 ~ 圖二十三 )，發現只剩

 ∆MNO~∆ABE、其餘 ∆GHI、∆PQR、∆STU 皆不與 ∆ABE 相似 

( 因為 GGB 軟體會在形成角度時，順便給予自訂命名的角度，所以我們做了

以下對應的角度的表格 ) 

夾角 

δ 

∥ 

β 

ε 

∥ 

γ 

Φ 

∥ 

α 

φ 

∥ 

β 

θ 

∥ 

γ 

λ 

∥ 

α 

圖丁 

圖丁與原本對應的角度 

改變

對應

順序

後的 

角度 

β γ α γ α β 圖二十一 

β γ α γ β α 圖二十二 

β γ γ α α β 圖二十三 

圖 丁 圖二十一

 圖 二十二 圖 二十三 
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(五) 三角形向外做三個正三角形後，找尋各點相連為正三角形之性質 : 

1. 性質 5-1：在 ∆ABC 中，以各邊向外做三個正三角形 ∆ABD、∆ACE、∆BCF，

並分別在 BC̅̅̅̅ 、AD̅̅ ̅̅ 、AE̅̅̅̅  上取其中點 J、K、L。則 ∆JKL 為一個正三角形。

∆MNO、∆PQR 亦為正三角形 ( 圖二十四、二十五 ) 

[ 證明 ] : 

欲證 ∆JKL 為一個正三角形，則只需證 JK̅ = KL̅̅̅̅ = JL̅ ，其證明如下 

(1) 連接 KM̅̅̅̅̅、JM̅̅̅̅ 、JP̅、LP̅̅̅̅ 、AK̅̅ ̅̅ 、AL̅̅̅̅  

(2) ∵ K、M、L、P 是各邊中點 

∴ ∆AKM、∆ALP 為正三角形 

(3) 又 ∵ ∆AKM、∆ALP 為正三角形、四邊形 APJM 為平行四邊形 

∴ AK̅̅ ̅̅ = KM̅̅̅̅̅ = AM̅̅̅̅̅ = JP̅、AL̅̅̅̅ = LP̅̅̅̅ = AP̅̅̅̅ = MJ̅̅̅̅  

(4) ∵ ∠LAK = 240O − ∠BAC 

∠LPJ = 360O − 120O − ∠JPC = 240O − ∠JPC 

∠JMK = 360O − 120O − ∠BMJ = 240O − ∠BMJ 

由中點性質可知 ∠BAC = ∠JPC = ∠BMJ 

∴ ∠LAK = ∠LPJ = ∠JMK 

(5) 由(3)、(4)得知 ∆AKL ≅ ∆JLP ≅ ∆JKM  (SAS) 

∵ ∆AKL ≅ ∆JLP ≅ ∆JKM 

∴ JK̅ = KL̅̅̅̅ = JL̅    故得證 

圖二十四 圖二十五 
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2. 性質 5-2 : 以  ∆ABC  各邊為邊分別向外做正三角形 ∆ABD、∆BCF、∆CAE，

並各取其重心 ( G、H、I )。又 J、K、L、M、N、O、P、Q、R 為線段 BC̅̅̅̅ 、

AD̅̅ ̅̅ 、AE̅̅̅̅ 、AB̅̅ ̅̅ 、CE̅̅̅̅ 、CF̅̅̅̅ 、AC̅̅̅̅ 、BF̅̅̅̅ 、BD̅̅ ̅̅  的中點 

(1) ∆JKL、∆MNO、∆PQR 的重心 S、T、U 所形成的 ∆STU 為正三角形  

( 圖二十六 ) 

(2) S、T、U 分別為拿破崙三角形 ∆GHI 三邊的中點，∆STU 和 ∆GHI 的重心

重合 ( 圖二十七 ) 

圖 二十六 

 圖 二十七 
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3. 性質 5-3 : 取 ∆JKL、∆MNO、∆PQR 的三組旁心 (V、W、Z、A1、𝐵1、C1、D1、

E1、F1)，可得下列幾個性質 :  

(1) ∆VA1D1、∆WB1E1、∆ZC1𝐹1 皆為正三角形 ( 圖二十八 ) 

(2) 取 ∆VA1D1、∆WB1E1、∆ZC1𝐹1的重心 G1、H1、I1，則 ∆G1H1I1 為正三角

形( 圖二十九 ) 

(3) 且 G1、H1、I1 為拿破崙三角形 ∆GHI 的三個旁心 ( 圖三十 ) 

 

             圖二十八                                  圖二十九 

 

 

 

圖三十 
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4. 性質 5-4 : 取 ∆ABD、∆BCF、∆CAE 三個正三角形的三組旁心 ( J、K、L、O、

P、Q、R、S、T)，當我們做出 ∆BDAAD̅̅̅̅̅、∆FCBBC̅̅ ̅̅  及∆EACAE̅̅ ̅̅  時，得 J、O、

R 三點 ，則此 ∆JOR 必為正三角形。∆KPS、∆LQT 亦為正三角形  

( 圖三十一、圖三十二) 

[ 證明 ]： 

(1) ∵  ∆JOR 的三點 J、O、R 分別由 ∆BDAAD̅̅̅̅̅、∆FCBBC̅̅ ̅̅   及 ∆EACAE̅̅ ̅̅  所組成，

因此根據定義得知 

∴  EC̅̅̅̅ = AC̅̅̅̅ 、BC̅̅̅̅ = OC̅̅̅̅  

(2) ∵  EC̅̅̅̅ = AC̅̅̅̅ 、BC̅̅̅̅ = OC̅̅̅̅  

且 ∠ACB = 60O − ∠OCA，∠ECO = 60O − ∠OCA 

⟹ ∠ACB = ∠ECO 

∴ ∆ABC ≅ ∆CEO (SAS) 

故 EO̅̅ ̅̅ = AB̅̅ ̅̅ = AD̅̅ ̅̅ = AJ̅ 

(3) ∵ ∠BAC = ∠OEC 

且 ∠RAJ = 360O − 240O − ∠BAC 

= 120O − ∠BAC 

∠REO = 120O − ∠OEC 

∴ ∠RAJ = ∠REO 

(4) ∵ ∠RAJ = ∠REO、EO̅̅ ̅̅ = AJ̅、ER̅̅̅̅ = AR̅̅ ̅̅  

∴ ∆AJR ≅ ∆EOR (SAS)                                圖三十一                                                

⟹ JR̅ = OR̅̅ ̅̅  

(5) 證明 ∠JRO = 60O 

∵ ∠ORE = 60O − ∠ARO = ∠JRA 

∴ ∠JRO = ∠ARO + ∠JRA = ∠ARD + ∠ORE = 60O 

(6) ∵ ∠JRO = 60O、JR̅ = OR̅̅ ̅̅  

∴ ∆JOR 為正三角形 
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(7) 同理可證  ∆KPS、∆LQT 亦為正三角形   故得證 

   

圖三十二 

 

 

5. 性質 5-5 : 以三角形  ∆ABC  各邊為邊分別向外側做正三角形 ∆ABD、∆BCF、

∆CAE，分別取其重心 G、H、I ，做拿破崙三角形 ∆GHI，取 ∆ABD、∆BCF、

∆CAE 三個正三角形的三組旁心分別為 ( J、K、L、O、P、Q、R、S、T)，則

可得到如下結論： 

(1) 取 ∆JOR、∆KPS、∆LQT 的重心 U、V、W，並連成 ∆UVW ，則 ∆UVW 為

正三角形 ( 圖三十三 ) 

                                             

                                                   

 

 

 

 

                                                            圖三十三 
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(2) U、V、W 三點皆為 ∆GHI 的旁心( 圖三十四 ) 

(3) ∆UVW 的重心 Z 與 ∆ABC 的重心 M 重合 ( 圖三十五 ) 

(4) 取 ∆JOR、∆KPS、∆LQT 的旁心 ( A1、B1、C1、D1、E1、F1、G1、H1、I1 ) ，

B1 與 D1、C1 與 G1、F1 與 H1 分別重合，且 ∆A1D1G1、∆B1E1H1、 ∆C1F1I1 

皆為正三角形 ( 圖三十六 )   

   

             圖三十四                                圖三十五 

   

圖 三十六 
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6. 性質 5-6 : 延續性質 5-5，取 ∆ABD、∆BCF、∆CAE 之旁心三角形，得 ∆JAD、

∆KBA、∆LDB、∆TCA、∆RAE、∆SEC、∆OBC、∆PCF、∆QFB ，取其重心 U、

V、W、Z、A1、B1、C1、D1、E1 ( 圖三十七 ) 

 

圖 三十七 

 

(1) ∆UZC1、∆VA1D1、∆WB1E1 皆為正三角形 ( 圖三十八 ) 

圖三十八 
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(2) 取 ∆UZC1、∆VA1D1、∆WB1E1 的重心F1、G1、H1，∆F1G1H1 為正三角形

( 圖三十九 )  

圖三十九 

 

(3) ∆F1G1H1 ≅ ∆GHI，且 ∆F1G1H1  為 ∆GHI 以重心為中心旋轉 60O 之三角 

   ( 圖四十)  

圖 四十 
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陸、結論與討論 

一、找尋在原三角形下建構的三個旁心三角形中，於此三個旁心三角形中分別取其五心，

並將其連成新三角形，並觀察此新三角形的五心及面積與原三角形的五心及面積的

關係。 

1. 連線三角形 ∆GHI 與原三角形 ∆ABC 或旁心連線三角形 ∆DEF 的關係： 

情況 結論 

外心連線三角形 

∆DEF 的垂心與 ∆GHI 的垂心重合   

∆DEF~∆GHI，S∆DEF = 4S∆GHI    

∆GHI 的垂心與 ∆ABC 的內心重合 

∆GHI 的外心與 ∆ABC  的外心重合 

垂心連線三角形 
∆GHI ≅ ∆ABC 

∆GHI 的重心、內心與  ∆ABC  的重心、內心共線 

內心連線三角形 無 

重心連線三角形 無 

 

 

二、找尋三角形的旁心連線三角形，再取其旁心連線三角形，觀察新增的三角形及原三

角形之關係。  

情況 結論 

∆ABC 的旁心連線三角形

∆DEF，再取 ∆DEF 的旁心

連線三角形 ∆A1B1C1 

角度的關係 : ∆ABC 與 ∆A1B1C1 其對應角的關係式為

 ∠A1 =
∠A+180°

4
 

如此反覆新增三角形的旁心連線三角形 ∆AnBnCn，最終

當 n → ∞ 時，∆AnBnCn 將趨近於正三角形。 
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三、三角形向外做三個相似三角形，找尋各種不同心之連線三角形與外做三角形相似的

情形。我們得到以下結論 :  

情況 結論 

依一定次序放置三個

外做相似形 

外心、重心、內心、垂心相連而成的連線∆皆與向外做的 ∆ 相似 

形成方式相同的點相連而成的連線∆皆與向外做的 ∆ 相似 

未依一定次序編排後 僅有外心連成的連線 ∆ 與向外做的 ∆ 相似 

   ∎ 並在此主題之下，我們得知在相同結構下(在相似形中取出相同位置時，例如 : 五心，

亦或是對應邊的中點 )，所連成新的三角形必定與外做的相似三角形相似。因此在主

題四，我們利用了正三角形做證明。 

 

四、三角形向外做三個正三角形後，找尋各種相連為正三角形之性質。 

情況 結論 

任意三

角形向

外做正

三角形 

各邊中點 

相連為正∆ 

三個中點相連的正∆的重心相連為正∆ 

三個中點相連的正∆ 之重心為拿破崙∆的各邊中點 

三個中點相連的正∆的旁心取三點相連為正∆ 

中點相連的正∆的旁心的三個相連正∆的重心相連為正∆ 

取向外做

正三角形

的旋轉三

角形 

取其相

鄰三頂

點 

相連為正∆ 

三個頂點相連的正∆的重心相連為正∆  

三個頂點相連的正∆之重心為拿破崙∆的三個旁心 

頂點相連的正∆的旁心重合 

取其 

重心 

相連為正∆ 

三個重心相連的正∆的重心相連為正∆ 

三個重心相連的正∆的重心相連正∆為拿破崙∆ 以重心

為中心旋轉 60O 之三角形 
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作品海報 

【評語】030405  

考慮由三角形的三個旁心所構成的三角形被原三角形切割出

的三個小三角形（旁心三角形）的外心、垂心連線所成新三角形的

一些性質。針對此新三角形與原三角形的關係作了分析。對於由三

角形三邊往外構造出的三個相似三角形對應邊上比例點連線所成

的三角形的一些性質，也作了討論。這應該是從拿破崙三角形這個

概念所引發的而出的一個問題。作者們針對旁心三角形的外心連線、

垂心連線所得出的新三角形的一些特性作了分析，給出了一些有趣

的結果（如：外心連線三角形的垂心是原三角形的內心，垂心連線

三角形與原三角形相似等等）。結果非常多，可以看得出作者們確

實投注了許多的心力在這個問題上，值得嘉許。比較美中不足的是，

或許受到篇幅的限制，有一些結果只有結論而沒有論證，而有一些

關鍵的論述又說的太過於簡略了。作者們確實給出了許多有意思的

結論，如果能在作品說明書中把這些結果說得更清楚會更好。 
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