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摘要 

    本研究是將梅齊裏亞克的砝碼問題( The Weight Problem of Bachet de Meziriac )，由等臂天

平延伸至不等臂天平。 

    若 i、k、m與 n 皆為正整數。首先在等臂天平中，討論 k 磅砝碼摔成 i 塊其解是否存在？

是否有唯一解？並試圖找出通解的一般式。使用列舉的試誤法，之後設計視覺直觀的數學實

驗程式，找出數學式，歸納出解的一般式。發現可以使用變形三進位的方法來決定符合解的

砝碼。接著將等臂天平延伸到1: n不等臂天平。在1: n不等臂天平中，先找出所有解的組合，

再找出最常出現幾組的不可稱解的最大可稱磅數、規律、性質與一般式。最後希望可以利用

1: n不等臂天平的不可稱一般式推廣到 :m n不等臂天平中。 

壹、研究動機 

在升國小三年級的暑假裡，某日去圖書館準備暑假作業時，一篇科普讀物吸引了我，1624

年德國數學家梅齊裏亞克的砝碼問題。它的大意是這樣： 

一位商人有一個 40磅的砝碼，由於跌落在地而碎成 4塊。後來，稱得

每塊碎片的重量都是整數的磅數，而且可以用等臂天平和這 4塊砝碼

來稱 1磅至 40磅之間的任意整數磅的重物。4塊砝碼不一定要全部用

完，而且砝碼可以放在天平的左邊或右邊。問這 4塊砝碼碎片各重多

少磅？ 

    這個題目看似簡單，但實際思考後卻覺得很有意思，不禁使我進一步思考： 

一、若將砝碼改成 k 磅砝碼( k 為正整數)，同時，碎成 4 塊的小砝碼，也改成 i 塊整數磅

數的小砝碼，是否也可以用等臂天平來稱 1 至 k 磅之間的整數磅數的物品？ 

二、進一步延伸將天平也改為1: n的不等臂天平，其結果又如何（ n 為大於 1 的正整數）？ 

三、甚至能否將1: n不等臂天平也推廣到 :m n不等臂天平呢（m與n 為大於 1 且互質的

正整數）？ 

想到這裡，更激起我對這個問題的好奇心，剛好國小數學課本有提到正整數的四則運

算，因此，想以此為基礎來進行這個研究。 
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貳、研究目的及問題 

在本研究中， i 與 k 皆為正整數，m與 n 為大於 1 且互質的正整數且m n 。一個 k 磅的

砝碼，碎成 i 塊的小砝碼，待測物品可以放在天平的任一側，砝碼可以不全使用，且可以任意

放在天平的兩側。並利用等臂天平來探討能否稱 1 至 k 磅之間的整數磅數的物品；再討論k 磅

砝碼分成 4 塊在1: n不等臂天平中與 :m n不等臂天平中能否稱 1 至 k 磅之間的整數磅數的物

品，並延伸討論。 

一、名詞解釋與定義： 

(一) 1:1可稱： 

一個 k 磅的砝碼碎成 i 塊小砝碼，若能利用等臂天平稱出 1 磅至 k 磅之間的整

數磅數的物品，則稱1:1可稱，又稱等臂可稱。 

(二) 1: n可稱： 

一個 k 磅的砝碼碎成 i 塊小砝碼，若能利用1: n不等臂天平稱出 1 磅至 k 磅之間

的整數磅數的物品，則稱這個 k 磅的砝碼分成 i 塊小砝碼為1: n可稱。 

(三) :m n可稱： 

一個 k 磅的砝碼碎成 i 塊小砝碼，若能利用 :m n不等臂天平稱出 1 磅至 k 磅之

間的整數磅數的物品，則稱這個k 磅的砝碼分成 i 塊小砝碼為 :m n 可稱。 

(四) 可稱解： 

在1: n可稱與 :m n 可稱中，一個 k 磅的砝碼碎成 i 塊的小砝碼，所有可以稱出

的磅數，稱為可稱解。 

(五) 不可稱解： 

一個 k 磅砝碼，在1: n可稱與 :m n可稱中，大於k 磅到最大可稱磅數之間無法

稱出的重量，稱為不可稱解。作者定義不可稱解的目的是：將最大可稱磅數扣

除不可稱解，就可以得到所有的可稱解，也就是那些磅數是可以稱出。 

二、研究問題： 

起初我覺得題目有點難以下手，所以我簡化題目，先討論在等臂天平中砝碼沒破，摔成

兩塊、三塊與四塊的情形。再考慮1: n不等臂天平與 :m n 不等臂天平摔成四塊的情形。以下

是作者的研究問題： 

(一) 在等臂天平中： 

     1. k 磅的砝碼分成 1 塊、2 塊、3 塊、4 塊是否可稱？ 

     2. k 磅的砝碼分成 i 塊是否可稱？其一般式為何？ 



 3 

(二) 在不等臂天平中： 

     1. 在1: n不等臂天平與 :m n不等臂天平中， k 磅的砝碼分成 4 塊是否可 

  稱？ 

     2. 在1: n不等臂天平中，可稱解存在時， n 的最大值為何？最大可稱磅數為 

    何？ 

     3. 求出1: n不等臂天平中不可稱解的一般式。 

     4. 找出 :m n可稱與1: n可稱的關係。 

因為這件專題的數據資料很多，因為有做出很多新的結果，所以作者將詳細資料放

在實驗手冊中，說明書上只放整理出的表格。 

參、研究設備及器材 

紙、筆、白板、立可貼、筆記型電腦、動態幾何軟體 GeoGebra、Excel。 

肆、研究過程或方法 

一、研究流程 

圖 1 是作者的研究流程圖： 

 

圖 1 ：研究流程圖 

二、 k 磅砝碼分成 1 塊： 

很明顯砝碼掉在地上都沒碎，這一塊砝碼當然只能秤 k 磅，僅有 1k  時，合於所求。 

三、 k 磅砝碼分成 2 塊： 

將砝碼分成 2 塊且其重量分別為 a、b 磅，因為了討論時不重複，作者假設a b ，

且以數對 ( , )a b 表示某次兩塊砝碼的重量。 
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(一) 如果砝碼重 2 磅，只有(1,1)一組可稱解； 

(二) 如果砝碼重 3 磅，只有(1,2)一組可稱解； 

(三) 如果砝碼重 4 磅，有(1,3)和(2,2)兩組解，但只有(1,3)一組可稱解； 

(四) 如果砝碼重 5 磅，作者發現一定要有 1 磅，才能稱出 4 磅，但是如果砝碼有

一塊是 1 磅，那另一塊必為 4 磅，這樣稱不出 2 磅，所以作者猜測在這種情況

下，大於 4 磅的重量很明顯稱不出來。 

(五) 而由 2 磅到 5 磅的情形觀察，滿足的解分別如表 1 所示： 

表 1：砝碼分成 3 塊情形 

磅數 2 3 4 5  

解 (1,1) (1,2) (1,3) 無解 

四、 k 磅砝碼分成 3 塊： 

砝碼分成 3 塊比較複雜，而且作者不知道是否可稱，作者簡化題目，先討論將砝碼

分成 3 塊且其重量分別為 a 、b 、 c 磅，且為了討論時不重複，假設a b c  ，以

數對 ( , , )a b c 表示某次三塊砝碼的重量。 

(一) 大於 2 磅的砝碼分成 3 塊是否可稱 

如表 2 所示，等臂天平中，紫色三角形表待測物品的重量，黃色矩形代表砝碼。 

表 2：滿足 k 磅砝碼分成 3 塊 

3 1 1 1    

   
 

4 1 1 2    

    
5 1 1 3    

    

    

5 1 2 2    

    

    

6 1 1 4    

    

    

6 1 2 3    
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7 1 1 5    

    

    

7 1 2 4    

    

    

7 1 3 3    

    

    

8 1 2 5    

    

    

8 1 3 4    

    

    

9 1 2 6    

    

    

    

9 1 3 5    

    

    

    

10 1 2 7    

    

    

    

10 1 3 6    

    

    

    

11 1 3 7    
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12 1 3 8    

    

    

    

13 1 3 9    

    

    

    

    

以列舉法將 14 磅的砝碼分成 3 塊，共有以下 16 組：(1,1,12)、(1,2,11)、(1,3,10)、

(1,4,9)、(1,5,8)、(1,6,7)、(2,2,10)、(2,3,9)、(2,4,8)、(2,5,7)、(2,6,6)、(3,3,8)、(3,4,7)、

(3,5,6)、(4,4,6)與(4,5,5)，沒有一組為可稱解。所以我如果原先砝碼重量大於 13 磅，

則沒有可稱解。而由 3 磅到 13 磅的情形觀察可稱解的情形，如表 3 所示： 

表 3：滿足 k 磅砝碼分成 3 塊 

磅數 3 4 5 6 7 8 

解 
(1,1,1) (1,1,2) (1,1,3) 

(1,2,2) 

(1,1,4) 

(1,2,3) 

(1,1,5) 

(1,2,4) 

(1,3,3) 

(1,2,5) 

(1,3,4) 

磅數 9 10 11 12 13  14 

解 
(1,2,6) 

(1,3,5) 

(1,2,7) 

(1,3,6) 

(1,3,7) (1,3,8) (1,3,9) 無解 

觀察以上可稱解 ( , , )a b c 的特性，我發現以下情形： 

1. 每一組都至少有一個 1 磅；有 1 磅的目的是為了表示 1k  磅 

2. 待測磅數為 3 至 7 磅時，每組都有兩個 1 磅 

3. 待測磅數為 4 至 10 磅時，每組都有 1 磅和 2 磅 

4. 待測磅數為 5 至 13 磅時，每組都有 1 磅和 3 磅 

(二) k 磅的砝碼分成 3 塊是否有解 

很明顯當砝碼總重很大時，例如 k 100 磅，根據前面的經驗，滿足的解一定
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有 1、1 或 1、2、或 1、3 在其中。也就是說 (1,1,98) 、 (1,2,97) 或 (1,3,96)是作者可

能要找的解，當然這三組解無法測得所有重量。也就是說當 k 為大於 13 的正整數

時，若 x 為正整數，作者討論下列三種情形： 

1. 設 k 可以分為 (1,1, )x ：1 和 1 可以表示 1、2 磅，故 2x  要可以表成 3，也

就是說 5x  ，此時 1 1 5 7k     。 

2. 設 k 可以分為 (1,2, )x ：1 和 2 可以表示 1、2、3 磅，故 3x  要可以表成 4，

也就是說 7x  ，此時 1 2 7 10k     。 

3. 設 k 可以分為 (1,3, )x ：1 和 3 可以表示 1、2、3、4 磅，故 4x  要可以表

成 5，也就是說 9x  ，此時 1 3 9 13k     。 

所以分成三塊砝碼的上限為 13 磅。 

五、 k 磅的砝碼分成 4 塊： 

表 4 是 k 磅砝碼分成 4 塊的可稱解，由表 4 知相同磅數的可稱解不一定是唯一解。 

表 4： k 磅砝碼分成 4 塊的可稱解 1 

4 1 1 1 1     5 1 1 1 2     6 1 1 1 3     6 1 1 2 2     7 1 1 1 4     

7 1 1 2 3     7 1 2 2 2     8 1 1 2 4     8 1 1 3 3     9 1 1 2 5     

9 1 1 3 4     9 1 2 2 4     9 1 1 2 5     10 1 1 2 6     10 1 1 3 5     

10 1 1 4 4     10 1 2 2 5     10 1 2 3 4     11 1 1 2 7     11 1 1 3 6     

11 1 1 4 5     11 1 2 2 6     11 1 2 3 5     11 1 2 4 4     12 1 1 2 8     

12 1 1 3 7     12 1 1 4 6     12 1 1 5 5     12 1 2 2 7     12 1 2 3 6     

12 1 2 4 5     12 1 3 3 5     12 1 3 4 4     13 1 1 2 9     13 1 1 3 8     

13 1 1 4 7     13 1 1 5 6     13 1 2 2 8     13 1 2 3 7     13 1 2 4 6     

13 1 2 5 5     13 1 3 3 6     13 1 3 4 5     14 1 1 3 9     14 1 1 4 8     

14 1 1 5 7     14 1 2 2 9     14 1 2 3 8     14 1 2 4 7     14 1 2 5 6     

14 1 3 3 7     14 1 3 4 6     14 1 3 5 5     15 1 1 3 10     15 1 1 4 9     

15 1 1 5 8     15 1 2 2 10     15 1 2 3 9     15 1 2 4 8     15 1 2 5 7     

15 1 2 6 6     15 1 3 3 8     15 1 3 4 7     15 1 3 5 6     16 1 1 3 11     

16 1 1 4 10     16 1 1 5 9     16 1 2 2 11     16 1 2 3 10     16 1 2 4 9     

16 1 2 5 8     16 1 2 6 7     16 1 3 3 9     16 1 3 4 8     16 1 3 5 7     

16 1 3 6 6     17 1 1 4 11     17 1 1 5 10     17 1 2 3 11     17 1 2 4 10     

17 1 2 5 9     17 1 2 6 8     17 1 2 7 7     17 1 3 3 10     17 1 3 4 9     

17 1 3 5 8     17 1 3 6 7     18 1 1 4 12     18 1 1 5 11     18 1 2 3 12     

18 1 2 4 11     18 1 2 5 10     18 1 2 6 9     18 1 2 7 8     18 1 3 3 11     

18 1 3 4 10     18 1 3 5 9     18 1 3 6 8     18 1 3 7 7     19 1 1 4 13     

19 1 1 5 12     19 1 2 3 13     19 1 2 4 12     19 1 2 5 11     19 1 2 6 10     

19 1 2 7 9     19 1 3 3 12     19 1 3 4 11     19 1 3 5 10     19 1 3 6 9     

19 1 3 7 8     20 1 1 5 13     20 1 2 4 13     20 1 2 5 12     20 1 2 6 11     

20 1 2 7 10     20 1 3 3 13     20 1 3 4 12     20 1 3 5 11     20 1 3 6 10     

20 1 3 7 9     20 1 3 8 8     21 1 1 5 14     21 1 2 4 14     21 1 2 5 13     

21 1 2 6 12     21 1 2 7 11     21 1 3 3 14     21 1 3 4 13     21 1 3 5 12     

21 1 3 6 11     21 1 3 7 10     21 1 3 8 9     22 1 1 5 15     22 1 2 4 15     

22 1 2 5 14     22 1 2 6 13     22 1 2 7 12     22 1 3 3 15     22 1 3 4 14     
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22 1 3 5 13     22 1 3 6 12     22 1 3 7 11     22 1 3 8 10     22 1 3 9 9     

23 1 2 5 15     23 1 2 6 14     23 1 2 7 13     23 1 3 4 15     23 1 3 5 14     

23 1 3 6 13     23 1 3 7 12     23 1 3 8 11     24 1 2 5 16     24 1 2 6 15     

24 1 2 7 14     24 1 3 4 16     24 1 3 5 15     24 1 3 6 14     24 1 3 7 13     

24 1 3 8 12     24 1 3 9 11     25 1 2 5 17     25 1 2 6 16     25 1 2 7 15     

25 1 3 4 17     25 1 3 5 16     25 1 3 6 15     25 1 3 7 14     25 1 3 8 13     

25 1 3 9 12     26 1 2 6 17     26 1 2 7 16     26 1 3 5 17     26 1 3 6 16     

26 1 3 7 15     26 1 3 8 14     26 1 3 9 13     27 1 2 6 18     27 1 2 7 17     

27 1 3 5 18     27 1 3 6 17     27 1 3 7 16     27 1 3 8 15     27 1 3 9 14     

28 1 2 6 19     28 1 2 7 18     28 1 3 5 19     28 1 3 6 18     28 1 3 7 17     

28 1 3 8 16     28 1 3 9 15     29 1 2 7 19     29 1 3 6 19     29 1 3 7 18     

29 1 3 8 17     29 1 3 9 16     30 1 2 7 20     30 1 3 6 20     30 1 3 7 19     

30 1 3 8 18     30 1 3 9 17     31 1 2 7 21     31 1 3 6 21     31 1 3 7 20     

31 1 3 8 19     31 1 3 9 18     32 1 3 7 21     32 1 3 8 20     32 1 3 9 19     

33 1 3 7 22     33 1 3 8 21     33 1 3 9 20     34 1 3 7 23     34 1 3 8 22     

34 1 3 9 21     35 1 3 8 23     35 1 3 9 22     36 1 3 8 24     36 1 3 9 23     

37 1 3 8 25     37 1 3 9 24     38 1 3 9 25     39 1 3 9 26     40 1 3 9 27     

將 k 磅的砝碼分成 4 塊且其重量分別為a 、b 、 c 、d 磅，為了討論時不重複，假

設a b c d   ，且以數對 ( , , , )a b c d 表示某次四塊砝碼的重量。根據前面砝碼分成

3 塊的經驗，數對中 ( , )a b 必為 (1,1)、(1,2) 或 (1,3)。但是作者要找最大的待測重量，

所以作者解一定是 (1,3, , )x y ，其中 x y ，討論如下：設 k 可以分為 (1,3, , )x y ：1 和

3 可以表示 1、2、3、4 磅，此時取 9x  ；1、3 和 9 可以表示 1 到 13 磅，故1,3,9, y

要可以表成 14，也就是說 27y  ，即1 3 9 27 40    。所以分成四塊砝碼的上限

為 40 磅。也就是當 40k  ，若 k 磅砝碼摔成四塊之重量為 1、3、9、 13k  磅，則

此四塊砝碼必可稱出 1 磅到 k 磅之間所有整數的重量。 

(一) 解原題：40 磅的砝碼分成 4 塊 (1,3, , )x y ： 

以列舉法將 40 磅的砝碼分成 4 塊 (1,3, , )x y ，共有以下 16 組： 

(1,3,3,33)、(1,3,4,32)、(1,3,5,31)、(1,3,6,30)、(1,3,7,29)、(1,3,8,28)、(1,3,9,27)、

(1,3,10,26)、(1,3,11,25)、(1,3,12,24)、(1,3,13,23)、(1,3,14,22)、(1,3,15,21)、(1,3,16,20)、

(1,3,17,19)與(1,3,18,18)。其中(1,3,9,27) 為可稱解，其餘皆不合。作者以 x 表待測物

品的重量，將表 4 整理成圖 2。 

 
圖 2：滿足 40 磅砝碼分成 4 塊 
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(二) k 磅的砝碼分成 i 塊是否可稱： 

綜合以上討論，k 磅的砝碼分成 1、2、3、4 塊中，我們將最大可稱磅數整理成表 5。

當 k 磅的砝碼分成 i 塊時，其最大可稱磅數的分法為 2 3 1(1,3,3 ,3 ,...,3 )i ，其總磅數為

2 3 11 3 3 3 ... 3i     。也就是說： 

1. 當 0 13 3 4k    ： 

       若 k 磅的砝碼分成 2 塊為可稱；此時砝碼重量為 1 磅與 1k  磅。 

2. 當 0 1 23 3 3 13k     ： 

       若 k 磅的砝碼分成 3 塊為可稱；此時砝碼重量為 1 磅、3 磅與 4k  磅。 

3. 當 0 1 2 33 3 3 3 40k      ： 

       若 k 磅的砝碼分成 4 塊為可稱；此時砝碼重量為 1 磅、3 磅、9 磅與 13k  磅。 

4. 當 2 11 3 3 ... 3ik      ： 

       若 k 磅的砝碼分成 i 塊為可稱；此時砝碼重量為 1 磅、3 磅、 23 磅、...、 23i  

       磅與 2 2(1 3 3 ... 3 )ik      磅。 

表 5： k 磅的砝碼分成 i 塊討論表 

分成塊數(i) 1 2 3 4 

分法 (1)  1(1,3 )  1 2(1,3 ,3 )  1 2 3(1,3 ,3 ,3 )  

最大可稱磅數( k ) 1 4 13 40 

七、使用三進位來找其中一組可稱解 

(一) 為什麼用三進位 

 
圖 3：Ur Number 

在某次討論中，作者發現在 App Store 一個數學小遊戲－「Ur Number」，如

圖 3，後來打聽到這個遊戲是國立臺灣師範大學數學系郭君逸教授 2016 年的作品，

這是一個翻卡片猜數字的遊戲，郭教授說這個遊戲有兩個狀態，就是「有」跟「沒

有」，就是使用二進位。事實上很多拈(Nim)的遊戲是使用二進位法或費柏那西數

列。遊戲規則是，猜數者從 0 到 15 這 16 個非負整數中任選一個數，電腦每次顯

示 8 個數字，猜數者對於自己所選的數字是否在這 8 個數字中，只要回答「有」

跟「沒有」。如此之下，進行四次，電腦共猜四次後，即可以得到答案。因為電腦
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每次顯示 8 個數字，而這 8 個數字轉換成二進位，則第一次出現的 8 個數字二進

位的最右邊的數字都是 1，第二次的 8 個數字二進位的右邊第二個數字都是 1，以

此類推。所以只要知道有沒有在該次選牌中，作者可以輕鬆得到答案。而在作者

的研究中，砝碼與等臂天平有三個狀態，也就是說對某個砝碼而言，可以加在等

臂天平的左邊、右邊或不用該砝碼。以上面
(10)100 磅的砝碼為例，作者如果將 100

表示成只用 1,0,1 的型式： 

4 3 2 1 0

4 3 2 1 0

4 3 2 1 0

100 3 3 3 3 3

3

1 0 2 0 1

1 0 (3 1) 0 1

1 1 0

3 3 3 3

3 3 3 3 31 1





         

         

        

 

也就是在等臂天平的左邊放上式藍色的 81、27、1 磅的砝碼，右邊放待測的

100 磅與上式紅色的 9 磅砝碼。81 27 1 109 100 9     就可以測出 100 磅。所以

作者可以將所有的狀態都轉為三進位。 

(二) k 磅的砝碼分成 i 塊的一種三進位解 

作者目前想找到其中一種可稱解的對應方式。作者發現只要將砝碼轉成 3 進

位，並將 2 調整成3 1 ，就可以直接找到待測重量與對應砝碼的關係。也就是說，

當 k 磅的砝碼分成 i 塊時，若 2 11 3 3 ... 3ik      ，此時必為可稱；且其中一組解

的重量為 1 磅、3 磅、 23 磅、...、 23i 與 2 2(1 3 3 ... 3 )ik      磅。當時，把 (10)k 調

整成三進位， 1 1 0

(10) 1 1 0 1 2 1 0(3)3 3 ... 3 3 ...i i

i i i i ik a a a a a a a a a

            ，其中

0 1 1, ,..., ,i ia a a a 是 0,1,2 其 中 某 一 個 數 ， 再 調 整 係 數 ， 也 就 是 說 改 成

1 0

(10) 1 03 ... 3 3i

ik b b b       ，其中 0 1 1, ,..., ,i ib b b b 是 1,0,1 其中某一個數，作者就

可以在等臂天平的左側放係數是 1 的砝碼，等臂天平的右側放係數是 1 的砝碼與

待測重量物品，而係數是 0 的砝碼作者就不使用，這就是作者對應問題的其中一

種砝碼放置方法。 

伍、研究結果 

作者討論一般化的情形，將 k 磅的砝碼分成 i 塊。當分成 2 塊、3 塊、4 塊時，根據前面

的經驗作者發現：分成 1 塊砝碼的上限為 1 磅：1 1 。分成 2 塊砝碼的上限為 4 磅：

1 3 4  。分成 3 塊砝碼的上限為 13 磅：1 3 9 13   。分成 4 塊砝碼的上限為 40 磅：

1 3 9 27 40    。作者發現上面的式子有一個共通性，它們都是首項為 1 且公比為 3

的等比級數，所以將上述三式改寫成：分成 1 塊砝碼， k 的上限為 1 磅： 03 1 。 
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分成 2 塊砝碼， k 的上限為 4 磅： 0 13 3 4  。分成 3 塊砝碼， k 的上限為 13 磅：

0 1 23 3 3 13   。分成 4 塊砝碼， k 的上限為 40 磅： 0 1 2 33 3 3 3 40    。所以作者猜想

i 塊砝碼的上限是： 0 1 2 13 3 3 ... 3i

ik      磅。作者使用數學歸納法證明： 

(1) 當 1i  時， 0

1 3k     原式成立。 

(2) 設 i t 時原式成立，即 k 磅砝碼分成 t 塊( 0 1 2 13 ,3 ,3 ,...,3t )為可稱，此時： 

    0 1 2 13 3 3 ... 3t

ik       

(3) 當 1i t  時，即 k 磅砝碼分成 1t  塊 ( 0 1 2 13 ,3 ,3 ,...,3 ,t x )為可稱，此時： 

    0 1 2 1

1 3 3 3 ... 3t

ik x

        因為  ( 0 1 2 13 ,3 ,3 ,...,3t ) 為可稱， 

    所以  0 1 1(3 3 ... 3 )tx     要可以表示成 0 1 1(3 3 ... 3 ) 1t     

    即    0 1 1 0 1 1(3 3 ... 3 ) (3 3 ... 3 ) 1t tx            

        
1 1

(3 1) (3 1) 1
2 2

t tx      3 1 1 3t tx x       

   即 0 1 2 1

1 3 3 3 ... 3 3t t

ik 

          成立 

     (4) 故依數學歸納法知，原式成立。 

其中從 i t 時有 0 1 2 1 1
3 3 3 ... 3 (3 1)

2

t t      種方法，當 1i t  時，也就是說砝碼多一

塊，而這塊砝碼對前面 t 種情形有3個選擇，就是放在等臂天平左邊或右邊，或不使用，所以

會多出3t 種情形。也就是說作者找到並證明了砝碼問題的一般式：一塊 k 磅的砝碼，摔成 i 塊

整數磅數的砝碼，使用等臂天平可以秤出 1 磅到 k 磅的重量，則 k 的最大重量為
1

(3 1)
2

i  磅。

如果從排列組合的角度來討論，每塊砝碼有 3 個選擇，放在天平的右邊、左邊或不放。i 塊砝

碼有3i 個選擇，扣掉全都不選，有3 1i  種，等臂天平可放砝碼有兩種選擇，故共有
3 1

2

i 
種。

其中從 i t 時有
1

(3 1)
2

t  種方法，當 1i t  時，也就是說砝碼多一塊，而這塊砝碼對前面 t 種

情形有3個選擇，就是放在等臂天平左邊或右邊，或不使用，所以會多出3t 種情形。也就是

說作者找到並證明了砝碼問題的一般式： 

規律 1：一塊 k 磅的砝碼，摔成 i 塊整數磅數的砝碼，使用等臂天平可以秤出 1 磅到 k 磅的

重量，則 k 的最大重量為
1

(3 1)
2

i  磅。 

 

如果從排列組合的角度來討論，每塊砝碼有 3 個選擇，放在天平的右邊、左邊或不放。
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i 塊砝碼有3i 個選擇，扣掉全都不選，有3 1i  種，等臂天平可放砝碼有兩種選擇，故共有
3 1

2

i 

種。 

陸、討論 

作者在四年級上學期時發現如果將等臂天平延伸到1: n的不等臂天平，此時待測物品可

以放在天平的任一側；而且砝碼不一定要全部用完，用到的砝碼也可以放在天平的任一側，

是否會有類似的結果？所以本研究從1: n的1: 2、1: 3開始討論，目前討論 n 的最大值為 8。

接著討論 :m n的不等臂天平。作者從2 : n的情形開始討論，因為 2 :1與1: 2相同，2 : 2與1:1相

同，而2 : 4也與1: 2相同，故我們從 2 :大於 1 的奇數開始討論，也就是2: 3、2: 5、...。同理

3:1、3: 2、3: 3也討論過了，所以我們從3: 4、3: 5討論，但是目前尚未找到可稱解。 

一、 槓桿原理 

 
圖 4：槓桿原理示意圖 

 要使用不等臂天平，就要先介紹槓桿原理。作者考慮如果原題的 n 磅砝碼掉在地

上摔成四塊，如果使用 :m n的不等臂天平，其中 ,m n 為正整數，可以測出 1 磅到 n 磅

的所有重量嗎？作者想檢查是否有規律，很明顯這個問題也有上界，因為不可能1:100

的天平測得出任意一塊砝碼，所以作者開始先從1: 2開始討論。並且作者參考了槓桿

原理。以圖 4 為例，作者把天平視為一個理想的槓桿，槓桿中有一個支點O，OA與OB

稱為力臂，若 : :OA OB m n ，則槓桿達成平衡時，在 A 、B 兩點的作用力分別為 1F 與

2F ，此時 1 2: :F F n m ，也就是 1 2F m F n   。 

二、1: n不等臂天平的討論 

(一) 1: 2不等臂天平 

首先討論在1: 2不等臂天平中的情形。因為某些磅數的解不只一組，在以下的討論

中，作者僅列出某一組可稱解。指導老師利用 GeoGebra 設計一個可以作數學實驗的程

式，直接輸入砝碼磅數與待測物品磅數討論，並將結果截圖，放在工作手冊對照。圖

5 中藍色不等臂天平表待測物品重量為 1 磅至 k 磅的情形；紅色不等臂天平表待測物品

重量為大於 k 磅的情形，完整情形列於工作手冊。表 6 為1: 2不等臂天平的部分情形，

完整表格在工作手冊；其中藍色字體表示 1 磅至 k 磅的待測物品重量；紅色字體表示

大於 k 的待測物品重量。目前作者分析到1: 2不等臂天平的情形，最多可以測到 26 磅。
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而且 k 磅的砝碼在1: 2不等臂天平中無法測得 2 1k  磅的重量。作者將1: 2 不等臂天平

的全部情形整理於表 7，表 7 中藍色方格表示 1 至 k 磅的可稱解；紅色方格表示大於 k

磅的可稱解。而在 1k  磅到最大可稱磅數間的空格就是不可稱解。而目前作者確定不

會漏的方式就是一一代入。例如以 5 磅摔成 1,1,1,2 在1: 2不等臂天平中，先確定可稱，

也就是 1 磅到 5 磅可以稱出。然後將所有結果列於工作手冊中。 

 
圖 5(a)：數學實驗示意圖 

 
圖 5(b)：數學實驗示意圖 

表 6：4 磅至 26 磅砝碼1: 2不等臂天平部分可稱磅數表 

4 1 1 1 1     

1 1 1 2    2 1 2   1 (1 1)3 2    (1 ) 24 1    

1 (1 1) 25 1      (1 1 1)6 2     (1 1 1) 28 1       

5 1 1 1 2     

1 11 2    2 1 2   1 (1 1)3 2     (1 ) 24 1    

1 (1 1) 25 1      (1 1 1)6 2     1 (1 2) 27 1      (1 1 2)8 2     

(1 1 1 2) 210          

6 1 1 1 3     

1 11 2    2 1 2   1 (1 1)3 2     (1 ) 24 1    

5 1 3 2    6 3 2   1 (1 3)7 2     (1 ) 28 3    

1 (1 3) 29 1      (1 1 20 )1 3     (1 1 1 3) 212        

6 1 1 2 2     

1 11 2    2 1 2   3 1 2 2    4 2 2   

1 (1 2)5 2     (1 ) 26 2    1 (2 2)7 2     (2 ) 28 2    

1 (1 2) 29 2      (1 2 20 )1 2     (1 1 2 2) 212        

7 1 1 1 4     

1 11 2    2 1 2   1 (1 1)3 2     (1 ) 24 1    

1 1 1 4 25      1 1 4 26     7 1 4 2    8 4 2   

1 (1 4)9 2     20 (1 )1 4    1 (11 4) 21 1      (4 1 22 )1 1     

(4 1 1 1) 214          

7 1 1 2 3     

1 11 2    2 1 2   3 1 2 2    4 2 2   

1 35 2    6 3 2   1 (3 1)7 2     (3 ) 28 1    

1 (3 2)9 2     20 (3 )1 2    1 (31 1) 21 2      (3 2 22 )1 1     

(3 2 1 1) 214          

7 1 2 2 2     

2 1 2   2 2 2 2    3 1 2 2    4 2 2   
2 1 ( 2) 25 2      2 (2 2)6 2     1 (2 2)7 2     (2 ) 28 2    

(2 2 20 )1 1     1 (21 2) 21 2      (2 2 22 )1 2     (2 2 2 1) 214       

8 1 1 2 4     

1 11 2    2 1 2   3 1 2 2    4 2 2   
1 (2 1)5 2     (2 ) 26 1    7 1 4 2    8 4 2   

1 (4 1)9 2     20 (4 )1 1    1 (4 ) 211 2     22 (4 )1 2    

1 (43 1) 21 2      (4 2 24 )1 1     (4 2 2 1) 216        
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表 7：4 磅至 26 磅砝碼1: 2不等臂天平可稱磅數表 

 

 

(二) 1: 3~1:8不等臂天平 

仿照1: 2不等臂天平，我們分別列出1: 3~1:8不等臂天平數學實驗示意圖(如圖 6~10)

及可稱磅數表(如表 8~13)，至於完整解的表格，請參閱工作手冊。 

1. 1: 3不等臂天平 

 
圖 6(a)：數學實驗示意圖 

 
圖 6(b)：數學實驗示意圖 
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表 8：4 磅至 20 磅砝碼1: 3不等臂天平可稱磅數表 

 

2. 1: 4不等臂天平 

 
圖 7(a)：數學實驗示意圖 

 
圖 7(b)：數學實驗示意圖 

表 9：4 磅至 14 磅砝碼1: 4不等臂天平可稱磅數表 

 

3. 1: 5不等臂天平 

 
圖 8(a)：數學實驗示意圖 

 
圖 8(b)：數學實驗示意圖 

表 10：5 磅至 8 磅砝碼1: 5不等臂天平可稱磅數表 

 

4. 1: 6不等臂天平 

 
圖 9(a)：數學實驗示意圖 

 
圖 9(b)：數學實驗示意圖 

表 11：6 磅至 8 磅砝碼1: 6 不等臂天平可稱磅數表 

 

5. 1: 7不等臂天平 

 
圖 10(a)：數學實驗示意圖 

 
圖 10(b)：數學實驗示意圖 
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表 12：7 磅至 8 磅砝碼1: 7 不等臂天平可稱磅數表 

 

6. 1: 8不等臂天平 

表 13： 8 磅砝碼1: 8不等臂天平可稱磅數表 

 

(三) 等差關係 

我們試著要從表 7~13(即1: n 不等臂天平， 2,3,...,8n  )中尋找可稱解的規律性，但是

花了很長時間都沒有發現。既然縱向找不到規律，之後念頭一轉，改採橫向方式嘗試，

果然有所發現。也就是說把出現頻率不只一次的 13 組資料擺在一起觀察，找尋規律。

目前找到其中 12 組有規律。 

為了之後方便討論，作者定義：(如圖 11) 

1. 黃色樹狀圖稱為 Y 型樹狀圖：表示符合規律 4 中的不可稱解所形成的樹狀圖，其

中，任一個節點往左的值都是增加 n ；而往右的值都是增加 1n ；且水平方向由

左到右是公差為 1 的等差數列。 

2. 粉紅色樹狀圖稱為 P 型樹狀圖：表示不符合規律 4，但亦為不可稱解所形成的樹

狀圖，其中，任一個節點往左的值都是增加 n ；而往右的值都是增加 1n ；且水

平方向由左到右是公差為 1 的等差數列。 

 
圖 11：Y 型樹狀圖與 P 型樹狀圖 

我們將利用這兩種樹狀圖在接下來的討論中。更進一步討論如圖 12 中，藍色箭頭方

向的公差為 n ，紅色箭頭方向的公差為 1n ，而綠色箭頭方向的公差為1。 

 

圖 12：三方向等差關係討論圖 
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以下針對這 12 組解，我們分兩部分討論。 

《 第一部分 》 共同規律的尋求 

在 (1,1,1,1) 、 (1,1,1,2) 、 (1,1,2,2)、 (1,1,2,3)中尋求可稱解的共同規律。 

表列轉換   

將表 7~13 的縱向表列轉換為橫向表列，因此 

1. 列出 (1,1,1,1) 在1: 2、1: 3與1: 4不等臂天平中的可稱解磅數，如表 14。 

表 14：(1,1,1,1)砝碼在不等臂天平分析表 

 

2. 列出 (1,1,1,2) 在1: 2、1: 3、1: 4與1: 5不等臂天平中的可稱解磅數，如表 15。 

表 15：(1,1,1,2)砝碼在不等臂天平分析表 

 

3. 列出 (1,1,2,2)在1: 2、1: 3、1: 4、1: 5與1: 6 不等臂天平中的可稱解磅數，如表 16。 

表 16：(1,1,2,2)砝碼在不等臂天平分析表 

 

4. 列出 (1,1,2,3)在1: 2、1: 3、1: 4、1: 5、1: 6 與1: 7 不等臂天平中的可稱解磅數，

如表 17。 

表 17：(1,1,2,3)砝碼在不等臂天平分析表 

 

 

發現與歸納 1 

從表 14～17 中，我們發現並歸納出以下幾點： 

規律 2： 

1. 在1: n 的不等臂天平中， k 磅砝碼最大的可稱解為nk 。 

2. 在重量為 1~k nk 磅之間，並非每一個重量均為可稱解。 

3. 若以連續 n 磅為一區段，則我們可以將1~ nk 磅分割成 k 個區段。 

4. 在 k 個區段中，不完全可稱的區段為最後的 ( 1)n 個區段。 
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思考轉換 

由以上的發現與歸納中，我們試著將思考做一轉換：想從不可稱解著手，希望能尋找

出不可稱解的規律性，進而求得所有可稱解的結果。 

 

整理與分析 

因此，我們又分別將表 14～17 進一步整理成表 18～21。 

表 18：(1,1,1,1)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱重量 下界 上界 

2 4 8 7 7 ( ) 214 1    7 ( 1)1 24 1     

3 4 12 
7 7 ( ) 324 1    7 ( 1)2 34 2     

10,11 10 ( ) 314 1    11 ( 1)1 34 1     

4 4 16 

5 5 ( ) 434 1    5 ( 1)3 44 3     

9,10 9 ( ) 424 1    10 ( 1)2 44 2     

13,14,15 13 ( ) 414 1    15 ( 1)1 44 1     

 

表 19：(1,1,1,2)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱重量 下界 上界 

2 5 10 9 9 ( ) 215 1    9 ( 1)1 25 1     

3 5 15 
10 10 ( ) 325 1    10 ( 1)2 35 2     

13,14 13 ( ) 315 1    14 ( 1)1 35 1     

4 5 20 

9 9 ( ) 435 1    9 ( 1)3 45 3     

13,14 13 ( ) 425 1    14 ( 1)2 45 2     

17,18,19 17 ( ) 415 1    19 ( 1)1 45 1     

5 5 25 

6 6 ( ) 545 1    6 ( 1)4 55 4     

11,12 11 ( ) 535 1    12 ( 1)3 55 3     

16,17,18 16 ( ) 525 1    18 ( 1)2 55 2     

21,22,23,24 21 ( ) 515 1    24 ( 1)1 55 1     

 

表 20：(1,1,2,2) 砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 6 12 11 11 ( ) 216 1    13 ( 1)1 26 1     

3 6 18 
13 13 ( ) 326 1    13 ( 1)2 36 2     

16,17 16 ( ) 316 1    17 ( 1)1 36 1     

4 6 24 
13 13 ( ) 436 1    13 ( 1)3 46 3     

17,18 17 ( ) 426 1    18 ( 1)2 46 2     
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21,22,23 21 ( ) 416 1    23 ( 1)1 46 1     

5 6 30 

11 11 ( ) 546 1    11 ( 1)4 56 4     

16,17 16 ( ) 536 1    17 ( 1)3 56 3     

21,22,23 21 ( ) 526 1    23 ( 1)2 56 2     

26,27,28,29 26 ( ) 516 1    29 ( 1)1 56 1     

6 6 36 

7 7 ( ) 656 1    7 ( 1)5 66 5     

13,14 13 ( ) 646 1    14 ( 1)4 66 4     

19,20,21 19 ( ) 636 1    21 ( 1)3 66 3     

25,26,27,28 25 ( ) 626 1    28 ( 1)2 66 2     

31,32,33,34,35 31 ( ) 616 1    35 ( 1)1 66 1     

 

表 21：(1,1,2,3)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 7 14 13 13 ( ) 217 1    13 ( 1)1 26 1     

3 7 21 
16 16 ( ) 327 1    16 ( 1)2 36 2     

19,20 19 ( ) 317 1    20 ( 1)1 36 1     

4 7 28 

17 17 ( ) 437 1    17 ( 1)3 46 3     

21,22 21 ( ) 427 1    22 ( 1)2 46 2     

25,26,27 25 ( ) 417 1    27 ( 1)1 46 1     

5 7 35 

16 16 ( ) 547 1    16 ( 1)4 56 4     

21,22 21 ( ) 537 1    22 ( 1)3 56 3     

26,27,28 26 ( ) 527 1    28 ( 1)2 56 2     

31,32,33,34 31 ( ) 517 1    34 ( 1)1 56 1     

6 7 42 

13 13 ( ) 657 1    13 ( 1)5 66 5     

19,20 19 ( ) 647 1    20 ( 1)4 66 4     

25,26,27 25 ( ) 637 1    27 ( 1)3 66 3     

31,32,33,34 31 ( ) 627 1    34 ( 1)2 66 2     

37,38,39,40,41 37 ( ) 617 1    41 ( 1)1 66 1     

7 7 49 

8 8 ( ) 767 1    8 ( 1)6 77 6     

15,16 15 ( ) 757 1    16 ( 1)5 77 5     

22,23,24 22 ( ) 747 1    24 ( 1)4 77 4     

29,30,31,32 29 ( ) 737 1    32 ( 1)3 77 3     

36,37,38,39,40 36 ( ) 727 1    40 ( 1)2 77 2     

43,44,45,46,47,48 43 ( ) 717 1    48 ( 1)1 77 1     

 

發現與歸納 2 

從表 18～21 中，我們又進一步發現並歸納出： 

1. 不可稱解的個數 

從表 18～21 中，對於不可稱解的個數，我們整理出表 22： 
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表 22：不可稱解的個數對應表 

n  2 3 4 5 6 

不可稱解的個數 1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5 

從表 22 中，我們歸納出： 

規律 3：在1: n不的不等臂天平中，其中不可稱解的個數為： 

( 1)
1 2 3 ... ( 1)

2

n n
n


      。 

 

2. 不可稱解的一般式 

從表 18～21 中，我們也歸納出不可稱解的一般式： 

每一區段的下界 ( ) 1k j n    

每一區段的上界 ( 1)k j n j        其中 1,2,3,..., 2, 1j n n    

規律 4：在1: n不的不等臂天平中，當 1,2,3,..., 2, 1j n n   時，不可稱解重量 x

的範圍滿足不等式： ( ) 1 ( 1)k j n x k j n j       。 

 

3. Y 型樹狀圖 

將表 18～21 中的不可稱解，整理於圖 13～16，得到 Y 型樹狀圖。 

 

圖 13：4 磅分成 1,1,1,1 不可稱解 

 

圖 14：5 磅分成 1,1,1,2 不可稱解 

 

圖 15：6 磅分成 1,1,2,2 不可稱解 
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圖 16：7 磅分成 1,1,2,3 不可稱解 

由圖 13~16 中，我們歸納出等差關係，也就是說只要找到第一個不可稱解的磅數

( ( ( 1)) 1)a k n n  為 ，公差為d ，我們就可以找出那些重量為不可稱解，進而寫成圖

17 的關係式。 

 

圖 17：不可稱解 

後來又發現公差 d 事實上就是 n，也就是說只要找到第一個不可稱解的磅數 a，就可以找

到所有的不可稱解，如圖 18。 

規律 5： 

 

圖 18：不可稱解 

 

而在實際運用上，只要用圖 18 的方法，可以很快找到 k 磅到nk 磅之間的不可稱解。

可稱解跟 n 有關是很容易理解的，因為1,2,...,k 磅都可稱，所以 ,2 ,...,n n kn當然可以
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稱出。但是不可稱解也跟 n 有關，我們猜想是因為每段可稱解加不可稱解的個數恰

好是 n 。 

  從以上一連串的轉換、整理與歸納中，我們就可以直接算出哪些重量為不可稱

解，自然就知道哪些重量為可稱解。而下一步要做的就是分析比對數據，找出更

多組不可稱的一般式。 

 

5. 公差為 1 與公差為 1 的等差關係 

另外，把表 14、15、16 與 17 的最後一組放在一起，如表 23 所示，作者又發現一個

性質：可稱解的連續個數是公差為 1 的等差數列：分別為 4,3,2,1 、 5,4,3,2,1、

6,5,4,3,2,1與7,6,5,4,3,2,1。而且此時 4,5,6,7n k  。不可稱解的連續個數是公差為

1 的等差數列：分別是1,2,3、1,2,3,4、1,2,3,4,5與1,2,3,4,5,6 。 

表 23：四組等差關係砝碼在不等臂天平分析表 

 

 

《 第二部分 》 個別規律的探索 

其他 8 種可稱解雖然尚未發現共同的規律，但我們也個別找出其規律性。 

6. (1,1,1,3)在1: 5與1: 6不等臂天平中 

作者發現 6 磅砝碼分成 (1,1,1,3)在1: 5的不等臂天平中有1 1 2 3 4    個不可稱，1: 6

的不等臂天平中有1 1 2 3 4 5     個連續不可稱。如表 24 所示。將表 24 中的不可

稱解，整理於表 25，我們發現(1,1,1,3)在1: 5的不等臂天平中，除了 8 磅是不可稱，

其餘的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖，同理在1: 6 的不等臂天平中，除了 10 磅是不可稱，

其餘的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖，如圖 19 所示。而兩個例外情形得到 P 型樹狀圖。 

表 24：(1,1,1,3)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 25：(1,1,1,3)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

5 6 30 

8 8 例外 8 例外 

11 11 ( ) 546 1    11 ( 1)4 56 4     

16,17 16 ( ) 536 1    17 ( 1)3 56 3     

21,22,23 21 ( ) 526 1    23 ( 1)2 56 2     

6 6 36 7 13 ( ) 656 1    7 ( 1)5 66 5     
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10 10 例外 10 例外 

13,14 13 ( ) 646 1    14 ( 1)4 66 4     

19,20,21 19 ( ) 636 1    21 ( 1)3 66 3     

25,26,27,28 25 ( ) 626 1    28 ( 1)2 66 2     

 

圖 19：6 磅分成 1,1,1,3 不可稱解 

7. (1,1,2,4)在1: 6、1: 7與1:8不等臂天平中 

作者發現在 8 磅砝碼分成 (1,1,2,4)在1: 6的不等臂天平有1 2 1 2 3 4 5      個不可

稱，1: 7的不等臂天平有1 1 2 3 4 5 6      個連續不可稱，而在1:8 的不等臂天平

中有1 1 2 2 3 4 5 6 7        個連續不可稱。如表 26 所示。將表 26 中的不可稱解，

整理於表 27，我們發現(1,1,2,4)在1: 6的不等臂天平中，9、15、16 形成一個 P 形樹

狀圖。其餘的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖。而同理在1: 7的不等臂天平中，11、18、

19 形成一個 P 形樹狀圖。其餘的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖。而在1:8的不等臂天平

中，13、21、22 也形成一個 P 形樹狀圖。其餘不可稱解也都滿足我們的 Y 形樹狀圖，

而在圖 20 中本來以為是例外發生，沒想到是 P 形樹狀圖。為什麼會發生 P 形樹狀圖，

是個值得研究的問題，是否還有別組解有這個性質？值得我們研究。 

表 26：(1,1,2,4)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 27：(1,1,2,4)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

6 8 48 

9 9 例外 9 例外 

15,16 15 例外 16 例外 

19 19 ( ) 658 1    19 ( 1)5 68 5     

25,26 25 ( ) 648 1    26 ( 1)4 68 4     

31,32,33 31 ( ) 638 1    33 ( 1)3 68 3     

37,38,39,40 37 ( ) 628 1    40 ( 1)2 68 2     

43,44,45,46,47 43 ( ) 618 1    47 ( 1)1 68 1     

7 8 56 

11 11 例外 11 例外 

15 15 ( ) 768 1    15 ( 1)6 78 6     

18,19 18 例外 19 例外 
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22,23 22 ( ) 758 1    23 ( 1)5 78 5     

29,30,31 29 ( ) 748 1    31 ( 1)4 78 4     

36,37,38,39 36 ( ) 738 1    39 ( 1)3 78 3     

43,44,45,46,47 43 ( ) 728 1    47 ( 1)2 78 2     

50,51,52,53,54,55 50 ( ) 718 1    55 ( 1)1 78 1     

8 8 64 

9 9 ( ) 878 1    9 ( 1)7 88 7     

13 13 例外 13 例外 

21,22 21 例外 22 例外 

17,18 17 ( ) 868 1    18 ( 1)6 88 6     

25,26,27 25 ( ) 858 1    27 ( 1)5 88 5     

33,34,35,36 33 ( ) 848 1    36 ( 1)4 88 4     

41,42,43,44,45 41 ( ) 838 1    45 ( 1)3 88 3     

49,50,51,52,53,54 49 ( ) 828 1    54 ( 1)2 88 2     

57,58,59,60,61,62,63 57 ( ) 818 1    63 ( 1)1 88 1     

 
圖 20：8 磅分成 1,1,2,4 不可稱解 

8. (1,2,2,3)在1: 2、1: 3、1: 4與1: 5不等臂天平中 

8 磅砝碼分成 (1,2,2,3)在1: 2、1: 3、1: 4與1: 5不等臂天平中的情形整理在表 28。將

表 28 中的不可稱解，整理於表 29 與圖 21。我們發現(1,2,2,3)在1: 2的不等臂天平中，

11 磅滿足 P 形樹狀圖。在1: 3的不等臂天平中，17 磅滿足 P 形樹狀圖。在1: 4的不

等臂天平中， 23 磅滿足 P 形樹狀圖。在1: 5的不等臂天平中， 29 磅滿足 P 形樹狀

圖。其餘的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖。 

表 28：(1,2,2,3)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 29：(1,2,2,3)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 8 16 
11 11 例外 11 例外 

15 15 ( ) 218 1    15 ( 1)1 28 1     

3 8 24 

17 17 例外 17 例外 

19 19 ( ) 328 1    19 ( 1)2 38 2     

22,23 22 ( ) 318 1    23 ( 1)1 38 1     
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4 8 32 

21 21 ( ) 438 1    21 ( 1)3 48 3     

23 23 例外 23 例外 

25,26 25 ( ) 428 1    26 ( 1)2 48 2     

29,30,31 29 ( ) 418 1    31 ( 1)1 48 1     

5 8 40 

21 21 ( ) 548 1    21 ( 1)4 58 4     

26,27 26 ( ) 538 1    27 ( 1)3 58 3     

29 29 例外 29 例外 

31,32,33 31 ( ) 528 1    33 ( 1)2 58 2     

36,37,38,39 36 ( ) 518 1    39 ( 1)1 58 1     

 
圖 21：8 磅分成 1,2,2,3 不可稱解 

9. (1,1,2,5)在1: 2與1: 3不等臂天平中 

作者發現在 9 磅砝碼分成 (1,1,2,5)在1: 2與1: 3不等臂天平中滿足 Y 形樹狀圖。如表

30 所示。將表 30 中的不可稱解，整理於表 31。我們發現(1,1,2,5)在1: 3的不等臂天

平中 10 磅滿足 P 形樹狀圖。其餘的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖。 

表 30： (1,1,2,5)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 31： (1,1,2,5)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 9 18 17 17 ( ) 219 1    17 ( 1)1 29 1     

3 9 27 

10 10 例外 10 例外 

22 22 ( ) 329 1    22 ( 1)2 39 2     

25,26 25 ( ) 319 1    26 ( 1)1 39 1     

 
圖 22：9 磅分成 1,1,2,5 不可稱解 

10. (1,1,3,3)在1: 2與1: 3不等臂天平中 

在 8 磅砝碼分成 (1,1,3,3)在1: 2與1: 3不等臂天平中的情形整理如表 32 所示。再將表

32 中的不可稱解，整理於表 33 與圖 23。我們發現(1,1,3,3)在1: 2的不等臂天平中，

9 磅滿足 P 形樹狀圖。在1: 3的不等臂天平中 10、13、14 磅滿足 P 形樹狀圖。其餘

的不可稱解滿足 Y 形樹狀圖。 
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表 32： (1,1,3,3)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 33： (1,1,3,3)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 8 16 
9 9 例外 9 例外 

15 15 ( ) 218 1    15 ( 1)1 28 1     

3 8 24 

10 10 例外 10 例外 

13,14 13 例外 14 例外 

19 19 ( ) 328 1    19 ( 1)2 38 2     

22,23 22 ( ) 318 1    23 ( 1)1 38 1     

 
圖 23：8 磅分成 1,1,3,3 不可稱解 

11. (1,1,3,4)在1: 2與1: 3不等臂天平中 

9 磅砝碼分成 (1,1,3,4)在1: 2與1: 3不等臂天平中的情形整理在表 34。將表 34 中的不

可稱解，整理於表 35 與圖 24。我們發現 (1,1,3,4)在1: 2的不等臂天平中，11 磅滿足

P 形樹狀圖。在1: 3的不等臂天平中， 13、16、17 磅滿足 P 形樹狀圖，其餘的不可

稱解滿足 Y 形樹狀圖。 

表 34： (1,1,3,4)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 35： (1,1,3,4)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 9 18 
11 11 例外 11 例外 

17 17 ( ) 219 1    17 ( 1)1 29 1     

3 9 27 

13 13 例外 13 例外 

16,17 16 例外 17 例外 

22 22 ( ) 329 1    22 ( 1)2 39 2     

25,26 25 ( ) 319 1    26 ( 1)1 39 1     

 

圖 24：9 磅分成 1,1,3,4 不可稱解 

12. (1,2,2,2)在1: 2、1: 3與1: 4不等臂天平中 

7 磅砝碼分成 (1,2,2,2)在1: 2、1: 3與1: 4不等臂天平中的情形整理在表 36。將表 36
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中的不可稱解，整理於表 37 與圖 25。我們發現 (1,2,2,2)在1: 2的不等臂天平中，除

了 9 磅是不可稱。在1: 3的不等臂天平中，除了 8、14 磅是不可稱。在1: 4的不等臂

天平中，除了 9、11、19 磅是不可稱。這三組不可稱解目前沒找到規律，其餘的不

可稱解滿足 Y 形樹狀圖。 

表 36： (1,2,2,2)砝碼在不等臂天平分析表 

 

表 37： (1,2,2,2)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 7 14 
9 9 例外 9 例外 

13 13 ( ) 217 1    13 ( 1)1 27 1     

3 7 21 

8 8 例外 8 例外 

14 14 例外 14 例外 

16 16 ( ) 327 1    16 ( 1)2 37 2     

19,20 19 ( ) 317 1    20 ( 1)1 37 1     

4 7 28 

9 9 例外 9 例外 

11 11 例外 11 例外 

19 19 例外 19 例外 

17 17 ( ) 437 1    17 ( 1)3 47 3     

21,22 21 ( ) 427 1    22 ( 1)2 47 2     

25,26,27 25 ( ) 417 1    27 ( 1)1 47 1     

 

圖 25：7 磅分成 1,2,2,2 不可稱解 

13. (1,2,3,4)在1: 2、1: 3與1: 4不等臂天平中 

10 磅砝碼分成 (1,2,3,4)在1: 2、1: 3與1: 4不等臂天平中的情形整理在表 38。將表

38 中的不可稱解，整理於表 39 與圖 26。我們發現 (1,2,3,4)在1: 2的不等臂天平中，

除了 15 磅是不可稱。在1: 3的不等臂天平中，除了 16、23 磅是不可稱。在1: 4的不

等臂天平中，除了 22、31 磅是不可稱。這三組不可稱解目前沒找到規律，但其中的

某兩項公差為 2n，為什麼有這種情形？作者還在討論中。其餘的不可稱解滿足 Y 形

樹狀圖。 

表 38： (1,2,3,4)砝碼在不等臂天平分析表 
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表 39： (1,2,3,4)砝碼在不等臂天平整理 

n  k  
最大可

稱重量 

每一區段 

不可稱的重量 下界 上界 

2 10 20 
15 15 例外 15 例外 

19 19 ( )0 211 1    19 ( 1)10 21 1     

3 10 30 

16 16 例外 16 例外 

23 23 例外 23 例外 

25 25 ( )0 321 1    25 ( 1)10 32 2     

28,29 28 ( )0 311 1    29 ( 1)10 31 1     

4 10 40 

22 22 例外 22 例外 

31 31 例外 31 例外 

29 29 ( )0 431 1    29 ( 3 1)0 41 3     

33,34 33 ( )0 421 1    34 ( 2 1)0 41 2     

37,38,39 37 ( )0 411 1    39 ( 1)10 41 1     

 

圖 26：10 磅分成 1,2,3,4 不可稱解 

14. (2,3,4,5) 在1: 2、1: 3與1: 4不等臂天平中 

而(2,3,4,5)是目前所有出現兩次以上，但是還沒找到規率唯一的一組，如表 40 所示，

作者還在探討規律中。 

表 40： (2,3,4,5) 砝碼在不等臂天平分析表 

 

三、 2 : n不等臂天平的討論 

接著討論 :m n不等臂天平。從 2 : n開始討論。目前發現 2: 3有 8 組可稱解，2: 5有 4

組可稱解！因為1: n最大的可稱解發生在 8n  ，所以我們考慮最多找到 2 :17。而 2 : 7、

2 : 9、 2:11、2:13、 2:15與2 :17尚未找到可稱解。 k 磅砝碼摔成四塊在2 : 3不等臂天

平上的部份可稱解列於工作手冊。結果整理於表 41。k 磅砝碼摔成四塊在2 : 5不等臂天

平上的部份可稱解列於工作手冊。結果整理於表 42。表 41 與表 42 中，藍色方格表示 1

至 k 磅的可稱解；紅色方格表示 k 磅以上的可稱解。 
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表 41：6 磅至 13 磅砝碼 2: 3不等臂天平可稱磅數表 

 

表 42：8 磅至 11 磅砝碼 2: 5不等臂天平可稱磅數表 

 

柒、結論 

在等臂天平中： 

一、在等臂天平中，作者找到並證明了 k 磅的砝碼分成 i 塊時，此時只有唯一可稱解，

且 k 的上限值是
3 1

2

i 
；而當 k 的值小於

3 1

2

i 
時，可能不只一組可稱解。當 k 的值

大於
3 1

2

i 
時，可稱解不存在。 

二、在等臂天平中，當 2 11 3 3 ... 3ik      時，此時必為可稱；且其中一組可稱解為 1

磅、3 磅、 23 磅、...、 23i 與 2 2(1 3 3 ... 3 )ik      磅。                                                  

在1: n的不等臂天平中： 

三、目前找到 n 的最大值是 8，最大可測重量是在1: 8不等臂天平中可測得 64 磅。 

四、若 k 磅砝碼在1: n不等臂天平中可稱，則這一組砝碼最多可以測到 nk 磅重，而且

1nk  磅重必測不到。 

五、找到 Y 型樹狀圖不可稱解的一般式。 

當 1,2,3,..., 2, 1j n n   時，會有n j 個不可稱，而不可稱重量 x 的範圍滿

足不等式： ( ) 1 ( 1)k j n x k j n j       。 
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六、找到 Y 型樹狀圖與 P 型樹狀圖中，當 a 為不可稱解，則a n 與 1a n  亦為不可稱。 

七、當5 8n  時，可以使用 Y 型樹狀圖與 P 型樹狀圖求出所有不可稱解的一般式。 

八、在1: n的不等臂天平中，當 4n k  、5、6 與 7 時， (1,1,1,1)、 (1,1,1,2)、(1,1,2,2)、

(1,1,2,3)的可稱解的個數是公差為 1 的等差數列，不可稱解的個數是公差為1的等

差數列。 

九、下一步希望使用1: n不等臂天平的性質，推廣到 :m n不等臂天平的情形並持續對目

前資料分析比對。目前 2 : n不等臂天平找到 2: 3與2: 5兩組。而3: n以上不等臂天

平的解尚未找到，2 : 7、2 : 9、2:11、2:13與2:15尚未找到；目前進度是開始找3: 4

的可稱解。 

 

捌、參考資料 

[1]  謝宜臻、蔡孟辰、李吾燕、曾嫚儀 (2016)。數字魔法所變出的超級砝碼。第 56 屆

嘉義縣科學展覽會數學組第二名。 

[2] 許志農(2014)。隱藏的和諧比看得見的和諧來得好…隱藏在天平上的和諧。2017 年

5 月 10 日，取自 pisa.math.ntnu.edu.tw/attachments/article/904/meet23.pdf 

[3] 趙文敏(2004)。砝碼問題。寓數學於遊戲第二輯(p42~p43)。九章書局。 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 

【評語】080403  

此參展作品乃是將梅齊裏亞克的砝碼問題，由等臂天平延伸至

不等臂天平的情況，深具挑戰性。作者由簡入繁地逐步進行研究問

題的解析，其研究流程圖清楚呈現了控因與變因以及循序漸進的探

討步驟符合科學探究的精神。 

在等臂天平（1:1）的情形中，作者引進了 3進位的概念來討論

何時 k磅砝碼碎裂成 i塊時，可以利用等臂天平稱出 1至 k磅間，

所有整數磅數物品的問題，並做出＂當砝碼質量 k=(3i-1) 時, i-碎裂

是可稱的＂的結論，這是一個很不錯的結果。 

對於不等臂天平的問題，作者只探討到 1:n的情形，其它情形

（m:n）尚在努力中。作者雖未完全解決他想要討論的問題，但就

其目前所呈現的研究成果，可看出他所下努力，值得嘉許。 

F:\中小科展_57屆\排版\080403-評語 

 



壹壹壹壹、、、、    研究研究研究研究動機動機動機動機 
作者推廣 1624 年德國數學家梅齊裏亞克的砝碼問題由等臂天平延伸至不等臂天平。考慮若 k為正整數，一

個 k磅的砝碼，碎成 i塊整數磅數的小砝碼，是否可以用等臂天平和這 i塊的砝碼來稱 1至 k磅之間的整數磅

數物品？進一步延伸是否可以用1: n的不等臂天平不等臂天平不等臂天平不等臂天平和這 4塊的砝碼來稱 1至 nk磅之間的整數磅數的物品？  

貳貳貳貳、、、、    研究目的研究目的研究目的研究目的 
一、 名詞解釋及定義 
設 i與 k為正整數，m與n為大於 1且互質的正整數，m n< 。待測物品可以放在天平的任一側，砝碼可以不

全使用，可以放在天平的任一側。討論 k磅砝碼分成 i塊在等臂天平、1: n不等臂天平與 :m n不等臂天平中： 
(一) 可稱可稱可稱可稱：k磅的砝碼碎成 i塊，若能稱出 1磅至 k磅之間整數磅數的物品，使用等臂天平時，稱為1:1可可可可

稱稱稱稱或等臂可稱等臂可稱等臂可稱等臂可稱；若使用1: n不等臂天平，稱為1: n可稱可稱可稱可稱；若使用 :m n不等臂天平，稱為 :m n可稱可稱可稱可稱。 
(二) 可稱解可稱解可稱解可稱解：：：：在1: n可稱可稱可稱可稱與 :m n可稱可稱可稱可稱中，k磅的砝碼碎成4塊，所有可以稱出的磅數，稱為可稱解。 
(三) 不可稱解不可稱解不可稱解不可稱解：：：：在1: n可稱可稱可稱可稱與 :m n可稱可稱可稱可稱中，，，，大於k磅到最大可稱磅數之間無法稱出的重量，稱為不可稱解。 

(四) Y型型型型數數數數狀圖狀圖狀圖狀圖與與與與 P型型型型數數數數狀圖狀圖狀圖狀圖：：：：研究過程出現不只一次的資料中，用這兩種數狀圖表示不可稱解的規律。 

二、 研究問題 
(一) 在等臂天平中： 

1. k磅的砝碼分成 1塊、2塊、3塊與 4塊是是否可稱？ 
2. k磅的砝碼分成 i塊是否可稱？其一般式為何？ 

表 1：4磅砝碼分成(1,1,1,1)  

 
(二) 在不等臂天平不等臂天平不等臂天平不等臂天平中： 

1. 在1: n不等臂不等臂不等臂不等臂天平天平天平天平與 :m n不等臂天平不等臂天平不等臂天平不等臂天平中，k磅的砝碼分成 4塊是否可稱？ 
2. 在1: n不等臂天平不等臂天平不等臂天平不等臂天平中，找出1: n不等臂天平有可稱解時，n的最大值與最大可稱磅數。 
3. 找出1: n不等臂天平不等臂天平不等臂天平不等臂天平中不可稱解的一般式。 

參參參參、、、、    研究研究研究研究流流流流程程程程與與與與方法方法方法方法 

 
  圖 1：研究流程圖 

肆肆肆肆、、、、    研究結果研究結果研究結果研究結果 
一、 等臂天平的討論 

(一) 使用列舉法討論砝碼分成 1塊、2塊、3塊與 4塊的情形。 
(二) 將 40磅的砝碼分成 4塊有 16組。其中只有(1,3,9,27)為等臂可稱。 
(三) 使用三進位來找其中一組解：砝碼與等臂天平有三個狀態，放在

天平的左邊、右邊或不使用；以 100磅的砝碼為例： 

 
圖 2：滿足 40磅砝碼分成 4塊的等臂可稱 

         4 3 2 1 01 2 1100 3 0 3 3 0 3 3= × + × + × + × + × 4 3 2 1 01 (3 1) 13 0 3 3 0 3 3= × + × + × + × + ×−  

            4 3 2 1 01 1 13 3 313 3 0= × + × × + × + ×− 11 181 27 9 0 3 1 1= × + × × × +− + ×  
即 1磅、27磅、81磅砝碼放一邊，待測物品 100磅與 9磅砝碼放另一邊。 

(四) k磅的砝碼分成 i塊的一種三進位解：我們發現只要將砝碼轉成 3進位，並將 2調整成3 1− ，就可以直
接找到待測重量與對應砝碼的關係。 

(五) 當 2 11 3 3 ... 3ik −≤ + + + + 時，必為可稱；且其中一組砝碼重量為 1磅、3磅、 23 磅、...、 23i− 與 

2 2(1 3 3 ... 3 )ik −− + + + + 磅。此時 k的最大重量為
3 1

2

i −
磅。 

二、 不等臂天平的討論 

 
圖 3：槓桿原理 

 
圖 4：1: 2不等臂天平數學實驗 

 
圖 5：1: 3不等臂天平數學實驗 

表 2：1: 2不等臂天平可稱解示例表 

4 1 1 1 1= + + +  
1 1 1 2+ = ×  2 1 2= ×  3 1 (1 1) 2+ = + ×  4 (1 1) 2= + ×  
5 1 (1 1 1) 2+ = + + ×  6 (1 1 1) 2= + + ×   8 (1 1 1 1) 2= + + + ×  



三、資料轉換 
(一) 分析出現不只一次的磅數組合在1: n不等臂天平中不可稱解的 Y型數狀圖與 P型數狀圖的性質與一般式。 

表 3：12組1: n不等臂天平分析表 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
表 4：(1,1,1,1) 不可稱解重量整理表 

 

 
圖 6：(1,1,1,1)不可稱解 

表 6：(1,1,2,3) 不可稱解重量整理表 

 

 
圖 8：(1,1,2,3)不可稱解 

表 5：(1,1,1,2) 不可稱解重量整理表 

 

 
圖 7：(1,1,1,2)不可稱解 

表 7：(1,1,2,2) 不可稱解重量整理表 

 

 
圖 9：(1,1,2,2)不可稱解  



圖 10：不可稱解磅數一般式 
 

圖 11：Y型數狀圖與 P型數狀圖規律圖 

Y型型型型數狀圖數狀圖數狀圖數狀圖不可稱解性質與一般式： 

1. 最大可稱磅數為nk磅；而且 1nk − 磅必為不可稱解；共有 1n − 層； 

2. 不可稱解的個數為
( 1)

2

n n −
；可稱解的個數為

( 1)

2

n n
nk

−− 。。。。 

3. 若a磅為不可稱解，則a n+ 磅與 1a n+ + 磅必為不可稱解。 
4. 當 1,2,3,..., 2, 1j n n= − − 時，會有n j− 個不可稱。且不可稱重量 x的範圍滿足不等式：

( ) 1 ( 1)k j n x k j n j− + ≤ ≤ − + − 。 

 

 
表 8：(1,1,2,4) 不可稱解重量整理表 

 
 

 
圖 12：(1,1,2,4)不可稱解 

表 9：(1,2,2,2) 不可稱解重量整理表 

 

  
圖 13：(1,2,2,2)不可稱解 

 
圖 14：利用不變量與逆推法找 Y型數狀圖 

(二) 等差關係： 
表 10：可稱解個數與不可稱解個數在不等臂天平的等差關係 

 

伍伍伍伍、、、、結論結論結論結論與未來展望與未來展望與未來展望與未來展望 
(一) 在等臂天平中： 

作者找到並證明了 k磅的砝碼分成 i塊時， k的上限值是
3 1

2

i −
，且此時只有一組可稱解。 

(二) 在不等臂天平中： 

1. 若 k磅砝碼在1: n不等臂天平中可稱，則這組砝碼最大可稱磅數為nk，而且 1nk − 磅必為不可稱解。 

2. 在1: n不等臂天平中，n的最大值為 8。最大可稱重量是在1: 8不等臂天平中可稱得 64磅。                                                

3. 找到 Y型數狀圖不可稱解的一般式一般式一般式一般式；而 P型數狀圖中不可稱解的一般式，尚在討論中。 

4. 找到 Y型數狀圖與 P型數狀圖中，當a為不可稱解，則a n+ 與 1a n+ + 亦為不可稱。 

5. 當 5n = 、6、7、8時，可以使用 Y型數狀圖與 P型數狀圖求出所有不可稱解的一般式。  

6. 在表 10中可稱解的個數是公差為 1− 的等差數列，不可稱解的個數是公差為1的等差數列。 

(三) 未來展望： 

使用1: n不等臂天平的性質，推廣到 :m n不等臂天平的情形；並持續對目前資料分析比對。目前 2 : n不

等臂天平找到2 : 3與2 : 5兩組，而2 : 7、2 : 9、2 :11、2 :13、2 :15與2 :17尚未找到可稱解。 
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