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摘要 

 
這個遊戲是個層層堆疊的數列，代表了一種有趣的乘法結果記錄：某一層的數列是將上一層的每

一碼乘以 2 的乘積，依序排列起來。我們要求的是在第幾層時數列的長度會超過 1000 位？ 

我們還研究了乘數是 3、4、5、…、10 的情形。 

本作品使用的方法為直觀觀察、樹狀圖和有向圖，去找到遞迴式。很遺憾，一直乘以 7 沒有找到

一般式。然而，我們可以利用有向圖求得：給定某次運算後，知道其數字分佈後，透過「矩陣運算」

得到下次運算後的長度。 

 

 

 

 

壹、前言 

 

一、題目來源 
 
學校辦理數學競賽，有一道題目[1]。 

題目 1.1.1.  小定剛學背九九乘法表時，把 2 的九九乘法背得很熟。 

 

2×1=2，2×2=4，……，2×9=18 

 

他記得老師說，學會九九乘法表就可以做乘法了。於是小定大展身手，從 1 開始一直乘以 2，寫

下一連串的結果。但是，他以為對的乘法是錯的，因為每一次他都把每一個數字乘以 2，然後再寫在

一起。比如小定把 16「乘以 2」是得到 212，因為他以為是把 1×2=2 以及 6×2=12 拆開來乘再合在一

起，所以 

16×2=212                                  (1.1.2) 

於是從 1 開始他得到 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.1.3 
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請問， 

從 1 開始「乘以 2」3 次，得到的答案是多少數值?                                      (1.1.4) 

從 1 開始「乘以 2」10 次，得到的答案是多少數值?                                     (1.1.5) 

給定 10 進位，從 1 開始至少要「乘以 2」幾次，得到的答案超過 1000 位數?                (1.1.6) 

 

 

二、名詞定義 
 

規定 

定義 1.2.1.  kn

jiG ,

, ：一直乘以 n ， k 進位法，乘 i次，從左邊往右數到第 j 個。 

 

一直乘以 2 為例， 

1= 10,2

1,0G ，2= 10,2

1,1G ，4= 10,2

1,2G ，8= 10,2

1,3G ，16= 10,2

2,4

10,2

1,4 GG ，212= 10,2

3,5

10,2

2,5

10,2

1,5 GGG 。  

 

規定 

 

定義 1.2.2.  kn

iG , ：一直乘以 n ， k 進位法，乘 i次的長度。 

 

如此， 

1= 10,2

1,0G ，但，為了作遞迴式規定 10,2

0G =1。                    (1.2.3) 

 

規定 

定義 1.2.4.   kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,， 為一直乘以 n ， k 進位法，乘 i次，第 j 個數字到第 t個數字，其中， tj  。 

 

例如，   1610,2

2,4

10,2

1,4 GG ， = 10,2

2,4

10,2

1,4 GG ，  10,2

3,5

10,2

1,5 GG ， =212= 10,2

3,5

10,2

2,5

10,2

1,5 GGG ，  kn

ji

kn

ji GG ,

,

,

,，
kn

jiG ,

, 。 

 

 

三、研究目的 

 

研究一直乘以某一個小於 10 的自然數，進位後即佔住其位置， 10,n

iG 長度的一般式。 
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四、文獻探討 

 

(一)乘法:    第 44 屆國展國小組數學科「乾坤大挪移 AB×CD＝BA×DC 的研究」[2，P1]。 

(二)遞迴運算:第 44 屆國展國小組數學科「小朋友上樓梯—費氏數列的推廣與應用」[3，P6]。 

(三)矩陣運算:第 51 屆國展國小組數學科「方塊田田又填填」[4，P5]。如圖 1.4.1、圖 1.4.2 及圖 1.4.3。 

 

 

 

 

 

 

圖 1.4.1                 圖 1.4.2                   圖 1.4.3 

(四)基底轉換:第 56 屆國展國小組數學科「螞蟻回家—等角環形最短路徑之探討」[5，P2]。 

(五)自我相似:第 56 屆國展國小組數學科「神算」[6，P14]。 

(六)尺規作圖:第 48 屆國展國中數學科，「弧弧相切－多邊形內相切弧的探討」[7，P7]。 

 

 

五、本研究的特色 
 

一、這是臺灣國際科展及全國科展第一篇討論特殊乘法長度的作品，如圖 1.1.3.及圖 1.5.1。 

二、利用遞迴、奇偶性猜測、有向圖、變形有向圖、矩陣等不同的數學方法，尋找 kn

iG , 的長度。 

    如圖 1.5.1、圖 1.5.2、圖 1.5.3、圖 1.5.4 及圖 1.5.5。 

三、提出數學的一般式演算方法後，針對這種整數數學運算後的數量問題、對稱性、存在性、唯一性、

自我相似及基底轉換提出討論。 

四、提出通訊碼的構想。 
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   圖 1.5.1           圖 1.5.2          圖 1.5.3         圖 1.5.4            圖 1.5.5 
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貳、10 進位，一直乘以 2 

一、直觀觀察 

 

已經知道 

221  。                                 (2.1.1) 

422  。                                 (2.1.2) 

824  。                                 (2.1.3) 

1628  。                                 (2.1.4) 

1226  。                                 (2.1.5) 

 

發現 

事實 2.1.6.  2= 10,2

1,1G ， 10,2

1G =1：212= 10,2

3,5

10,2

2,5

10,2

1,5 GGG ， 310,2

5 G  
10,2

2G =1， 10,2

3G =1， 10,2

4G =2， 10,2

6G =3， 10,2

7G =3， 10,2

8G =5， 10,2

9G =8， 
10,2

10G =9， 10,2

11G =9， 10,2

12G =13， 10,2

13G =21， 10,2

14G =26。 

 

得到 

i =11>9= 10,2

11G ，但是， i =12<13= 10,2

12G 。 

 

事實 2.1.7.  當 i 11 時， i
10,2

iG ；當 i 12 時， i
10,2

iG 。 

 

事實 2.1.8.  10 進位，一直乘以 2 全部運算後，會出現偶數 2、4、6、8，但不出現 0；會出現奇數 1，

但不出現 3、5、7、9。 

 

性質 2.1.9.  當 ji  時， 10,2

iG  10,2

jG 。 

[證明] 依據事實 2.1.8，10 進位，一直乘以 2 的結果，只會出現 1、2、4、6、8。 

      由 221  ， 422  ， 824  ，運算後，只會讓長度維持 1 個。 

      由 1628  ， 1226  ，運算後，只會讓長度變成 2 個。 

性質 2.1.9.得證。                                                                   □ 

 

 

二、樹狀圖 

 

發現 

演算方法 2.2.1.  當以 10 為底，一直乘以 2，把各列的數字作下面的畫記 

若，到下一列還是只有 1 個位置的數，寫成 0 和  ； 

若，到下一列會變成占 2 個位置的數，寫成 1 和   。 
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根據式子 2.1.1 到式子 2.1.5，寫成 0 和  ，有 221  ， 422  ， 824  的運算。 

                          寫成 1 和  ，有 62=12， 1628  的運算。 

 

如此，以 10 為底，一直乘以 2，前 9 列的運算，會有表 2.2.2 的情形。 

表 2.2.2、一直乘以 2 的前 8 次運算 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

撇開 1 不看，將成為一個三角形。此時，圖 2.2.3 也同圖 1.5.1。 

 

 

 

 

 

圖 2.2.3 

 

那麼我們可以寫成 

 

120  ， 221  ， 422  ， 823  ， 1624  。 

 

但是， 

 

若我們再進行 1 次運算，數列卻會變為 21225  。 

 

也就是 

 

數值 8 的 2 次乘以 2 為 212。                         (2.2.4) 

 

得到 

事實 2.2.5. 第 1 次出現   標記，由數值 1 變成數值 2。 

第 2 次出現   標記，由數值 2 變成數值 4。 

第 3 次出現   標記，由數值 4 變成數值 8。 

數值 8 之後的運算， 1628  ，以    ，前面的數值是 1，後 1 位的數值是 6。 

數值 8 之後的 2 次運算以   和    表示 12=2 和 62=12。 
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三、解的範圍 

 

考慮做 2 的運算次數和 10,2

iG 的長度，如圖 2.3.1。其中， 15i 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.3.1 

 

再做 10,2

iG 的長度和 i2 數量的比較，此時， 10i ，如圖 2.3.2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.3.2 

 

如此，發現兩件事：在 15i 成立， 10,2

iG 的長度屬於遞增的函數。 

                  2 的乘冪，增加得很快。 

 

再考慮性質 2.1.9，得到 

性質 2.3.3.  10,10,

1

10, 2 n

i

n

i

n

i GGG   ，其中， 10n ， n為正整數。 

[證明] 10n ， n為正整數，所以， 9n 。 

       因為，經過一次乘以 n的運算， 1008199)1()1(  nn =1010。 

       性質 2.3.3.，得證。 
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參、影響區域 
 

一、影響區域 

 

規定 

定義 3.1.1.  取 kn

jiG ,

, 和 kn

tsG ,

, ，若 si  ，且 kn

jiG ,

, 可以生成 kn

tsG ,

, ，則稱 kn

tsG ,

, 在 kn

jiG ,

, 的影響區域； 

                         若 si  ，且 kn

jiG ,

, 不可以生成 kn

tsG ,

, ，則稱 kn

tsG ,

, 不在 kn

jiG ,

, 的影響區域。 

 

例如， 10,2

1,5G =2 在 10,2

1,4G =1 的影響區域內，但 10,2

3,5G =2 不在 10,2

1,4G =1 的影響區域內。 

 

 

如此，會有 

      一個父親可能有 2 個兒子，如圖 3.1.2。 

      但，一個兒子不能有 2 個父親， 

如圖 3.1.3，圖 3.1.4 的情形。                  圖 3.1.2      圖 3.1.3      圖 3.1.4 

 

考慮，函數的特性可以 1 對 1，也可以多對 1，函數不可以 1 對多，不可以多對多。 

      但，本研究的運算過程可以 1 對 1 也可以 1 對多，本研究不可以多對 1，也可以多對多。 

 

事實 3.1.5.  影響區域的集合關係，只有兩種情形: 

第一種情形包含關係，取 kn

jiG ,

, 和 kn

tsG ,

, ， 

           若 si  ，且 kn

tsG ,

, 在 kn

jiG ,

, 的影響區域，如圖 3.1.6。 

第二種情形交集為空集合，二者沒有交集，如圖 3.1.7。           圖 3.1.6          圖 3.1.7 

 

換句話， 

兩點的影響區域不是包含關係，就是交集是空集合，二選一。             (3.1.8) 

 

 

二、可交換性 
 

事實 3.2.1.  在 10 進位，一直乘以 2，設 210,2

,

10,2

,  tiji GG ， 410,2

1,

10,2

1,   tiji GG ，如圖 3.2.2。 

 

 

圖 3.2.2 
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此時，因為， 210,2

,

10,2

,  tiji GG ， 410,2

1,

10,2

1,   tiji GG 都在第 i列，這 4 個數值的影響區域都不會互相影響，

也就是，交集為空集合。如圖 3.2.3、圖 3.2.4 及圖 3.2.5。 

如此，數列( ，10,2

, jiG (24))10,2

1, jiG 在經過 s 次運算後長度和 

數列 ，10,2

1,( tiG (42))10,2

, tiG 在第 s次運算後長度相同。   

此時， is  。 

圖 3.2.4 及圖 3.2.5 數值 2 影響區域為黃色，                  圖 3.2.3   圖 3.2.4     圖 3.2.5 

                數值 4 的影響區域為綠色。 

                數值 24 經過 s次運算後長度為藍色，數值 42 經過 s 次運算後長度為紅色。 

二者長度相同。 

 

推理 

性質 3.2.6.  數列 424 所產生的後代 10.2

iG 長度和數列 244 所產生的後代的 10.2

iG 的長度，互相相同。 

[證明]數列 424 及數列 244 均有 2 個數值是 4，1 個數值是 1，其後代的影響區域互相獨立。 

     如圖 3.2.7、圖 3.2.8 及圖 3.2.9。其中，圖 3.2.9 經過 s 次運算的藍色長度和紅色長度等長。 

性質 3.2.6，證明完畢。                                                            □ 

 

不過，現實中，10 進位，一直乘以 2， 

會出現 424 的數列，不會出現 244 的數列。 

但是，計算 10.2

iG 長度，只管其影響區域的 

關係，不討論某一個數列的排列順序。 

                                                   圖 3.2.7    圖 3.2.8    圖 3.2.9 

 

性質 3.2.10.  若某兩數列，數值
1a 各有

1b 個，
2a 有各

2b 個， 3a 有各 3b 個，…， ja 各有 jb 個，則不論

這兩個數列的數值的排列次序為何，二個數列的 10.n

iG 長度均相同。其中， 10n 。 

[證明]後代影響區域，互相獨立。 

性質 3.2.10 證明完畢。                                                                 □ 

 

推理 

事實 3.2.11  數值 1a 有 1b 個，數值 2a 有 2b 個，數值 3a 有 3b 個，…，數值 ja 有 jb 個的數列， 

若



j

i

i mb
1

，則該排列的相異種類有




j

i

ib

m

1

)!(

!
個。 

 

但是，不管怎麼排列，事實 3.2.11 的




j

i

ib

m

1

)!(

!
個數列的 10.n

iG 長度均相同。 
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性質 3.2.12.   kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,，  kn

vs

kn

us GG ,

,

,

,， ， kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,， 下一次運算和  kn

vs

kn

us GG ,

,

,

,， 下一次運算的結果相同。 

[證明]依照題目 1.1.1 的規定，任何運算後的位置，不會受到其他因素的影響。 

     也就是，一個父親可能會有 1 個兒子或 2 個兒子，如圖 3.1.2 

     但是，1 個兒子不會有兩個父親，如圖 3.1.3 及圖 3.1.4。 

     圖 3.2.13 為示意圖。 

     性質 3.2.12 證明完畢。                                                圖 3.2.13     □ 

 

 

 

 

肆、遞迴 

 

以下討論遞迴的一般式 

性質 4.1.1.  當 5i 時， 10,2

iG 10,2

5

10,2

42   ii GG 。 

[證明]事實 2.1.6，直觀觀察，10 進位，一直乘以 2 的結果。 

     依照性質 3.2.10，  kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,，  kn

vs

kn

us GG ,

,

,

,， ，  kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,， 下一次運算和  kn

vs

kn

us GG ,

,

,

,，  

     
下一次運算的結果相同。 

考慮圖，4.1.2， 310,2

5 G ，   )212(10,2

3,5

10,2

1,5 GG ， ，2 個藍框及 1 個橘框。 

                  110,2

1,0 G ，橘框； 

                  210,2

1,1 G ，藍框。                                           圖 4.1.2      

性質 4.1.1，證明完畢。                                                          □ 

 

使用 Excel 軟體，發現 10,2

28G 781 及 10,2

29G 1048。如此，我們可以得到 

 

答案 4.1.3.  題目 1.1.1 中，式子 1.1.4、式子 1.1.5 和式子 1.1.6 的答案，如下 

10,2

3G =1， 10,2

10G =9， 1048100078110,2

28 G = 10,2

29G 。 

 

發現 

性質 4.1.4. 一直乘以 2，從左到右看，若出現 1、2 或 4，那麼這些碼的下一次運算得到的位數和原位

數一致；若出現
1n 個 6 或出現

2n 個 8，下次運算就增加
21 nn  位數。 

[證明]因為 21，22，24 的積皆為 1 位數，而 26，28 的積皆為 2 位數。性質 4.1.5，得證。□ 
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二、廣義的影響區域 

讓我們考慮 10 進位，一直乘以 5，發現， 

性質 4.2.1( 10,5

iG 遞迴式)   10,5

0G = 10,5

1G =1， 10,5

2G =2， 10,5

3G =4， 10,5

4G =6，且 10,5

iG = 10,5

1iG + 10,5

3iG +1，

4i 。 

[證明]圖 4.2.2， 10,5

iG 紅框代表 10,5

3iG 。 

              10,5

iG 藍框代表 10,5

1iG 。 

              10,5

iG 紫框代表 1；因為數值 0 的長度是 1。 

性質 4.2.1，證明完畢。                                                圖 4.2.2        □ 

 

推理，假設 k 進位，一直乘以 n，如圖 4.2.4 如此，我們可以得到 

 

事實 4.2.3.  knG ,

0 = knG ,

1 =1， 2,

2 knG ， 3,

3 knG ， 1,

2

,

1

,  

kn

i

kn

i

kn

i GGG ， 4i 。 

事實 4.2.3，可以用圖 4.2.4 表示。 
kn

iG , 紅框代表 kn

iG ,

2 。 kn

iG , 藍框代表 kn

iG ,

1 。 
kn

iG , 紫框代表 1；因為數值 0 的長度是 1。                                    圖 4.2.4    □ 

 

再舉一例，有減法的情形 

事實 4.2.5.   knG ,

0 = knG ,

1 =1， 2,

2 knG ， 3,

3 knG ， 
kn

i

kn

i

kn

i

kn

i

kn

i

kn

i GGGGGG ,

6

,,

5

,

4

,

3

,

2

, 223   ， 6i 。 

其演算步驟：步驟一：取 2 個 kn

iG ,

2 ，如圖 4.2.6。 

            步驟二：取 1 個數值 1，就是 kn

iG ,

6 ，如圖 4.2.7。 

            步驟三：取 1 個  2,

3

kn

iG kn

iG ,

5 ，得到數值b ，如圖 4.2.8。 

            步驟四：取 1 個 kn

iG ,

2  2 kn

iG ,

4 ，得到數值 c，如圖 4.2.9。 

整理後，得到是事實 4.2.5。 

 

 

 

 

                 圖 4.2.6                                            圖 4.2.7 

 

 

 

 

                 圖 4.2.8                                            圖 4.2.9 
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三、當 n 3、4、6、8 及 9 時，求 10,n

iG 的長度 
 

如此，我們會有 

性質 4.3.1 

一直乘以 3 的遞迴式: 

110,3

2

10,3

1

10,3

0  GGG ， 210,3

3 G ， 310,3

4 G ， 410,3

5 G ， 610,3

6 G 。 
10,3

6

10,3

5

10,3

4

10,3

3

10,3 2   iiiii GGGGG ， 6i 。 

 

性質 4.3.2 

一直乘以 4 的遞迴式: 

110,4

1

10,4

0  GG ， 210,4

2 G ， 310,4

3 G ， 510,4

4 G ， 810,4

5 G ， 1310,4

6 G 。 
10,4

6

10,4

5

10,4

4

10,4

3

10,4

2

10,4 223   iiiiii GGGGGG ， 6i 。 

 

性質 4.3.3 

一直乘以 6 的遞迴式: 

110,6

1

10,6

0  GG ， 210,6

2 G ， 410,6

3 G ， 710,6

4 G ， 1310,6

5 G 。 
10,6

5

10,6

4

10,6

3

10,6

2

10,6

1

10,6 34564   iiiiii GGGGGG ， 5i 。 

 

性質 4.3.4 

一直乘以 8 的遞迴式: 

110,8

1

10,8

0  GG ， 210,8

2 G ， 410,8

3 G ， 810,8

4 G ， 1510,8

5 G 。 
10,8

5

10,8

4

10,8

2

10,8

1

10,8 2   iiiii GGGGG ， 5i 。 

 

性質 4.3.5 

一直乘以 9 的遞迴式: 

110,9

1

10,9

0  GG ， 210,9

2 G ， 310,9

3 G ， 610,9

4 G ， 1010,9

5 G ， 2010,9

6 G 。 
10,9

5

10,9

4

10,9

3

10,9

2

10,9

1

10,9 334   iiiiii GGGGGG ， 6i 。 

 

為了流暢性，我們將遞迴的作法擺在平常的計算簿子，國展期間，拿給公開展出。 

唯獨，10 進位，一直乘以 7 尚未找到遞迴式。這就是我們重新考慮研究方向。 

 

 

四、以奇偶性求 10,7

iG 的長度猜想 
 

將 10 進位，一直乘以 7，每次運算後乘積，如圖 4.4.1。將奇數以 1 表示，偶數則以 0 表示，可

以將第 5 次運算結果，分成 3 個段落，藍色部分為 10,7

1iG ，紅色部分為 10,7

2iG ，綠色部分為 10,7

5iG 。 
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                      圖 4.4.1                                 圖 4.4.2 

 

如圖 4.4.2。此時，解決我們的困擾，10 進位，一直乘以 7，猜測，如式子 4.4.3。 

 
10,7

5

10,7

2

10,7

1

10,7 2   iiii GGGG                          (4.4.3) 

猜測這個方法，有其優點，也有其缺點。優點，我們可以減少資訊的干擾，如圖 4.4.2，猜測一

般式，如式子 4.4.3。缺點是唯一性。 

    例如：0 代表偶數：在一直乘以 7 的過程，0 可能代表 2、4、6、8。雖然，一直乘以 7，0 不會

出現；但，答案是 0，可能性有 4 種。 

          1 代表奇數：在一直乘以 7 的過程，1 可能代表 1、3、5、7、9。答案是 1，可能性有 5

種可能。 

 

換句話，以兩個位數值來看，九九乘法表，一直乘以 7 有下列幾種情形 

        717    ， 7 以奇偶性代表為  1。 

        1427   ，14 以奇偶性代表為 10。 

        2137   ，21 以奇偶性代表為 01。 

        2847  ，28 以奇偶性代表為 00。 

        3557   ，35 以奇偶性代表為 11。 

        4267  ，42 以奇偶性代表為 00。 

        4977  ，49 以奇偶性代表為 01。 

        5687   ，56 以奇偶性代表為 10。 

        6397   ，63 以奇偶性代表為 01。 

 

反面思考，以奇偶性反推，答案是  1，有 1 種可能。 

          以奇偶性反推，答案是 00，有 2 種可能。 

          以奇偶性反推，答案是 01，有 3 種可能。 

          以奇偶性反推，答案是 10，有 2 種可能。 

          以奇偶性反推，答案是 11，有 1 種可能。 
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伍、有向圖 

 

一、訊息的傳遞 

 

回過頭來，重新直觀觀察 10 進位，一直乘以 2。 

 

從有向圖思考，如圖 5.1.1；變成另一個有向圖的變形，如圖 5.1.2。 

 

 

 

 

 

 

            圖 5.1.1                                        圖 5.1.2 

 

此時，圖 5.1.1 同圖 1.5.2。圖 5.1.2 同圖 1.5.3。 

 

如此， 

式子 2.1.1、式子 2.1.2、式子 2.1.3、式子 2.1.4 及式子 2.1.5 的生成關係都可以在圖 5.1.1 表現。 

      圖 5.1.1 的有向關係也可以在式子 2.1.1、式子 2.1.2、式子 2.1.3、式子 2.1.4 及式子 2.1.5 表現。 

同時， 

式子 2.1.1、式子 2.1.2、式子 2.1.3、式子 2.1.4 及式子 2.1.5 的生成關係都可以在圖 5.1.2 表現。 

      圖 5.1.2 的有向關係也可以在式子 2.1.1、式子 2.1.2、式子 2.1.3、式子 2.1.4 及式子 2.1.5 表現。 

 

最後， 

      圖 5.1.1 的有向線段的訊息，可以由圖 5.1.2 表示。 

      圖 5.1.2 的有向線段的訊息，可以由圖 5.1.1 表示。 

 

也就是，式子 2.1.1、式子 2.1.2、式子 2.1.3、式子 2.1.4 及式子 2.1.5 的生成關係和圖 5.1.1 及圖 5.1.2

是一體兩面，傳遞的訊息互通。 

 

 

二、反向思考 

 

規定 
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定義 5.2.1   }{ ,knA ： k 進位，所有一直乘以 n 曾經出現的數字所組成數列集合。 

}{ ,knA ： k 進位，所有一直乘以 n 曾經出現的數字所組成數列集合的長度。 

knB , :   k 進位，取一直乘以 n 的所有出現數列集合 }{ ,knA ， 

                       包含輸入數列 knB ,

1 和輸出數列 knB ,

2 及其間關係。 

 

例如，  }8,6,4,2,1{}6,8,4,2,1{}{ 10,2 A ， }5,2,1,0{}{ 10,5 A 。 

5}{ 10,2 A ， 4}{ 10,5 A 。 

 
10,2B 為                        ，也就是圖 5.1.2。 

 

 

由式子 2.1.1、式子 2.1.2、式子 2.1.3、式子 2.1.4 及式子 2.1.5 的生成關係，反向思考。 

8 和 6 都可以生成 1。                              (5.2.2) 

1 和 6 都可以生成 2。                             (5.2.3) 

2 可以單獨生成 4。                               (5.2.4) 

4 可以單獨生成 8。                               (5.2.5) 

8 可以單獨生成 6。                               (5.2.6) 

 

我們再一次觀察圖 1.1.3，發現，一直乘以 2 的過程。 

 

     1 會生成 2，                                (5.2.7) 

2 會生成 4，                                (5.2.8) 

4 會生成 8，                                (5.2.9) 

8 會生成 1 和 6，                           (5.2.10) 

                           6 會生成 1 和 2。                           (5.2.11) 

 

 

三、計算 kn

iG ,

1 的方法 

 

我們會得到計算 kn

iG ,

1 的方法。 

 

演算方法 5.3.1 (計算 kn

iG ,

1 的方法) 

      步驟一：取 }{ ,knA ，k 進位，所有一直乘以n 曾經出現的數字所組成數列集合， kA kn }{ , <。 

      步驟二：針對 }{ ,knA 各數值，在第 i次運算，填入對應 knB , 的輸入數列 knB ,

1 及輸出數列 knB ,

2 。 

              如圖 5.1.1 為 10 進位，一直乘以 2 的有向圖。 
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      步驟三：透過得 knB , 有向圖，得知其有向關係，有關係者為連成直線，沒關係者不連成直線。 

              如圖 5.1.2，為 10 進位，一直乘以 2 的變形有向圖。 

      步驟四：將步驟二的 knB ,

1 及步驟三的各關係數量相乘，依各輸出各數列 knB ,

2 得到個別的數量。 

      步驟五：將步驟四的 knB ,

2 得到個別的數量加總其數值的總和，得到 kn

iG ,

1 。 

 

10 進位，一直乘以 2 示意圖如圖 5.3.2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                        圖 5.3.2                              

 

 

四、10 進位，一直乘以 7 
 
思考 10 進位，一直乘以 7，得到表 5.4.1。 

表 5.4.1 

 

 

 

 

 

 

如此，可以歸類成 

 

 

 

 

 

 

圖 5.4.2 

 

 

}{ 10,7A  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

生成關係          

7  7 1 4 2 1 2 8 3 5 4 2 4 9 5 6 6 3 

可交換性 7 4 1 1 2 8 2 5 3 2 4 9 4 6 5 3 6 
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再進一步，如圖 5.4.3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.4.3 

 

一般式，如圖 5.4.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.4.4 

 

如此， 

依據演算方法 5.3.1 及圖 5.4.4，我們可以由 10,7

iG 得到 10,7

1iG 的長度，也可以從 kn

iG , 得到 kn

iG ,

1 的長度。 
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陸、聯立方程組 

 

我們嘗試利用矩陣解聯立方程組。 

 

一、10 進位，一直乘以 2 的矩陣運算 
 

規定 

定義 6.1.1.   
}{}{

,

, ,, knkn AA

kn

jid


為 knD , ，第 i列，第 j 行的數值。 

kn

jid ,

, =








沒有關係。個第個到終點數列第表示起始數列

存在關係。個第個到終點數列第表示起始數列

,}{}{    ,0

,}{}{    ,1

,,

,,

jAiA

jAiA

knkn

knkn

 

考慮: 

























01000

00100

00010

10001

11000

10,2D ，如圖 1.5.5，則 10,2

5,2d =1 存在關係， 010,2

2,5 d ，沒有關係。 

     此時， 10,2A 的排列，以 6,8,4,2,1 的順序排列。 

     此處的有關係，表示 10,2B 中，由數字 6 會生成數字 2。 

     此處沒有關係，表示 10,2B 中，由數字 2 會不生成數字 6。 

 

很顯然， 

kn

iid ,

, 為 knA , 第 i個到自己的關係。                     (6.1.2) 

10進位，一直乘以 2，由 10,2B 的生成關係，製造一個大小為 }{}{ 10,210,2 AA  的矩陣。依 }6,8,4,2,1{}{ 10,2 A

排列。 

                由式子 2.1.1 得知，矩陣第 1 列，依序寫 0，0，0，1，1。              (6.1.3) 

由式子 2.1.2 得知，矩陣第 2 列，依序寫 1，0，0，0，1。              (6.1.4) 

由式子 2.1.3 得知，矩陣第 3 列，依序寫 0，1，0，0，0。              (6.1.5) 

由式子 2.1.4 得知，矩陣第 4 列，依序寫 0，0，1，0，0。              (6.1.6) 

由式子 2.1.5 得知，矩陣第 5 列，依序寫 0，0，0，1，0。              (6.1.7) 
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這個矩陣為

55
01000

00100

00010

10001

11000
























。                        (6.1.8) 

二、矩陣 

 

定義 6.2.1.  }{ ,knA 以  





kn

A

knknkn
knaaaa ,,

3

,

2

,

1 ,,...,,, 表示橫列排序，  

T

kn

A

knknkn
knaaaa






 ,,

3

,

2

,

1 ,,...,,, 為直列排序。 

            其中， T 表示轉置運算。 

 

例如， 

     }8,6,4,2,1{}6,8,4,2,1{}{ 10,2 A ，為了方便研究，以 }6,8,4,2,1{}{ 10,2 A 為代表，則 

 

定義 6.2.2  knD , 使用 }{ ,knA 構成一個 }{ ,knA }{ ,knA 的矩陣。如 10 進位，一直乘以 2 的矩陣。 

10,2D =

55
01000

00100

00010

10001

11000
























。 

15
6

8

4

2

1

}6,8,4,2,1{
























T ，表示 1、2、4、8 和 6 分別的數量。              (6.2.3) 

151555
0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

01000

00100

00010

10001

11000








































































                       (6.2.4) 

其中，式子 6.2.4 對照式子 6.2.3 而來。也就是，數列只有數值 1 的 1 個，經過 10,2D 的運算後，得到

數列只有數值 2 的 1 個。 

 

得到 
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數列由{1，0，0，0，0} T ，經過 1 次運算變成{0，1，0，0，0} T  

0+1+0+0+0=1。 

10,2

0G =1，同樣， 10,2

1G =1。                          (6.2.5) 

 

 

三、利用矩陣找 kn

iG ,

1 的方法? 

 

演算方法 6.3.1.  用矩陣找 kn

iG ,

1 ，作法如下 

第一步驟，取 }{ ,knA 可以得知  knA , 。 

第二步驟，設計 knB , ，將起始數列和結束數列各排成兩列，有生成關係畫有向線，沒生成關係不畫線。 

第三步驟，設計 knD , ，其中，大小為  knA ,
  knA , 。 knkn

ji Dd ,,

,  ， kn

jid ,

, 為第 i 列，第 j 行的數值。 

          其中， kn

jid ,

,









沒有關係。個第個到終點數列第表示起始數列

存在關係。個第個到終點數列第表示起始數列

,}{}{    ,0

,}{}{    ,1

,,

,,

jAiA

jAiA

knkn

knkn

 

第四步驟，給定某次運算後的結果，計算各個數字所對應的累積數字和。我們不妨規定為 

 
kn

i

T
kn

Ai

kn

i

kn

i

kn

i Faaaa kn

,,

,

,

3,

,

2,

,

1, ,,...,, 








 

          

  數字的結果第次運算，，第進位，一直乘以表示 jAikna knkn

ji

,,

,

 第五步驟，計算 kn

i

kn

i

kn FFD ,

1

,,

 ，再計算 kn

iF ,

1 內的數字和，即成為 kn

iG ,

1 。 

舉例， 

10 進位，一直乘以 2                                        10 進位，一直乘以 5 

151555
0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

01000

00100

00010

10001

11000






































































                               

141444
0
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0

0

1

0
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
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











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
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




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

























 

因此，   100010,,,, 10,2

1

10,2

5,1

10,2

4,1

10,2

3,1

10,2

2,1

10,2

1,1  Faaaaa
T

 

      

  10100,,, 10,5

1

10,5

4,1

10,5

3,1

10,5

2,1

10,5

1,1  Faaaa
T
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66
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
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


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100001000

000101000

000000100

011000100

000000010

001010010
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010010000
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
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


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














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







D

可以保證演算方法 6.3.1 正確無誤的理由， knB , 的有向關係可以用 knD , 的 0 與 1 的方式表示；反向思

考， knD , 的 0 與 1 的方式也可以用 knB , 的有向關係表示。 

 

運用矩陣運算，可以幫助我們解多元方程組，在經過 knD , 的運算後，可以得到 kn

iG , 的長度。 

 

 

四、當 10n ， 10,nD 的矩陣 

 

10 進位，一直乘以 n， 10,nD 的表示，如下所示。 

 

 

 

 

 

 

 

              

圖 6.4.1                                      圖 6.4.2 

 

 

 

 

 

 

            圖 6.4.3                                          圖 6.4.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         圖 6.4.5                                            圖 6.4.6 
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10,8D =

66
011000

001000

010110

100010

000101

100000




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







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 10,9D =

99
010100000

010100000

100001000

100001000

001000100

001000100

000010010

000000001

000010010





































 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            圖 6.4.7                                         圖 6.4.8 

 

 

 

 

柒、討論 

 

一、長度解的存在性 

 

這篇研究我們使用窮舉法、樹狀圖、有向圖法、遞迴式、變形有向圖及矩陣運算方法探討 10 進位，

一直乘以 10n 。對於解的存在性，我們有幾樣發現。 

第一種，窮舉法，給定 10n ，10 進位，一定有辦法在有限次數的運算，得到長度解。 

第二種，樹狀圖，給定 10n ，10 進位， 10,n

iG < 10,

1

n

iG  < 10,2 n

iG 。 

        其理由是， 10n ，10 進位，一直乘以 n 。對於特定的數字乘以 n 最多是增加 2 位數。 

第三種，有向圖法，給定 10n ，10 進位，做有向圖。每個 10,nA 的個數小於 10，可以推測在

10 進位，走最長但不重複的路徑一定小於 10。 

第四種，遞迴法，我們還沒有發現，一直乘以 7 的遞迴式。但，經由其他一直乘以 n 的遞迴式，

我們一定可以在有限次數計算 kn

iG , 。 

第五種，矩陣法，給定 10n ，10 進位，計算 kn

iG , ，因為，尚未發現 10,7

iG 的遞迴式，讓我們反

向思考，得到變形有向圖及矩陣運算方法。 

        對於 10,n

iG 的計算，我們知道矩陣的大小是 }{}{ ,, knkn AA  ，而， 8}{ , knA ，有限次運

算後，一定可以得到 kn

iG , 。 

透過不同方法，我們找尋到 kn

iG , 的長度。 
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二、遞迴的唯一性 

考慮 10 進位，一直乘以 3，其一般式可為 

 
10,3

6

10,3

5

10,3

4

10,3

3

10,3 2   iiiii GGGGG 。                   (7.2.1) 
10,3

6

10,3

4

10,3

3

10,3

1

10,3

  iiiii GGGGG 。                     (7.2.2) 

 

如圖 7.2.3 代表式子 7.2.1 及圖 7.2.4 代表式子 7.2.2 

 

 

 

 

 

 

圖 7.2.3                        圖 7.2.4 

如此，我們可以得到，遞迴式不具有唯一性。 

 

 

三、數量問題 

考慮 10 進位，一直乘以 10n ，  10,nA 的及 10,nB 關係。發現 

 

事實 7.3.1  依 n的奇偶性，  10,54 A     810,3A   10,7A   910,9 A ；  

                      10,25 A    10,4A   10,6A   610,8 A 。 

 

事實 7.3.2  若 2 9n 且 ),10gcd( n =1，則 }{ ,knA 非常大，有 7 或 9 兩種。 

       若 2 9n 且 ),10gcd( n >1，則 }{ ,knA 比較小，有 4、5 或 6 共三種。 

 

事實 7.3.3  10,5B 結構，有關係數量有 6 個。其中，有關係指 10,5B 可以從輸入數列的某一數值找到 

           輸出數列某數值的路徑。 

 

事實 7.3.4  若 2 9n 且 ),10gcd( n =1，則 }{}{ ,, knkn AA  非常大，有 6488  或 8199  兩種。 

 

事實 7.3.5  若 2 9n 且 ),10gcd( n >1，則 }{}{ ,, knkn AA  大小有 1644  ， 2555  ， 3666  ， 

           三種。 

 

事實 7.3.6   }{ 10,kA 若被偶數相乘，則 8,6,4,2  }{ 10,kA ；此時， 102  k 。。 

 

事實 7.3.7   }{ 10,kA 若被奇數相乘且 5k ，則 8,6,4,2  }{ 10,kA ；此時， 102  k 。 
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猜想 7.3.8   若 n2 進位，一直乘以 n ，則  nknn AA 2,2, }{  ，其中， 122  nk 。 

 

這個現象，很像一道科展題目。「弧弧相切－多邊形內相切弧的探討」。[7] 

取一個每邊等長的正 n邊形，若以頂點為圓心，以邊的一半長為半徑畫圓弧，則畫n 次圓弧後，會回

到從前出發的地方。如圖 7.3.9。 

 

 

 

 

圖 7.3.9 

 

 

四、對稱性 

 

請觀察，10 進位，一直乘以 2，如圖 7.4.1，用紅色框。10 進位，一直乘以 4，如圖 7.4.2，用紅色框。 

 

 

 

 

 

 

         n                10,2

iG                 n                  10,4

iG  

          圖 7.4.1                                 圖 7.4.2 

用窮舉法可以找出某次特定運算後對稱性。但有向圖求得 kn

iG , 的長度，但失去探討某次運算的

唯一性與對稱性，如圖 7.4.1、圖 7.4.2 及圖 7.4.3。 

例如，圖 7.4.3，(224)、(424)及(442)的長度是 3，但，長度是 3 卻是誰，我們不知道。 

如此，利用有向圖，很難找到唯一性。 

 

 

 

 

                                        圖 7.4.3 

性質 7.4.4.  10,2

iG 若出現列對稱時，且
2

1, 


kn

iG
j 時，不會出現 6,

, kn

jiG 。  



24 
 

[證明]
2

1, 


kn

iG
j 時，表示 kn

iG , 是奇數，才會發生 N
G

j

kn

i





2

1,

。 

10 進位，一直乘以 2，第 9 次運算，出現 21216212， 6,

, kn

jiG ，但不呈列對稱。 

另一證明，經過一直乘以 2 的過程，會出現偶數。16 的對稱是 61，61 不是偶數。                                                            

性質 7.4.4 得證。                                                                       □ 

 

性質 7.4.5 

第 3 次運算後，出現列對稱，其連續 3 個整數，只出現 212 或 424 或 848 三種。 

[證明]一直乘以 2，只會出現 1,

, kn

jiG 、 2,

, kn

jiG 、 4,

, kn

jiG 、 6,

, kn

jiG 和 8,

, kn

jiG 情形。 

21216212， 6,

, kn

jiG ，但不呈列對稱。 

當 1,

, kn

jiG ，只有 1、212 的數列會呈現列對稱。 

當 2,

, kn

jiG ，只有 2、212，424 的數列會呈現列對稱。 

同理， 4,

, kn

jiG ，只有 4、424，848 的數列會呈現列對稱。 

同理， 8,

, kn

jiG ，只有 8、848 的數列會呈現列對稱。                                                          

性質 7.4.5，得證。                                                                      □ 

 

性質 7.4.6 

取 212 或 424 或 848 三種，不限次數的排列，當出現列對稱時， 10,2

iG = s3 。 Ns 。 

[證明] 

「212 或 424 或 848 都只佔 3 個位數」。                                                 □ 

 

由於第 5 次運算為 212，我們可以預測 

                第 10 次運算為 424212424，出現列對稱，且 910,2

10 G 。 

再預測一個有趣的列對稱呈現 

 

                   848424848424212424848424848                         (7.4.7) 

 

此時，式子 7.4.7， 2710,2 iG ， ?i  

這是很好的問題，當然，使用窮舉法可以得到答案。也就是， 15i ， 2710,2

15 G ，呈現列對稱。 

 

 (848)(424)(848)(424)(212)(424)(848)(424)(848)                  (7.4.8) 

 

性質 7.4.9.  10 進位，一直乘以 2 中，只要 6 在數列中的數量為 0，則此數列會出現對稱。 
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[證明] 

因為 6 只有 8 可以生成，且 1682  。若有對稱，則會形成 61，或中間夾一列數列也會形成 61。但

是 61 不是 2 的倍數。只要數列中存在有 6 的數字，不會出現列對稱。                        □ 

 

性質 7.4.10.  10 進位一直乘以 4 中，只要 6 和 3 在數列中的數量為 0，則此數列會出現對稱。 

[證明] 

因為 6 只有 4 可以生成，且 1644  。若有對稱，則會形成 61，或中間夾一列數列也會形成 61。但

是 61 不是 4 的倍數。只要數列中存在有 6 的數字，不會出現列對稱。 

3 只有 8 可以生成，且 3284  。若 32 有對稱，則為或在 3223 中間加有對稱性的數列，而因為 23

不是 4 的倍數，所以只要有 3 或 6 的數列，就一定沒有對稱性。                             □ 

 

 

五、自我相似 

 

依照性質 4.2.2 的一般式， 10,5

iG = 10,5

1iG + 10,5

3iG +1，得到 

 

 

 

 

 

 

圖 7.5.1 

這很像第 56 屆，全國科展，國小數學科的作品，神算，[6，p14]，自我相似。 

推理 

性質 7.5.2.  取正整數 n， 24 n 進位，一直乘以 12 n ，都有自我相似。 

            取正整數n， 24 n 進位，一直乘以 n2    ，都有自我相似。 

[證明]                       24mod12)12()12(  nnnn ， 

 24mod222  nnnn                                □ 

 

 

六、10 進位法，一直乘以 7 
 

思考 10,7B 的拆解圖形，如圖 7.6.1。 10,7D 的性質，如圖 7.6.2、圖 7.6.3 及圖 7.6.4，這裡的 10,7D 使用 

}9,8,7,6,5,4,3,2,1{}{ 10,7 A 進行運算。 

 

 

 

 

圖 7.6.1 
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圖 7.6.2             圖 7.6.3             圖 7.6.4 

 

發現 

事實 7.6.5   圖 7.6.2 的對角線，在輸入為 5 和輸出為 5，有關係。 

 

也就是，10 進位，一直乘以 7，出現數值是 5 時，會有自我相似的情形。 

 

事實 7.6.6   圖 7.6.1 所生成的孩子情況，在圖 7.6.3 表現出來。 

 

也就是，10 進位，一直乘以 7 的結果。除了數值是 1 是 1 個孩子以外，其他數值都有 2 個孩子。 

        圖 7.6.3，每一行所出現的數目，顯現，某一數值所產生的下一代情形。 

 

事實 7.6.7   圖 7.6.4為矩陣中每一個數值在不同的情形下的關係矩陣。 

 

例如：圖 7.6.4 的第一列，表示產生 1 的結果，有 1472  ， 2173  ，等二類。 

               第二列，表示產生 2 的結果，有 2173  ， 2874  ， 4276  ，等三類。 

               第三列，表示產生 3 的結果，有 3575  ， 6379  ，等二類。 

               第四列，表示產生 4 的結果，有 1472  ， 4276  ， 4977  ，等三類。 

               第五列，表示產生 5 的結果，有 3575  ， 5678  ，等二類。 

               第六列，表示產生 6 的結果，有 5678  ， 6379  ，等二類。 

               第七列，表示產生 7 的結果，有 771  ，只有一類。 

               第八列，表示產生 8 的結果，有 2874  ，只有一類。 

               第九列，表示產生 9 的結果，有 4977  ，只有一類。 

如此， 

      圖 7.6.4以每列的產出結果為產出只有一類孩子的 3種。 

      圖 7.6.4以每列的產出結果為產出計有二類孩子的 4種。 

      圖 7.6.4以每列的產出結果為產出計有三類孩子的 2種。 

比較， 

      事實 7.7.6，圖 7.6.4以每行的產出結果為產出只有一類孩子的 1種情形。 

                  圖 7.6.4以每行的產出結果為產出只有二類孩子的 8種情形。 

得到， 

                            172342318211  。 

產生的結果，以行來看，或以列來看，數量問題均相同。 
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七、基底轉換 

 

當以高位變低位做基底轉換時，以下情形做為舉例 

 

考慮，    24 ?12   

 
 

 
 20

2

0

2

2

1

4 110
21042

2141
12 
















 ，如此 

   24 11012                                   (7.7.1) 

 

考慮，    28 ?12   

 
 

 
 20

2

0

3

2

1

8 1010
21082

2181
12 
















  

   28 101012                                  (7.7.2) 

 

如此，我們就可以思考，若以低位變高位做基底轉換，則會有以下情形 

 

考慮    93 ?123   

 

 

 

 

       9999

0

9

0

0

9

1

0

9

2

3 203610

9333

9632

91031

123 
























 ，如此， 

   93 20123                                 (7.7.3) 

 

假設，    1027 10A ，    1027 11B ，    1027 12C ，    1027 13D ，    1027 14E ，    1027 15F ， 

         1027 16G ，    1027 17H ，    1027 18I ，    1027 19J ，    1027 20K ，    1027 21L ， 

         1027 22M ，    1027 23N ，    1027 24O ，    1027 25P ，    1027 26Q 。 

 

考慮    273 ?123   

 

 

 

 

       27272727

0

27

0

0

27

1

0

27

2

3 369

27333

27632

27931

123 I
























 ，如此， 

   273123 I                                 (7.7.4) 

 

發現，我們可以快速的作基底轉換，同時也可以研究不同進位法所帶來的結果。 



28 
 

 

八、通訊碼設計 

 

某天，我們突然靈機一動，想到是否只需知道每個  

T
kn

Ai

kn

i

kn

i

kn

i knaaaa 






 ,

,

,

3,

,

2,

,

1, ,,...,, ，猜測出 






 kn

Gi

kn

i kn
i

GG ,

,

,

1, ,， ? 

 

例子 7.8.1  10 進位，一直乘以 2，某次運算有 18 個 1、32 個 2、16 個 4、1 個 8 及 6 個 6，試求第

幾次運算的結果。 

 

我們嘗試以下列步驟解決。 

 

演算方法 7.8.2  (例子 7.8.1.的解答) 

步驟一：1 一定跟 2 或著是 6 在一起                                                   (7.8.3) 

     2 一定跟 1 或著是 4 在一起                                                   (7.8.4) 

 4 一定跟 2 或著是 8 在一起                                                   (7.8.5) 

 8 一定跟 4 或是是 16 在一起                                                  (7.8.6) 

16 一定跟 212 或著是 8 在一起                                                 (7.8.7) 

步驟二: 找 16，依據式子 7.8.7，能得知一定有 6 個 16。因為，6 一定得跟 1 在一起。 

       則剩下 12 個 1、32 個 2、16 個 4 及 1 個 8，數列暫定為 161616161616。 

步驟三: 藉由一個 8 得知，依據式子 7.8.6，剩下 12 個 1、32 個 2 及 16 個 4， 

       此時，數列為 16816 和 16161616 均存在。 

步驟四: 找 212，依據式子 7.8.3 和 7.8.4，找 8 個 212。 

      此時，數列為剩下 4 個 1、16 個 2 及 16 個 4，數列為 16816 和 21216212 和 21216212 和 21216212

和 21216212。 

步驟五: 剩下的剛好可以組成 4 個 424212424。 

步驟六: 






 10,2

,

10,2

1, 10,2
iGii GG ， 為 

(424212424)(21216212)(424212424)(21216212)(16816)(21216212)(424212424)(21216212)(424212424)。 

步驟七: 此時，10 進位，一直乘以 2，第 18 次運算。同時，也確定了步驟六正確無誤。 

 

嘗試利用 10 進位，一直乘以 2，寫一個電腦程式。把運算次數計算由 0 次運算計算至 20 次，如表 7.8.8。 
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次數 1的數量 2的數量 4的數量 8的數量 6的數量 長度

0 1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0 1

2 0 0 1 0 0 1

3 0 0 0 1 0 1

4 1 0 0 0 1 2

5 1 2 0 0 0 3

6 0 1 2 0 0 3

7 0 0 1 2 0 3

8 2 0 0 1 2 5

9 3 4 0 0 1 8

10 1 4 4 0 0 9

11 0 1 4 4 0 9

12 4 0 1 4 4 13

13 8 8 0 1 4 21

14 5 12 8 0 1 26

15 1 6 12 8 0 27

16 8 1 6 12 8 35

17 20 16 1 6 12 55

18 18 32 16 1 6 73

19 7 24 32 16 1 80

20 17 8 24 32 16 97

一直乘以2

 

表 7.8.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

如此，我們利用 10,2D 矩陣算法，得到第 i次和第 1i 次的唯一性。 

551

1

1

1

1

1555
6

8

4

2

1

6

8

4

2

1

01000

00100

00010

10001
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


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


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
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
































































i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

。 

其中，第 i次的運算後，1 的數量記做「 i1 」；第 1i 次的運算後，1 的數量記做「 11 i 」。 

      第 i次的運算後，2 的數量記做「 i2 」；第 1i 次的運算後，2 的數量記做「 12 i 」。 

      第 i次的運算後，4 的數量記做「 i4 」；第 1i 次的運算後，4 的數量記做「 14 i 」。 

      第 i次的運算後，8 的數量記做「 i8 」；第 1i 次的運算後，8 的數量記做「 18 i 」。 

      第 i次的運算後，6 的數量記做「 i6 」；第 1i 次的運算後，6 的數量記做「 16 i 」。 

如此， 

 i1 ， i2 ， i4 ， i8 ， T

i6   11 i ， 12 i ， 14 i ， 18 i ， T

i 16  。             (7.8.9) 

以數量的多少，可以證明各次運算的結果具有唯一性。 

 

以如此具有唯一性的特性，和演算方法 7.8.2，我們可以利用 10 進位，一直乘以 2，第 i 次運算後，

各個數量的結果，當作通訊碼。 

 

推理 

通訊碼設計 7.8.10  以 k 進位，一直乘以 n，第 i 次運算後，各個數量的結果，可以當作通訊碼。 
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捌、結論 
 

我們的研究使用窮舉法、樹狀圖、有向圖法、遞迴法、變形有向圖及矩陣運算法，來計算 kn

iG , 的

長度。當我們運用樹狀圖運算時，猜測 10 進位，一直乘以 10n 的遞迴式，其中，一直乘以 2 的遞

迴式為 10,2

0G 10,2

1G 10,2

2G 10,2

3G =1， 10,2

4G =2，當 5i 時， 10,2

iG 10,2

5

10,2

42   ii GG 。我們運用了

Excel 進行公式地快速運算。再由一直乘以 2 到一直乘以 9 中，所會生成出來的數字繪製成有向圖，

其中有迴圈式以及橫向式，使用變形有向圖，不僅可以計算出 kn

iG , 的長度。 

在這個研究中，我們發現至少有一種方法得到 kn

iG , 的長度。但是，遞迴式的表示法不惟一。本

研究也討論數量問題、對稱性、自我相似、基底轉換和設計一種通訊碼的方法。 
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附錄一、K進位，一直乘以 2( 9K ) 

 

一直乘以 2，採用其他進位法計算。我們得到一般式 

 

      iGi 2,2 。               3,2

2

3,2 2  ii GG 。                 14,2

2

4,2  ii GG 。 

      5,2

4

5,2

3

5,2 2   iii GGG 。    6,2

3

6,2

2

6,2

  iii GGG 。              7,2

3

7,2 2  ii GG 。 

      18,2

3

8,2  ii GG 。          9,2

6

9,2

5

9,2

4

9,2 2   iiii GGGG 。 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 

【評語】080402  

本作品主要目的在探討經由特殊乘法所產生的數列之長度問

題，研究主題有趣；作者引入多種數學方法，探討出可透過遞迴式

表出數列長度之一般式（包括不同數的乘法與不同進位的情形）；

定義、符號與數學工具的運用合理；內容豐富、且使用多種方式觀

察，是完整的探索作品，值得讚賞；最後提出通訊碼的構想，將研

究發現作了很好的應用。 
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前言 

研究主題 

題目 1  (原始題目[1])  如圖 2，這個層層堆疊的數列代表了一種有趣的乘法結果記錄。 

      某一層的數列是將上一層的每一碼乘以 2的乘積，依序排列起來。 

      我們要求的是在第幾層時，數列的長度會超過 1000位？ 

定義 

定義 3  kn

jiG ,

, ：一直乘以 n， k進位法，乘 i次，第 i列從左邊往右數到第 j個。 

定義 4  kn

iG , ：一直乘以 n， k進位法，乘 i次，第 i列的長度。 

定義 5  ( )k,n

t,i

k,n

j,i GG ， ：一直乘以 n， k進位法，乘 i次，第 j個數字到第 t個數字。 

定義 6  }{ ,knA ： k進位，所有一直乘以 n曾經出現的數字所組成數列集合。 

定義 7  }{ ,knA ： k進位，所有一直乘以 n， }{ ,knA 長度。 

定義 8   knB ,  ： k進位，所有一直乘以 n的有向圖。如圖 9， 10,2B 。                    圖 2 

研究目的 

一直乘以某一個小於 10的自然數，進位後即佔住其位置長度 10,n

iG 的一般式。 

                                                                                 圖 9 

遞迴 

影響區域 

事實 10  (父代與子代) 題目 1樹狀圖只能由上一列生成下一列，如圖 11； 

                                       下一列不能有兩個來源，如圖 12、圖 13。 

性質 14  (遞增函數)  ≤10,n

iG 10

1

,n

iG + 
102 ,n

iG× ，其中， 10n 。 

事實 15  (交集) 題目 1的影響區域，兩點的影響區域不是包含關係，就是交集是空集合；如圖 16及圖 17。 

 

 

 

 

 

       圖 11       圖 12       圖 13       圖 16     圖 17         圖 19     圖 20    圖 21 

可交換性 

事實 18  若 10進位，一直乘以 n，數值 ja 有 jb 個， { }10≤≤1 ,nAj ，



j

i

i mb
1

，則排列相異種有




j

i

ib

m

1

)!(

!
種； 

                               且，不管怎麼排列，各數列 10.n

tG 長度均相同。如圖 19、圖 20及圖 21。 

性質 22   kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,，  kn

vs

kn

us GG ,

,

,

,， ， kn

ti

kn

ji GG ,

,

,

,， 下一次運算和  kn

vs

kn

us GG ,

,

,

,， 下一次運算的結果相同。如圖 23。 

存在性 

性質 24  10,2

2G =1， 10,2

3G =1， 10,2

4G =2， 310,2

5 G ， 

         當 5i 時， 10,2

iG 10,2

5

10,2

42   ii GG 。 

         如圖 25、圖 26及圖 27。 

答案 28  針對題目 1， 1048100078110,2

28 G = 10,2

29G 。 

性質 29   110,3

2

10,3

1

10,3

0  GGG ， 210,3

3 G ， 310,3

4 G ，       圖 23   圖 25   圖 26    圖 27 

          410,3

5 G ， 610,3

6 G 。 10,3

6

10,3

5

10,3

4

10,3

3

10,3 2   iiiii GGGGG ， 6i 。如圖 30至圖 34。 

 

 

 

 

 

 

 

        圖 30            圖 31               圖 32             圖 33             圖 34 

性質 35  110,4

1

10,4

0  GG ， 210,4

2 G ， 310,4

3 G ， 510,4

4 G ， 810,4

5 G ， 1310,4

6 G 。 

         10,4

6

10,4

5

10,4

4

10,4

3

10,4

2

10,4 223   iiiiii GGGGGG ， 6i 。 

性質 36
  

10,5

0G = 10,5

1G =1， 10,5

2G =2， 10,5

3G =4， 10,5

4G =6，且 10,5

iG = 10,5

1iG + 10,5

3iG +1， 4i 。 

性質 37  110,6

1

10,6

0  GG ， 210,6

2 G ， 410,6

3 G ， 710,6

4 G ， 1310,6

5 G 。 

         10,6

5

10,6

4

10,6

3

10,6

2

10,6

1

10,6 34564   iiiiii GGGGGG ， 5i 。 

性質 38  110,8

1

10,8

0  GG ， 210,8

2 G ， 410,8

3 G ， 810,8

4 G ， 1510,8

5 G 。 

        10,8

5

10,8

4

10,8

2

10,8

1

10,8 2   iiiii GGGGG ， 5i 。 

性質 39  110,9

1

10,9

0  GG ， 210,9

2 G ， 310,9

3 G ， 610,9

4 G ， 1010,9

5 G ， 2010,9

6 G 。 

        10,9

5

10,9

4

10,9

3

10,9

2

10,9

1

10,9 334   iiiiii GGGGGG ， 6i 。 

唯一性 

性質 40  (沒有唯一性)依性質 29，  2 10,3

6-

10,3

5-

10,3

4-

10,3

3-

10,3

iiiii GGGGG  ，但是， 

                               

103

7-

103

5-

103

4-

103

3-

103

1-

103 -- ,

i

,

i

,

i

,

i

,

i

,

i GGGGGG ++= ，得到，遞迴式不具有唯一性。 



有向圖與矩陣 

定義 

     定義 41  設正整數  knAa , ，則在 k進位，一直乘以 n，第 i次運算後，數值 a的數量為 kn

ia , 。 

     定義 42  knD , ： k進位，一直乘以 n的關係矩陣，有關係則填入 1，沒關係則填入 0。 

一直乘以 7 

     性質 43   10,710,710,7

1 12 iii GG 
，其中，1  10,7A 。如圖 44、圖 45。 

     性質 46   10,10,710,7

1

10,7

2 322 n

iiii GG  
，其中，2  10,7A 、3  10,7A 。 

 

 

               圖 44                                           圖 45 

有向圖 

     演算方法 47  (計算 kn

iG ,

1
的方法)，如圖 48。 

      步驟一：取各個 kn

ia , 數量， a }{ ,knA ，在第 i次運算，填入對應 knB , 的輸入數列 knB ,

1 。              圖 48 

      步驟二：透過得 knB , 有向圖，得知其有關係連成直線，沒關係則部連成直線。 

      步驟三：將步驟二的 knB ,

1 的各關係數量相乘，依各輸出各數列
knB ,

2 得到個別的數量。 

      步驟四：將步驟三的 knB ,

2 得到個別的數量加總其數值的總和，得到
kn

iG ,

1
。 

矩陣 

      例子 49  10,2D ：10進位，一直乘以 2的關係矩陣，由 10,2B 轉化的矩陣，如圖 50。 

                     我們也可以透過矩陣運算，由 102 ,

iG 計算 102

1

,

iG + ，如圖 51，由 10,2

0G 計算 10,2

1G 。 
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                                圖 50                                                    圖 51 

存在性 

       性質 52  我們可以經由有向圖與矩陣，找到 kn

ia , 各數值的變化量進而找到 kn

iG , 和 kn

iG ,

1
長度的變化。 

討論 

數量問題 

    考慮 10進位，一直乘以 10n ，  10,nA 的及 10,nB 關係。發現 

事實 53  依n的奇偶性，  10,54 A     810,3A   10,7A   910,9 A ； 

                       10,25 A    10,4A   10,6A   610,8 A 。 

事實 54  若 2 9n 且 ),10gcd( n =1，則 { }10,nA 非常大，有 8或 9兩種。 

         若 2 9n 且 ),10gcd( n >1，則 { }10,nA 比較小，有 4、5或 6共三種。 

擬自我循環                                                                                圖 56 

   性質 55  (10進位，一直乘以 7)，各列首項會以 1、7、4、2數值循環； 

                                 各列末項會以 1、7、9、3數值循環，如圖 56。 

擬自我相似 

依照性質 36的一般式， 10,5

iG = 10,5

1iG + 10,5

3iG +1，得到圖 57，擬自我相似。 

推理 

   性質 58   取正整數 n， 24 n 進位，一直乘以 12 n ，都有擬自我相似。                                

             取正整數 n， 24 n 進位，一直乘以 n2    ，都有擬自我相似。                             圖 57 

             [證明]  24mod12)12()12(  nnnn ，  24mod222  nnnn 。                             □ 

對稱性 

請觀察，10進位，一直乘以 2，如圖 59，用紅色框。10進位，一直乘以 4，如圖 60，用紅色框。發現 

 

 

 

 

 

 

             圖 59                                   圖 60                                 圖 61 

窮舉法可以找出某次運算後對稱性。但有向圖求得 kn

iG , 長度，失去探討某次運算的唯一性與對稱性，如圖 61。 

    性質 62  考慮 10,2

iG ，存在 i是偶數， 10,2

, jiG 不會出現列對稱。 

    性質 63  當出現列對稱時，則 10,2

iG = k3 或 1。 

    性質 64  10進位，一直乘以 2中，只要 6在數列中的數量為 0，則此數列會出現對稱。 

    性質 65  2710,2

15 G ，呈現列對稱。第 15次運算為 (848)(424)(848)(424)(212)(424)(848)(424)(848)。 

    性質 66  10進位，一直乘以 2，第 16次運算後，不會出現對稱。 

    性質 67  10進位，一直乘以 4中，只要 6和 3在數列中的數量為 0，則此數列會出現對稱。 



連結 

     事實 68  取 10進位，一直乘以 2， 10,210,2

ii Ga  ，  10,210,2 Aa  。如表 69。 

事實 70   10,7

ia 有很 6 種形態，我們只能找到性質 43 和性質 46 的擬遞迴式，表 71。 

             表 69                                               表 71 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    事實 72  10,10, n

i

n

i Ga  ，其中， 92  n ，同時， 7n ，且  10,10, nn Aa  。 

    猜想 73  我們可以由有向圖推理且連結遞迴一般式，如圖 74、圖 75、圖 76。 

 

 

 

 

 

           圖 74                               圖 75                           圖 76 

     基底轉換 

升階： ( ) ( )
95 ?→1234
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降階：   59 (?)→235  
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式子 77 和式子 78，得知    95 2351234  。 

 

應用 
通訊碼的設計 

      性質 79  10 進位，一直乘以 2，第 16次運算後的數列，若出現數值 8 或數值 6，則 10,2

1

10,2

 ii GG 。 

      通訊碼:依照性質 79，取 10,2

1

10,2

 ii GG 唯一性，利用反運算，得到發訊者和收訊者的通訊協定。 

 

      依照 10 進位，一直乘以 2，第 18 次運算後， 






 10,2

,18

10,2

1,18 10,2
18G

GG ， 。此時，有三種通訊碼表示。 

      第一種方法：取數值 10、2、18，代表 10 進位，一直乘以 2，第 18 次運算，如圖 80。 

      第二種方法：取數值 10、2， 10,2

iG 的數量，其中， 16i 。 

      第三種方法：取數值 10、2，各個 10,2A 第 i次的變化數量，其中， 16i 。 

(424212424)(21216212)(424212424)(21216212)(16816)(21216212)(424212424)(21216212)(424212424)。 

圖 80 

 

結論 
 

10,2

0G = 10,2

1G = 10,2

2G =1， 10,2

3G =1， 10,2

4G =2， 310,2

5 G ，當 5i 時， 10,2

iG 10,2

5

10,2

42   ii GG 。 
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