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摘要 

    本次研究探討圓筒經扭轉自發產生摺痕的物理，發現摺痕數和偏斜角在圓筒長度小於直

徑時是規律的，並研究它們與其他參數之關係。同時解釋為何對於長圓筒此規律會消失，並

發出多個聲音。 

    從幾何和能量推導之理論能解釋實驗結果，並藉拉力秤測量，釐清扭轉過程的動態行為，

歸納出力矩和扭角滿足虎克定律。 

    我們主張並提供初步的研究成果支持這些性質可應用在(1)環保：有效回收鐵鋁罐；(2)

居家：節省收納空間；(3)工業：機械零件伸縮。並在學術上推廣到（1）地球科學：解釋盤

古大陸如何分裂；（2）生物物理：比對 β 筒狀蛋白特性；（3）醫學物理：骨骼受扭力的形變

和斷裂；（4）軟凝體物理：幾何挫折如何影響擰紙和其它新穎材料，如負折射率超材料。 
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壹、研究動機 

    「摺紙」作為一種家喻戶曉的娛樂，不僅具有高度藝術價值、同樣也蘊藏豐富的物理原

理。著名的三浦摺疊(Miura origami)有許多有趣的性質，且在實務上也已經被應用在人造衛星

天線上。深入調查之後，我們進一步發現摺紙近年來在工程應用上具有高度潛力。由於對摺

紙背後的物理以及應用感到好奇，在進行文獻收集後，我們選定「紙管」做為研究主題。 

  筒狀物作為收納物品的容器在日常生活中非常平凡，例如畢業證書的硬紙筒、羽球筒、

販售紙杯、塑膠杯的筒狀塑膠袋。物理學家及材料學家很早便了解擠壓筒狀物會在其表面產

生各種有趣的紋路，然而科學家們的好奇心不因此而止步；如 N. Yamaki 教授[1]對紙筒兩端

施加相對於軸心反向的力矩，並研究紙管在力矩下產生摺痕的過程。在某些條件下，三維紙

管藉由施加力矩產生的摺痕能經由摺疊形成二維摺紙。利用此性質，我們可以製造出更節省

空間的材料、並以此為基礎設計出可靈活運動的仿生機械。 

  了解到紙管的潛力後，我們同時閱讀文獻及設計簡單的實驗以觀察是否有高中生程度能

回答的問題。實驗上，由垂手可得的材料如 A4 紙，將其捲在五金行購買的水管上製造出紙

管、並將其兩端固定在水管上，徒手扭轉兩端的水管，觀察紙管在力矩施加下產生摺痕的現

象。多次實驗之後，我們能夠很輕易地觀察紙管的幾何參數（長與半徑）如何影響紙管上的

摺痕數，並歸納和分析它們的關係。應用高中學到的力學(功、位能、物理因次分析)和三角

函數(正弦定理)，我們也成功地從理論上推導出合理解釋這些實驗結果的模型。然而，一個

非常自然的疑惑油然而生：摺痕數必然是整數，但是紙管的幾何參數卻是連續的實數，那麼 

1. 紙管為什麼能夠「自然產生」摺紙現象呢？ 

2. 摺紙現象能夠用什麼樣的參數描述呢？幾何/材料參數是什麼？ 

進一步測試，我們發現長紙管會出現「不規律」的摺痕，這和短紙管的現象完全不同！ 

3. 擰扭跟「揉皺」有沒有關聯？ 

4. 要用什麼方式才能描述長短紙管的不同？ 

經過文獻蒐集，我們發現這些問題還沒被研究過，因此決定利用課餘，從實驗和理論齊頭

並進，抽絲剝繭來探討：扭紙管時，摺痕如何產生？摺痕數和摺痕偏斜角如何被決定？摺痕

數如何隨材質、厚度等變因變化？以及長紙管和短紙管為何遵守不同的物理定律？ 
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貳、研究目的 

一、扭圓筒靜態分析(在本實驗中，半徑始終固定為 2.694±0.008 公分)： 

    (一)紙管幾何(半徑與長度比，R/w)與摺痕數之關係。 

    (二)軸向拉伸力與摺痕數之關係。 

    (三)材質(紙管、銅管、鋁箔管與塑膠管)與摺痕數之關係。 

    (四)厚度(紙管與鋁箔管)與摺痕數之關係。 

    (五)紙管幾何(R/w)與凹痕偏斜角(α)之關係。 

    (六)軸向拉伸力、紙管幾何(R/w)與凹痕偏斜角(α)之關係。 

 

二、建構理論描述紙管靜態參數，如摺痕與紙管幾何(R/w)的關係。 

 

三、扭紙管動態過程分析： 

    (一)扭紙管的過程中，力矩與扭轉角間的關係。 

    (二)不同幾何參數下，摺痕的產生與力矩、扭轉角之關係。 

 

四、提出模型來描述扭紙管的動態過程。 

 

五、利用靜態理論及扭紙管之聲音量測，來檢視短紙管與長紙管的物理原理。 

    (一)藉由靜態幾何、能量理論之分析，來檢視長、短紙管的差異。 

    (二)聲音量測之觀察與分析： 

        1.藉由聲音量測，檢視紙管半徑長度比(R/w)與聲音產生次數之關係。 

        2.藉著聲音分析，探討長紙管之聲音能量與次數之關係。 

 

六、檢視半徑不同之大小管摺痕分布之分析： 

    (一)紙管幾何(半徑與長度比，𝑅̅/w)與摺痕數之關係。 

 

七、建構理論解釋大小管兩半徑及長度之關聯。 
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參、研究設備及器材 

一、實驗架設： 

 

(圖一)實驗儀器正視圖 

 
(圖二)儀器架設全貌圖 

A 



5 
 

 

(圖三)儀器架設示意圖，圖一和圖三的 A 為相同構造 

 

二、實驗器材： 

  (一)釣魚線─延展性小的線材。          (二)A4 紙、剪刀、膠帶─裁剪紙用途。 

  (三)直鐵尺─測量移動之距離。          (四)G 型夾─用來固定架設儀器。 

  (五)游標尺─測量兩固定端長。          (六)軌道(含鋁材)─用來滑動拉力秤。 

  (七)針車油─潤滑軌道。                (八)扭轉儀器─用來扭轉紙筒。 

  (九)鐵束環─用來固定圓筒。            (十)電子天平─量測水瓶重量。 

(十一)拉力秤─測量繩子張力用。        (十二)電源供應器─提供能量給用電儀器。 

(十三)NI-DAQ USB-6211─電腦輸出訊號的轉換器。 

(十四)筆記型電腦(內安裝 LABVIEW)─用程式控制馬達。 

(十五)步進馬達與其驅動器─給予固定轉速(角速度約 0.06 rad/s、速度約 0.78 mm/s)，以避免

人手扭所造成的誤差。 (馬達連上減速器的功能為增大扭矩，以避免拉不動的情況發生)  

 

 

A 
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肆、研究過程與方法 

一、實驗過程 

 
二、實驗方法 

    (一)靜態過程時，利用步進馬達定速扭轉： 

    1.裁剪所需大小的紙張。 

    2.將圓筒環繞在固定端基座，並用鐵束環鎖緊。(鐵束環需平行基座、貼齊邊界。) 

    3.測量兩固定端之距離。(藉測量兩固定端距離轉換後得到所需圓筒的長度。) 

    4.將圓筒另一端環繞至旋轉端軸上基座，同樣以鐵束環固定。 

    5.將電源供應器連接到驅動器。 

    6.將驅動器連接至數位訊號產生器。 

    7.將數位訊號產生器連接至筆記型電腦。 

    8.將儀器(圖一)把手處繫上細繩，並將繩子連接至步進馬達上纏繞數圈。 

      (為了避免步進馬達上之細繩滑動，建議使用膠帶固定住細繩。 

      細繩選取「釣魚線」，是因為其相較於一般線材較不具有延展性) 
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    9.利用電腦上的 LabView（Laboratory Virtual Instrumentation Engineering  

      Workbench，實驗室虛擬儀器工程平台）程式操控步進馬達帶動把手等速扭轉。 

   10.圓筒產生摺痕後，將有摺痕之材料拆下，更換紙張並重複步驟 1 至步驟 9。 

    (二)動態過程時，利用步進馬達定速扭轉： 

    重複靜態過程的前 7 項步驟，接著 

    8.架設一軌道使拉力秤可放置於軌道上。(軌道需平行細繩以免所測得的力有誤差) 

    9.將拉力秤兩端綁上細繩，並將繩子分別連接至儀器(圖一)把手及步進馬達。 

   10.讀取拉力計之位置。 

   11.利用電腦上的 LabView 程式操控步進馬達帶動把手等速扭轉。 

   12.每隔 0.5 秒便停止程式以紀錄拉力秤讀數及其相對位置。 

   13.觀察圓筒上是否有凹痕(buckling)或摺痕產生。 

   14.重複步驟 11.至步驟 13.，直到圓筒產生摺痕。 

   15.圓筒產生摺痕後，將有摺痕之材料拆下，更換紙張並重複步驟 1 至步驟 14。 

    (三)利用錄音筆及麥克風量測扭轉紙管時發出之聲音： 

    1.準備錄音筆及麥克風，並先量測環境噪音，以確定當下實驗環境是否良好。 

    2.裁剪六組不同幾何參數 R/w 的紙張各數十張。 

    3.選取其中一組的紙張捲成紙管，並將紙管一端環繞至基座上，以鐵束環鎖緊。 

    4.將紙管另一端環繞至另一基座上，並以鐵束環固定。 

    5.靜置五秒後，利用雙手去扭轉紙管。 

      (因為使用步進馬達扭轉會有機械的碰撞聲，因此我們用手扭轉) 

    6.待錄音結束後，將紙管從基座上拆下。 

    7.將錄音檔檔名紀錄在實驗紀錄簿。 

    8.重複步驟 3 到步驟 7。 

    9.利用 MATLAB 將聲音檔轉換成波形圖。 

   10.將使用 MATLAB 轉換成之波形圖利用 C 語言轉換成能量圖。 

   11.將 C 語言轉換成之能量圖代入 R 語言去分析。 

   12.將其分析之聲音記錄成圖。 



8 
 

伍、研究結果 

一、扭圓筒靜態分析： 

    (一)紙管幾何(R/w)與摺痕數之關係。 

 

(圖四)紙管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    上圖之藍色圓點(paper_roll)為紙管半徑長度比 R/w=0.20 到 2.15，以 0.05 為間距之四十個

數據點。採取此四十個紙管半徑長度比之紙管之原因為： 

    1. 由於實驗儀器之長度限制，無法探討 R/w＜0.20 之紙管。 

    2. 當 R/w＞2.15，每 0.05 之間距約小於 0.3 毫米，且因為鐵束環本身之誤差約為 0.3 毫 

       米，因而數據的準確度降低。 

    圖形上的黑色虛線(fitting_paper_roll)為迴歸曲線(fitting curve)。 

    由於我們的扭擰過程都是透過步進馬達等速帶動的儀器，而且 R 和 w 值也都是利用游標

尺精密量測，照理說，相同的 R/w 值應該得到相同的摺痕數(N)，但是事實上發現，不同次實

驗的 N 值可以相差 1 條左右。這似乎暗示大自然偏好的 N 值不是唯一，那怎麼可能呢？經過

一番討論，我們乍然察覺原因可能在於實驗觀察到的摺痕數目必須是整數，而紙筒在扭擰過

程勢必遵守高中物理課教的「系統希望處在最低位能」趨勢，如果這個最低能量的 N 值在理

論計算上不是整數，那就可以合理解釋實驗上觀察到的些微誤差。 

    從圖四，我們發現摺痕數(𝑁)整體隨紙管半徑長度比(R/w)增加而遞增，原本將此關係近似

為線性，後來發現 R/w=0.8 處附近數據始終高於迴歸直線(fitting line)，因此改用凹向下之乘
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冪關係曲線來擬和。為了方便之後的實驗更容易觀察，我們一律採用最能反映圖形趨勢且大

致將 R/w 從 0.20 到 2.15 間取六等分，分別為 R/w=0.30, 0.50, 0.80, 1.00, 1.50, 2.00。 

    另外，我們也從日常生活中思考，有什麼樣的因素會使同樣的幾何條件下之摺痕數改變

呢？於是我們就想到了當我們衣服皺了的時候，便會把衣服拉平，而有受到拉力的衣服為什

麼比較不容易皺呢？這也促使我們提供給系統一個拉力，以進行後面的實驗。 

 

    (二)軸向拉伸力與摺痕數之關係。 

 
(圖五)不同軸向拉伸力之紙管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    上圖之藍色方塊點(T203)為軸向拉伸力 203 克重之數據、綠色三角形(T657)與紫色方形點

(T1274)則分別對應到 657 與 1274 克重，其對應顏色之虛線(Fit_T203、Fit_T657、Fit_T1274)

為迴歸曲線(fitting curve)。 

    觀察圖五可發現隨著軸向拉伸力(T)的增加，摺痕數(N)會上升，但影響幅度不大，且軸向

拉伸力(T)並不影響圖形整體的趨勢。 

    另外，由圖中我們也可以得知摺痕數(N)會隨軸向拉伸力(T)上升而些微增加。從物理量綱

來分析，紙管半徑與長度比值(R/w)與摺痕數(N)皆沒有單位 (物理因次為 0)，然而軸向拉伸力

為牛頓 (物理因次為[M][L][T]-2)，由此可推測，若軸向拉伸力與摺痕數(N)有關聯的話，需除

以一力值使其單位相同，因此代表材料力學性質的楊氏係數（單位是壓力）和薄膜厚度很自

然地需要被加進公式的修正項，並且它們相對的冪次也可以透過量綱分析唯一決定，所以我

們接下去便針對材質及厚度等變因進行後續的實驗。 
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    (三)材質(紙管、銅管、鋁箔管與塑膠管)與摺痕數之關係。 

  

(圖六)紙管、銅管、鋁箔管和塑膠管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    上圖實驗皆在軸向拉伸力 302 克重下進行，藍色菱形點 (copper_foil)及藍色虛線

(fitting_copper_foil)為銅管的數據及迴歸曲線、橙色方形點(Al_foil)及橙色虛線(fitting_Al_foil)

則來自鋁箔管、灰色三角形點(plastic_roll)及黑色虛線(fitting_plastic_roll)指塑膠管、紫色圓點

(paper_roll)及紫色虛線(fitting_paper_roll)則描述紙管。 

    從圖六，我們可以歸納出所有材質圓筒(銅片、鋁箔管、塑膠管)之 N-R/w 圖形，大致與

實驗一之紙管的趨勢相同：在
𝑅

𝑤
> 0時，為一「遞增」且「凹向下」之曲線。因此我們可以推

出材質不影響整體趨勢，僅為修正項之結論。 

    然而，我們由上述實驗數據得到，對於相同圓筒半徑長度比(R/w)，不同材質之摺痕數(N)

多寡順序大致滿足：鋁箔管＞銅片管＞紙管＞塑膠管。由此能夠推測除了描述硬軟的楊氏模

量(E)外，材料的塑性程度也會些微影響紙筒的扭轉性質。這部分的說明我們將於統整好軸向

拉伸力、材質及厚度之理論後，於第 13 頁呈現。 
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    (四)厚度、圓筒幾何(R/w)與摺痕數之關係。 

        1.紙管之厚度與摺痕數之關係。 

 

(圖七)不同厚度之紙管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    上圖的材料都是紙管，軸向拉伸力再次皆固定使用 302 克重，藍色三角形點(d0.24)及藍

色虛線(fitting_d0.24)對應到厚度 0.24 毫米的數據及迴歸曲線、橙色菱形點(d0.19)及橙色虛線

(fitting_d0.19)來自厚度0.19毫米、灰色圓點(d0.09)及黑色虛線(fitting_d0.09)指厚度0.09毫米。 

    由圖七，我們可以觀察到，當厚度增加時，相同半徑長度比(R/w)的摺痕數(N)會下降，就

好比同樣是紙這個材料，影印紙顯然比起厚紙板容易皺，也皺的嚴重，否則郵局寄包裹用的

紙箱就不會用厚紙板了，因此圓筒在厚度較大時，傾向摺痕數較少的狀態是我們可以預期的；

儘管如此，不同厚度之圖形整體趨勢，仍與實驗一相同，為一「遞增」且「凹向下」之曲線，

經由理論以及物理因次分析後，我們推斷厚度可能會以其倒數乘冪之形式或是往下平移的方

式影響摺痕數。 

    另外，因為摺痕數之物理因次為無量綱，且在我們修正了實驗一及採用了實驗二之部分

結論後，發現摺痕數可能不僅跟厚度有關係，還跟材料性質楊氏模數(Young’s Modulus, E)及

我們原本影響尺度略小之軸向拉伸力(T)有些許相關性。 
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        2.鋁箔管之厚度、圓筒幾何(R/w)與摺痕數之關係。 

 
(圖八)不同厚度之鋁箔管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    對於 302 克重軸向拉伸力，上圖之綠色圓點(Al_foil (32 layers))及綠色虛線(fitting_Al_foil 

(32 layers)) 是厚度 32 層的鋁箔管數據及迴歸曲線、黑色三角形點(Al_foil (8 layers))及黑色虛

線(fitting_Al_foil (8 layers))則是 8 層、橙色菱形點(Al_foil (4 layers))及橙色虛線(fitting_Al_foil 

(4 layers))是 4 層、藍色方形點(Al_foil (1 layer))及藍色虛線(fitting_Al_foil (1 layer))為 1 層。 

    由於不同厚度之紙管分屬不同材質的紙，其材料性質不儘相同，因此我們選擇材料性質

相同且容易摺疊之鋁箔，藉由疊層方式去展現厚度之關係(我們採用一、四、八、三十二層這

四個差距較大之數量)，另外由於扭轉過程中，層與層之間並無產生「錯位」的現象，因此可

視為相同材質但不同厚度的鋁箔。由圖八，我們可看到與圖七相同的趨勢，但亦可觀察到在

厚度相近(8 層鋁箔管(0.1 毫米)與 0.09 毫米之紙管)、R/w(半徑與長度比值)相同下，紙管與鋁

箔管的摺痕數(N)及整體趨勢並不相同。結合實驗二之結果，我們推測這是由於兩者的楊氏模

量(Young’s Modulus,E)不同，導致在相同幾何條件下，得到不同的摺痕數(N)。 

    對於相同的 R/w，圖形趨勢皆是隨著厚度增加，摺痕數下降，這和紙管與鋁箔管是相似

的。整體趨勢亦與實驗一、二及三相同：N-R/w 之圖形為一「遞增」且「凹向下」之曲線。 

        3.歸納圓筒(塑膠管、鋁箔管)之厚度與摺痕數之關係。 

    藉由實驗數據(圖五、圖七及圖八)觀察到，軸向拉伸力(尺度較小)及厚度(尺度較大)皆會

些微影響摺痕數，因此我們將先前的理論加入修正。因摺痕數為無因次之物理量，根號內影

響每一項之修正項也必須無因次；考量 E(Young’s Modulus)=正向應力(σ，因次為[M][L] -1 [T]-2，
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此處為軸向拉伸力(T)除以厚度(t)平方) /正向應變(ε，因次為 0)，並由因次分析，推測厚度應

為平方才能使其因次為無量綱，亦即後者對於摺痕數的影響應該比前者較為靈敏。 

    然而，因為圓筒半徑長度比(R/w)對於摺痕數(N)之影響遠大於厚度(t)、楊氏模量(Young’s 

Modulus,E)或軸向拉伸力(T)，因此包含(
𝑇

𝐸𝑡2)的修正項可以（經由泰勒展開）加在原本公式後

頭，並且附加一個遠小於 1 的冪次𝛼： 

𝑁 = √𝐴(
𝑅

𝑤
) + 𝐵 + (

𝑇

𝐸𝑡2
)
𝛼

 

其中 A、B、C、α為實驗待定的常數。 

    關於為何相同圓筒半徑長度比(R/w)，不同材質之摺痕數(N)多寡順序大致滿足：鋁箔管＞

銅片管＞紙管＞塑膠管之推導如下： 

    對於 N(R/w)公式的推廣，大致理解的方式分成兩個階段：首先，根據論述，楊氏模量和

薄膜厚度(t)是以
1

𝐸𝑡2關係之修正項進到 N(𝑅
𝑤
)公式。對於楊氏模量，銅片、鋁箔、塑膠、紙管比

例大致為 100:50:1:0.2；至於厚度，比例則為 1:0.8:0.5:0.2，因此
1

𝐸𝑡2的比例可以簡單計算為

0.01:0.31:4:12.5。接著，由於塑膠和紙管的塑性明顯較銅片和鋁箔大，因此前者的紙管會受到

塑性的影響而額外變長，根據 N(𝑅
𝑤
)的遞增趨勢，w 等效變長會使得 N 變少，綜合兩者的考量，

1

𝐸𝑡2
的比例 0.01:0.31:4:12.5 扣除塑性所減少的 N，變成 0.01:0.31:0.005:0.007，亦即 N 的數目

依序是鋁箔最多，其次為銅片、紙管和塑膠。 
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    (五)紙管幾何(R/w)與凹痕偏斜角(α)之關係。 

 

(圖九)紙管半徑、長度比值與凹痕偏斜角(α)關係圖 

    上圖之紅色方塊點(paper_roll)及紅色虛線(Fit_paper_roll)為六個特定紙管半徑長度比 

(R/w=0.3、R/w=0.5、R/w=0.8、R/w=1.0、R/w=1.5、R/w=2.0)之數據及迴歸曲線。 

    由圖九，可以觀察出幾個性質： 

    1.凹痕偏斜角之正弦值(sinα)會隨著紙管半徑長度比(R/w)之上升而下降。 

    2.凹痕偏斜角(α)會隨著紙管半徑長度比(R/w)之上升而下降。 

    3.sinα-R/w 圖為一「遞減」且「凹向下」之圖形。 

然而，由這張圖僅能看出，sinα-R/w 之關係可能為乘冪、對數或甚至是線性；必須透過

幾何分析，才能唯一決定為：sinα ≈ √
𝑤

2𝑅
⇒

𝑅

𝑤
∝ (sinα)−2。將此關係式經由微分運算後，得

到圖形在 𝑅

𝑤
>0 時，的確為「遞減」且「凹向上」。 

接著，我們好奇凹痕偏斜角(α)是否會像摺痕數(N)一樣會被其他變因修正？於是接著進

行不同軸向拉伸力的實驗。 
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    (六)軸向拉伸力與凹痕偏斜角之關係。 

 

(圖十)紙管半徑、長度比值與凹痕偏斜角正弦值關係圖 

    上圖之藍色方塊點(T203)及藍色虛線(Fit_T203)為軸向拉伸力 203 克重之數據及迴歸曲線、

黃色方形點(T657)及綠色虛線(Fit_T657)的拉伸力為 657 克重、黑色三角形點(T1274)及黑色虛

線(Fit_T1274)則為 1274 克重。 

    由圖十，可以歸納出隨著軸向拉伸力(T)之上升並不影響整體圖形走向，仍舊維持一曲線

關係，且隨著軸向拉伸力(T)的增加，凹痕偏斜角之正弦值亦會略為隨之上升。 

    另外，由圖中之三條迴歸曲線可以推論軸向拉伸力幾乎不影響圖形之走向，若以物理量

觀點去推測，軸向拉伸力(單位為克重，物理因次為[M][L][T]-2)比起紙管半徑與長度比值(R/w) 

(沒有單位，物理因次為 0)對於凹痕偏斜角之正弦值(sinα) (沒有單位，物理因次為 0)之關聯

性應該較低，因此我們便不針對凹痕偏斜角再進行材質與厚度之探討。 
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二、建構理論描述紙管靜態參數，如摺痕與紙管幾何間的關係。 

 

(圖十一)幾何模型(藍色為凹痕、紅色為凸痕) 

 

(圖十二)紙張摺痕(凹痕)正面 

 

(圖十三)紙張摺痕(凹痕)反面 
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(圖十四)紙管產生正多邊形之平面結構 

 
(圖十五)正 N 邊形之平面圖(內角為α角為平面圖) 

 
(圖十六)紙管產生之平面結構正視圖 

    由幾何關係(特別是三角形內角和和正弦定理)可得知： 

β =
𝜋

𝑁
− (1) 

α = α
0
+ ∆α ≈ 𝑠𝑖𝑛−1√

𝑤

2𝑅
−

𝜋

2𝑁
− (2) 
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從能量觀點，我們推測外力對摺痕作的功 W 會與摺痕數(N)、摺痕長成正比，但這麼一

來，大自然豈不只會選擇沒有摺痕，亦即 N=0 的情況。顯然這和實驗事實不符，因此我們預

期還需要加入第二種會隨 N 增加而減小的功，來和前者抗衡，使得總功對 N 的作圖可以出現

最低點(因為大自然偏愛能量最低的選擇)。直覺上，紙筒兩端的多邊形邊長略短於凹凸摺痕，

產生此紙張形變的能量應該是第二個需要考慮的項，不過由於它和 N 無關，因此我們只能思

考更細節的變形量。想到當圓形變成正多邊形時，曲線被壓成 N 段直線，肯定會迫使附近的

紙面出現挫曲(buckling)，圓筒兩端挫曲各自產生的凹痕交疊的部分，可以視成是交互作用；

顯然當它們離得越近（距離大致上是摺痕長度：w/sinα），交互位能應當越大，而且多邊形之

邊長越大，凹痕也會越明顯，使得交互位能加強。綜合這些理由可以推出下式： 

W = 𝑁ε [
w

sinα
+

w

sinγ
] +η𝑁 (

2𝜋𝑅

𝑁
) (

2𝜋𝑅

𝑁
)
sinα

𝑤
− (3) 

將(3)式化簡,並將(2)式之結果代入(3)式，我們可以得到： 

W = 𝑁εw [
1

sin( α0 −
𝜋
2𝑁)

+
1

sin( α0 +
𝜋
2𝑁)

] +
η𝜋2

𝑁
(
2𝑅

𝑤
)
1.5

− (4) 

∵ ε,η > 0且 
𝑅

𝑤
> 0 

∴
𝑑𝑁∗

𝑑 (
𝑅
𝑤)

> 0 (∀
𝑅

𝑤
> 0) − (5) 

∵ ε,η > 0且 
𝑅

𝑤
> 0 

∴
𝑑2𝑁∗

𝑑 (
𝑅
𝑤)

2 < 0(∀
𝑅

𝑤
> 0) − (6) 

由(5)及(6)式可以推論 N-R/w 圖應為一「嚴格遞增」且「凹向下」之圖形。 
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三、扭紙管動態過程分析： 

 
(圖十七)扭力與位移關係圖(每隔 0.1 公分取一個點) 

    圖十七中，紙管長度為 9.00 公分(R/w=0.3)、5.40 公分(R/w=0.5)、3.37 公分(R/w=0.8)、2.69

公分(R/w=1.0)、1.80 公分(R/w=1.5)、1.35 公分(R/w=2.0)之扭力與位移關係圖分別為藍色實線

(w9)、紅色實線(w5.4)、綠色實線(w3.37)、米色虛線(w2.69)、紫色實線(w1.8)及黃色虛線(w1.35)，

而其對應顏色之箭頭代表紙管表面產生全部摺痕時，同時亦為拉力秤讀數最大值；而座標軸

橫軸為拉力秤之位移、縱軸為拉力秤之力讀數。 

    (一)扭紙管過程，力矩與扭轉角的關係。 

    根據觀察圖十七之圖形，我們可以推論在箭頭處(摺痕產生前)，圖形大致為線性直線。

而導致其圖形有些許曲折的物理來源有兩個： 

        1.它來自物理實驗中常見之系統誤差，且其數值皆在誤差範圍內，可以忽略。 

        2.這些轉折反映表面產生較前一個狀態更多的 buckling(較不明顯的摺痕)，因此改 

          變其材料性質，造成可產生摺痕之空間變小，因此更不易產生摺痕，圖形之斜率 

          上升，導致曲折現象的產生。 

    大致上，讓我們先將圖形近似為線性來進行後面的討論。 

    因為τ⃗ = R⃗⃗ ×F⃗ 及Δθ =
Δ𝑥

𝑅
，所以 F = kΔ𝑥 ⇔

τ

R
= 𝑘(R ∗Δθ) ⇔ τ = 𝑘R2Δθ， 

k 為一常數，而紙管半徑(R)為定值，所以得到τ = ΚΔθ (K = const. )。 
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    (二)不同紙管幾何參數下，摺痕產生與力矩、扭轉角之關係。 

    藉由觀察圖十七可以察覺，當紙管半徑與長度比值(R/w)越大時，箭頭會隨之往圖形之右

上方移動，且可藉由圖十七推論其 k(圖形斜率)應相同，而箭頭底下的三角形面積為步進馬達

帶動紙管轉動所作的功(=
1

2
k(Δx)2)，由此可知Δx應隨紙管半徑與長度比值(R/w)增加而遞增，

同樣道理，正比於Δx 之 F、Δθ、τ皆會隨之上升。 

利用前述之(4)式：𝑊 = 𝑁ε𝑤 [√
2𝑅

𝑤
+

1

2
(
2𝑅

𝑤
)

3

2
(2 −

𝑤

2𝑅
)

𝜋2

4𝑁2] +
2√2η𝜋2𝑅1.5

𝑁𝑤1.5 ，可知當紙管半  

徑與長度比(R/w)增加時，施力所作的功(W)會上升，藉由理論(4)式亦可充分解釋此現象。 

 

四、提出模型來描述扭紙管的動態過程。 

    從圖十七中，我們能明顯看到施力與位移量成正比，且紙管與彈簧有幾個相似性質： 

    (一)紙管在產生摺痕前之施力會造成其形變，但若在產生摺痕前將外力移除，紙管會 

         回到原狀態，此點與彈簧有恢復性(回復性)之特性相似。 

(二)紙管產生摺痕後無法恢復原狀，可視同彈簧超過彈性限度之現象。 

(三)外力施給紙管的功轉換成儲存位能和摺痕，這類似彈簧之彈力位能和長度伸長量。 

    (四)施於紙管的外力與位移成正比，此點如同彈簧之虎克定律F = －k ∗ ∆x。 

 

五、利用靜態理論及扭紙管之聲音量測來檢視短紙管與長紙管的物理原理。 

    (一)藉由靜態幾何、能量理論之分析，來檢視長、短紙管差異。 

    根據(2)式：α = α
0
+ ∆α ≈ sin−1√

𝑤

2𝑅
−

𝜋

2𝑁
，且其中之反正弦函數內之值√

𝑤

2𝑅
必須小

於等於 1，才能產生規律的摺痕，因此當紙管長度大於直徑時，將會造成圖形中的三角形內

角和不再等於 180 度 (因不滿足正弦定理)，因而無法完全適用之後的靜態幾何-能量理論，去

精準估算出其摺痕數，我們定義其為「長紙管」，且亦有於實驗中觀察到其不規律摺痕；反之，

當摺痕規律時(𝑅/𝑤 ≥ 0.5)定義為「短紙管」。 

    那麼大自然會如何在兼顧能量最低的前提，迴避幾何理論的約束呢？從長紙管的實驗，

我們發現摺線長短、位置和角度變得隨機，且沒有重複性；這與揉皺過程在薄膜產生的摺線

相似，因此除了比較長、短紙管差異外，也想探討擰長紙管和揉皺有沒有進一步的共同性質。 
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    (二)聲音量測之觀察與分析： 

    由於長、短紙管摺線除了形狀、理論等差異外，我們還發現擰短紙管時，僅會產生一個

聲響，接著所有摺痕皆會同時出現；但是對於長紙管，因其摺痕產生之不確定性，在擰扭過

程中，可以量到數十聲的聲響。因此利用錄音筆及麥克風量測聲音並分析，做更一步的探討。 

        1.藉由聲音量測，檢視紙管半徑長度比(R/w)與聲音產生次數之關係。 

 

(圖十八)紙管半徑長度比(R/w)與聲音產生次數之關係圖 

    上圖之藍色原點(paper_roll)為紙管在被擰轉至產生摺痕期間所產生之平均聲音數量，可

以清楚觀察到，短紙管的平均聲響不超過兩聲，而長紙管則平均可以超過四十聲，因此，光

是產生聲音之數量，就可以推定長、短紙管在擰的過程具有非常不同的行為。 

        2.藉著聲音分析，探討長紙管之聲音能量與次數之關係。 

 

(圖十九)長紙管(R/w=0.3)之聲音能量與次數之關係圖 

藍色方形點來自將原始數據繪製成長條圖後，縱軸和橫軸皆取對數；理由是當聲音次數

和能量滿足「冪次關係」時，在全對數圖上會呈現出直線，而那個關鍵的冪次便可從直線的

斜率直接讀出。紅色實線為擬合此數據統計之迴歸直線，其圖形整體趨勢的確滿足一斜率為
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負之直線，且斜率經由 R 語言計算得到約-1.156736 且 y 截距約為 0.2745466，代表方程式為： 

logy = −1.156736 ∗ log 𝑥 + 0.2745466 − (7) 

⇒ y = 1.89 ∗
1

𝑥1.156736
 

上式顯示擰轉長紙管之聲音次數與能量滿足冪次定律，且冪次與前人之擰紙數據[2]相近。 

    為什麼長紙管會發出這麼多聲音呢？我們推測源頭極可能是「挫折(frustration)」這個在

物理裏惡名昭彰的現象。例如二維的三角晶格，如果每一個格點只能擺男生或女生，並且臨

近晶格的人分屬不同性別，不管最後三角形選的是「兩男一女」或「兩女一男」，都會有一端

是男男或女女相鄰，這就是挫折的現象。根據文獻，挫折在液晶和玻璃轉變(glass transition)

等系統同樣扮演關鍵的角色。回到擰紙管實驗，我們發現擰長紙管與揉紙同樣會出現「挫折」，

似乎應力在決定要在哪裏產生摺線、產生多長、多斜的摺線和什麼時候產生時，大自然內部

無法達成共識，在喋喋不休的爭論中，遲遲無法決定。換言之，擰長紙管與揉紙的過程都有

類似「挫折」的現象，導致這兩個表面上非常不同的流程，竟然給出相同的聲音統計行為[2]。 

 

六、檢視半徑不同之大小管摺痕分布之分析。 

一般的圓筒兩端半徑不一定相同，因此先前討論的摺痕規律、動態以及聲學性質，只是

特例。我們接著希望探討在廣義的大小管情況，例如圓錐，是否有更多有趣的物理和應用？ 

 (一)紙管幾何(半徑與長度比，𝑅̅/w)與摺痕數之關係。 

 

(圖二十)大小管與一般紙管之半徑長度比(𝑅̅/w)與摺痕數對照圖 

 由上圖發現，在兩端半徑(R1、R2, R1<R2)比例(R1/R2)降到 0.875 時，驚奇還未發生，也就

是說圖趨勢與比例為 1 的 R1=R2一般紙管大致相同：遞增、凹向下，摺痕具有規律性。 
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七、建構理論解釋大小管兩半徑及長度之關聯。 

         

       (圖二十一)大小管平面圖               (圖二十二)大小管立體圖 

{
𝑟𝜃 = 2𝜋𝑅1

(𝑟 + 𝑙)𝜃 = 2𝜋𝑅2
⇒ r =

𝑅1𝑙

𝑅2−𝑅1
− (8)；𝜃 =

2𝜋(𝑅2−𝑅1)

𝑙
− (9)  

{
𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = 𝜋

𝑁(𝛼2 − 𝛽2 + 𝛾2) + 𝜃 = (𝑁 − 2)𝜋
⇒ {

𝛽2 =
𝜋

𝑁
−

𝜃

2𝑁
− (10)

𝛼2 + 𝛾2 = 𝜋 −
𝜋

𝑁
+

𝜃

2𝑁
− (11)

  

同理        { 𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 = 𝜋
𝑁(𝛼1 − 𝛽1 + 𝛾1) − 𝜃 = (𝑁 − 2)𝜋

⇒ {
𝛽1 =

𝜋

𝑁
+

𝜃

2𝑁
− (12)

𝛼2 + 𝛾2 = 𝜋 −
𝜋

𝑁
−

𝜃

2𝑁
− (13)

 

∆BED是等腰，而且∠BED = π −
𝜃

𝑁
⇒ {

∠OBD ≡ 𝛾2
′ = 𝛾2 −

𝜃

2𝑁

∠ODB ≡ 𝛼2
′ = 𝛼2 −

𝜃

2𝑁

 

對於∆CBD，正弦定理：
𝐶𝐷

sin (𝛾2−
𝜃

2𝑁
)
=

𝐵𝐷

𝑠𝑖𝑛𝛽1
=

2𝜋𝑅2
𝑁

sin (
𝜋

𝑁
+

𝜃

2𝑁
)
− (14)  

另外，從幾何可以推得： 

𝐶𝐷
2
= (𝑟 + 𝑙)2 + 𝑟2 − 2(𝑟 + 𝑙)2𝑐𝑜𝑠2𝛼2 − 2𝑟(𝑟 + 𝑙)sin𝛼2√1 − (1 +

𝑙

𝑟
)
2

𝑐𝑜𝑠2𝛼2 − (15)  

由(8)式及因為(15)式中根號內之數應為正⇒ (1 +
𝑙

𝑟
) 𝑐𝑜𝑠𝛼2 =

𝑅2

𝑅1
𝑐𝑜𝑠𝛼2 ≤ 1 − (16) 

為了使壓扁大小管時，𝐶𝐷不要突出截面：𝐶𝐷 =
2𝜋𝑅2

𝑁
sin (𝛾2−

𝜃

2𝑁
)

sin (
𝜋

𝑁
+

𝜃

2𝑁
)

≤ (𝑅1 + 𝑅2)
𝜋

𝑁

sin
𝜋

𝑁

− (17) 

當𝑁 >> 1時，(17)式改寫為
2𝜋𝑅2sin𝛾2

𝜋+
𝜃

2

≤ 𝑅1 + 𝑅2 ⇒ sin𝛾2 ≤
(𝑅1+𝑅2)(𝑙+𝑅2−𝑅1)

2𝑅2𝑙
− (18)  

且當𝑁 >> 1，(11)式改寫為𝛼2 + 𝛾2 ≈ 𝜋 ⇒ sin𝛼2 = sin𝛾2 ≤
(𝑅1+𝑅2)(𝑙+𝑅2−𝑅1)

2𝑅2𝑙
− (19)  

由(16)及(19)式，我們可以發現當√1 − (
𝑅2

𝑅1
)
2

>
(𝑅1+𝑅2)(𝑙+𝑅2−𝑅1)

2𝑅2𝑙
時，𝛼2會無解  

⇒ (𝑅2 − 𝑅1) > (
𝑙+𝑅2−𝑅1

2𝑙
) (𝑅1 + 𝑅2)，狀態邊界：4 (

𝑅2

𝑙
−

𝑅1

𝑙
) > (1 +

𝑅2

𝑙
−

𝑅1

𝑙
)
2

(
𝑅1

𝑙
+

𝑅2

𝑙
)  
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陸、討論 

一、未來可研究之方向： 

    (一)曲面(斜切管、球形等)： 

        1.簡介：由於曲面與平面幾何性質的不同，例：曲面之三角形內角和並不一定滿足 

                  歐氏幾何之 180 度，因此我們能針對更多、更複雜之曲面構造進行研究。 

        2.斜切管： 

 
(圖二十三)扭斜切管示意圖 

        3.圓球： 

 
(圖二十四)擰圓球示意圖 

        5.預測：因本報告探討的紙管為歐氏幾何上所形成的三角形，而斜切管、圓球等為 

                 曲面，因而我們預期其幾何性質將與本研究探討範疇有所相異。 

  (二)地球科學：在擰轉時，主要是由剪切力提供紙管產生摺痕。而我們預期地球有可能因 

                 為不同緯度間、自轉產生的切線速率不同，相當於對板塊產生切剪力矩， 

                 在赤道附近的板塊可發現較多小裂痕，這與在長紙管看到的多條摺痕相似 

                 。因而我們認為可以將擰扭圓筒延伸到扭黏土圓球，並試著與地球板塊運 

                 動結合，藉由扭轉中發現的物理過程去建立文獻上缺乏之理論解釋盤古板 

                 塊之斷裂面與摺痕之關聯；另外，圖二十六為冥王星的第一號衛星──冥 

                 衛一(凱倫)，而其主要是由岩石及冰所組成的，在它上面可以看到明顯與 

                 地球類似的板塊，而在其赤道也可以看到許多皺褶，我們認為這與擰紙的 

                 摺痕是類似的，而造成此現象的可能就是板塊之間因為不同緯度造成不同 
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                 的切線速率導致板塊兩側所受到的剪切力不同而產生類似摺痕的現象。 

 
(圖二十五)地球板塊結構 

 

(圖二十六)冥衛一(凱倫)之板塊皺摺圖 

  (三)生物物理： 

      1.β-筒狀蛋白(Beta Barrel)簡介：到目前為止，這類蛋白僅在革蘭氏陰性細菌的外膜、 

         革蘭氏陽性細菌的細胞壁、以及線粒體和染色質的外膜上發現。且根據化學變性研 

         究，β-筒狀蛋白的穩定性與水溶性蛋白的穩定性相似。 

      2.β-筒狀蛋白(Beta Barrel)之構造圖： 

 

(圖二十七) β-筒狀蛋白(Beta Barrel)構造圖 
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      3.應用：藉由擰扭圓筒所歸納出的幾何關係，可用來研究相似於圓筒摺痕傾斜現象之 

              蛋白質條(Beta Strands)，及其蛋白質構造 β-筒狀蛋白(Beta Barrel)。 

  (四)醫學：骨頭可視為一厚度不可忽略且含有許多其他物質之圓筒，而我們認為在受到擰 

            扭外力而造成之骨折現象，可以藉由扭圓筒之理論去模擬骨折時，骨頭所發生 

            的物理變化及其性質。 

  (五)物理： 

      1.藉由擰紙管的觀察：長紙管的聲音現象似揉紙；短紙管的形狀狀態似摺紙，因而創 

         造一個滿足揉、擰、摺等動作之綜合理論。 

      2.挫折(frustration)：在長紙管中因各摺痕都有各自偏好的能量最低點，彼此摺痕間會 

         爭執自己所喜好的狀態，而導致最後摺痕發生斷裂，並非我們所預期應有的三角形 

         。而在揉紙過程中我們也發現它與長紙管產生的聲音有相同的統計分佈[2]，因此認 

         為在揉紙過程中，彼此間摺痕也有各自偏好的狀態，導致最後摺痕產生挫折而具有 

         與長紙管相同的機制。 

      3.冪次法則(Power Law)： 

        (1)簡介：冪定律(Power Law)為一種多項式關係。遵守這關係的多項式會展現出標 

                 度不變性（scale invariance）的性質。最普通的，表達兩個變量之間關係 

                 的冪定律，其形式為f(x) = axk。 

        (2)範例：凡德瓦力模型、芮氏地震規模、萬有引力定律、波茲曼定律、摩爾定律。 
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柒、結論 

    在本次實驗中，我們試圖了解擰圓筒之動、靜態性質，並在動態實驗中發現施力與位移

滿足虎克定律，另外 F-Δx 圖下面積亦滿足紙管在扭轉過程中所儲存的位能；再藉由幾何、

能量理論，發現動、靜兩狀態之現象相互呼應，一旦得出半徑與長度比值(R/w)固定時之摺痕

數(N)及摺痕偏折角(α)，即可推導其能量；同時，只要求出施力作功，即可類推至 N 及α。 

    以下特性為本研究之結論： 

    一、扭圓筒靜態分析： 

        (一)不同紙管半徑與長度比值(R/w)對摺痕數(N)及摺痕偏折角(α)之影響分析： 

            1.摺痕數(N)隨著紙管半徑與長度比值(R/w)的上升而增加。 

            2. N-R/w 圖之圖形為一嚴格遞增且凹向下之曲線。 

            3.摺痕偏折角(α)因著紙管半徑與長度比值(R/w)的上升而減小。 

            4. sinα-R/w 圖之圖形為一嚴格遞減且凹向上之曲線。 

        (二)不同軸向拉伸力(T)之紙管之靜態分析：相同紙管半徑長度比(R/w)時， 

            1.軸向拉伸力(T)越大，摺痕數(N)越多。 

            2.軸向拉伸力(T)之增減與摺痕偏折角(α)之變化無明顯之關係。 

        (三)不同材質之圓筒之靜態分析： 

            1.相同 R/w 時，摺痕數(N)大小排序為：鋁箔管＞銅片管＞紙管＞塑膠管。 

        (四)不同厚度(t)之圓筒之靜態分析： 

            1.相同圓筒半徑長度比(R/w)時，摺痕數(N)會因厚度增加而下降。 

            2.厚度之影響可與楊氏模量(Young’s Modulus, E)及軸向拉伸力(T)結合。 

        (五)不同幾何、材料性質之比較，利用靜態理論模型分析： 

            1.摺痕數(N)皆隨著圓筒半徑與長度比值(R/w)的上升而增加。 

            2. N-R/w 圖之圖形皆為一遞增且凹向下之曲線。 

            3.由幾何及能量的觀點可得下列兩式： 

α ≈ sin−1√
𝑤

2𝑅
−

𝜋

2𝑁
  

𝑁 = √𝐴 (
𝑅

𝑤
) + 𝐵(其中 A、B為常數)  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%CE%94
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            4.以厚度(t)、楊氏模量(Young’s Modulus, E)及軸向拉伸力(T)，修正公式為： 

𝑁 = √𝐴 (
𝑅

𝑤
) + 𝐵 + 𝐶 (

𝑇

𝐸𝑡2)
𝛼

  

    二、扭紙管動態過程分析： 

        (一)紙管所受的扭力與位移成正比。 

        (二)施於紙管之力矩與扭轉角成正比。 

        (三)紙管半徑與長度比值(R/w)越大，扭力對紙管的作功越多。 

        (四)紙管在「恢復性」、「彈性限度」、「位能」等特性與彈簧相似。 

    三、紙管的物理原理： 

        (一)短紙管在扭轉後之形態與二維摺紙相似。 

        (二)長紙管在聲音量測及挫折(frustration)之摺痕產生過程與揉紙相似。 

        (三)長、短紙管在幾何理論、冪次定律等性質不相同。 

    四、研究應用： 

        (一)利用擰扭圓筒可將三維圓柱形變成二維摺紙的性質： 

            1.生活上，我們將此性質藉以收納、壓縮、解省居家方面之放置空間。 

            2.工業上，我們能將伸縮功能應用於機械零件製造，並使機械能更靈敏便利。 

            3.環保上，我們將以更安全且有效地方式回收鐵、鋁罐，進而達到環保減炭。 

 

      → 
        (圖十八)扭轉壓縮前的銅管       (圖十九)經扭轉壓縮後的銅管 

        (二)利用動態過程中短紙管塑性變形前承受之臨界力矩較大之性質： 

        1.建築上，R/w 小(半徑小/長度大)之圓柱臨界力矩較小，建築的柱子如果過長 

           ，抗力矩效果也會較差。我們主張可以用數個 R/w 大(半徑大/長度小)之圓柱 

           ，取代過長之單一圓柱以框束連接彼此，增加建築柱子本身的臨界力矩，才 

               能承受更大的扭轉變形。 
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作品海報 

【評語】051822  

本作品探討扭轉折痕與角度的現象，其中再加上以聲音音量來

分析折痕能量的關係，是不錯的想法，作者再加入不同材質的折痕

研究，並以圓球來分析可能的地球地殼之板塊疊合，是很好的應用。

本作品身為延續之作品，在增加的部份份量有點少。 

F:\中小科展_57屆\排版\051822-評語 



一、探討幾何、軸向拉伸力、材質與摺痕數及偏斜角關係。
二、分析不同參數下，扭轉過程中的力矩、扭轉角與能量之關係。
三、藉由量測扭轉圓筒發出的噪音音量和頻率多寡，檢視長、短紙管不同的統計行為。
四、建構理論解釋兩端半徑不同之圓筒(大小管)半徑及長度之關聯。
五、檢視不同幾何構造(厚度大之圓筒、球形)之物體扭轉過程之型態。

摘要

研究動機

研究目的

一、探討幾何、軸向拉伸力、材質與摺痕數及偏斜角關係

底座

把手(帶動紙管轉動)

重物(提供軸向拉伸力)

基座
(可更換不同半徑)

固定端
(不可轉動)

之前在參觀奇美博物館的摺紙特展時，了解到「摺紙」已經跳脫童玩和藝術領域，在工
業和科學上也有非常大的應用，例如衛星的太陽能板、工程上的機械蟲……。

然而我發現擰轉圓筒過程中，三維圓筒受到剪力而傾斜後，會直接產生規律的自發性摺
痕，異於一般費時費工的摺紙，這激起我想對其進一步探討，並試圖推廣應用到日常生活。

本次研究探討圓筒經扭轉自發產生摺痕的物理，對於短圓筒，直線摺痕在長度和間距都
呈規律性，我們能從幾何及能量觀點推導出摺痕數目及偏斜角度和實驗參數（如圓筒長度、
半徑、厚度等）的關係。同時也能解釋為何當圓筒過長時，規律會消失，並發出許多噪音。

實驗儀器
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實驗結果
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由(圖一)，我們了解N-R/w關係大致遞增

且凹向下，並以軸向拉伸力(圖二)、厚度(圖

三)、材質(圖四)做為變因，進一步發現當軸

向拉伸力增加或厚度減少時，摺痕數(N)會些

微增加；對於不同材質，N多寡依序為：鋁

箔、銅片、紙、塑膠，並能結論這些參數對

於N的影響遠不及半徑長度比(R/w)；而我們

可以清楚看到α角度會隨R/w之增加而減少，

且軸向拉伸力的影響幾乎可以忽略 (圖五)。

研究過程及實驗儀器
研究過程
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理論模型
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(圖九)

理論模型

二、分析不同參數下，扭轉過程中的力矩、扭轉角與能量之關係
實驗架設

� 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 = π
𝑁𝑁(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) = (𝑁𝑁 − 2)π

⇒ 𝛼𝛼 ≈ sin−1
𝑤𝑤
2𝑅𝑅

−
π

2𝑁𝑁
;𝛽𝛽 =

π
𝑁𝑁

幾何： 能量：

W = 𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑤𝑤

sin𝛼𝛼
+

𝑤𝑤
sin𝛾𝛾

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂
2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑁𝑁

2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑁𝑁

sin𝛼𝛼
𝑤𝑤

⇒⇒⇒ 𝑁𝑁 = 𝐴𝐴
𝑅𝑅
𝑤𝑤

+ 𝐵𝐵 ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ 𝑁𝑁 = 𝐴𝐴
𝑅𝑅
𝑤𝑤

+ 𝐵𝐵 +
𝑇𝑇
𝐸𝐸𝑡𝑡2

𝐶𝐶
軸向拉伸力、楊氏
係數、厚度修正

(一) 紙管在產生摺痕前，施力造成的是彈性形變，如將外力移除，紙管會回到原狀態。
(二) 產生摺痕後，塑性形變使得紙管無法恢復原狀，可視同類似彈簧超過彈性限度。
(三) 外力施給紙管的功，轉換成位能和摺痕，類似彈簧之彈力位能和伸長量。
(四) 施於紙管的外力與位移成正比，此點如同彈簧之虎克定律。

實驗介紹

藉(圖九)、(圖
十)，我們發現動
態過程中，不同
R/w的紙管拉力與
位移大致成正比；
而產生摺痕所需能
量則隨著R/w增加
而上升。

緊接著實驗一，我們希望能夠藉由固定轉速(步進
馬達)來轉動圓筒，以量測每一時間點之力與位移，進
而觀察其整體動態過程，並發現產生摺痕前的受力與
位移成正比。進一步探討後，得知紙管於動態過程中
，有許多性質與彈簧相同，因此可以推論動態紙管類
似彈簧。最後由圖形底下面積可計算得到能量，並代
入實驗一的能量理論中，去推導其應產生之摺痕數。

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0

實驗結果

三、藉量測扭轉圓筒發出噪音音量和頻率，檢視長、短紙管統計行為

理論模型

實驗介紹

我們發現擰長紙管與揉紙同樣會出
現挫折，似乎應力決定在哪裏和什麼時
候產生多長、多斜的摺線時，無法達成
共識，在喋喋不休的爭論中，大自然遲
遲無法決定；換言之，擰長紙管與揉紙
的過程遭遇類似的「挫折」，導致這兩
個表面上非常不同的流程，竟然給出相
同的聲音統計行為。(Tsai, Sun-Ting et
al., 2015)

藉由量測扭轉圓筒所發出之噪音音量和頻率多寡，我們
發現長、短紙管有不同的聲音統計分布，並進一步釐清這個
行為的改變和摺痕失去規律性乃同時發生，從而結論背後機
制極可能是同樣在液晶和玻璃轉變(glass transition)等系統扮
演關鍵角色的幾何「挫折」(frustration)。最後，在實驗中，
我們利用麥克風及錄音筆，將扭轉紙管的噪音錄下來，再利
用MATLAB、C、R等程式語言，從聲音檔依序轉換成波型檔、
能量檔及數據全對數圖。

在 我 們 實 驗 中 發 現 長 紙 管
(R/w≤0.5)扭轉中產生之聲音數量為
短紙管(R/w>0.5)的數倍到數十倍。
另外我們也能藉由(圖十一)，發現長
紙管(w=9公分)在能量-次數之全對
數圖中，整體趨勢呈現負斜率的直
線，這代表其滿足冪次定律(Power
Law)，由於冪次大小與前人研究之
「揉紙」相符，我們推斷「擰長紙
管」與「揉紙」應有些許相關。

(圖六) (圖七) (圖八)

(圖十一)

反鐵磁耦合
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結論、未來展望及研究應用
一、當實驗參數給定後，圓筒之摺痕數(N)與偏斜角(α)可以被唯一決定。
二、N-R/w圖為一嚴格遞增且凹向下之曲線；而sinα-R/w圖為一嚴格遞減且凹向上之曲線。
三、長紙管在聲音量測及挫折(frustration)之摺痕產生過程與揉紙相似。
四、紙管的動態過程與彈簧許多性質相近。
五、將傾斜摺痕對應β-筒狀蛋白之蛋白質條(beta

strands)，進以研究其傾斜成因及動力學。
六、藉由扭轉中歸納的物理原理，建立文獻上缺乏之

理論，解釋盤古板塊斷裂面與摺痕之可能關聯。
七、工業上將伸縮功能應用於機械零件之製造，並使

機械能更靈敏便利。
八、生活上推廣到收納、壓縮、節省居家放置空間。
九、環保上，我們的結論有助於更安全且有效地方式

回收鐵、鋁罐，進而達到環保減炭的效果。

四、建構理論解釋大小管兩半徑及長度之關聯
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理論模型

五、檢視不同幾何構造(厚度大之圓筒、球形)物體扭轉過程之型態
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由(圖十二)，我們了解大小管的N-Rav/w
關係大致與圓筒的遞增且凹向下相似，不同

的是，當R1和R2相差很大時(R2/R1>1.28)，圖

形會出現極值。藉由推廣(圖一)圓筒之幾何及

能量理論至大小管後，可以繪出較為廣義之

N與R1/w及R2/w所形成之三維圖形(圖十三)。

(圖十二)中的一條曲線均對應到(圖十三)

中的一個截面，因而能理解極值出現之原因

，並加以歸納出每一半徑比例之曲線圖形。

(圖十二)

(圖十六)(圖十五)

(圖十三)

ቊ
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π
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2𝑁

ቊ
𝛼1 + 𝛽1+𝛾1= π

𝑁(𝛼1 − 𝛽1+𝛾1) − θ = (𝑁 − 2)π
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π

𝑁
−
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2𝑁

由幾何，能求得兩摺痕規律邊界為

൝
𝑦 + 0.25 2 − 𝑥 − 0.25 2 = 0.5

𝑥 + 0.25 2 − 𝑦 − 0.25 2 = 0.5

(圖十四)
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