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摘要 

    本研究從股差為 1 的素勾股數家族{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}得到關係式 
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

，其中𝑛, 𝑢𝑛 , 𝑣𝑛 ∈

𝑁, 𝑢𝑛＞𝑣𝑛 , (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) = 1, 𝑢𝑛 , 𝑣𝑛為一奇一偶；以不同的 
𝑣1

𝑢1
 代入關係式，迭代產生不同的〈

𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉，

再由(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛) = (𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2, 2𝑢𝑛𝑣𝑛 , 𝑢𝑛
2 + 𝑣𝑛

2)產生股差為|𝑢1
2 − 𝑣1

2 − 2𝑢1𝑣1|的素勾股數家

族；將(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)當成平面座標(𝑥, 𝑦)，則股差為定值的{(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)}構成平面座標中的「勾股鐵路

網」；將(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)當成空間座標(𝑥, 𝑦, 𝑧)，則股差為定值的{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}構成空間座標中的「勾

股鐵路網」；由不同最簡股差的乘積找到另外兩個關係式，由此得到股差為定值的素勾股數

家族之不同的〈
𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉，並由此確認最簡股差為定值的〈

𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉之條數，進而確認最簡股差為定值的勾

股鐵路之條數。 

壹、 研究動機 

    準備全國科展時，我接觸第47屆全國科展高中組數學科第三名的「勾股鐵路網」。作

者探討高中課程有關的數列，由整數數列產生股差為定值的素勾股數家族（王重臻〔2〕）。

因此，我在科展中以最簡真分數數列產生股差為定值的素勾股數家族。雖然「勾股鐵路

網」的作者發現「最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式， 𝑘 ∈ 𝑍」〔2〕，但是沒有對此提出證

明，更無法從正整數直接挑出最簡股差。所以，我在中研院數學傳播季刊的文章中證明

「勾股鐵路網」的發現，並提出最簡勾股差判別方法為「最簡股差的所有因數皆可寫成

|8𝑘 ± 1|的形式，𝑘 ∈ 𝑍」。基於下列理由，我想要在此次科展中繼續探討「勾股鐵路網」： 

一、 我在數學傳播文章中尚未證明最簡股差的判別方法，後來我在張文忠「基礎數論-

原理及題解」書中找到證明最簡股差判別方法的一些線索（張文忠〔3〕）。 

二、 「勾股鐵路網」作品是藉由其中一條整數數列的衍生數對與構造式，作者找到共

軛式與共軛數對，再由共軛數對可產生另一條整數數列，接著藉由不同最簡股差

的構造式或共軛式之乘積產生合成最簡股差之構造式，並由此產生合成最簡股差

的所有整數數列〔2〕。我想採取比較簡便的方法，利用最簡股差的乘積產生關係

式，再將不同最簡股差的最簡真分數分別代入關係式，由此求得各種最簡股差的

所有最簡真分數數列。 
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三、 我發現「勾股鐵路網」作品有座標表示的問題，作者將各種最簡股差的整數數列

擺在一起成了「勾股鐵路網」〔2〕，可是在直線座標中這些整數數列並無法呈現數

列網的形式（圖1）。因此，我想到平面與空間的方法：將(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)當成平面座標(𝑥, 𝑦)，

由此建構成平面座標中的「勾股鐵路網」，以及將素勾股數(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)當成空間座

標(𝑥, 𝑦, 𝑧)，由此構成空間座標中的「勾股鐵路網」。 

   

圖1  第47屆全國科展「勾股鐵路網」的整數數列 

貳、 研究目的 

一、 證明最簡股差的判別方法。 

二、 合成各種股差的最簡真分數數列。 

三、 建立平面座標與空間座標中的「勾股鐵路網」。 

 

參、 研究設備及器材 

筆、紙、電腦、電子計算機、excel 試算表、GeoGebra 

 

  



2 
 

肆、 研究方法與過程 

一、 我的研究架構如圖 2 所示。 

研究動機 

                                       

          最簡股差的判別           勾股鐵路網             最簡真分數數列的條數 

                                                                               

                                 研究過程與方法 

 

         歐幾里得家族               最簡股差                        費氏家族   

                                                                               

        最簡真分數數列       股差為定值的素勾股數家族             遞迴關係式 

                                       

                                   勾股鐵路網      研究結果      討論      結論 

                                                                               

圖 2 我的研究架構圖 
 

二、 名詞定義 

(一) 勾股數又名畢氏數，是符合畢氏定理（𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2）的正整數解(𝑎, 𝑏, 𝑐)。 

(二) 素勾股數又名互質畢氏數，即 (𝑎, 𝑏, 𝑐)的最大公因數等於 1。 

(三) 最簡股差為素勾股數的股差，即|𝑎 − 𝑏|。 

(四) 素勾股數家族是由同一生成公式產生的所有素勾股數，表示為{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}。 

三、 文獻探討 

(一) 素勾股數家族 

1. 最重要的素勾股數家族是歐幾里得家族，包括所有素勾股數（蔡聰明〔4〕），如

(3,4,5), (5,12,13), (7,24,25), (9,40,41), (11,60,61), (13,84,85), ⋯等，生成公式為： 

{
𝒂𝒏 = 𝒖𝒏

𝟐 − 𝒗𝒏
𝟐

𝒃𝒏 = 𝟐𝒖𝒏𝒗𝒏       

𝒄𝒏 = 𝒖𝒏
𝟐 + 𝒗𝒏

𝟐

，其中 𝒏, 𝒖𝒏, 𝒗𝒏 ∈ 𝑵, 𝒖𝒏＞𝒗𝒏, (𝒖𝒏, 𝒗𝒏) = 𝟏, 𝒖𝒏, 𝒗𝒏為一奇一

偶。 

證明：⑴將(𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛)代入𝑎2＋𝑏2 = 𝑐2得 𝑎𝑛
2＋𝑏𝑛

2＝𝑐𝑛
2    ⋯ (1)，式(1)兩邊同除以 

      𝑐𝑛
2 可得(

𝑎𝑛

𝑐𝑛
)

2

＋ (
𝑏𝑛

𝑐𝑛
)

2

= 1 ⋯ (2)。令𝑥 =
𝑏𝑛

𝑐𝑛
, 𝑦 =

𝑎𝑛

𝑐𝑛
代入式(2)，則可得Γ：𝑥2 



3 
 

      ＋𝑦2＝1。求Γ在第一象限的有理數點(𝑥, 𝑦)﹐𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄。 

 ⑵令L為通過P(0,1)的直線，可得L：𝑦 + 1 = 𝑘𝑥（圖 3）。則由Γ與L聯立可得﹕ 

𝑥2＋(𝑘𝑥 − 1)2＝1，移項可得(𝑘2 + 1)𝑥2 − 2𝑘𝑥 = 0，求解可得𝑥＝
2𝑘

𝑘2+1
 或 

𝑥 = 0 （𝑥 = 0 不合，此即P點）。因此，(𝑥, 𝑦) = (
2𝑘

𝑘2+1
,

𝑘2−1

𝑘2+1
)。 

 ⑶取𝑘為有理數且大於 1時，求Γ在第一象限的有理數點。 

令𝑘 =
𝑢𝑛

𝑣𝑛
, 𝑛, 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 ∈ 𝑁﹐𝑢𝑛＞𝑣𝑛﹐(𝑢𝑛, 𝑣𝑛) = 1，則(𝑥, 𝑦) =

(
2𝑢𝑛𝑣𝑛

𝑢𝑛
2＋𝑣𝑛

2 ,
𝑢𝑛

2−𝑣𝑛
2

𝑢𝑛
2＋𝑣𝑛

2)。 

所以(𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛) = (𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2, 2𝑢𝑛𝑣𝑛, 𝑢𝑛
2 + 𝑣𝑛

2)。但是𝑢𝑛 , 𝑣𝑛同時為奇數時，

(𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2, 2𝑢𝑛𝑣𝑛, 𝑢𝑛
2 + 𝑣𝑛

2)全為偶數，(𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛)的最大公因數不等於 1，

故不合。所以𝑢𝑛 , 𝑣𝑛為一奇一偶。因此所有互質畢氏數集合為 

{

𝑎𝑛 = 𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2

𝑏𝑛 = 2𝑢𝑛𝑣𝑛       

𝑐𝑛 = 𝑢𝑛
2 + 𝑣𝑛

2

，其中 𝑛, 𝑢𝑛 , 𝑣𝑛 ∈ 𝑁, 𝑢𝑛＞𝑣𝑛 , (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) = 1, 𝑢𝑛 , 𝑣𝑛為一奇一偶。□ 

 

         圖 3  Γ：𝑥2＋𝑦2＝1與L：𝑦 + 1＝𝑘𝑥 

2. 最重要的股差為定值之素勾股數家族是費馬家族（Price〔5〕），包括(3,4,5), 

(21,20,29), (119,120,169), (697,696,985), ⋯等，其最簡股差為 1，生成公式為：

{
𝒂𝒏 = 𝑷𝒏+𝟏

𝟐 − 𝑷𝒏
𝟐

𝒃𝒏 = 𝟐𝑷𝒏+𝟏𝑷𝒏       

𝒄𝒏 = 𝑷𝒏+𝟏
𝟐 + 𝑷𝒏

𝟐

，𝒏 ∈ 𝑵, 𝑷𝒏+𝟏 = 𝟐𝑷𝒏 + 𝑷𝒏−𝟏, 𝑷𝟎 = 𝟎, 𝑷𝟏 = 𝟏。 

證明：因為𝑃𝑛+1 = 2𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1， 𝑎𝑛 = 𝑃𝑛+1
2 − 𝑃𝑛

2，𝑏𝑛 = 2𝑃𝑛+1𝑃𝑛，所以 

     |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |𝑃𝑛+1
2 − 𝑃𝑛

2 − 2𝑃𝑛+1𝑃𝑛| 

= |(2𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1)2 − (2𝑃𝑛−1 + 𝑃𝑛−2)2 − 2(2𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1)(2𝑃𝑛−1 + 𝑃𝑛−2)| 
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= |4𝑃𝑛
2 − 7𝑃𝑛−1

2 − 𝑃𝑛−2
2 − 4𝑃𝑛𝑃𝑛−1 − 6𝑃𝑛−1𝑃𝑛−2 − 4𝑃𝑛𝑃𝑛−2| 

= |4𝑃𝑛
2 − 7𝑃𝑛−1

2 − (𝑃𝑛 − 2𝑃𝑛−1)2 − 4𝑃𝑛𝑃𝑛−1 − 6𝑃𝑛−1(𝑃𝑛 − 2𝑃𝑛−1) − 4𝑃𝑛(𝑃𝑛 − 2𝑃𝑛−1)| 

= |𝑃𝑛
2 − 𝑃𝑛−1

2 − 2𝑃𝑛𝑃𝑛−1| = ⋯ = |𝑃3
2 − 𝑃2

2 − 2𝑃3𝑃2| 

= |𝑃2
2 − 𝑃1

2 − 2𝑃2𝑃1| = |22 − 12 − 2×2×1| = 1                         □ 

(二) 第 47 屆全國科展「勾股鐵路網」科展作品中已得到很好的結果〔2〕，說明如下： 

1. 任何股差的素勾股數皆可由衍生數對(𝑚, 𝑛)產生數列〈𝑆𝑛〉滿足𝑆𝑛 + 2𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛+2，

若取數列中的任兩相鄰項為新衍生數對，則可找到同股差的素勾股數。 

2. 觀察最簡股差的規律性並發現凡是最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式，𝑘 ∈ 𝑍。 

3. 發現並且證明了最簡股差的乘積必是最簡股差，即定理1。 

定理1（王重臻〔2〕）：若|𝒅𝒔|與|𝒅𝒕|最簡股差（且|𝒅𝒔|為質數），則|𝒅𝒔𝒅𝒕|亦為最

簡股差。 

說明：⑴先令最簡股差為|𝑑𝑠|與|𝑑𝑡|，且|𝑑𝑠|為質數時，則 

|𝑑𝑠| = |𝑎𝑠 − 𝑏𝑠| = |(𝑛𝑠
2 − 𝑚𝑠

2) − 2𝑛𝑠𝑚𝑠| = |(𝑛𝑠 − 𝑚𝑠)2 − 2𝑚𝑠
2| 

|𝑑𝑡| = |𝑎𝑡 − 𝑏𝑡| = |(𝑛𝑡
2 − 𝑚𝑡

2) − 2𝑛𝑡𝑚𝑡| = |(𝑛𝑡 − 𝑚𝑡)2 − 2𝑚𝑡
2| 

⑵再令Δ𝑚𝑠 = 𝑛𝑠 − 𝑚𝑠，Δ𝑚𝑡 = 𝑛𝑡 − 𝑚𝑡，則  

|𝑑𝑠| = |Δ𝑚𝑠
2 − 2𝑚𝑠

2| = (Δ𝑚𝑠 + 𝑚𝑠√2)|Δ𝑚𝑠 − 𝑚𝑠√2| 

|𝑑𝑡| = |Δ𝑚𝑡
2 − 2𝑚𝑡

2| = (Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡√2)|Δ𝑚𝑡 − 𝑚𝑡√2| 

⑶| 𝑑𝑠𝑑𝑡| = |Δ𝑚𝑠
2 − 2𝑚𝑠

2||Δ𝑚𝑡
2 − 2𝑚𝑡

2| 

 = [(Δ𝑚𝑠 + 𝑚𝑠√2) |Δ𝑚𝑠 − 𝑚𝑠√2|][(Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡√2)|Δ𝑚𝑡 − 𝑚𝑡√2|] 

 = (Δ𝑚𝑠 + 𝑚𝑠√2)(Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡√2) |Δ𝑚𝑠 − 𝑚𝑠√2||Δ𝑚𝑡 − 𝑚𝑡√2| 

 = [(Δ𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 2𝑚𝑠𝑚𝑡) + (𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡Δ𝑚𝑠)√2]|(Δ𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 2𝑚𝑠𝑚𝑡) − (𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡Δ𝑚𝑠)√2| 

  = |(Δ𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 2𝑚𝑠𝑚𝑡)2 − 2(𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡Δ𝑚𝑠)2| 

4. 對於兩組已知股差的素勾股數的衍生數對(𝑚1, 𝑛1)與(𝑚2, 𝑛2)，可轉換成構造式

Δ𝑚1 + 𝑚1√2與Δ𝑚2 + 𝑚2√2（其中Δ𝑚1 = 𝑛1 − 𝑚1與Δ𝑚2 = 𝑛2 − 𝑚2）。藉由合成法

則(Δ𝑚1 + 𝑚1√2)(Δ𝑚2 + 𝑚2√2)，展開後得到新股差為原兩股差之乘積的構造

式。 
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5. 對於一個股差非1的素勾股數，若將衍生數對(𝑚, 𝑛)轉換成共軛式Δ𝑚 + 𝑚√2 的

形式，則我們可以藉由此構造式之共軛式（−Δ𝑚 + 𝑚√2與Δ𝑚 − 𝑚√2之值為正

數者）轉回的衍生數對再產生一條數列，進而產生更多的素勾股數，且這兩條

數列是不同的數列。 

6. 當股差為質數時，會有2條衍生數列，若最簡勾股三角形的股差為𝑁個股差為質

數之冪次方乘積時，則至少有2 
𝑁條衍生數列。 

(三) 第 47 屆全國科展「勾股鐵路網」科展作品中仍有尚未解決的問題〔2〕，說明如下： 

1. 尚未證明凡是最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式，𝑘 ∈ 𝑍。 

2. 已證得：若已知的兩組素勾股數中其中有一的股差為質數，能找到股差為原兩

組股差之積的素勾股數。然而，希望能夠證得若沒有質數的限制亦成立。 

3. 對於任一質數的股差，由部份實測發現，皆存在兩條數列(互為共軛)，希望能夠

解決此一問題。另外，對於質數股差的個數，是否為無窮多個？ 

4. 無法由正整數直接挑出最簡股差（圖4）。 

 

圖4  第47屆全國科展「勾股鐵路網」的最簡股差 

 

5. 希望能將其推廣至夾角非90 度之三角形，探討其夾角兩邊的差與整數邊長之關

係。例如：當夾角為cos−1 1

3
 時，將找到的對邊畫成圖形，則會成為一類似指數

函數的圖形，夾邊差似乎可寫成12k ± 1 的形式，且11 為夾邊差，13 為夾邊

差，143 及121 亦為其夾邊差。 
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四、 最簡股差的判別 

(一) 第 47 屆全國科展「勾股鐵路網」雖然提出「最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式」，

卻未提出證明〔2〕，因此我由|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2 − 2𝑢𝑛𝑣𝑛|證明定理 2。 

定理 2：最簡股差皆可寫成|𝟖𝒌 ± 𝟏|的形式，其中 𝒌 ∈ 𝒁。 

證明：由於|𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2 − 2𝑢𝑛𝑣𝑛| = |(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)2 − 2𝑣𝑛
2|，且𝑢𝑛與𝑣𝑛為一奇一偶， 

即(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)為奇數，分別探討𝑣𝑛的奇偶性： 

⑴當 𝑣𝑛 為奇數時，令𝑣𝑛 = 2𝑠 − 1，𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 2𝑡 − 1，𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁，則 

|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)2 − 2𝑣𝑛
2| = |(2𝑡 − 1)2 − 2(2𝑠 − 1)2| 

 = |4𝑡2 − 4𝑡 + 1 − 8𝑠2 + 8𝑠 − 2| = |4𝑡(𝑡 − 1) − 8𝑠(𝑠 − 1) − 1| 

由於(𝑡 − 1)與𝑡為連續整數，所以(𝑡 − 1)與𝑡為一奇一偶， 

因此令4𝑡(𝑡 − 1) − 8𝑠(𝑠 − 1) = 8𝑘，𝑘 ∈ 𝑍， 

則 |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |4𝑡(𝑡 − 1) − 8𝑠(𝑠 − 1) − 1|  = |8𝑘 − 1| 

⑵當𝑣𝑛為偶數時，令𝑣𝑛 = 2𝑠，(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) = 2𝑡 − 1，𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁，則 

|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)2 − 2𝑣𝑛
2| = |(2𝑡 − 1)2 − 2(2𝑠)2| 

  = |4𝑡2 − 4𝑡 + 1 − 8𝑠2| = |4𝑡(𝑡 − 1) − 8𝑠2 + 1| 

由於(𝑡 − 1)與𝑡為連續整數，所以(𝑡 − 1)與𝑡為一奇一偶， 

因此令4𝑡(𝑡 − 1) − 8𝑠2 = 8𝑘，𝑘 ∈ 𝑍， 

則 |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |4𝑡(𝑡 − 1) − 8𝑠2 + 1| = |8𝑘 + 1|                        □ 

(二) 我在定理 3 證明|8𝑘 ± 1|的所有質因數有|8𝑙 ± 1|或|8𝑙 ± 3|的形式。 

定理 3： |𝟖𝒌 ± 𝟏|的所有質因數只可寫成|𝟖𝒍 ± 𝟏|或|𝟖𝒍 ± 𝟑|的形式，其中 𝒌, 𝒍 ∈ 𝒁。 

證明：⑴由於所有正整數可分成|8𝑙 ± 3|, |8𝑙 ± 2|, |8𝑙 ± 1|, |8𝑙|, |8𝑙 + 4|，∀ 𝑙 ∈ 𝑍。 

 ⑵由於|8𝑙 ± 2|, |8𝑙|與|8𝑙 + 4|為偶數，可是|8𝑘 ± 1|為奇數，𝑘 ∈ 𝑍，所以|8𝑘 ± 1|的 

質因數不可寫成|8𝑙 ± 2|, |8𝑙|, |8𝑙 + 4|的形式。 

 ⑶取|8𝑙 ± 3| 中任兩數相乘所得的數皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍： 

①|8𝑝 − 3||8𝑞 − 3| = |64𝑝𝑞 − 24𝑝 − 24𝑞 + 9| = |8(8𝑝𝑞 − 3𝑝 − 3𝑞 + 1) + 1| 

②|8𝑝 − 3||8𝑞 + 3| = |64𝑝𝑞 + 24𝑝 − 24𝑞 − 9| = |8(8𝑝𝑞 + 3𝑝 − 3𝑞 − 1) − 1| 

③|8𝑝 + 3||8𝑞 + 3| = |64𝑝𝑞 + 24𝑝 + 24𝑞 + 9| = |8(8𝑝𝑞 + 3𝑝 + 3𝑞 + 1) + 1| 

因此，|8𝑘 ± 1|的質因數可能存在|8𝑙 ± 3|的形式。 
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 ⑷取|8𝑙 ± 1| 中任兩數相乘所得的數皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍： 

①|8𝑝 − 1||8𝑞 − 1| = |64𝑝𝑞 − 8𝑝 − 8𝑞 + 1| = |8(8𝑝𝑞 − 𝑝 − 𝑞) + 1| 

②|8𝑝 − 1||8𝑞 + 1| = |64𝑝𝑞 + 8𝑝 − 8𝑞 − 1| = |8(8𝑝𝑞 + 𝑝 − 𝑞) − 1| 

③|8𝑝 + 1||8𝑞 + 1| = |64𝑝𝑞 + 8𝑝 + 8𝑞 + 1| = |8(8𝑝𝑞 + 𝑝 + 𝑞) + 1|     

因此，|8𝑘 ± 1|的質因數可能存在|8𝑙 ± 1|的形式。                        □ 

(三) 由表 1，我發現當|8𝑘 ± 1|是最簡股差時，則此時的|8𝑘 ± 1|的所有因數皆可寫成

|8𝑙 ± 1|的形式：①最簡股差為 1 時，1 可寫成|8×0 ± 1|的形式。②最簡股差為質

數時，此質數可寫成|8𝑙 ± 1|的形式，如 7,17,23,41,47,…等。③最簡股差為合數時，

此合數的所有因數皆可寫成|8𝑙 ± 1|的形式，如 49,119,161,217,287,…等。但是，當

|8𝑘 ± 1|不是最簡股差時，則此數有|8𝑙 ± 3|的因數，如 9,15,25,33,39,…等。 

表 1 

|𝟖𝒌 ± 𝟏|  因數形式 最簡股差 

1  |𝟖𝒍 ± 𝟏| 是 

7,17,23,31,41,47,71,73,…  質數 |𝟖𝒍 ± 𝟏| 是 

49,119,161,217,287,289,… 合數 |𝟖𝒍 ± 𝟏| 是 

9,15,25,33,39,55,57,63,… 合數 |𝟖𝒍 ± 𝟏| 與|𝟖𝒍 ± 𝟑| 否 

 

(四) 在張文忠「基礎數論-原理及題解」二次剩餘章節中找到最簡股差判別方法的證明

線索：勒讓德符號（Legendre symbol）的定義 1、定理 5 與定理 6。其中，定理 6

即二次互反律第二補充（The second supplement to the law of quadratic reciprocity）〔3〕。 

定義 1（張文忠〔3〕，定義 2）：(
𝒂

𝒑
) 是一個對於給定的奇質數𝒑，定義在一切與𝒑互

質的整數𝒂上的函數，其值為(
𝒂

𝒑
) = {

   𝟏     若是𝒂模𝒑的二次剩餘    

−𝟏     若是𝒂模𝒑的二次非剩餘
 

定理 4（張文忠〔3〕，定理 5）：對於奇質數𝒑而言，(
𝒂

𝒑
)是一個完全積性函數，即

𝒂 = 𝒂𝟏𝒂𝟐 ⋯ 𝒂𝒏時，有 (
𝒂

𝒑
) = (

𝒂𝟏

𝒑
) (

𝒂𝟐

𝒑
) ⋯ (

𝒂𝒏

𝒑
)。 

定理 5（張文忠〔3〕，定理 6）：對整數𝒌而言，對於奇質數𝒑有 

(
𝟐

𝒑
) = (−𝟏)

𝒑𝟐−𝟏
𝟖 = {

   𝟏       𝒑 = 𝟖𝒌 ± 𝟏
−𝟏       𝒑 = 𝟖𝒌 ± 𝟑
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(五) 由二次剩餘的概念，我由定理 6 證明最簡股差的所有質因數不可寫成|8𝑙 ± 3|的形

式，其中 𝑙 ∈ 𝑍；由定理 7 證明最簡股差的所有質因數皆可寫成|8𝑙 ± 1|的形式，其

中 𝑙 ∈ 𝑍；由定理 8 證明最簡股差的判別方法：當一正整數的所有因數皆可寫成

|8𝑙 ± 1|的形式（其中 𝑙 ∈ 𝑍），則此正整數為最簡股差。 

定理 6：最簡股差的所有質因數不可寫成|𝟖𝒍 ± 𝟑|的形式，其中 𝒍 ∈ 𝑵。 

證明：⑴由定理 2 可得|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)2 − 2𝑣𝑛
2| = |8𝑘 ± 1|。 

 ⑵假設|8𝑘 ± 1|的質因數可寫成|8𝑙 ± 3|的形式，則由定理 4 可得(
2

|8𝑙±3|
) = 1。 

 ⑶因為|8𝑙 ± 3|為質數，所以由定理 5 可得(
2

|8𝑙±3|
) = −1。因此與⑵矛盾。所以 

證得當最簡股差的質因數不可寫成|8𝑙 ± 3|的形式，其中 𝑙 ∈ 𝑍。           □ 

定理 7：最簡股差的所有質因數皆可寫成|𝟖𝒍 ± 𝟏|的形式，其中 𝒍 ∈ 𝒁。 

證明：⑴由定理 2 得知最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式。 

⑵由定理 3 得知|8𝑘 ± 1|的所有質因數只可寫成|8𝑙 ± 1|或|8𝑙 ± 3|的形式。 

⑶由定理 6 得知最簡股差的所有質因數不可寫成|8𝑙 ± 3|的形式。 

因此，由⑴至⑶可得最簡股差的所有質因數皆可寫成|8𝑙 ± 1|的形式，其中 𝑙 ∈ 𝑍。 

定理 8：當一正整數的所有質因數皆可寫成|𝟖𝒍 ± 𝟏|的形式（其中 𝒍 ∈ 𝒁）時，則此

正整數為最簡股差。 

證明：⑴當 𝑙 = 0使得|8𝑙 ± 1| = 1時，則由費氏家族可知 1 為最簡股差。 

 ⑵當|8𝑙 ± 1|為質數時，則|8𝑙 ± 1|為最簡股差。理由如下： 

①由歐幾里得家族得知存在𝑚, 𝑢𝑚 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑁, 𝑢𝑚＞𝑣𝑚 , (𝑢𝑚 , 𝑣𝑚) = 1且𝑢𝑚 , 𝑣𝑚為一 

奇一偶，使得|𝑎𝑚 − 𝑏𝑚| = |(𝑢𝑚 − 𝑣𝑚)2 − 2𝑣𝑚
2|為質數。因此，也存在𝑝 ∈ 𝑍 使

得|𝑎𝑚 − 𝑏𝑚| = |8𝑝 ± 1|為質數。 

②當|8𝑙 ± 1| 為質數時，由定理 5 得到 (
2

|8𝑙±1|
) = 1，所以由二次剩餘可知 

(𝑢𝑚 − 𝑣𝑚)2 ≡ 2𝑣𝑚
2(mod|8𝑙 ± 1|)。因此|8𝑙 ± 1|整除|(𝑢𝑚 − 𝑣𝑚)2 − 2𝑣𝑚

2|。 

③由①與②可知|8𝑙 ± 1|為|8𝑝 ± 1|的質因數，由於|8𝑙 ± 1|與|8𝑝 ± 1|皆為質數， 

所以|8𝑙 ± 1| = |8𝑝 ± 1|為最簡股差。 
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⑶由⑵可知當|8𝑙 ± 1|為質數時，則|8𝑙 ± 1|為最簡股差。再由定理 1 得知最簡股差的 

 乘積仍為最簡股差。因此存在一合數的所有質因數皆可寫成|8𝑙 ± 1|的形式時，則 

 此合數為最簡股差。                                                  □ 

五、 最簡真分數數列的條數 

(一) 最簡真分數數列 

1. 因為歐幾里得家族生成公式中(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) = 1且𝑢𝑛 > 𝑣𝑛，所以
𝑣𝑛

𝑢𝑛
是最簡真分數。因

此歐幾里得家族的最簡真分數數列可表示為〈
𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉：

1

2
,

2

3
,

1

4
,

3

4
,

2

5
,

4

5
,

1

6
,

5

6
, ⋯ ,

𝑣𝑛

𝑢𝑛
。數列

中每一項最簡真分數都以一對一的方式對應著每一組素勾股數（表 2）。 

表 2 

𝒗𝒏

𝒖𝒏
  𝟏

𝟐
  

𝟐

𝟑
  

𝟏

𝟒
  

𝟑

𝟒
  

𝟐

𝟓
  

𝟒

𝟓
  

𝟏

𝟔
  

𝟓

𝟔
   

(𝒂𝒏, 𝒃𝒏 , 𝒄𝒏) (𝟑, 𝟒, 𝟓) (𝟓, 𝟏𝟐, 𝟏𝟑) (𝟏𝟓, 𝟖, 𝟏𝟕) (𝟕, 𝟐𝟒, 𝟐𝟓) (𝟐𝟏, 𝟐𝟎, 𝟐𝟗) (𝟗, 𝟒𝟎, 𝟒𝟏) (𝟑𝟓, 𝟏𝟐, 𝟑𝟕) (𝟏𝟏, 𝟔𝟎, 𝟔𝟏) 

 

2. 由於歐幾里得家族中每一組素勾股數的|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2 − 2𝑢𝑛𝑣𝑛|，所以我

將
𝑣𝑛

𝑢𝑛
與最簡股差對應關係整理如表 3。 

表 3 

𝒗𝒏

𝒖𝒏

 
𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟑
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟐

𝟓
 

𝟒

𝟓
 

𝟏

𝟔
 

𝟓

𝟔
 

𝟐

𝟕
 

𝟒

𝟕
 

𝟔

𝟕
 

𝟏

𝟖
 

𝟑

𝟖
 

𝟓

𝟖
 

𝟕

𝟖
 

𝟐

𝟗
 

𝟒

𝟗
 

股差 𝟏 𝟕 𝟕 𝟏𝟕 𝟏 𝟑𝟏 𝟐𝟑 𝟒𝟗 𝟏𝟕 𝟐𝟑 𝟕𝟏 𝟒𝟕 𝟕 𝟒𝟏 𝟗𝟕 𝟒𝟏 𝟕 

𝒗𝒏

𝒖𝒏

 
𝟖

𝟗
 

𝟏

𝟏𝟎
 

𝟑

𝟏𝟎
 

𝟕

𝟏𝟎
 

𝟗

𝟏𝟎
 

𝟐

𝟏𝟏
 

𝟒

𝟏𝟏
 

𝟔

𝟏𝟏
 

𝟖

𝟏𝟏
 

𝟏𝟎

𝟏𝟏
 

𝟏

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟕

𝟏𝟐
 

𝟏𝟏

𝟏𝟐
 

𝟐

𝟏𝟑
 

𝟒

𝟏𝟑
 

𝟔

𝟏𝟑
 

股差 𝟏𝟐𝟕 𝟕𝟗 𝟑𝟏 𝟖𝟗 𝟏𝟔𝟏 𝟕𝟑 𝟏𝟕 𝟒𝟕 𝟏𝟏𝟗 𝟏𝟗𝟗 𝟏𝟏𝟗 𝟏 𝟕𝟑 𝟐𝟒𝟏 𝟏𝟏𝟑 𝟒𝟗 𝟐𝟑 

𝒗𝒏

𝒖𝒏

 
𝟖

𝟏𝟑
 

𝟏𝟎

𝟏𝟑
 

𝟏𝟐

𝟏𝟑
 

𝟏

𝟏𝟒
 

𝟑

𝟏𝟒
 

𝟓

𝟏𝟒
 

𝟗

𝟏𝟒
 

𝟏𝟏

𝟏𝟒
 

𝟏𝟑

𝟏𝟒
 

𝟐

𝟏𝟓
 

𝟒

𝟏𝟓
 

𝟖

𝟏𝟓
 

𝟏𝟒

𝟏𝟓
 ⋯ ⋯ ⋯ 

股差 𝟏𝟎𝟑 𝟏𝟗𝟏 𝟐𝟖𝟕 𝟏𝟔𝟕 𝟏𝟎𝟑 𝟑𝟏 𝟏𝟑𝟕 𝟐𝟑𝟑 𝟑𝟑𝟕 𝟏𝟔𝟏 𝟖𝟗 𝟕𝟗 𝟑𝟗𝟏 ⋯ ⋯ ⋯ 
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(二) 關係式⑴ 

1. 若𝑢𝑛 = 𝑃𝑛+1，𝑣𝑛 = 𝑃𝑛且𝑃𝑛+1 = 2𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1，𝑃0 = 0, 𝑃1 = 1，則由歐幾里得家族

產生費氏家族。此時，由費氏家族可得到關係式⑴。 

𝒗𝒏

𝒖𝒏
=

𝟏

𝟐 +
𝒗𝒏−𝟏

𝒖𝒏−𝟏

                                          關係式⑴ 

證明：因為 
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

𝑃𝑛

𝑃𝑛+1
，所以 

𝑢𝑛

𝑣𝑛
−

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1
=

𝑃𝑛+1

𝑃𝑛
−

𝑃𝑛−1

𝑃𝑛
=

2𝑃𝑛+𝑃𝑛−1

𝑃𝑛
−

𝑃𝑛−1

𝑃𝑛
=

2𝑃𝑛

𝑃𝑛
= 2， 

由此可推得 
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= 2 +

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1
，再取倒式得 

𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

。 

2. 費馬家族的最簡真分數數列就是將歐幾里得家族第一項的最簡真分數
1

2
當作

𝑣1

𝑢1
，

並代入關係式⑴ 
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

迭代產生〈
𝑃𝑛

𝑃𝑛+1

〉。 

說明：⑴由
𝑣1

𝑢1
=

1

2
 可得𝑢1 = 2 = 2𝑃1 + 𝑃0 = 𝑃2，𝑣2 = 1 = 𝑃1。 

 ⑵由關係式⑴可得
𝑣2

𝑢2
=

1

2+
𝑣1
𝑢1

=
1

2+
1

2

=
2

5
，因此𝑢2 = 5 = 2𝑃2 + 𝑃1 = 𝑃3，𝑣2 = 2 = 𝑃2。 

 ⑶由關係式⑴可得
𝑣3

𝑢3
=

1

2+
𝑣2
𝑢2

=
1

2+
2

5

=
5

12
，因此𝑢3 = 12 = 2𝑃3 + 𝑃2 = 𝑃4，𝑣3 = 5 = 𝑃3。 

 ⑷同理，由關係式⑴可遞推得 𝑢𝑛−1 = 2𝑃𝑛−1 + 𝑃𝑛−2 = 𝑃𝑛，𝑣𝑛−1 = 𝑃𝑛−1。 

 ⑸由⑷可得
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑃𝑛−1

𝑃𝑛

=
𝑃𝑛

2𝑃𝑛+𝑃𝑛−1
，因此𝑢𝑛 = 2𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1 = 𝑃𝑛+1，𝑣𝑛 = 𝑃𝑛。 

 ⑹所以由⑸可得〈
𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉 = 〈

𝑃𝑛

𝑃𝑛+1
〉。                                         

(三) 股差為|𝑢1
2 − 𝑣1

2 − 2𝑢1𝑣1|的素勾股數家族 

    我將歐幾里得家族中任一個最簡真分數分別當作
𝑣1

𝑢1
，並代入關係式⑴， 由此產

生的
𝑣𝑛

𝑢𝑛
皆為歐幾里得家族的最簡真分數，即定理 9。再由定理 10 的方法求得股差為

定值（|𝑢1
2 − 𝑣1

2 − 2𝑢1𝑣1|）的素勾股數家族。 

定理 9：當
𝒗𝒏

𝒖𝒏
=

𝟏

𝟐+
𝒗𝒏−𝟏
𝒖𝒏−𝟏

 , 𝒖𝟏, 𝒗𝟏 ∈ 𝑵, 𝒖𝟏＞𝒗𝟏, (𝒖𝟏, 𝒗𝟏) = 𝟏且 𝒖𝟏, 𝒗𝟏為一奇一偶，則

〈
𝒗𝒏

𝒖𝒏
〉符合 𝒏, 𝒖𝒏, 𝒗𝒏 ∈ 𝑵, 𝒖𝒏＞𝒗𝒏, (𝒖𝒏, 𝒗𝒏) = 𝟏, 𝒖𝒏, 𝒗𝒏為一奇一偶。 

證明：⑴因為 𝑢1＞𝑣1, (𝑢1, 𝑣1) = 1且𝑢1, 𝑣1為一奇一偶，所以 2𝑢1 + 𝑣1＞𝑢1, 
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(2𝑢1 + 𝑣1, 𝑢1) = 1且2𝑢1 + 𝑣1, 𝑢1為一奇一偶，因此由
𝑣2

𝑢2
=

1

2+
𝑣1
𝑢1

=
𝑢1

2𝑢1+𝑣1
可得

 𝑢2 = 2𝑢1 + 𝑣1，𝑣2 = 𝑢1，因此𝑢2＞𝑣2, (𝑢2, 𝑣2) = 1且𝑢2, 𝑣2為一奇一偶。 

 ⑵因為𝑢2＞𝑣2, (𝑢2, 𝑣2) = 1且𝑢2, 𝑣2為一奇一偶，所以 2𝑢2 + 𝑣2＞𝑢2,  

(2𝑢2 + 𝑣2, 𝑢2) = 1且2𝑢2 + 𝑣2, 𝑢2為一奇一偶，因此由
𝑣3

𝑢3
=

1

2+
𝑣2
𝑢2

=
𝑢2

2𝑢2+𝑣2
可得

 𝑢3 = 2𝑢2 + 𝑣2，𝑣3 = 𝑢2，因此𝑢3＞𝑣3, (𝑢3, 𝑣3) = 1且𝑢3, 𝑣3為一奇一偶。  

⑶同理可推得𝑢𝑛−1＞𝑣𝑛−1, (𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛−1) = 1且𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛−1為一奇一偶，所以 

(2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1)＞𝑢𝑛−1, (2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1) = 1且2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1為

一奇一偶，因此由
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

=
𝑢𝑛−1

2𝑢𝑛−1+𝑣𝑛−1
 可得 𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1，𝑣𝑛 =

𝑢𝑛−1，因此𝑢𝑛＞𝑣𝑛 , (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) = 1且𝑢𝑛 , 𝑣𝑛為一奇一偶。          □ 

定理 10：當(𝒂𝒏, 𝒃𝒏 , 𝒄𝒏) = (𝒖𝒏
𝟐 − 𝒗𝒏

𝟐, 𝟐𝒖𝒏𝒗𝒏, 𝒖𝒏
𝟐 + 𝒗𝒏

𝟐),
𝒗𝒏

𝒖𝒏
=

𝟏

𝟐+
𝒗𝒏−𝟏
𝒖𝒏−𝟏

, 𝒏, 𝒖𝟏, 𝒗𝟏 ∈ 𝑵, 

𝒖𝟏＞𝒗𝟏，(𝒖𝟏, 𝒗𝟏) = 𝟏，𝒖𝟏, 𝒗𝟏為一奇一偶，則|𝒂𝒏 − 𝒃𝒏| = |𝒖𝟏
𝟐 − 𝒗𝟏

𝟐 − 𝟐𝒖𝟏𝒗𝟏|。 

證明：由定理9的證明得知：𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1，𝑣𝑛 = 𝑢𝑛−1， 

即 𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1，𝑣𝑛 = 2𝑢𝑛−2 + 𝑣𝑛−2，所以 

     |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2 − 2𝑢𝑛𝑣𝑛| 

= |(2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1)2 − 𝑢𝑛−1
2 − 2(2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1)𝑢𝑛−1| 

= |−𝑢𝑛−1
2 + 𝑣𝑛−1

2 + 2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1| = |𝑢𝑛−1
2 − 𝑣𝑛−1

2 − 2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1|  

= |𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1| = |𝑎𝑛−2 − 𝑏𝑛−2| = ⋯ = |𝑎2 − 𝑏2| = |𝑎1 − 𝑏1| 

= |𝑢1
2 − 𝑣1

2 − 2𝑢1𝑣1|                                           □ 

(四) 關係式⑵與⑶ 

    由定理 1 得知最簡股差的乘積仍是最簡股差，由此我得到關係式⑵與⑶。此

時，將歐幾里得家族中任兩個最簡真分數代入關係式⑵與⑶求得合成股差的最簡

真分數數列。 

1. 當𝑛, 𝑢𝑠, 𝑣𝑠, 𝑢𝑡, 𝑣𝑡  , 𝑢𝑟 , 𝑣𝑟 ∈ 𝑁, 𝑢𝑠＞𝑣𝑠, 𝑢𝑡＞𝑣𝑡, 𝑢𝑟＞𝑣𝑟 , (𝑢𝑠, 𝑣𝑠) = 1, (𝑢𝑡, 𝑣𝑡) = 1, 

(𝑢𝑟, 𝑣𝑟) = 1, 𝑢𝑠, 𝑣𝑠為一奇一偶，𝑢𝑡, 𝑣𝑡為一奇一偶，𝑢𝑟 , 𝑣𝑟為一奇一偶時，我由

|𝑢𝑟
2 − 𝑣𝑟

2 − 2𝑢𝑟𝑣𝑟| = |𝑢𝑠
2 − 𝑣𝑠

2 − 2𝑢𝑠𝑣𝑠| |𝑢𝑡
2 − 𝑣𝑡

2 − 2𝑢𝑡𝑣𝑡|得到關係式⑵。 
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𝒗𝒓

𝒖𝒓
=

𝒗𝒔
𝒖𝒔

+
𝒗𝒕
𝒖𝒕

− 𝟐 (
𝒗𝒔
𝒖𝒔

) (
𝒗𝒕
𝒖𝒕

)

𝟏 + (
𝒗𝒔
𝒖𝒔

) (
𝒗𝒕
𝒖𝒕

)
                                         關係式⑵ 

證明：    |𝑢𝑟
2 − 𝑣𝑟

2 − 2𝑢𝑟𝑣𝑟| 

= |(𝑢𝑟 − 𝑣𝑟)2 − 2𝑣𝑟
2| 

= |𝑢𝑠
2 − 𝑣𝑠

2 − 2𝑢𝑠𝑣𝑠||𝑢𝑡
2 − 𝑣𝑡

2 − 2𝑢𝑡𝑣𝑡| 

= |(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)2 − 2𝑣𝑠
2||(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡)2 − 2𝑣𝑡

2| 

= |[(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) + 2𝑣𝑠𝑣𝑡]2 − 2[𝑣𝑠(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) + 𝑣𝑡(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)]2|  

取{
𝑢𝑟 − 𝑣𝑟 = (𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) + 2𝑣𝑠𝑣𝑡

𝑣𝑟 = 𝑣𝑠(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) + 𝑣𝑡(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)            
， 

移項得到{
𝑢𝑟 = (𝑢𝑟 − 𝑣𝑟) + 𝑣𝑟 = 𝑢𝑠𝑢𝑡 + 𝑣𝑠𝑣𝑡

𝑣𝑟 = 𝑢𝑡𝑣𝑠 + 𝑢𝑠𝑣𝑡 − 2𝑣𝑠𝑣𝑡                 
， 

所以
𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

𝑣𝑠

𝑢𝑠
+

𝑣𝑡

𝑢𝑡
− 2 (

𝑣𝑠

𝑢𝑠
) (

𝑣𝑡

𝑢𝑡
)

1 + (
𝑣𝑠

𝑢𝑠
) (

𝑣𝑡

𝑢𝑡
)

                              □ 

2. 當𝑛, 𝑢𝑠 , 𝑣𝑠, 𝑢𝑡 , 𝑣𝑡  , 𝑢𝑟 , 𝑣𝑟 ∈ 𝑁, 𝑢𝑠＞𝑣𝑠, 𝑢𝑡＞𝑣𝑡 , 𝑢𝑟＞𝑣𝑟 , (𝑢𝑠, 𝑣𝑠) = 1, (𝑢𝑡, 𝑣𝑡) = 1, 

(𝑢𝑟, 𝑣𝑟) = 1, 𝑢𝑠, 𝑣𝑠為一奇一偶，𝑢𝑡, 𝑣𝑡為一奇一偶，𝑢𝑟 , 𝑣𝑟為一奇一偶時，我由

|𝑢𝑟
2 − 𝑣𝑟

2 − 2𝑢𝑟𝑣𝑟| = |𝑢𝑠
2 − 𝑣𝑠

2 − 2𝑢𝑠𝑣𝑠| |𝑢𝑡
2 − 𝑣𝑡

2 − 2𝑢𝑡𝑣𝑡|得到關係式⑶。 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
=

|
𝒗𝒔
𝒖𝒔

−
𝒗𝒕
𝒖𝒕

|

|𝟏 −
𝒗𝒔
𝒖𝒔

−
𝒗𝒕
𝒖𝒕

− (
𝒗𝒔
𝒖𝒔

) (
𝒗𝒕
𝒖𝒕

)| + |
𝒗𝒔
𝒖𝒔

−
𝒗𝒕
𝒖𝒕

|
                            關係式⑶ 

證明：    |𝑢𝑟
2 − 𝑣𝑟

2 − 2𝑢𝑟𝑣𝑟| 

= |(𝑢𝑟 − 𝑣𝑟)2 − 2𝑣𝑟
2| 

= |𝑢𝑠
2 − 𝑣𝑠

2 − 2𝑢𝑠𝑣𝑠||𝑢𝑡
2 − 𝑣𝑡

2 − 2𝑢𝑡𝑣𝑡| 

= |(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)2 − 2𝑣𝑠
2||(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡)2 − 2𝑣𝑡

2| 

= |[(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) − 2𝑣𝑠𝑣𝑡]2 − 2[𝑣𝑠(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) − 𝑣𝑡(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)]2|  

取{
𝑢𝑟 − 𝑣𝑟 = |(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) − 2𝑣𝑠𝑣𝑡| = |𝑢𝑠𝑢𝑡 − 𝑢𝑠𝑣𝑡−𝑢𝑡𝑣𝑠 − 𝑣𝑠𝑣𝑡|

𝑣𝑟 = |𝑣𝑠(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡) − 𝑣𝑡(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠)|  = |𝑢𝑡𝑣𝑠 − 𝑢𝑠𝑣𝑡|                  
， 

移項得到{
𝑢𝑟 = |𝑢𝑠𝑢𝑡 − 𝑢𝑠𝑣𝑡−𝑢𝑡𝑣𝑠 + 𝑣𝑠𝑣𝑡| + |𝑢𝑡𝑣𝑠 − 𝑢𝑠𝑣𝑡|

𝑣𝑟 = |𝑢𝑡𝑣𝑠 − 𝑢𝑠𝑣𝑡|                               
， 

所以
𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

|
𝑣𝑠

𝑢𝑠
−

𝑣𝑡

𝑢𝑡
|

|1 −
𝑣𝑠

𝑢𝑠
−

𝑣𝑡

𝑢𝑡
− (

𝑣𝑠

𝑢𝑠
) (

𝑣𝑡

𝑢𝑡
)| + |

𝑣𝑠

𝑢𝑠
−

𝑣𝑡

𝑢𝑡
|

                 □ 
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(五) 各種股差的最簡真分數數列 

    由於最簡股差可分別為1，質數，或為合數，因此取各種最簡股差中任兩個最簡真分

數，然後代入關係式⑵與⑶求得合成股差的最簡真分數數列。 

1. 最簡股差為1的最簡真分數數列 

    費馬家族的最簡股差為 1 ，費馬家族的最簡真分數數列就是以
𝑣1

𝑢1
=

1

2
代入關係式

⑴迭代產生〈
𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉為

𝟏

𝟐
,

𝟐

𝟓
,

𝟓

𝟏𝟐
,

𝟏𝟐

𝟐𝟗
,

𝟐𝟗

𝟕𝟎
, ⋯，我稱此〈

𝒗𝒏

𝒖𝒏
〉為𝟏𝐀數列。 

    若取 1A 數列中任兩項最簡真分數分別當作
𝑣𝑠

𝑢𝑠
與

𝑣𝑡

𝑢𝑡
，再由關係式⑵與⑶所求得的

𝑣𝑟

𝑢𝑟
仍然是

1A數列中某一項最簡真分數。因此，由關係式⑵與⑶只求得一條數列，即1A數列，我並沒找到

第二條存在關係式⑴的數列（表4）。 

表 4 

 遞迴關係式⑵ 遞迴關係式⑶ 

𝒗𝒔

𝒖𝒔
 

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟓
 

𝟐

𝟓
 

𝟐

𝟓
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟓
 

𝟐

𝟓
 

𝟐

𝟓
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝒗𝒕

𝒖𝒕
 

𝟐

𝟓
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟏𝟐

𝟐𝟗
 

𝟐𝟗

𝟕𝟎
 

𝟏𝟐

𝟐𝟗
 

𝟐𝟗

𝟕𝟎
 

𝟐

𝟓
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟏𝟐

𝟐𝟗
 

𝟐𝟗

𝟕𝟎
 

𝟏𝟐

𝟐𝟗
 

𝟐𝟗

𝟕𝟎
 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟏𝟐

𝟐𝟗
 

𝟐𝟗

𝟕𝟎
 

𝟕𝟎

𝟏𝟔𝟗
 

𝟏𝟔𝟗

𝟒𝟎𝟖
 

𝟏𝟔𝟗

𝟒𝟎𝟖
 

𝟒𝟎𝟖

𝟗𝟖𝟓
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟓
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟓
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟓
 

 

2. 最簡股差為質數的最簡真分數數列 

   取表 2 中的最簡股差為7,17,23,31, 41與47等質數的最簡真分數，再由遞迴關

係式⑴產生下列的數列，我可發現這些最簡股差皆有兩條數列，命名如下： 

最簡股差𝟕：
𝟐

𝟑
,

𝟑

𝟖
,

𝟖

𝟏𝟗
,

𝟏𝟗

𝟒𝟔
,

𝟒𝟔

𝟏𝟏𝟏
, ⋯稱為𝟕𝐀數列， 

𝟏

𝟒
,

𝟒

𝟗
,

𝟗

𝟐𝟐
,

𝟐𝟐

𝟓𝟑
,

𝟓𝟑

𝟏𝟐𝟖
, ⋯稱為𝟕𝐁數列， 

最簡股差𝟏𝟕：
𝟑

𝟒
,

𝟒

𝟏𝟏
,

𝟏𝟏

𝟐𝟔
,

𝟐𝟔

𝟔𝟑
,

𝟔𝟑

𝟏𝟓𝟐
, ⋯稱為𝟏𝟕𝐀數列， 

𝟐

𝟕
,

𝟕

𝟏𝟔
,

𝟏𝟔

𝟑𝟗
,

𝟑𝟗

𝟗𝟒
,

𝟗𝟒

𝟐𝟐𝟕
, ⋯稱為𝟏𝟕𝐁數列， 

最簡股差𝟐𝟑： 
𝟏

𝟔
,

𝟔

𝟏𝟑
,

𝟏𝟑

𝟑𝟐
,

𝟑𝟐

𝟕𝟕
,

𝟕𝟕

𝟏𝟖𝟔
, ⋯稱為𝟐𝟑𝐀數列， 

𝟒

𝟕
,

𝟕

𝟏𝟖
,

𝟏𝟖

𝟒𝟑
,

𝟒𝟑

𝟏𝟎𝟒
,

𝟏𝟎𝟒

𝟐𝟓𝟏
, ⋯稱為𝟐𝟑𝐁數列， 

最簡股差𝟑𝟏：
𝟒

𝟓
,

𝟓

𝟏𝟒
,

𝟏𝟒

𝟑𝟑
,

𝟑𝟑

𝟖𝟎
,

𝟖𝟎

𝟏𝟗𝟑
, ⋯稱為𝟑𝟏𝐀數列， 

𝟑

𝟏𝟎
,

𝟏𝟎

𝟐𝟑
,

𝟐𝟑

𝟓𝟔
,

𝟓𝟔

𝟏𝟑𝟓
,

𝟏𝟑𝟓

𝟑𝟐𝟔
, ⋯ 稱為𝟑𝟏𝐁數列， 

最簡股差𝟒𝟏：
𝟓

𝟖
,

𝟖

𝟐𝟏
,

𝟐𝟏

𝟓𝟎
,

𝟓𝟎

𝟏𝟐𝟏
,

𝟏𝟐𝟏

𝟐𝟗𝟐
, ⋯稱為𝟒𝟏𝐀數列， 

𝟐

𝟗
,

𝟗

𝟐𝟎
,

𝟐𝟎

𝟒𝟗
,

𝟒𝟗

𝟏𝟏𝟖
,

𝟏𝟏𝟖

𝟐𝟖𝟓
, ⋯ 稱為𝟒𝟏𝐁數列， 

最簡股差𝟒𝟕：
𝟏

𝟖
,

𝟖

𝟏𝟕
,

𝟏𝟕

𝟒𝟐
,

𝟒𝟐

𝟏𝟎𝟏
,

𝟏𝟎𝟏

𝟐𝟒𝟒
, ⋯稱為𝟒𝟕𝐀數列， 

𝟔

𝟏𝟏
,

𝟏𝟏

𝟐𝟖
,

𝟐𝟖

𝟔𝟕
,

𝟔𝟕

𝟏𝟔𝟐
,

𝟏𝟔𝟐

𝟑𝟗𝟏
, ⋯ 稱為𝟒𝟕𝐀數列。 
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令𝑞為7,17,23,31, 41,47的任一數，則最簡股差為 𝑞 皆有兩條存在關係式⑴的數列，即

𝑞A與𝑞B數列。若取最簡股差為1的 1A 數列中任一項最簡真分數當作
𝑣𝑠

𝑢𝑠
，再取𝑞A數列

中任一項最簡真分數當作
𝑣𝑡

𝑢𝑡
，由關係式⑵所求得的 

𝑣𝑟

𝑢𝑟
 仍是𝑞A數列中某一項之最簡真分

數；若取最簡股差為1的 1A 數列中任一項最簡真分數當作
𝑣𝑠

𝑢𝑠
，再取𝑞B數列之任一項最

簡真分數當作
𝑣𝑡

𝑢𝑡
，由關係式⑵所求得的 

𝑣𝑟

𝑢𝑟
 仍是𝑞B數列中某一項之最簡真分數；若取最

簡股差為1的 1A 數列中任一項最簡真分數當作
𝑣𝑠

𝑢𝑠
，再取𝑞A數列或𝑞B數列之任一項最簡

真分數當作
𝑣𝑡

𝑢𝑡
，由關係式⑶所求得的

𝑣𝑟

𝑢𝑟
是𝑞A數列或𝑞B數列中某一項之最簡真分數。因

此，並沒找到第三條存在關係式⑴的數列（表 5）。 

將最簡股差延伸為質數𝑝且可寫成|8𝑘 ± 1|的形式時，如表 5 的方法，由關

係式⑵與⑶只求得𝑝A數列與𝑝B數列，無法找到第三條存在關係式⑴的數列。 

表 5 

 遞迴關係式⑵ 

𝒗𝒔

𝒖𝒔
 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 

𝒗𝒕

𝒖𝒕
 𝟕𝐀 𝟕𝐁 𝟏𝟕𝐀 1𝟕𝐁 𝟐𝟑𝐀 𝟐𝟑𝐁 𝟑𝟏𝐀 𝟑𝟏𝐁 𝟒𝟕𝐀 𝟒𝟕𝐁 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
 𝟕𝐀 𝟕𝐁 𝟏𝟕𝐀 1𝟕𝐁 𝟐𝟑𝐀 𝟐𝟑𝐁 𝟑𝟏𝐀 𝟑𝟏𝐁 𝟒𝟕𝐀 𝟒𝟕𝐁 

 遞迴關係式⑶ 

𝒗𝒔

𝒖𝒔
 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 𝟏𝐀 

𝒗𝒕

𝒖𝒕
 𝟕𝐀 𝟕𝐁 𝟏𝟕𝐀 1𝟕𝐁 𝟐𝟑𝐀 𝟐𝟑𝐁 𝟑𝟏𝐀 𝟑𝟏𝐁 𝟒𝟕𝐀 𝟒𝟕𝐁 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
 

𝟕𝐀 

𝟕𝐁 

𝟕𝐀 

𝟕𝐁 

𝟏𝟕𝐀 

𝟏𝟕𝐁 

𝟏𝟕𝐀 

𝟏𝟕𝐁 

𝟐𝟑𝐀 

𝟐𝟑𝐁 

𝟐𝟑𝐀 

𝟐𝟑𝐁 

𝟑𝟏𝐀 

𝟑𝟏𝐁 

𝟑𝟏𝐀 

𝟑𝟏𝐁 

𝟒𝟕𝐀 

𝟒𝟕𝐁 

𝟒𝟕𝐀 

𝟒𝟕𝐁 

 

3. 最簡股差為合數的最簡真分數數列 

(1) 同一最簡股差（質數）的幂次方 

    當最簡股差為質數𝑝且可寫成|8𝑘 ± 1|的形式時，如表 6 的方法，我由𝑝𝑛−𝑚A



15 
 

數列，𝑝𝑛−𝑚B數列，𝑝𝑚A數列與𝑝𝑚B數列以關係式⑵與⑶求得𝑝𝑛A數列與𝑝𝑛B數

列，無法找到第三條存在關係式⑴的數列，其中 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛＞𝑚。 

表 6 

 遞迴關係式⑵ 遞迴關係式⑶ 

𝒗𝒔

𝒖𝒔
 𝒑𝒏−𝒎𝐀 𝒑𝒏−𝒎𝐀 𝒑𝒏−𝒎𝐁 𝒑𝒏−𝒎𝐁 𝒑𝒏−𝒎𝐀 𝒑𝒏−𝒎𝐀 𝒑𝒏−𝒎𝐁 𝒑𝒏−𝒎𝐁 

𝒗𝒕

𝒖𝒕
 𝒑𝒎𝐀 𝒑𝒎𝐁 𝒑𝒎𝐀 𝒑𝒎𝐁 𝒑𝒎𝐀 𝒑𝒎𝐁 𝒑𝒎𝐀 𝒑𝒎𝐁 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
 𝒑𝒏𝐁   𝒑𝒏𝐀  

𝒑𝒏𝐀 

𝒑𝒏𝐁 

𝒑𝒏𝐀 

𝒑𝒏𝐁 
 

 

①因為49 = 72，所以如同表 6 的方法，由關係式⑵與⑶只求得49A與49B數列， 

並未找到第三條存在關係式⑴的數列。 

𝟓

𝟔
,

𝟔

𝟏𝟕
,

𝟏𝟕

𝟒𝟎
,

𝟒𝟎

𝟗𝟕
,

𝟗𝟕

𝟐𝟑𝟒
, ⋯稱為𝟒𝟗𝐀數列， 

𝟒

𝟏𝟑
,

𝟏𝟑

𝟑𝟎
,

𝟑𝟎

𝟕𝟑
,

𝟕𝟑

𝟏𝟕𝟔
,

𝟏𝟕𝟔

𝟒𝟐𝟓
, ⋯稱為𝟒𝟗𝐁數列。 

②因為 289 = 172，所以最簡股差為289的最簡真分數數列有289A與289B數列。 

因為 529 = 232，所以最簡股差為529的最簡真分數數列有529A與529B數列。

如同表 6 的方法，這些最簡股差皆未找到第三條存在關係式⑴的數列。 

𝟏𝟑

𝟐𝟎
,

𝟐𝟎

𝟓𝟑
,

𝟓𝟑

𝟏𝟐𝟔
,

𝟏𝟐𝟔

𝟑𝟎𝟓
,

𝟑𝟎𝟓

𝟕𝟑𝟔
, ⋯稱為𝟐𝟖𝟗𝐀數列，

𝟔

𝟐𝟓
,

𝟐𝟓

𝟓𝟔
,

𝟓𝟔

𝟏𝟑𝟕
,

𝟏𝟑𝟕

𝟑𝟑𝟎
,

𝟑𝟑𝟎

𝟕𝟗𝟕
, ⋯ 稱為𝟐𝟖𝟗𝐁數列。 

𝟏𝟕

𝟐𝟒
,

𝟐𝟒

𝟔𝟓
,

𝟔𝟓

𝟏𝟓𝟒
,

𝟏𝟓𝟒

𝟑𝟕𝟑
,

𝟑𝟕𝟑

𝟗𝟎𝟎
, ⋯ 稱為𝟓𝟐𝟗𝐀數列，

𝟏𝟎

𝟑𝟕
,

𝟑𝟕

𝟖𝟒
,

𝟖𝟒

𝟐𝟎𝟓
,

𝟐𝟎𝟓

𝟒𝟗𝟒
,

𝟒𝟗𝟒

𝟏𝟏𝟗𝟑
, ⋯稱為𝟓𝟐𝟗𝐁數列。 

③因為343 = 73 = 49×7，4913 = 173 = 289×17以及12167 = 233 = 529×23， 

所以如同表 6 的方法，最簡股差為343，4913以及12167皆未找到第三條存

在遞迴關係式⑴的數列。 

𝟑

𝟐𝟐
,

𝟐𝟐

𝟒𝟕
,

𝟒𝟕

𝟏𝟏𝟔
,

𝟏𝟏𝟔

𝟐𝟕𝟗
,

𝟐𝟕𝟗

𝟔𝟕𝟒
, ⋯ 稱為𝟑𝟒𝟑𝐀數列，

𝟏𝟔

𝟐𝟗
,

𝟐𝟗

𝟕𝟒
,

𝟕𝟒

𝟏𝟕𝟕
,

𝟏𝟕𝟕

𝟒𝟐𝟖
,

𝟒𝟐𝟖

𝟏𝟎𝟑𝟑
, ⋯稱為𝟑𝟒𝟑𝐁數列。 

𝟖

𝟕𝟗
,

𝟕𝟗

𝟏𝟔𝟔
,

𝟏𝟔𝟔

𝟒𝟏𝟏
,

𝟒𝟏𝟏

𝟗𝟖𝟖
,

𝟗𝟖𝟖

𝟐𝟑𝟖𝟕
, ⋯稱為𝟒𝟗𝟏𝟑𝐀數列，

𝟔𝟑

𝟏𝟏𝟖
,

𝟏𝟏𝟖

𝟐𝟗𝟗
,

𝟐𝟗𝟗

𝟕𝟏𝟔
,

𝟕𝟏𝟔

𝟏𝟕𝟑𝟏
,

𝟏𝟕𝟑𝟏

𝟒𝟏𝟕𝟖
, ⋯ 稱為𝟒𝟗𝟏𝟑𝐁數列。    

𝟕𝟖

𝟕𝟗
,

𝟕𝟗

𝟐𝟑𝟔
,

𝟐𝟑𝟔

𝟓𝟓𝟏
,

𝟓𝟓𝟏

𝟏𝟑𝟑𝟖
,

𝟏𝟑𝟑𝟖

𝟑𝟐𝟐𝟕
, ⋯ 稱為𝟏𝟐𝟏𝟔𝟕𝐀數列，

𝟕𝟕

𝟐𝟑𝟐
,

𝟐𝟑𝟐

𝟓𝟒𝟏
,

𝟓𝟒𝟏

𝟏𝟑𝟏𝟒
,

𝟏𝟑𝟏𝟒

𝟑𝟏𝟔𝟗
,

𝟑𝟏𝟔𝟗

𝟕𝟔𝟓𝟐
, ⋯稱為𝟏𝟐𝟏𝟔𝟕𝐁數列。 

④最簡股差為2401 = 74，只有 2401A與2401B數列；最簡股差為83521 = 174， 

只有3521A與83521B數列；最簡股差為279841 = 234，只有279841A與

279841B數列。這些最簡股差並未找到第三條存在關係式⑴的數列。 
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𝟏𝟎

𝟔𝟏
,

𝟔𝟏

𝟏𝟑𝟐
,

𝟏𝟑𝟐

𝟑𝟐𝟓
,

𝟑𝟐𝟓

𝟕𝟖𝟐
,

𝟕𝟖𝟐

𝟏𝟖𝟖𝟗
, ⋯ 稱為𝟐𝟒𝟎𝟏𝐀數列，

𝟒𝟏

𝟕𝟐
,

𝟕𝟐

𝟏𝟖𝟓
,

𝟏𝟖𝟓

𝟒𝟒𝟐
,

𝟒𝟒𝟐

𝟏𝟎𝟔𝟗
,

𝟏𝟎𝟔𝟗

𝟐𝟓𝟖𝟎
, ⋯稱為𝟐𝟒𝟎𝟏𝐁數列。 

𝟑𝟖𝟗

𝟓𝟒𝟎
,

𝟓𝟒𝟎

𝟏𝟒𝟔𝟗
,

𝟏𝟒𝟔𝟗

𝟑𝟒𝟕𝟖
,

𝟑𝟒𝟕𝟖

𝟖𝟒𝟐𝟓
,

𝟖𝟒𝟐𝟓

𝟐𝟎𝟑𝟐𝟖
, ⋯稱為𝟖𝟑𝟓𝟐𝟏𝐀數列，

𝟏𝟖𝟐

𝟓𝟔𝟗
,

𝟓𝟔𝟗

𝟏𝟑𝟐𝟎
,

𝟏𝟑𝟐𝟎

𝟑𝟐𝟎𝟗
,

𝟑𝟐𝟎𝟗

𝟕𝟕𝟑𝟖
,

𝟕𝟕𝟑𝟖

𝟏𝟖𝟔𝟖𝟓
, ⋯ 稱為𝟖𝟑𝟓𝟐𝟏𝐁數列。 

𝟕𝟖

𝟕𝟗
,

𝟕𝟗

𝟐𝟑𝟔
,

𝟐𝟑𝟔

𝟓𝟓𝟏
,

𝟓𝟓𝟏

𝟏𝟑𝟑𝟖
,

𝟏𝟑𝟑𝟖

𝟑𝟐𝟐𝟕
, ⋯ 稱為𝟐𝟕𝟗𝟖𝟒𝟏𝐀數列，

𝟑𝟗𝟏

𝟓𝟓𝟐
,

𝟓𝟓𝟐

𝟏𝟒𝟗𝟓
,

𝟏𝟒𝟗𝟓

𝟑𝟓𝟒𝟐
,

𝟑𝟓𝟒𝟐

𝟖𝟓𝟕𝟗
,

𝟖𝟓𝟕𝟗

𝟐𝟎𝟕𝟎𝟎
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟗𝟖𝟒𝟏𝐁數列。 

(2) 不同最簡股差（質數）的乘積 

    當最簡股差為質數𝑝𝑛且可寫成|8𝑘 ± 1|的形式時，則由關係式⑵與⑶求得最

簡股差為𝑝1𝑝2 ⋯ 𝑝𝑛−1𝑝𝑛的2𝑛 條數列。 

①因為119 = (17×7)，所以如表 7 的方法，由關係式⑵與⑶求得22條數列。 

𝟖

𝟏𝟏
,

𝟏𝟏

𝟑𝟎
,

𝟑𝟎

𝟕𝟏
,

𝟕𝟏

𝟏𝟕𝟐
,

𝟏𝟕𝟐

𝟒𝟏𝟓
, ⋯稱為𝟏𝟏𝟗𝐀數列，

𝟏

𝟏𝟐
,

𝟏𝟐

𝟐𝟓
,

𝟐𝟓

𝟔𝟐
,

𝟔𝟐

𝟏𝟒𝟗
,

𝟏𝟒𝟗

𝟑𝟔𝟎
, ⋯稱為𝟏𝟏𝟗𝐁數列， 

𝟓

𝟏𝟖
,

𝟏𝟖

𝟒𝟏
,

𝟒𝟏

𝟏𝟎𝟎
,

𝟏𝟎𝟎

𝟐𝟒𝟏
,

𝟐𝟒𝟏

𝟓𝟖𝟐
, ⋯稱為𝟏𝟏𝟗𝐂數列， 

𝟏𝟎

𝟏𝟗
,

𝟏𝟗

𝟒𝟖
,

𝟒𝟖

𝟏𝟏𝟓
,

𝟏𝟏𝟓

𝟐𝟕𝟖
,

𝟐𝟕𝟖

𝟔𝟕𝟏
, ⋯稱為𝟏𝟏𝟗𝐃數列。 

表 7 

 遞迴關係式⑵ 遞迴關係式⑶ 

𝒗𝒔

𝒖𝒔
 𝟏𝟕𝐀 𝟏𝟕𝐀 𝟏𝟕𝐁 𝟏𝟕𝐁 𝟏𝟕𝐀 𝟏𝟕𝐀 𝟏𝟕𝐁 𝟏𝟕𝐁 

𝒗𝒕

𝒖𝒕
 𝟕𝐀 𝟕𝐁 𝟕𝐀 𝟕𝐁 𝟕𝐀 𝟕𝐁 𝟕𝐀 𝟕𝐁 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
 𝟏𝟏𝟗𝐂 𝟏𝟏𝟗𝐃 𝟏𝟏𝟗𝐁 𝟏𝟏𝟗𝐀 

𝟏𝟏𝟗𝐁 

𝟏𝟏𝟗𝐃 

𝟏𝟏𝟗𝐀 

𝟏𝟏𝟗𝐂 

𝟏𝟏𝟗𝐀 

𝟏𝟏𝟗𝐂 

𝟏𝟏𝟗𝐁 

𝟏𝟏𝟗𝐃 

 

②因為161 = (23×7)，所以如同表 7 的方法求得22條數列。 

𝟗

𝟏𝟎
,

𝟏𝟎

𝟐𝟗
,

𝟐𝟗

𝟔𝟖
,

𝟔𝟖

𝟏𝟔𝟓
,

𝟏𝟔𝟓

𝟑𝟗𝟖
, ⋯稱為𝟏𝟔𝟏𝐀數列，

𝟐

𝟏𝟓
,

𝟏𝟓

𝟑𝟐
,

𝟑𝟐

𝟕𝟗
,

𝟕𝟗

𝟏𝟗𝟎
,

𝟏𝟗𝟎

𝟒𝟓𝟗
, ⋯稱為𝟏𝟔𝟏𝐁數列， 

𝟏𝟏

𝟐𝟎
,

𝟐𝟎

𝟓𝟏
,

𝟓𝟏

𝟏𝟐𝟐
,

𝟏𝟐𝟐

𝟐𝟗𝟓
,

𝟐𝟗𝟓

𝟕𝟏𝟐
, ⋯稱為𝟏𝟔𝟏𝐂數列， 

𝟖

𝟐𝟓
,

𝟐𝟓

𝟓𝟖
,

𝟓𝟖

𝟏𝟒𝟏
,

𝟏𝟒𝟏

𝟑𝟒𝟎
,

𝟑𝟒𝟎

𝟖𝟐𝟏
, ⋯稱為𝟏𝟔𝟏𝐃數列。 

③因為391 = (23×17)，所以如同表 7 的方法求得22條數列。 

𝟏𝟒

𝟏𝟓
,

𝟏𝟓

𝟒𝟒
,

𝟒𝟒

𝟏𝟎𝟑
,

𝟏𝟎𝟑

𝟐𝟓𝟎
,

𝟐𝟓𝟎

𝟔𝟎𝟑
, ⋯稱為𝟑𝟗𝟏𝐀數列，

𝟓

𝟐𝟔
,

𝟐𝟔

𝟓𝟕
,

𝟓𝟕

𝟏𝟒𝟎
,

𝟏𝟒𝟎

𝟑𝟑𝟕
,

𝟑𝟑𝟕

𝟖𝟏𝟒
, ⋯稱為𝟑𝟗𝟏𝐁數列， 

𝟏𝟔

𝟐𝟕
,

𝟐𝟕

𝟕𝟎
,

𝟕𝟎

𝟏𝟔𝟕
,

𝟏𝟔𝟕

𝟒𝟎𝟒
,

𝟒𝟎𝟒

𝟗𝟕𝟓
, ⋯稱為𝟑𝟗𝟏𝐂數列， 

𝟏𝟑

𝟒𝟎
,

𝟒𝟎

𝟗𝟑
,

𝟗𝟑

𝟐𝟐𝟔
,

𝟐𝟐𝟔

𝟓𝟒𝟓
,

𝟓𝟒𝟓

𝟏𝟑𝟏𝟔
, ⋯稱為𝟑𝟗𝟏𝐃數列。 

④因為2737 = (7×17×23) = (119×23) = (161×17) = (391×7)，所以如 

同表 7 的方法求得23
 條數列。 

𝟑𝟕

𝟑𝟖
,

𝟑𝟖

𝟏𝟏𝟑
,

𝟏𝟏𝟑

𝟐𝟔𝟒
,

𝟐𝟔𝟒

𝟔𝟒𝟏
,

𝟔𝟒𝟏

𝟏𝟓𝟒𝟔
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐀數列，

𝟔

𝟓𝟗
,

𝟓𝟗

𝟏𝟐𝟒
,

𝟏𝟐𝟒

𝟑𝟎𝟕
,

𝟑𝟎𝟕

𝟕𝟑𝟖
,

𝟕𝟑𝟖

𝟏𝟕𝟖𝟑
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐁數列， 

𝟒𝟏

𝟔𝟔
,

𝟔𝟔

𝟏𝟕𝟑
,

𝟏𝟕𝟑

𝟒𝟏𝟐
,

𝟒𝟏𝟐

𝟗𝟗𝟕
,

𝟗𝟗𝟕

𝟐𝟒𝟎𝟔
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐂數列，

𝟏𝟐

𝟔𝟕
,

𝟔𝟕

𝟏𝟒𝟔
,

𝟏𝟒𝟔

𝟑𝟓𝟗
,

𝟑𝟓𝟗

𝟖𝟔𝟒
,

𝟖𝟔𝟒

𝟐𝟎𝟖𝟕
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐃數列， 
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𝟏𝟔

𝟕𝟑
,

𝟕𝟑

𝟏𝟔𝟐
,

𝟏𝟔𝟐

𝟑𝟗𝟕
,

𝟑𝟗𝟕

𝟗𝟓𝟔
,

𝟗𝟓𝟔

𝟐𝟑𝟎𝟗
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐄數列，

𝟒𝟑

𝟕𝟒
,

𝟕𝟒

𝟏𝟗𝟏
,

𝟏𝟗𝟏

𝟒𝟓𝟔
,

𝟒𝟓𝟔

𝟏𝟏𝟎𝟑
,

𝟏𝟏𝟎𝟑

𝟐𝟔𝟔𝟐
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐅數列，

𝟒𝟕

𝟖𝟖
,

𝟖𝟖

𝟐𝟐𝟑
,

𝟐𝟐𝟑

𝟓𝟑𝟒
,

𝟓𝟑𝟒

𝟏𝟐𝟗𝟏
,

𝟏𝟐𝟗𝟏

𝟑𝟏𝟏𝟔
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐆數列，

𝟑𝟔

𝟏𝟎𝟗
,

𝟏𝟎𝟗

𝟐𝟓𝟒
,

𝟐𝟓𝟒

𝟔𝟏𝟕
,

𝟔𝟏𝟕

𝟏𝟒𝟖𝟖
,

𝟏𝟒𝟖𝟖

𝟑𝟓𝟗𝟑
, ⋯稱為𝟐𝟕𝟑𝟕𝐇數列。 

(3) 不同最簡股差（質數）的幂次方乘積 

    當最簡股差為質數𝑝𝑛且可寫成|8𝑘 ± 1|的形式時，則由關係式⑵與⑶可求得

最簡股差為𝑝1
𝑞1𝑝2

𝑞2 ⋯ 𝑝𝑛−1
𝑞𝑛−1𝑝𝑛

𝑞𝑛的2𝑛 條數列，其中 𝑞𝑛 ∈ 𝑁。 

①因為14161 = (172×72) = (289×49)，所以如表 8 的方法，由關係式⑵ 

與⑶求得22條數列。 

𝟖𝟗

𝟏𝟑𝟎
,

𝟏𝟑𝟎

𝟑𝟒𝟗
,

𝟑𝟒𝟗

𝟖𝟐𝟖
,

𝟖𝟐𝟖

𝟐𝟎𝟎𝟓
,

𝟐𝟎𝟎𝟓

𝟒𝟖𝟑𝟖
, ⋯稱為𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐀數列，

𝟐𝟐

𝟏𝟒𝟓
,

𝟏𝟒𝟓

𝟑𝟏𝟐
,

𝟑𝟏𝟐

𝟕𝟔𝟗
,

𝟕𝟔𝟗

𝟏𝟖𝟓𝟎
,

𝟏𝟖𝟓𝟎

𝟒𝟒𝟔𝟗
, ⋯稱為𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐁數列， 

𝟏𝟎𝟏

𝟏𝟖𝟎
,

𝟏𝟖𝟎

𝟒𝟔𝟏
,

𝟒𝟔𝟏

𝟏𝟏𝟎𝟐
,

𝟏𝟏𝟎𝟐

𝟐𝟔𝟔𝟓
,

𝟐𝟔𝟔𝟓

𝟔𝟒𝟑𝟐
, ⋯稱為𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐂數列，

𝟒𝟖

𝟏𝟖𝟓
,

𝟏𝟖𝟓

𝟒𝟏𝟖
,

𝟒𝟏𝟖

𝟏𝟎𝟐𝟏
,

𝟏𝟎𝟐𝟏

𝟐𝟒𝟔𝟎
,

𝟐𝟒𝟔𝟎

𝟓𝟗𝟒𝟏
, ⋯稱為𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐃數列。 

表 8 

 遞迴關係式⑵ 遞迴關係式⑶ 

𝒗𝒔

𝒖𝒔
 𝟐𝟖𝟗𝐀 𝟐𝟖𝟗𝐀 𝟐𝟖𝟗𝐁 𝟐𝟖𝟗𝐁 𝟐𝟖𝟗𝐀 𝟐𝟖𝟗𝐀 𝟐𝟖𝟗𝐁 𝟐𝟖𝟗𝐁 

𝒗𝒕

𝒖𝒕
 𝟒𝟗𝐀 49𝐁 𝟒𝟗𝐀 49𝐁 𝟒𝟗𝐀 49𝐁 𝟒𝟗𝐀 49𝐁 

𝒗𝒓

𝒖𝒓
 𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐃 𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐁 𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐂 𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐀 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐁 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐂 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐀 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐃 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐀 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐃 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐁 

𝟏𝟒𝟏𝟔𝟏𝐂 

 

②因為25921 = (232×72) = (529×49)，所以如同表 8 的方法求得22條數列。 

𝟏𝟖

𝟏𝟖𝟏
,

𝟏𝟖𝟏

𝟑𝟖𝟎
,

𝟑𝟖𝟎

𝟗𝟒𝟏
,

𝟗𝟒𝟏

𝟐𝟐𝟔𝟐
,

𝟐𝟐𝟔𝟐

𝟓𝟒𝟔𝟓
, ⋯稱為𝟐𝟓𝟗𝟐𝟏𝐀數列，

𝟏𝟐𝟓

𝟏𝟗𝟖
,

𝟏𝟗𝟖

𝟓𝟐𝟏
,

𝟓𝟐𝟏

𝟏𝟐𝟒𝟎
,

𝟏𝟐𝟒𝟎

𝟑𝟎𝟎𝟏
,

𝟑𝟎𝟎𝟏

𝟕𝟐𝟒𝟐
, ⋯稱為𝟐𝟓𝟗𝟐𝟏𝐁數列， 

𝟓𝟐

𝟐𝟐𝟗
,

𝟐𝟐𝟗

𝟓𝟏𝟎
,

𝟓𝟏𝟎

𝟏𝟐𝟒𝟗
,

𝟏𝟐𝟒𝟗

𝟑𝟎𝟎𝟖
,

𝟑𝟎𝟎𝟖

𝟕𝟐𝟔𝟓
, ⋯稱為𝟐𝟓𝟗𝟐𝟏𝐂數列，

𝟏𝟒𝟓

𝟐𝟕𝟐
,

𝟐𝟕𝟐

𝟔𝟖𝟗
,

𝟔𝟖𝟗

𝟏𝟔𝟓𝟎
,

𝟏𝟔𝟓𝟎

𝟑𝟗𝟖𝟗
,

𝟑𝟗𝟖𝟗

𝟗𝟔𝟐𝟖
, ⋯稱為𝟐𝟓𝟗𝟐𝟏𝐃數列。 

③因為152881 = (232×172) = (529×289)，所以如同表 8 的方法求得22條數列。 

𝟐𝟖𝟏

𝟑𝟓𝟐
,

𝟑𝟓𝟐

𝟗𝟖𝟓
,

𝟗𝟖𝟓

𝟐𝟑𝟐𝟐
,

𝟐𝟑𝟐𝟐

𝟓𝟔𝟐𝟗
,

𝟓𝟔𝟐𝟗

𝟏𝟑𝟓𝟖𝟎
, ⋯稱為𝟏𝟓𝟐𝟖𝟖𝟏𝐀數列，

𝟐𝟖

𝟒𝟐𝟏
,

𝟒𝟐𝟏

𝟖𝟕𝟎
,

𝟖𝟕𝟎

𝟐𝟏𝟔𝟏
,

𝟐𝟏𝟔𝟏

𝟓𝟏𝟗𝟐
,

𝟓𝟏𝟗𝟐

𝟏𝟐𝟓𝟒𝟓
, ⋯稱為𝟏𝟓𝟐𝟖𝟖𝟏𝐁數列， 

𝟐𝟏𝟎

𝟕𝟎𝟏
,

𝟕𝟎𝟏

𝟏𝟔𝟏𝟐
,

𝟏𝟔𝟏𝟐

𝟑𝟗𝟐𝟓
,

𝟑𝟗𝟐𝟓

𝟗𝟒𝟔𝟐
,

𝟗𝟒𝟔𝟐

𝟐𝟐𝟖𝟒𝟗
, ⋯ 稱為𝟏𝟓𝟐𝟖𝟖𝟏𝐂數列，

𝟑𝟔𝟓

𝟕𝟎𝟐
,

𝟕𝟎𝟐

𝟏𝟕𝟔𝟗
,

𝟏𝟕𝟔𝟗

𝟒𝟐𝟒𝟎
,

𝟒𝟐𝟒𝟎

𝟏𝟎𝟐𝟒𝟗
,

𝟏𝟎𝟐𝟒𝟗

𝟐𝟒𝟕𝟑𝟖
, ⋯稱為𝟏𝟓𝟐𝟖𝟖𝟏𝐃數列。 

④由於491169 = (72×172×232) = (14161×529) = (25921×289) = (152881×49)， 

所以如同表 8 的方法求得23條數列。 

𝟏𝟗𝟑𝟕

𝟐𝟎𝟓𝟎
,

𝟐𝟎𝟓𝟎

𝟔𝟎𝟑𝟕
,

𝟔𝟎𝟑𝟕

𝟏𝟒𝟏𝟐𝟒
,

𝟏𝟒𝟏𝟐𝟒

𝟑𝟒𝟐𝟖𝟓
,

𝟑𝟒𝟐𝟖𝟓

𝟖𝟐𝟔𝟗𝟒
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐀數列，

𝟏𝟗𝟑𝟑

𝟐𝟔𝟔𝟔
,

𝟐𝟔𝟔𝟔

𝟕𝟑𝟐𝟓
,

𝟕𝟑𝟐𝟓

𝟏𝟕𝟑𝟏𝟔
,

𝟏𝟕𝟑𝟏𝟔

𝟒𝟏𝟗𝟓𝟕
,

𝟒𝟏𝟗𝟓𝟕

𝟏𝟎𝟏𝟐𝟑𝟎
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐁數列， 

𝟕𝟒

𝟐𝟖𝟏𝟑
,

𝟐𝟖𝟏𝟑

𝟓𝟕𝟎𝟎
,

𝟓𝟕𝟎𝟎

𝟏𝟒𝟐𝟏𝟑
,

𝟏𝟒𝟐𝟏𝟑

𝟑𝟒𝟏𝟐𝟔
,

𝟑𝟒𝟏𝟐𝟔

𝟖𝟐𝟒𝟔𝟓
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐂數列，

𝟔𝟑𝟔

𝟑𝟓𝟏𝟕
,

𝟑𝟓𝟏𝟕

𝟕𝟓𝟕𝟎
,

𝟕𝟔𝟕𝟎

𝟏𝟖𝟖𝟓𝟕
,

𝟏𝟖𝟖𝟓𝟕

𝟒𝟓𝟑𝟖𝟒
,

𝟒𝟓𝟑𝟖𝟒

𝟏𝟎𝟗𝟔𝟐𝟓
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐃數列， 
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𝟐𝟐𝟒𝟓

𝟑𝟖𝟓𝟒
,

𝟑𝟖𝟓𝟒

𝟗𝟗𝟓𝟑
,

𝟗𝟗𝟓𝟑

𝟐𝟑𝟕𝟔𝟎
,

𝟐𝟑𝟕𝟔𝟎

𝟓𝟕𝟒𝟕𝟑
,

𝟓𝟕𝟒𝟕𝟑

𝟏𝟑𝟖𝟕𝟎𝟔
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐄數列，

𝟏𝟑𝟐𝟎

𝟒𝟔𝟑𝟑
,

𝟒𝟔𝟑𝟑

𝟏𝟎𝟓𝟖𝟔
,

𝟏𝟎𝟓𝟖𝟔

𝟐𝟓𝟖𝟎𝟓
,

𝟐𝟓𝟖𝟎𝟓

𝟔𝟐𝟏𝟗𝟔
,

𝟔𝟐𝟏𝟗𝟔

𝟏𝟓𝟎𝟏𝟗𝟕
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐅數列， 

𝟐𝟔𝟔𝟓

𝟓𝟐𝟓𝟔
,

𝟓𝟐𝟓𝟔

𝟏𝟑𝟏𝟕𝟕
,

𝟏𝟑𝟏𝟕𝟕

𝟑𝟏𝟔𝟏𝟎
,

𝟑𝟏𝟔𝟏𝟎

𝟕𝟔𝟑𝟗𝟕
,

𝟕𝟔𝟑𝟗𝟕

𝟏𝟖𝟒𝟒𝟎𝟒
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐆數列，

𝟏𝟖𝟐𝟒

𝟓𝟓𝟖𝟓
,

𝟓𝟓𝟖𝟓

𝟏𝟐𝟗𝟗𝟒
,

𝟏𝟐𝟗𝟗𝟒

𝟑𝟏𝟓𝟕𝟑
,

𝟑𝟏𝟓𝟕𝟑

𝟕𝟔𝟏𝟒𝟎
,

𝟕𝟔𝟏𝟒𝟎

𝟏𝟖𝟑𝟖𝟓𝟑
, ⋯稱為𝟕𝟒𝟗𝟏𝟏𝟔𝟗𝐇數列。 

六、 勾股鐵路網 

(一) 「勾股鐵路網」作品由各種最簡股差的整數數列建立「勾股鐵路網」，可是整數數

列只能表示在直線座標，並無法呈現數列網。當然最簡真分數數列同樣無法呈現

數列網。但是， 若將(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)當成平面座標(𝑥, 𝑦)，則|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為定值的{(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)}則

好比一條鐵路， (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)是鐵路的個別車站， |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為鐵路的名稱；或將素勾

股數(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)當成空間座標(𝑥, 𝑦, 𝑧)，則|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為定值的{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}好比一條

鐵路，(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)是鐵路的個別車站， |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為鐵路的名稱（圖 5）。 

 

圖 5  勾股鐵路 
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1. 我將各種|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為定值的{(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)}建構平面座標中的「勾股鐵路網」，如圖6。我

由此發現所有的勾股鐵路趨近於直線L：𝑦 = (√2 − 1)𝑥，說明如下： 

⑴由定理9 可知(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) = (2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)，並由此推得定理11。 

定理 11：若
𝒗𝒏

𝒖𝒏
=

𝟏

𝟐+
𝒗𝒏−𝟏
𝒖𝒏−𝟏

，其中 𝒏, 𝒖𝟏, 𝒗𝟏 ∈ 𝑵，𝒖𝟏＞𝒗𝟏, (𝒖𝟏, 𝒗𝟏) = 𝟏,且𝒖𝟏, 𝒗𝟏 

為一奇一偶，則 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒗𝒏

𝒖𝒏

= √𝟐 − 𝟏。 

證明：①由定理9可知(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) = (2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)，所以𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2 ⋯ (1)。 

因此由式(1)可得特徵方程式𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 0，求解可得𝑥 = 1 ± √2。 

所以可得一般解為 𝑢𝑛 = 𝐴(1 + √2)
𝑛

+ 𝐵(1 − √2)
𝑛

⋯ (2)。 

 ②以𝑢1與𝑢2 = 2𝑢1 + 𝑣1代入式(2)可得 𝐴 =
(2+√2)𝑢1+𝑣1

4+2√2
, 𝐵 =

(2−√2)𝑢1+𝑣1

4−2√2
。 

 因此𝑢𝑛 =
(2 + √2)𝑢1 + 𝑣1

4 + 2√2
(1 + √2)

𝑛
+

(2 − √2)𝑢1 + 𝑣1

4 − 2√2
(1 − √2)

𝑛
 

 ③因為𝑣𝑛 = 𝑢𝑛−1，所以 

lim
𝑛→∞

𝑣𝑛

𝑢𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑢𝑛−1

𝑢𝑛
 

= lim
𝑛→∞

(2 + √2)𝑢1 + 𝑣1

4 + 2√2
(1 + √2)

𝑛−1
+

(2 − √2)𝑢1 + 𝑣1

4 − 2√2
(1 − √2)

𝑛−1

(2 + √2)𝑢1 + 𝑣1

4 + 2√2
(1 + √2)

𝑛
+

(2 − √2)𝑢1 + 𝑣1

4 − 2√2
(1 − √2)

𝑛
 

=

(2 + √2)𝑢1 + 𝑣1

4 + 2√2
(1 + √2)

𝑛−1

(2 + √2)𝑢1 + 𝑣1

4 + 2√2
(1 + √2)

𝑛
= √2 − 1                  □ 

⑵當𝑛趨近於無限大時，平面座標中的「勾股鐵路」趨近於直線L：𝑦 = (√2 − 1)𝑥 

，證明如下： 

證明：①當𝑛趨近於∞時，假設平面座標中的「勾股鐵路」趨近於直線L：𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑙。 

②因為{
(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) = (𝑢𝑛+1 , 𝑣𝑛+1) = (2𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (𝑢𝑛, 𝑣𝑛) = (2𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1 , 𝑢𝑛−1)
， 

所以當𝑛趨近於無限大時，可得𝑘 =
𝑦𝑛+1−𝑦𝑛

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛
=

𝑢𝑛−𝑣𝑛

(2𝑢𝑛+𝑣𝑛)−𝑢𝑛
=

𝑢𝑛−𝑣𝑛

𝑢𝑛+𝑣𝑛
⋯ (1)， 

③當𝑛趨近於無限大時，由定理11可得𝑣𝑛 = (√2 − 1)𝑢𝑛 ⋯ (2)， 



20 
 

將式(2)代入式(1)可得𝑘 =
𝑢𝑛−(√2−1)𝑢𝑛

𝑢𝑛+(√2−1)𝑢𝑛
= √2 − 1 ⋯ (3)， 

將式(3)代入直線L可得 𝑦 = (√2 − 1)𝑥 + 𝑙 ⋯ (4)， 

④將(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) = (2𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑢𝑛)代入式(4)可得 

𝑢𝑛 = (√2 − 1)(2𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) + 𝑙 ⋯ (5)， 

⑤將式(2)代入式(5)可得𝑢𝑛 = (√2 − 1)[2𝑢𝑛 + (√2 − 1)𝑢𝑛] + 𝑙，因此 𝑙 = 0。 

所以可得直線L：𝑦 = (√2 − 1)𝑥。                                 □ 

 

 

圖 6  平面座標中的勾股鐵路網 

 

2. 如圖 7，將各種|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為定值的{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}構成空間座標中的「勾股鐵路網」，。

我發現所有的勾股鐵路趨近於直線M： {
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

𝑥 = 𝑦      
，說明如下：。 

⑴因為(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)皆符合𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 = 𝑐𝑛
2，所以可得𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2，因此「勾股 

鐵路網」皆可標示於在𝑥, 𝑦, 𝑧為正數的四分之一圓錐 Γ：𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2。 

⑵因為每條勾股鐵路有固定的|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|，但是由定理 1 可知{
𝑎𝑛 = 𝑢𝑛

2 − 𝑣𝑛
2

𝑏𝑛 = 2𝑢𝑛𝑣𝑛     
， 

因此隨著𝑛越大，𝑎𝑛與𝑏𝑛的值也越大。當𝑛趨近於無限大時， 𝑎𝑛與𝑏𝑛幾乎相

等，即𝑥𝑛與𝑦𝑛幾乎相等，因此勾股鐵路趨近於平面E：𝑥 = 𝑦 。所以當𝑛趨近

於無限大時，勾股鐵路趨近於直線M： {
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

𝑥 = 𝑦      
。 
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圖 7  空間座標中的勾股鐵路網 

 

(二) 並由關係式⑵與⑶確認或預估各種股差為定值的勾股鐵路之條數。 

1. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = 1時，只有1條勾股鐵路，即1A鐵路。 

2. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為質數𝑝時，至少有2條勾股鐵路： 𝑝A鐵路與𝑝B鐵路。 

3. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為質數𝑝的𝑛次方時，至少有2條勾股鐵路： 𝑝𝑛A鐵路與𝑝𝑛B鐵路。 

4. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為𝑛個不同質數的乘積時，至少有2𝑛 條勾股鐵路。 

5. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為𝑛個不同質數之冪次方乘積時，至少有2𝑛 條勾股鐵路。 

 

伍、 研究結果 

一、 最簡股差的判別 

(一) 由|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = |𝑢𝑛
2 − 𝑣𝑛

2 − 2𝑢𝑛𝑣𝑛| 證明|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式，𝑘 ∈ 𝑍。 

(二) 最簡股差判別法為當一正整數的所有質因數皆可寫成|8𝑙 ± 1|的形式（其中 𝑙 ∈ 𝑍）

時，則此正整數為最簡股差（圖 8）。我在本研究中由二次剩餘證明這個判別法。 
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圖 8  最簡股差的判別 

 

二、 最簡真分數數列的條數 

(一) 我由股差為 1 的費馬家族得到關係式⑴ 
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

。 

(二) 將歐幾里得家族中的最簡真分數列中的每一個最簡真分數數列分別當作
𝑣1

𝑢1
，代入遞

迴關係式⑴   
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

， 產生〈
𝑣𝑛

𝑢𝑛
〉，再由歐幾里得家族的生成公式產生股差為

|𝑢1
2 − 𝑣1

2 − 2𝑢1𝑣1|的素勾股數家族。 

(三) 由|𝑢𝑟
2 − 𝑣𝑟

2 − 2𝑢𝑟𝑣𝑟| = |𝑢𝑠
2 − 𝑣𝑠

2 − 2𝑢𝑠𝑣𝑠| |𝑢𝑡
2 − 𝑣𝑡

2 − 2𝑢𝑡𝑣𝑡|得到 

關係式⑵  
𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

𝑣𝑠
𝑢𝑠

+
𝑣𝑡
𝑢𝑡

−2(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)

1+(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)
 與關係式⑶ 

𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

|
𝑣𝑠
𝑢𝑠

−
𝑣𝑡
𝑢𝑡

|

|1−
𝑣𝑠
𝑢𝑠

−
𝑣𝑡
𝑢𝑡

−(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)|+|
𝑣𝑠
𝑢𝑠

−
𝑣𝑡
𝑢𝑡

|
， 

其中𝑛, 𝑢𝑠 , 𝑣𝑠 , 𝑢𝑡 , 𝑣𝑡  , 𝑢𝑟, 𝑣𝑟 ∈ 𝑁, 𝑢𝑠＞𝑣𝑠 , 𝑢𝑡＞𝑣𝑡 , 𝑢𝑟＞𝑣𝑟 , (𝑢𝑠 , 𝑣𝑠) = 1, (𝑢𝑡 , 𝑣𝑡) = 1, 

(𝑢𝑟, 𝑣𝑟) = 1, 𝑢𝑠, 𝑣𝑠為一奇一偶，𝑢𝑡, 𝑣𝑡為一奇一偶，𝑢𝑟 , 𝑣𝑟為一奇一偶。 

(四) 由關係式⑵與⑶確認或預估各種股差為定值的最簡真分數數列之條數。 

1. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = 1時，只有一條最簡真分數數列，即1A數列。 

2. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為質數𝑝時，至少有兩條最簡真分數數列： 𝑝A與𝑝B數列。 

3. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為質數𝑝的𝑛次方時，至少有兩條最簡真分數數列： 𝑝𝑛A與𝑝𝑛B數列。 

4. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為𝑛個不同質數的乘積時，至少有2𝑛 條最簡真分數數列。 

5. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為𝑛個不同質數之冪次方乘積時，至少有2𝑛 條最簡真分數數列。 

三、 勾股鐵路網 

(一) 將(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)當成平面中的座標(𝑥, 𝑦)，則|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為定值的{(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)}則好比一條鐵路，

              

      
               
 
 
 
 
     

                           

所有正整數 

正整數可寫成|8𝑘 ± 1|的形式 

正整數的所有質因數皆可寫成

|8𝑙 ± 1|的形式。 

正整數的所有質因數同時可寫成

|8𝑙 ± 1|與|8𝑙 ± 3|的形式。 
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 (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)是個別的車站， |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為鐵路的名稱，由不同|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|的鐵路建構「勾

股鐵路網」。當𝑛趨近於無限大時，勾股鐵路趨近於直線L：𝑦 = (√2 − 1)𝑥。 

(二) 將(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)當成空間中的座標(𝑥, 𝑦, 𝑧)，則|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為定值的{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}好比一

條鐵路，(𝑎𝑛, 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)是個別的車站，|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為鐵路的名稱，由不同|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|的鐵路建構

「勾股鐵路網」。當𝑛趨近於無限大時，勾股鐵路趨近於直線M：{
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

𝑥 = 𝑦      
。 

(三) 由關係式⑵與⑶確認或預估各種股差為定值的「勾股鐵路」之條數。 

1. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| = 1時，只有一條勾股鐵路，即1A鐵路。 

2. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為質數𝑝時，至少有兩條勾股鐵路： 𝑝A鐵路與𝑝B鐵路。 

3. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為質數𝑝的𝑛次方時，至少有兩條勾股鐵路： 𝑝𝑛A鐵路與𝑝𝑛B鐵路。 

4. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為𝑛個不同質數的乘積時，至少有2𝑛 條勾股鐵路。 

5. 當|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|為𝑛個不同質數之冪次方乘積時，至少有2𝑛 條勾股鐵路。 

 

陸、 討論 

一、 雖然「勾股鐵路網」作品已經利用「最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式」剔除一大

部份不可能是最簡股差的正整數，但是仍然沒辦法直接由一大片正整數集合中直

接挑出最簡股差。我證明：凡是最簡股差皆可寫成|8𝑘 ± 1|的形式，接著提出並證

明：最簡股差判別法為當一正整數的所有質因數皆可寫成|8𝑙 ± 1|的形式時，則此

正整數為最簡股差。因此，屬於質數的最簡股差之個數為無窮多個。此外，「勾股

鐵路網」作品已經證得：若已知的兩組素勾股數中其中有一的最簡股差為質數，

能找到最簡股差為原兩組最簡股差之積的素勾股數。我則證得：若沒有質數的限

制亦成立。 

二、 「勾股鐵路網」作品是藉由其中一條整數數列的衍生數對與構造式，作者找到共

軛式與共軛數對，再由共軛數對可產生另一條整數數列，然後由歐幾里得家族生

成公式產生相同股差的另一素勾股數家族。而我將費馬家族中任一個最簡真分數

與歐幾里得家族中任一個最簡真分數代入關係式⑵，由此求得相同股差的最簡真
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分數，再代入關係式⑴， 由此產生的
𝑣𝑛

𝑢𝑛
，然後由歐幾里得家族生成公式產生相同股

差的另一素勾股數家族（表 9）。 

三、 「勾股鐵路網」作品藉由其中一條整數數列的衍生數對與構造式，作者找到共軛

式與共軛數對，再由共軛數對可產生另一條整數數列，接著藉由不同最簡股差的

構造式或共軛式之乘積產生合成最簡股差之構造式，並由此產生合成最簡股差的

所有整數數列，然後由歐幾里得家族生成公式產生合成股差的素勾股數家族。而

我將不同最簡股差的最簡真分數分別代入關係式⑵與⑶，由此求得各種最簡股差

的最簡真分數，再代入關係式⑴， 由此產生的
𝑣𝑛

𝑢𝑛
，然後由歐幾里得家族生成公式產

生合成股差的素勾股數家族（表 9）。 

表 9  「勾股鐵路網」與「再探勾股鐵路網」比較表 

作品名稱 勾股鐵路網 再探勾股鐵路網 

相同股差的

另一素勾數

家族產生法 

⑴衍生數對(𝑚, 𝑛) 

⑵構造式Δ𝑚 + 𝑚√2 

⑶由共軛式−Δ𝑚 + 𝑚√2或Δ𝑚 − 𝑚√2 

為正數者得新衍生數對(𝑚′, 𝑛′) 

⑷遞迴關係式𝑆𝑛 + 2𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛+2 

⑸勾股數{
𝑎 = 𝑛′2 − 𝑚′2

𝑏 = 2𝑛′𝑚′     
𝑐 = 𝑛′2 + 𝑚′2

 

⑴最簡真分數( 
𝑣𝑛

𝑢𝑛
) 

⑵
𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

𝑣𝑠
𝑢𝑠

+
𝑣𝑡
𝑢𝑡

−2(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)

1+(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)
  

⑶關係式
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

 

⑷勾股數 {
𝑎𝑛 = 𝑢𝑛

2 − 𝑣𝑛
2

𝑏𝑛 = 2𝑢𝑛𝑣𝑛     

𝑐𝑛 = 𝑢𝑛
2 + 𝑣𝑛

2

 

合成股差的

素勾數家族

產生法 

⑴衍生數對(𝑚𝑠, 𝑛𝑠)與(𝑚𝑡, 𝑛𝑡) 

⑵構造式Δ𝑚𝑠 + 𝑚𝑠√2與Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡√2， 

⑶新股差構造式Δ𝑚𝑟 + 𝑚𝑟√2 等於 

(Δ𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 2𝑚𝑠𝑚𝑡) + (𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡Δ𝑚𝑠)√2 

⑷新股差共軛式Δ𝑚𝑟 − 𝑚𝑟√2 等於 

  (Δ𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 2𝑚𝑠𝑚𝑡) − (𝑚𝑠Δ𝑚𝑡 + 𝑚𝑡Δ𝑚𝑠)√2 

⑸新股差衍生數對(𝑚𝑟 , 𝑛𝑟) 

⑹遞迴關係式𝑆𝑛 + 2𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛+2 

⑺勾股數{
𝑎 = 𝑛𝑟

2 − 𝑚𝑟
2   

𝑏 = 2𝑛𝑟𝑚𝑟          

𝑐 = 𝑛𝑟
2 + 𝑚𝑟

2   

 

⑴最簡真分數( 
𝑣𝑛

𝑢𝑛
) 

⑵
𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

𝑣𝑠
𝑢𝑠

+
𝑣𝑡
𝑢𝑡

−2(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)

1+(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)
 或 

𝑣𝑟

𝑢𝑟
=

|
𝑣𝑠
𝑢𝑠

−
𝑣𝑡
𝑢𝑡

|

|1−
𝑣𝑠
𝑢𝑠

−
𝑣𝑡
𝑢𝑡

−(
𝑣𝑠
𝑢𝑠

)(
𝑣𝑡
𝑢𝑡

)|+|
𝑣𝑠
𝑢𝑠

−
𝑣𝑡
𝑢𝑡

|
  

⑶關係式
𝑣𝑛

𝑢𝑛
=

1

2+
𝑣𝑛−1
𝑢𝑛−1

 

⑷勾股數 {
𝑎𝑛 = 𝑢𝑛

2 − 𝑣𝑛
2

𝑏𝑛 = 2𝑢𝑛𝑣𝑛       

𝑐𝑛 = 𝑢𝑛
2 + 𝑣𝑛

2
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四、 除了「勾股鐵路網」作品以及我的方法，我發現由貝格倫（B. Berggrens）的素勾股

數三元樹（a tree of primitive Pythagorean triples）〔5〕也可產生不同的「勾股鐵路」。 

1. 貝格倫在 1934 年以(3 ,4 ,5)當作(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)，由迭代公式(1)，(2)和(3)交互迭代

產生(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)為(5,12,13), (15,8,17), (21,20,29)。再以(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)產生(𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)，

以此類推產生(𝑎4, 𝑏4, 𝑐4), (𝑎5, 𝑏5, 𝑐5), ⋯ , (𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)，由此建立了素勾股數三元樹 

(圖 9)。 

(𝟏) [

𝒂𝒏

𝒃𝒏

𝒄𝒏

] = [
𝟏 −𝟐 𝟐
𝟐 −𝟏 𝟐
𝟐 −𝟐 𝟑

] [

𝒂𝒏−𝟏

𝒃𝒏−𝟏

𝒄𝒏−𝟏

] , (𝟐) [

𝒂𝒏

𝒃𝒏

𝒄𝒏

] = [
−𝟏 𝟐 𝟐
−𝟐 𝟏 𝟐
−𝟐 𝟐 𝟑

] [

𝒂𝒏−𝟏

𝒃𝒏−𝟏

𝒄𝒏−𝟏

] , (𝟑) [

𝒂𝒏

𝒃𝒏

𝒄𝒏

] = [
𝟏 𝟐 𝟐
𝟐 𝟏 𝟐
𝟐 𝟐 𝟑

] [

𝒂𝒏−𝟏

𝒃𝒏−𝟏

𝒄𝒏−𝟏

] 

                                              (3 ,4 ,5) 

                            (1)                (2)                   (3) 

                        (5,12,13)                    (15,8,17)                   (21,20,29) 

             (1)    (2)       (3)        (1)    (2)        (3)         (1)   (2)        (3) 

           (7,24,25) (45,28,53) (55,48,73) (33,56,65) (35,12,37) (65,72,97)  (39,80,89) (77,36,85) (119,120,169) 

圖 9 貝格倫由迭代公式(1)﹑(2)和(3)建立了素勾股數三元樹   

 

2. 在貝格倫的素勾股數三元樹中，可由迭代公式(3)連續迭代產生「勾股鐵路」： 

(1) 股差為 1 的「勾股鐵路」：以(3 ,4 ,5)當作(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)，再由迭代公式(3)連續

迭代產生{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}，只有一條勾股鐵路。 

(2) 股差為 7 的「勾股鐵路」：以(3 ,4 ,5)藉由迭代公式(1)與(2)分別產生

(5,12,13)與(15,8,17)，再以(5,12,13)與(15,8,17)分別當作(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)，再由迭

代公式(3)分別連續迭代產生兩種{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}，有 2 條勾股鐵路。 

(3) 股差為17 的「勾股鐵路」：以(5,12,13)藉由迭代公式(1)與(2)分別產生

(7,24,25)與(45,28,53)，再以(7,24,25)與(45,28,53)分別當作(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)，再由

迭代公式(3)分別連續迭代產生兩種{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}，有 2 條勾股鐵路。 

(4) 股差為23 的「勾股鐵路」：以(15,8,17)藉由迭代公式(1)與(2)分別產生

(33,56,65)與(35,12,37)，再以(33,56,65)與(35,12,37)分別當作(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)，再

由迭代公式(3)分別連續迭代產生兩種{(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)}，有 2 條勾股鐵路。 
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柒、 結論 

    為了「勾股鐵路網」作品中未解決的問題，我進一步探討股差為定值的素勾股數家

族與最簡真分數數列的關聯性。我找到並證明最簡股差的判別方法，這個方法讓我可由

正整數集合中可直接挑出最簡股差，我接著找到了三種遞迴關係式，並藉由這三種遞迴

關係式產生最簡股差為定值的素勾股數家族的所有最簡真分數數列，因此本研究解決了

「勾股鐵路網」尚未解決的前四項問題。希望未來能探討第五項尚未解決的問題：推廣

至夾角非90 度之三角形，探討其夾角兩邊的差與整數邊長之關係。此外，我也希望能

由素勾股數三元樹探討空間座標中的「勾股鐵路網」。 
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本篇論文研究兩股長度差為 1的最簡股數家族的相關結果，特

別是，證明了最簡股差的判別法，並解決了 2007年第 47屆科展論

文《勾股鐵路網》留下來的大部分問題，證明的方法比較屬於初等

數論的論證，結果有一定程度的興趣。本作品明確交代是延續作品，

並改進已發表文獻之作法，值得鼓勵。定理 6的論證可再斟酌；在

研究動機中，提及研究者刊登在中研院數學傳播的一篇文章，可考

慮納入參考資料；建議可考慮加強說明研究動機及三個研究目的。 
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