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摘要 

在我們的研究中，先探討給定一個無向圖(undirected graph)並能使圖形必定 connected 的線

段數 E 的條件，再以此得到圖形 connected 的機率範圍。我們接著引用已知整數數列 A001187(參

見參考資料[1])類似的方法來解決隨機圖(Random Graph)的根本問題：給定一個圖  ,G n E ，假

定任兩個點連接的機率是常數 p ，求出該圖能形成 connected 的機率。接著我們將前述結論做

推廣，假設該圖有兩子圖(subgraph)，其中各子圖中的邊，相連的機率分別為 p 及 1p ，求出該

圖能形成 connected 的機率。在這個過程中，在限制  ,G n E 中最大連通子集的頂點數目下，

我們也對於圖形不連通的機率做了許多研究。 

 

壹、研究動機 

面對浩瀚的生物疾病之謎，我們如何從中歸納哪些是關鍵的效標？在一群毫無規律的群

體中，我們如何找出各種特徵和病情的關連性，又抑或是同種疾病的共同症狀？假設有 1000

份的肝病病例，我們可以從中了解到性別、居住地點、不良嗜好、身高、體重和各種其他相

關資訊，並且可以整理成一些圖或表格。在這之中假如兩種資訊有共同特徵，例如居住在 A 處

的皆為女性，這種情形我們看成是數學概念中的 Connected，而強烈與否則視為 Connected 的

機率；反之，若兩種類別並沒有重要的關連性，我們視為 Disconnected。利用課本所學的排列

組合這個觀點去分析整筆資料，若算出 Disconnected 的機率很高，此時代表有某些資訊發生了

「孤立」的情形，使其無法與其他資訊達成關聯。以上方法我們相信能有效找出疾病和特徵

的關連性，於是開啟了這次的研究，期待找出對未來醫學有所幫助的結果。 

 

貳、研究目的 

給定 n 個有編號的點，假設任兩點之間只有 1 條無向連線段或沒有連線。 

一、為了方便計算機率，先討論下列問題： 

(一) 所有連線情形的方法數； 

(二) 當連線段的個數 E 小於何數時，圖形必為 disconnected； 

(三) 當連線段的個數 E 大於何數時，圖形必為 connected。 

二、假設任兩點連線的機率為 p ，求得下列通式： 

(一) connected 圖形的個數 nA 與圖形 connected 的機率  ,P n p ； 

(二) 求出連線段個數為 E 的所有 connected 圖形個數  ,K n E ； 
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(三) 將原假設稍作更改：有兩點的連線機率為 1p ，其餘連線機率皆為 p。求圖形 connected

的機率  1, ,F n p p 。 

三、為瞭解不連通圖形的機率，我們限制最大連通子圖中的頂點數，求出了下列通式： 

(一) 假設任兩點連線的機率為 p ，求出圖形滿足「最大連通子圖中的頂點數小於或等於

Q 」的機率  , ,D n p Q ； 

(二) 假設有兩點連線的機率為 1p ，其餘任兩點連線的機率為 p ，求出求圖形滿足「最大

連通子圖中的頂點數小於或等於Q 」的機率  1, , ,B n p p Q ； 

四、假設 n 個點中有 m 個頂點( 0 m n  )，其任兩點連線的機率為 1p ；剩餘的  n m 點中，

任兩點的連線機率為 p ，求出圖形 connected 的機率  1, , ,H n m p p 。 

五、(一) 假設 n 個點中有 m 個頂點( 0 m n  )，其任兩點連線的機率為 1p ；剩餘的  n m 點

中，任兩點的連線機率為 p ，求出求出圖形滿足「最大連通子圖中的頂點數小於或

等於Q 」的機率  1, , , ,C n m p p Q 。 

    (二) 假設已知每條邊不同的連線機率，求 connected 的機率 ( , )
nn VJ V P  

 

參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦。 

 

肆、研究過程或方法 

一、文獻探討與符號定義 

本研究範圍涉及在圖論(Graph Theory)中對圖形的基本定義以及一個與整數分割有關係的

數列，如下： 

(一) 圖形的基本定義(參見參考資料[2]) 

1. 給定一集合  ,G n E 由下列元素組成： 

  n 個點(node)， E 個邊(edge)連接任意兩個 

  點。邊(edge)指的是沒有方向性的線段， 

並且限制
 1

0
2

n n
E


  ，亦即任兩點若相連，則被唯一的邊所聯繫。我們也稱集

合  ,G n E 為一個圖(graphy)。我們的研究中可以允許某些點沒有任何一條邊與其

 

  ▲(圖一)有一個點沒有任何的邊與其相連 

集合 G( 5 , 4 ) 

N=5  E=4 
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相連，如(圖一)，有一個點沒有任何的邊與其相連。 

   2. 設  ' ' , 'G n E 為集合  ,G n E 中一個含有 'n 個點和 'E 條邊的子集合。如果在

 ' ' , 'G n E 中，任意兩點 ,a b 均可藉由若干個邊，從 a 點沿著邊移動到b 點，則稱

該子集  ' ' , 'G n E 為一個連通子集 (connected subset)，或簡稱連通(connected)。否

則，則稱該子集  ' ' , 'G n E 為非連通 (disconnected)，如(圖二)。 

 

 

 

 

 

 

 3. n 個點各有其編號(Labeled Graph，意即所有點視為不同)且點和點之間的連線沒有

方向性(non-oriented line)，意即任兩點只有 connected 和 disconnected 兩種情況。 

(二) 數列 A001187─Number of connected labeled graphs with n nodes (參見參考資料[1]) 

編號為 A001187 的整數數列其遞迴關係式為
2 2

0 1

1
1
1

1

1

2 2
n n k

n
C Cn

n k k
k

A A

A C A








 

    


，我們在研  

究中得到與這個數列一模一樣的結果，並且以此為基礎，解決後續的問題。 

    (三) 數學式說明方式 

我們在研究中大量使用遞迴關係式來得到所有結果，在說明式子計算想法時，

會在式子中畫底線並給予註記或編號，以方便說明。 

二、前置研究 

(一)給定 n 個點，所有連線情形的方法數為 22
nC 種。 

(二)給定 n 個點，邊的個數 E 小於  1n  時，該圖必為 disconnected。 

   【證明】 

 1. 不失一般性，我們可以假設 1P ,…, kP 為 k 個單點(沒有任何邊與其相連)，及  n k         

個有邊點(至少一條邊與該點相連)。 

 2. 定義  ,  G n E  的子集合 '( , )i iG P S  ={ 1P ,…, iP }， iS = 子集合 '( , )i iG P S 裡面邊的個   

數，其中1 i n  。顯然，  ,n nP G n E S E ， ，並且依據假設，有

原集合      G( 5 , 3 ) 

子集合    G’( 3 , 2 ) 

子集合 G’( 3 , 2 )是 

connected，因為任兩點

都可以藉由紅色的邊，

由一點移動到另一點。 
                          

b

 
 

▲(圖二) Connected ＆ Disconnected 說明 

原集合      G( 6 , 3 ) 

子集合    G’( 4 , 2 ) 

子集合 G’( 4 , 2 )是 

disconnected，因為點b  

無法移動到任何一個子

集 G’的點。 
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0 , 0

1 , 1
i

i

S i k

S k i n

  
    

對於

對於
。 

  3. 對於 1k i n   ，我們以 ia 表示點 iP 與子集 1 1'( , )i iG P S  中，任取若干點連線，

所得的邊數。 

 4. 因為共有 k 個單點，導致於所有有邊點 iP ( 1k i n   )與單點的連線數，至少需  

要 k 條才能使  ,  G n E 構成 connected set，亦即當 1i k  時， ia k 。我們期望利

用最少邊數，使得  ,  G n E  能達成 connected set， 1 1 ,i ia a   1k i n   。於是，

1 1

2 1 1
2 1 2

1

: '( , )
1

1

1

k k k

k k k
k k k

n n n

S S a

P G P connectedS
S S a

S S a

 

  
  



 


      
  


   



和 至少需要連 條邊才構成 ，

依此類推。

註 點

    1 1n k k nS S a a n k       ≥ 0 ( 1) 1k n k n       

1 connectedE n   時才可能 ，亦即 1 disconnectedE n  時必為 。 

   (三) 給定 n 個點，當邊的個數 1
2
nE C  時，圖形必為 connected。即所有  ,G n E 的子集 

合 iG 皆為連通，其中 0 i n  且 G =G ( , )i i i in E 為一個有 in 個點、 iE 個邊的子集合。 

    【證明】 

     要證明上述命題，證明過程中須搭配證明【引理 1】～【引理 3】，並將命題主要證

明分成兩部份分別放在步驟 2 與步驟 5。 

1. 【引理 1】若固定 n 值， 1 2 1 2, ,n n n n n    ，則 2
1 2

1
1

4
n n n n   。 

   (1)固定 n 值， 1 2 1 2, ,n n n n n    ， 

1 2 1 1( )n n n n n  2
1 1( )n n n   2 2

1

1 1
( )

2 4
n n n    。 

     (2)當 1

1

2
n n  時， 2

1 2

1
max:

4
n n n為 ；當 1 1 21, = -1, =1n n n n 或 時， 1 2 min : 1n n n 為  

2
1 2

1
1

4
n n n n    ，【引理 1】證畢。 

2. 先考慮將  ,G n E 分成 2 群且 1
2
nE C   時， ( , )G n E 必為 connected。 

(1)設 1 1 1( , )G n E 與 2 2 2( , )G n E 為 ( , )G n E 中的兩個子集合滿足 

1 2 1 2= ,G G G G G  ， 
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       則有 1 2
1 2 2 2,n nE C E C  。 

(2)
     

1 2

2

1 1 2 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 1 2

1 1 2

2 2 2
n n nn n n n n n n n n

E E E C C C n n
    

        

1 2 2 1 2
nE E E C n n    

 

3. 【引理 2】設
1

,
k

i i
i

n n n


  。當

1

1

1 1

k

i

n n k

n

i k

  
 
   

 時， 2

1

k

i
i

n

 有最大值。 

 現改變 kn 和 in 的值(其中1 1i k   )，得一新值 'in ，考慮  

1

1

1

1 (1 1)

k

k i
i

i i

n n k m

n m i k





     

      


，

 
1

1

0

( )
i

k
i

i
i

m

n
m n k





  
 

 




   


1 1

' 2 2 2

1 1 1

( ) (1 ) ( 1 )
k k k

i i i
i i i

n m n k m
 

  

         
       

 
21 1 1 1

2 2

1 1 1 1

( 1) 2 ( 1) 2( 1)
k k k k

i i i i
i i i i

k m m n k n k m m
   

   

 
            

 
      

           

21 1 1
2 2

1 1 1

( 1) ( 1) 2( )
k k k

i i i
i i i

k n k n k m m m
  

  

 
         

 
     

           

1 1 1
2 2

1 1 1

( 1) ( 1) 2( )
k k k

i i i
i i i

k n k m m n k m
  

  

                    
     

           

1 1 1
2 2

1 1 1 1

2( )
k k k k

i i i i
i i i i

n m m n k m
  

   

     
        
     
      

           (原預設之最大值) 

0im   , 
1 1

2 2

1 1

( )
k k

i i
i i

m m
 

 

    
1 1

2 2 2 2

1 1

( 2) ( ) ( )
k k

i i
i i

n n k m m
 

 

             

( , 2k k    ) 

1 k-1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) + 2( )( )
k k k k

i i i i i
i i i i i

n n m m m n k
 

    

          將上式代入 

    

1
2 2

1

( ) 2( )( )
k

i
i

n k m n k n k




       
1

2 2

1

( ) ( )
k

i
i

m n k




    2 2( ) ( ) 0n k n k       

           

2 2

1 1

0
k k

i i
i i

n n
 

     2 2

1 1

k k

i i
i i

n n
 

   。 
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     得知當 k 群中的其中一群有  1n k  個點，其餘 1k  群皆只有 1 個點時， 

     2

1

k

i
i

n

 為最大值，【引理 2】證畢。 

 4.【引理 3】n 個點分割的群數 k 越大，則形成的 disconnected sets 中的邊數 E 最大值

越小。 

設 n 個點被切割成 k 個 connected sets 1 2, , , kG G G ，其中 

,1i jG G i j k     且兩兩 disconnected 的情況下，定義

 ,1i ie i connected set G i k 第 群 中的邊數 為出現的邊數所成的集合， 

     設   2
1 1

, i

k k
n

i
i i

e n k e C
 

  
2

1

2

k

i
i

n n


 
 

 

 2( 1) ( 1)

2

n k k n      


--<由【引理 2】> 

     
2 2

2 2

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

2 2
n kn n k k

n k C C n k
   

        。 

     再定義    , k max ,kE n e n   ，則   2 2, ( 1)n kE n k C C n k    。 

      2i jn k k   設 ，則 

    , ,i jE n k E n k 2 2 ( )ji
kk

i jC C n k k   
2 2 ( )

( )
2

i j i j
i j

k k k k
n k k

  
              

   ( ) 1
0

2

i j i jk k k n k n         

 , ( , )j iE n k E n k   , 1 ,i jk k n  。    

disconnectedk得知群數 越大， 的邊數最大值越小 ，【引理 3】證畢。 

         5. 將  ,G n E 分成 k 群( 2k  )且 1
2
nE C   時， ( , )G n E 必 connected 

         將 n 個點分成 k 群，即  ,G n E 分成 1 , , kG G ，其中任兩群不相連且滿足 

           G 
1

k

i
i

G

  ,1 k n    

           iG  ,i in E  ,
1

k

i
i

n n


  ,
1

k

i
i

E n


    

            , 2 ,E n E n k已知 --<由【引理 3】>   

       2
2 2 2 2( 1) (2 1)n k nC C n k C C n        2C 1n n    
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2

1
2

( 1) 3 2
1

2 2
nn n n n

n C   
      

       設 1, , kG G 互為 disconnected 時，由上述結果可知其最大邊數為 1
2
nC  ，也就是說， 

       當 1
2 ( , )nE C E n 已知 時，整張圖形必為 connected。本命題證畢。 

 

伍、研究結果 

一、給 n 個點，求出 connected 圖形的個數 nA  

我們利用下列的遞迴關係式來求得 nA ，結果與已知的數列 A001187 一致，說明如下。 

 
2

,
1

0 1

2 1 1

1
( )

1

2
!

!

i
n

k

i
i j

i

i

n kn
C

n k
k j i i

n n n
i

n

n

A A

j
A

n

A




  





 


 
 
   
  

      


   




 

 

    【說明】我們將上式分成五個圖示部分(畫底線部分)來說明。 

○1 n 個頂點時，全部圖的數目； 

○2 頂點數為 n 之不連通子圖數目介於 2 ~ n 個之間；○3 總頂點數為 n ； 

○4 將 n 個具有編號的頂點分為 1 , , kn n ，共 k 堆的分堆方法數； 

○5 每個分堆方法，要再乘上各自的連通方法數，因為每個連通子圖的連通情況

皆互相獨立，所以用乘的。 

 
2

,
1

1 1 1

1

2
!

!

n
i

k

i
i j

i

n kn
n C

k
k j i i

n n n
i

Aj

n




  




 
 
  
  

   
  

   


且
,

0, when

1, wheni jn

i j

i j



  

。 

    若令 m 為一個包含一個固定頂點 iv 的頂點子圖之中的頂點個數，且限制這個 m 點的

子圖是連通的，再使用上面的結果，可得到以下推導。 

 
2

,
1

0 1

1
1
1

1 1 1 1

1

1

2
!

!

n
i

k

i
i j

i

n m kn n m
nC n

n m k
m k j i i

n n m n
i

A A

Aj
A C

n


 



   
 



 


                      

    


  

2 2

0 1

1
1
1

1

1

2 2
n n m

n
C Cn

n m m
m

A A

A C A








 
     

  

○6 ○7

○1  
○2  

○3  ○4 黑色部份○5 藍色部份 
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上式最後兩個部分說明如下： 

○6 剩下來的  n m 個頂點的所有圖的總數； 

○7 包含 iv 的具有 m 個頂點的連通子集的連通方法數。 

最後將 m 換成 k ，我們可以得到：
2 2

0 1

1
1
1

1

1

2 2
n n k

n
C Cn

n k k
k

A A

A C A








 

    


，此數列即為已知編號為 

A001187 的整數數列。 

 

二、給 n 個點，每條 E 連線機率為 p ，求出圖形 connected 的機率  ,P n p  

為簡化符號，在本節中我們設  P k   ,P k p ，其中 0 k n  。已知任兩點間連通

機率 p ，設不通為 1q p  。所以
 
 
1 1

2 1

P

P q

 


 
，當 2n  時，

1
1 ( )
1

1

( ) 1 ( )
n

n k n k
k

k

P n C P k q


 




   

1 1( 1) 1 2( 2) 1 3( 3) 1 1(1)
0 1 2 21- ( (1) (2) (3) ... ( 1) )n n n n n n n n

nC P q C P q C P q C P n q       
     

 

將某 A 點孤立，使剩餘 1n  個點自成一群，如(圖四)。 

1 1( 1)
0 (1)n nC P q  指從 1n  個點中選 0 個點 A，並使 點  

connected(即  1P )，且與剩餘 1n  個 disconnected(即 1( 1)nq  )。 

1 2( 2)
1 (2)n nC P q  指從 1n  個點中選1點 ，並使 A 點和選中的 1 點 

connected (即  2P )，且與剩餘 2n  個點 disconnected(即 2( 2)nq  )， 

此後以此類推。最後 connected 機率即為「1 減掉所有 disconnected 情形機率的和」。 

舉例說明：假設有 4 個點，且兩點連通機率為 0.2，藉由公式可得 connected 機率為 0.082496。 

 

三、連線段個數為 E 的所有 connected 圖形個數  ,K n E  

設函數  ,K n E 為「一個具有 n 個有編號之頂點的無向圖，且限定邊數為 E ，且連

通」，滿足上述條件之圖的個數我們得到以下遞迴： 

 

 

 

【說明】○1 由於在此條件下的連通圖必為一個具有 n 個頂點的樹，所以就直接使用 Caley 

公式來計算這個條件下的圖之數目； 

1n  個點

For A   

 

  ▲(圖四)孤立某點 A

○1  

○2  
○3  ○4  

○5  ○6 ○7

 

   2 2

2

1
21

1
1 0

, 1

1,
, ,

n n k

n

nn E
C Cn
E k E e

k e

K n n n

E n C
K n E C C C K k e







 

 

  
      





且
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○2 所有的情形總數； 

○3 固定其中一頂點 iv ，讓它和其他 1k  個頂點相連通，使這 k 個頂點形成一個連

通子集，其中在 1k n  條件下整張圖不連通； 

○4 將其中的e 條邊分給 k 個頂點； 

○5 從 iv 以外的 1n  個頂點之中選出 1k  個頂點的方法數； 

○6 剩下來的 n k 個頂點，且限制 E e 條邊的所有圖的總數； 

○7 限制 k 個頂點，e 條邊的連通方法數 

也可以改寫成遞迴式：  

 

 

 

 

 

 

【說明】○1 * n 個頂點時，限制 E 條邊的圖的數目； 

○2 * 頂點數為 n 之不連通子圖數目介於 2 ~ n 個之間； 

○3 * 總頂點數必為 n ，且各圖之邊數必須合理； 

○4 * 將 n 個具有編號的頂點分為 1 , , kn n ， k 堆的分堆方法數； 

○5 * 每個分堆方法，要再乘上各自的連通方法數，因為每個連通子圖的連通情

況皆互相獨立，所以用乘的。 

舉例說明：假設有 4 個點，5 條邊，藉由上述公式可以得到 

connected 的圖形數為 6，如(圖五)。 

 

四、機率  1, ,F n p p  

已知 n 個點中，有一邊會相連的機率為 1p ，其餘的邊會相連的機率皆為 p 。設函數

1( , , )F n p p 為圖形連通的機率。我們得到以下遞迴式： 

   

1 1

1
2 2 ( )1

1 2 1 1
1

( , , ) (1, , ) 1

1
( , , ) 1 , , , (1 )

1

n
n n k n k
k k

k

F o p p F p p

p
F n p p C F k p p C P k p p

p


  
 



 


         


 

 

 

▲(圖五) 

○1 * 
○2 *

○3 *

○4 *黑色部分 ○5 *藍色部分 

 
2

1

1

2

2

2 1 1
,

1

1,

( ,

( , 1)

(
)

, )
!

!

n

k

i
i

k

i
i

ni
i i

n

n kn
C
E k

k j i i
n n i j

i

E E

E n C

i i

K n n n

j
K n E C

n

n

n

K E








  


 
 


      

  

    
     







   


○1  
○2  

○3  
○4

○5  
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【說明】○1 所有事件之機率和； 

○2 固定其中一頂點 iv ，讓它和其他 1k  個頂點相連通，使這 k 個頂點形成一個

連通子集，條件 1k n  下整張圖不連通； 

○3 將機率為 1p 之邊納入了 k 個頂點的連通子集之中的機率大小； 

○4 只納入了被固定的那一點 iv 的機率大小； 

○5 使相連通的 k 個頂點和剩下的 n k 個頂點完全不相連的機率大小。 

舉例說明：假設有 4 個點，p 為 0.2， 1p 為 0.8，藉由公式可得 connected 機率為 0.186944。 

 

五、機率  , ,D n p Q  

已知 n 個點中，所有的邊會相連的機率為 p 。設函數  , ,D n p Q 為事件「最大的連

通子圖的頂點數小於等於Q 」發生的機率。我們可以得到以下式子： 

 

 

【說明】○1 限定 k Q ，使得最大連通子圖之頂點數小於等於Q ； 

○2 從 iv 以外的 1n  個頂點之中選出 1k  個頂點的方法數； 

○3 使相連通的 k 個頂點和剩下的 n k 個頂點完全不相連的機率大小； 

○4 k 個頂點相連通的機率大小。 

舉例說明：假設有 4 個點，兩點連通機率為 0.2，且最大的連通子圖的頂點數為 3，

由算式可得 disconnected 機率為 0.917504，也就是  1 4 , 0.2P 。 

 

六、機率  1, , ,B n p p Q   

已知 n 個點中，有一邊會相連的機率為 1p ，其餘的邊會相連的機率皆為 p 。設函數

 1, , ,B n p p Q 為事件「最大的連通子圖的頂點數小於等於Q 」會發生的機率。我們可

以得到以下式子： 

 

 

 

 

○1
○2  ○3  ○4

   1 ( )
1

1

1 ,

, ,
(1 ) ( , ) , , ,

Q
n k n k
k

k

when n Q

D n p Q
C p P k p A n k p Q when n Q 





    
  

○1
○2  

○3
○4

     1 2 2 ( )1
2 1 1 1

1

1 ,

, , , 1
( , , ) , (1 ) , , , ,

1

Q
n n k n k
k k

k

when n Q

B n p p Q p
C F k p p C P k p p B n k p p Q when n Q

p
  
 






          

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【說明】○1 從 m 個特殊的頂點中選出 i 個頂點，放入具有 k 個頂點的連通子集之中，且固

定特殊頂點中的其中一個頂點 vi 是被選取的； 

○2 將機率為 1p 之邊納入了 k 個頂點的連通子集之中的機率大小； 

○3 只納入了被固定的那一點 iv 的機率大小； 

○4 使相連通的 k 個頂點和剩下的 n k 個頂點完全不相連的機率大小； 

 

七、機率  1, , ,H n m p p  

已知 n 個點中有 m 個頂點( 0 m n  )，其任兩點連線的機率為 1p ；剩餘的  n m 點

中，任兩點的連線機率為 p ，設函數 1( , , , )H n m p p 為圖形連通的機率。我們得到以下遞迴： 

 

     

1 1

1
1 1

1 1 1
1 1

( , 0 , , ) ( ,1 , , ) ( , )

1
( , , , ) 1 1 , , , , 1 ,

1

i m in m
k n kn m m

k i i
k i

H n p p H n p p P n p

p
H n m p p C C p H k i p p m m n

p


 

 
 

 


 
        


 

 

【說明】○1 所有事件之機率和； 

○2 固定其中一頂點 iv ，讓它和其他 1k  個頂點相連通，使這 k 個頂點形成一個

連通子集，在 1k n  這個條件下整張圖不連通； 

○3 從 m 個特殊的頂點中選出 i 個頂點，放入具有 k 個頂點的連通子集之中，且固

定特殊頂點中的其中一個頂點 iv 是被選取的； 

○4 使相連通的 k 個頂點和剩下的 n k 個頂點完全不相連的機率大小； 

○5 具有 i 個特殊的頂點，共 k 個頂點連通的方法數。 

 

八、機率  1, , , ,C n m p p Q  

已知 n 個點中有 m 個頂點( 0 m n  )，其任兩點連線的機率為 1p ；剩餘的  n m 點

中，任兩點的連線機率為 p ，設函數  1, , , ,C n m p p Q 為事件「最大的連通子圖的頂點

數小於等於Q 」會發生的機率，我們推得以下式子： 

 

 

 

 

○1

○2  
○3

○4
○5  

 

○1
○2  

○3
○4

   

   1 1 1
1

1 1

1                                                                                                                             ,when 

, , , , 1
1 ( ,

1

i m iQ m
k n kn m m

k i i
k i

n Q

C n m p p Q p
C C p H k i

p


 

 
 



  
  

  1, , ) , , , , , when ip p C n k m i p p Q n Q



   

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【說明】○1 限定 k Q ，使得最大連通子圖之頂點數小於等於Q ； 

○2 從 m 個特殊的頂點中選出 i 個頂點，放入具有 k 個頂點的連通子集之中，且固

定特殊頂點中的其中一個頂點 iv 是被選取的； 

○3 使相連通的 k 個頂點和剩下的 n k 個頂點完全不相連的機率大小； 

○4 具有 i 個特殊的頂點，共 k 個頂點連通的方法數。 

 

舉例說明：1. 假設有 4 個點， p 為 0.2， 1p 為 0.8，且最大的連通子圖的頂點數為 3，

由算式可得  4 , 0.2 , 0.8 , 3B 為 0.813056；2. 假設有 4 個頂點，其中有 3 個點 1 0.8p  ，其

餘為 0.2p  ，且最大的連通子圖的頂點數為 3，則  4 , 3 , 0.2 , 0.8 , 3C 為 0.555776。 

 

九、機率 ( , )
nn VJ V P  

    已知每條邊不同的連線機率，且定義  : 1 ,n iV v i n i    ，   : 1, ,nN a a n a   ，

 0,1

: 0 , 1 , , ,
n

ij

V ij ii

ij ji

p

P p p i j n i j

p p

  
          
    

  ，

1

' ' '

1

: , 1

n
n

k
k k n k

k

k

k N

V V V V V

V k





 
      
    

  

推得以下遞迴式: 

 

    
    

, , , 1 , , ,

( , ) 1 ( , ) (1 , ,
n m

k
i mm

j n m

i j ij ij

n V m V i j ij
v VV V

v V V

J v v p p i j n i j

J V P J V P J v v p
  


 

      



  



 

 

 

     

    【說明】○1 所有事件之機率和； 

        ○2 取 k 個點，且1 k n  ，其集合都有包含一個固定點； 

        ○3 使 k 個點為 connected 的機率； 

        ○4 其 connected 的 k 個點和其他點 disconnected 的機率。 

 

 

○1  ○2  
○3  

○4
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陸、討論 

一、在前置研究中進一步分析發現，若1 4n  時， 1
21 nn C   恆成立。倘若我們考慮邊的數

滿足 1
21 nn E C    ………條件(A)，其結果並不與前置研究的結果(二)與(三)產生矛盾。

原因是滿足條件(A)的邊數 E 並不存在，我們將可能的 E 列表如下： 

 1
2
nC   n-1 滿足條件(A)的 E 數

n=2 0 1 不存在 

n=3 1 2 不存在 

n=4 3 3 不存在 

    所以今後我們可以只考慮 5n  才適用本研究的結果。 

二、在前置研究(二)與(三)的解決過程裡，我們原本希望 

得到一個判斷圖形是否為 connected 的等價條件； 

但實際上發現，僅有邊和點的個數，無法唯一決定 

圖形的拓樸結構(topological structure)， 

例如(圖六)，兩個圖形都是  5 , 4G ，但左圖 

是 disconnected，右圖卻是 connected。因此，此研究僅找到決定圖形 connected 的必要條件。  

三、問題(一)，已知一張連通圖有 n 個頂點， E 條邊(此圖連通機率為 1p )，若多加入了一個與

原圖相連的頂點且增加e 條邊(此圖連通機率為 2p )，則連通的機率的增加率 1( , ,1, )r n E e 會

是多少？ 

                (連通邊機率不連通邊機率連通圖個數) 

 

1( , ,1, )r n E e = 2 1

1

p p

p


=

1
2 2

2

( )( (1 ) ( 1, )) (1 ) ( , )

(1 ) ( , )

n n

n

C E e C EE e E

C EE

p p K n E e p p K n E

p p K n E

   



    


 

21(1 ) ( 1, ) ( , )
, , ,

( , ) 1

ne n e n E Cp p K n E e K n E
E e

K n E e n

       
 

 


 

例子:當 5, 4, 1, 0.9E n e p    時 

    

3

3

(1 ) ( 1, ) ( , )

( , )

0.9 0.1 (5,6) (4,5)

(4,5)

0.9 0.1 205 6

6
0.96925

e n ep p K n E e K n E

K n E

K K

K

   

 


  


 

 

          

▲(圖六)  

拓樸結構 Connected ＆ Disconnected 比較 
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    問題(二)，已知一張連通圖有 n 個頂點， E 條邊(此圖連通機率為 3p )， 

若多加入了一個與原圖不相連的頂點(此圖連通機率為 4p )，則連通的機率的增加率 2r 是多

少？ 

2

2

4 3
2

3

0 (1 ) ( , )
1

(1 ) ( , )

n

n

C EE

C EE

p p p p K n E
r

p p p K n E





  
   


， 

而且 21 nn E C   。 

四、我們運用引理四及以下過程步驟估計 ( , )K n E 圖形的趨勢和範圍。 

    (一)【引理 4】 

    設 ,a b， 

    
   

   

! !

( 1)! 1 ! ! ! 1 1

! ! 2 2

( 1)! 1 ! ! !

a
b

a a

b a b b a b a a
C b

a a

b a b b a b

           
 
    

此時 為最大值  

     當 a  ， a
bC 的最大值

2

a
aC 。 

 

    (二)    2 2

1
1
1

1 0

2

1 disconnected

, ( , ) 0

  ,

n n k
n E

C Cn
E k E e

k e

a a
b a

E n

K n E C C C K k e

C C a b





 

 


 

   

   





時，則圖形必為 ，

的最小值為 且 【引理4】

 ， 

         2 2 2 2 2 2

2 2
1 1/2 /2

( , ) ln( ) ln( ( , )) ln( ) ln( )
n n n n n n

n n

C C C C C C
n E n EC C

C K n E C C C K n E C C          

 利用 Strilng formula   ln( !) ln( )N N N N  我們可以得到：     

2 2
2 2 2 2

2 2

2

/2 /2
2

2
2 ln( ) ln(2 )

n

n n n n

n n

C
C C C Cn

nC C
C e C n

C
      。 

        綜合以上我們可以得到： 

        
2 2 2

2

2

/2

ln( ( , )) ln( ( , )) ln( ( , )) ln( ( , ))
1

ln( ) ln( ) ln(2 )
n n n

n

C C C
E C

K n E K n E K n E K n E

nC C
     

         2
2

1
(ln( ( , ))) (ln( ( , ))) ( ) (1)

2
nK n E K n C n       
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       當 E 1n  ,， 

      
2

1 disconnected

( , 1) n

E n

K n n n 

 


 


時，則圖形必為
， 

      
ln( ( , 1)) ln( ( , 1))

1
ln( ) ( 2) ln( )

K n n K n n

n n n n

 
  


 

      ( ln( )) (ln( ( , 1))) (ln( ( , ))) (2)n n K n n K n E        

 

      綜合(1)(2)我們可以得到： 

      2( ln( )) (ln( ( , ))) ( )n n K n E n      

      由 n 得知連通時 E 的範圍，進而可估計 ( , )K n E 圖形的趨勢和範圍。 

 

五、我們藉由 Excel VBA 寫出  1, , ,H n m p p 的計算程式，在固定 p 和 1p 的條件中，求出 n 、

m 分別為 1~10 時不同的  1, , ,H n m p p ，並用數學軟體 Mathematica 畫出這些值在三維

空間中的圖形，如下(圖七)、(圖八)、(圖九)、(圖十)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

▲(圖七) 1 0.2p p  時 

          

▲(圖八) 10.2 , 0.4p p  時 
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再將上面的圖疊合，並從不同角度看。得到(圖十一)、(圖十二)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

▲(圖九) 10.2 , 0.6p p  時 

          

▲(圖十) 10.2 , 0.8p p  時 

         

▲(圖十一)疊合圖角度 1 



 17

 

 

 

 

 

 

 

柒、結論 

一、前置研究中在不考慮機率並且只考慮點數 n 以及連線邊數 E 的前提下，得到以下結果： 

(一) 1.若 1E n  時，則圖形必為 disconnected； 

   2.若 1
2
nE C  時，則圖形必為 connected； 

        3.若集合G 有 Hamiltonia path，圖形必為 connected(不考慮 Hamiltonia circuit) 

 

   總結以上三點，我們可以以 E 為一軸標出三個範圍： 

Disconnected               (3)                connected 

 

                  1n                     1
2
nC    

(二)若假設       12 21 , ,x xf x x g x C h x C     ，我們有下列圖形(圖十三)： 

 

 

 

 

 

 

▲(圖十三)       12 21 , ,x xy f x x y g x C y h x C        圖形 

 

 

A

B
C

connected 

disconnected 

2
xy C

1y x 

1
2
xy C 

          

▲(圖十二)疊合圖角度 2 
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我們以點座標  ,n E 表示圖形點的個數和邊的個數。當點  ,n E 落在橘色區域 

時，圖形  ,G n E 為 disconnected，當點  ,n E 落在紅色區域時，圖形  ,G n E 為

connected。當點落在藍色區域時，目前無法判定圖形是否為連通集。我們未來將積極

尋找相對應的條件，使其成為是否連通的充分條件，再搭配本論文結果，提供一個圖

形連通的等價判斷準則。 

    (三)承上述第 3 點的分析，我們可以回答下面的積分幾何問題： 

給定固定點數 1N ，固定邊數 1E ( 1N , 1E 可以很大)，任意選取一個 ( , )G n E ，其中               

15 n N  且 14 E E  ，其圖形必為 connected 的機率必定大於等於 

                  
1) 1

1 1

1
(4 ) connected area B2

=(A+B+C)( 5)( )

E N

N E

  
 總面積

； 

其圖形必為 disconnected 的機率必大於等於 

                  
1 1 =(A+B+C)( 5)

Area A

N E  總面積
，其中 Area A 可用微積分求出。 

 

二、藉由研究結果二到三的遞迴式我們發現： 

在 n 個點中，假設已知任兩點的連線機率最多有兩種： p 及 1p ，則圖形連通的機率問題

可藉由排容原理搭配遞迴式分解成我們研究結果中  ,P n p 與  1, ,F n p p 的級數和。 

 

三、總結研究結果一至八：若以箭頭【A      B】表示【結果 B 為結果 A 的推廣】，我們有： 

 

，亦即結果八是最終的推廣型態。例如，不難驗證在結果八中，當 1, 0 ,Q n m p p   時，

其公式退化為結果一。其中結果一和結果三的推導是為了計算各式機率時，所需使用到

計算各種子圖個數的遞迴公式。 

 

四、本研究結果有許多有趣的應用，例如：由結論七可知，任意給定 1, , ,m n p p ，我們可以

計算該圖連通的機率  1, , ,H n m p p 。可以反問，給定 , ,m n p 並限制連通的機率 H 需要

大於某一給定數字 r ，0 1r  ，則可利用遞迴公式不斷增加 1p 值，直到 H 大於 r 。換言
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之，在實際應用上，我們可以找出最小的可能 1p 值，使得該圖整體連通機率大過給定某

數字， 於是此最小 1p 值便是控制該圖聯通與否的關鍵值。另外也可以更動其他變量，

例如給定 1, , , ,H m p p r ，可以求出可能的 n 值範圍等等，其應用範圍之廣。除此之外，

我們的結果也和 Erdos-Renyi Random Graphs 問題[2]緊密結合，並且可以應用至數學[3]或

其他科學領域[4]，特別是許多網路模型[5, 6]，計算社交網站人群的關聯性等。總的來說，

以純粹數學的角度作為理論基礎的結論一，其本質是來判斷一個圖是否為 connected 充

分條件，其應用層面顯而可見；例如最近討論有關 nontransitive dice[7]與 Game theory 相關

的文章裡面提到的方法，其圖形就必須是 connected。 
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作品海報 

【評語】050413  

本作品探討隨機圖的課題：在給定一個圖 G(n,E)，假定任意兩

點連接的機率是 P，求該圖連通的機率。之後，並將此結果做一推

廣，假設該圖有兩子圖，其中各子圖的邊，其相連的機率分別為 P

及 P1，求出該圖能形成連通的機率。本研究架構尚為完整，結果有

一程度的興趣。但作品之研究主題，宜加強說明。另文獻探討亦可

再加強，以說明與現有文獻之相關性。 

F:\中小科展_57屆\排版\050413-評語 



 

 

壹、研究大綱 
在我們的研究中，先探討給定一個無向圖(undirected graph)並能使圖形必定 connected的線

段數 E 的條件，再以此得到圖形 connected的機率範圍。我們接著引用已知整數數列 A001187(參
見參考資料[1])類似的方法來解決隨機圖(Random Graph)的根本問題：給定一個圖  ,G n E ，假定
任兩個點連接的機率是常數 p，求出該圖能形成 connected的機率。接著我們將先前結論做推
廣，假設該圖有兩子圖(subgraph)，其中個子圖中的邊，相連的機率分別為 p及

1p ，求出該圖
能形成 connected的機率。在這個過程中，在限制  ,G n E 中最大連通子集的頂點數目下，我們
也對於圖形不連通的機率做了許多研究。 

 

貳、研究定義 
一、給定一集合  ,G n E 由下列元素組成： n個點(node)， E 個邊(edge)連接任意 
兩個點。邊指的是沒有方向性的線段，並且限制

20 nE C  ，亦即任兩點若相連 
，則被唯一的邊所聯繫。我們也稱集合  ,G n E 為一個圖(graphy)。我們的研究 
中可以允許某些點沒有任何一條邊與其相連，如(圖一):有一個點沒有任何的 
邊與其相連。 

二、設  ' ' , 'G n E 為集合  ,G n E 中一個含有 'n 個點和 'E 條邊的子集合。如果在          

 ' ' , 'G n E 中，任意兩點 ,a b均可藉由若干個邊，從 a點沿著邊移動到 b 點，則稱               
該子集  ' ' , 'G n E 為一個連通子集 (connected subset)，或簡稱連通(connected)。否             
則，則稱該子集  ' ' , 'G n E 為非連通 (disconnected)，如(圖二):Connected ＆ Disconnected說明。 

三、 n個點各有其編號(Labeled Graph，意即所有點視為不同)且點和點之間的連線沒有方向性
(non-oriented line)，意即任兩點只有 connected和 disconnected兩種情況。 

 

參、研究過程 
一、研究架構及前置研究 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

二、研究過程 
 

                                                                                           

                                                                                             

                                                                                              
                                                                                           
 

 
 

 

                  

 

▲(圖一) 

 

b

▲( 圖二 ) 

 
問題一:所有連線情形       
的方法數               

問題二:小於何數時，
圖形必為disconnected  

問題三:大於何數時，
圖形必為 connected  

22
nC

1E n 

1

2

nE C 

分
類 

題目 公式 例子 

假
任
兩
點
連
線
的
機
率
為
p

 

1. 給 n 個 點 ， 求
connected 圖形的個數

nA  

 

 
2

,
1

0 1

2 1 1

1

( )

1

2
!

!

n
i

k

i
i j

i

i

n kn
nC

n k
k j i i

n n
n

i

n

A A

Aj
A

n




  






 


 
 
   
   
   
   



   


 

2 2

0 1

1
1

1

1

1

2 2
n n k

n
C Cn

n k k

k

A A

A C A









 



   



，A001187 的整數數列 

 

 2.給 n個點，每條 E 連
線機率為 p，求出圖
形 connected的機率

 ,P n p  

 1
1 ( )

1

1

( , ) 1 ( , ) , 3

(0, ) (1, ) ( ,1) 1

(2, ) 1

n
n k n k

k

k

P n p C P k p q n

P p P p P n

P p p q


 






  


  




  



 

 

 

 

 

假設有 4 個點，且兩點連通 

機率為 0.2，connected機率為
0.082496 

 
3. 連線段個數為 E

的所有 connected圖形
個數  ,K n E  

 

   2 2

2

1
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1 0
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n n k

n

n
n E

C Cn

E k E e

k e

K n n n

E n C
K n E C C C K k e








 

 

  


     



且  

 

假設有 4 個點，5條邊，
connected 的圖形數為 6， 

如(圖五) 

    

為
瞭
解
不
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通
圖
形
的
機
率
，
我
們
限
制
最
大
連
通
子
圖
中
的
頂
點
數
，
求
出
了
下
列
通
式 

5. 機率  , ,D n p Q  

 
 1 ( )

1

1

1 ,

, ,
(1 ) ( , ) , , ,

Q
n k n k

k

k

when n Q

D n p Q
C p P k p A n k p Q when n Q 








 
  




 

假設有 4 個點，兩點連通機率
為 0.2，且最大的連通子圖的
頂點數為 3， disconnected 機
率為 0.917504 

 
6.機率  1, , ,B n p p Q  

 
   1 2 2 ( )1

2 1 1 1

1
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p

  

 




   

      
  



 

假設有 4 個點，p為 0.2， 1p 為
0.8，且最大的連通子圖的頂
點數為 3，  4 , 0.2 , 0.8 , 3B 為
0.813056 

 7.機率  , , ,H n m p p  

 

 
 

 
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1
1 1

1 1 1
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i m i
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k i
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p


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 

 

 

 


 
        



 

▲(圖五) 

▲(圖四) 
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圖形的個數
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0 1

1
1

1

1

1

2 2
n n k

n
C Cn

n k k

k

A A

A C A









 



   



， A001187 的整數數列。 

 

 2.給 n 個點，每條 E 連線機

率為 p ，求出圖形

connected的機率  ,P n p  
 

1
1 ( )

1

1

( ) 1 ( )
n

n k n k

k

k

P n C P k q


 





   

假設有 4 個點，且兩
點連通機率為 0.2，
connected機率為
0.082496 

 3. 連線段個數為 E

的所有 connected 圖
形個數  ,K n E  

 

   2 2

2

1
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






 

 

  


     



且  

假設有 4 個點，5條
邊，connected的圖形數
為 6，如(圖五) 
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 4. 機率  1, ,F n p p  
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        
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假設有 4 個點， p為
0.2，E 為 0.8，connected

機率為 0.186944 

限

制

Q 

5. 機率  , ,D n p Q  
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


 

假設有 4 個點，兩點
連通機率為 0.2，且最
大的連通子圖的頂點
數為 3，disconnected機
率為 0.917504 

 
6.機率  1, , ,B n p p Q  
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假設有 4 個點， p為
0.2，

1p 為 0.8，且最
大的連通子圖的頂點
數為 3，  4 , 0.2 , 0.8 , 3B

為 0.813056 
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8.機率

 1, , , ,C n m p p Q  
 

 
 

 
 1 1

1 1 1

1 1

1                                                                                                                  

1
, , , , 1 ( , , , ) , , , ,

1

i m i
Q m

k n kn m m

k i i i

k i

p
C n m p p Q C C p H k i p p C n k m i p p

p



 

 

 

 
    

 
  

, when 

Q

n Q










 

假設有 4 個頂點，其
中有 3個點

1 0.8p  ，
其餘為 0.2p  ，且最
大的連通子圖的頂點
數為 3，則

 4 , 3 , 0.2 , 0.8 , 3C 為
0.555776 

  

肆、延伸 
一、在前置研究中進一步分析發現，若邊的範圍為[1,4] 時，  
恆成立。倘若我們考慮邊的數滿足 ………條件(A)，其結果並不與前 
置研究的結果(二)與(三)產生矛盾。原因是滿足條件(A)的邊數並不 
存在，我們將可能的邊數列表如右： 
 
二、在前置研究(二)與(三)的解決過程裡，我們原本希望得到一個判 
斷圖形是否為connected的等價條件；但實際上發現，僅有邊和點的 
個數，無法唯一決定圖形的拓樸結構(topological structure)，例如 
(圖六)，兩個圖形都是 ，但左圖是disconnected，右圖卻是connected。因此，此研究僅 
找到決定圖形connected的必要條件。 
 
三、我們藉由Excel VBA寫出             的計算程式，在固定兩不同機率的條件中，求 
1~10時不同的值，並用數學軟體Mathematica畫出這些值在三維空間中的圖形，如左下。疊合  
圖如右下: 
 
 

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n(n-1)/2  n-1 符合條件(A)的邊數 

n=2 0 1 不存在 

n=3 1 2 不存在 

 

n=4 3 3 不存在 

 

1

21 nn C  

▲(圖六)  

 1, , ,H n m p p

1 0.2p p  10.2, 0.4p p 

10.2, 0.6p p 
10.2, 0.8p p 



四、得到最終目的機率 ( , )
nn VJ V P  

已知每條邊不同的連線機率，且定義  : 1 ,n iV v i n i    ，  : 1, ,nN a a n a     ，
0,1

: 0 , 1 , , ,
n

ij

V ij ii

ij ji

p

P p p i j n i j

p p

       
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    

，
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k
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



  
   

    
  

  

，推得以下遞迴式:

    
    

, , , 1 , , ,

( , ) 1 ( , ) (1 , ,
n m

k
m i m

j n m

i j ij ij

n V m V i j ij

V V v V

v V V

J v v p p i j n i j

J V P J V P J v v p
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


 

      


   




   

五、問題(一)，已知一張連通圖有 n個頂點， E 條邊(此圖連通機率為
1p )，若多加入了一個與原圖相連的頂點且增加 

e邊(此圖連通機率為
2p )，則連通的機率的增加率

1( , ,1, )r n E e 會是多少？ 

答: 21(1 ) ( 1, ) ( , )
, , ,

( , ) 1

ne n e n E Cp p K n E e K n E
E e

K n E e n

        


 
 

問題(二)，已知一張連通圖有 n個頂點， E 條邊(此圖連通機率為
3p )，若多加入了一個與原圖不相連的頂點(此圖連 

通機率為
4p )，則連通的機率的增加率

2r 是多少？ 

答:-1 

 

六、我們估計 ( , )K n E 圖形的趨勢和範圍。 

 

伍、結論 
一、前置研究中在不考慮機率並且只考慮點數 n以及連線邊數 E 的前提下，得 

    到以下結果： 

1. 若 1E n  時，則圖形必為 disconnected； 

2. 若 1

2

nE C  時，則圖形必為 connected。 

3. 若集合G 有 Hamiltonia path，圖形必為 connected(不考慮 Hamiltonia  

    circuit) 
總結以上，可以得到以下: 

 

Disconnected           3.                 connected 

 
      1n                             1

2

nC   
 
若假設       12 21, ,x xf x x g x C h x C     ，我們有右圖： 

     

    我們以點座標  ,n E 表示圖形點的個數和邊的個數。當點  ,n E 落在橘色區域 時，圖形  ,G n E 為 disconnected，當點 

 ,n E 落在紅色區域時，圖形  ,G n E 為 connected。當點落在藍色區域時，目前無法判定圖形是否為連通集。我們未來將 

積極尋找相對應的條件，使其成為是否連通的充分條件，再搭配本論文結果，提供一個圖形連通的等價判斷準則。 

 
二、實際應用上，我們可以找出最小的可能 1p 值，使得該圖整體連通機率大過給定某數字， 於是此最小 1p 值便是控制該圖聯

通與否的關鍵值。另外也可以更動其他變量。 

     

例如給定
1, , , ,H m p p r，可以求出可能的 n值範圍等等，其應用範圍之廣。除此之外，我們的結果也和 Erdos-Renyi Random Graphs

問題[2]緊密結合，並且可以應用至數學[3]或其他科學領域[4]，特別是許多網路模型[5, 6]，計算社交網站人群的關聯性

等。總的來說，以純粹數學的角度作為理論基礎的結論一，其本質是來判斷一個圖是否為 connected充分條件，其應用層面

顯而可見；例如最近討論有關 nontransitive dice[7]與 Game theory相關的文章裡面提到的方法，其圖形就必須是 connected。 

時 時 

) 

  

 

 
A 

B C 
                           
connected 

disconnected 

2

xy C

1y x 

1

2

xy C 

三、 
四、 
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