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摘要 

    N(N ≥ 3)多邊形滿足「N 多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑 ⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵中，K 為不在多邊形上的一點， 

將 K 點分別連接 N 個頂點，得到 N 塊三角形，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、⋯𝐆𝑵−𝟏、𝐆𝑵依序為其重心， 

則 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
(

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

)」。 

 

    無獨有偶，N(N ≥ 4)多邊形滿足「依序找 N 邊形𝐀𝟏𝐀𝟐 ⋯𝐀𝑵中連續三點，得到 N 塊 

三角形，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、⋯𝐇𝑵−𝟏、𝐇𝑵依序為其重心， 

則 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
(

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

) +
𝟏

𝟗
(

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

)」。 

 

壹、研究動機 

    在數學傳播第 28 卷第 3 期的文章「梯形內一塊四邊形面積的探討」中，作者將此問題

延伸至「梯形對角線上一點連接到另一底角頂，將此梯形分割成三塊三角形，再分別取其 

重心，則此重心三角形的面積為梯形面積的
𝟏

𝟗
」。而數學傳播第 40 卷第 4 期的文章「回響: 

兩個幾何問題的另解」中，再將此問題延伸至「任意四邊形對角線上一點連接到一角頂， 

將此四邊形分割成三塊三角形，再分別取其重心，則此重心三角形的面積也是四邊形面積 

的
𝟏

𝟗
」。 

這讓我們想到此定理在其它邊數的多邊形時，是否也有類似的性質？因此決定以此當作研究

題材。 

 

貳、研究目的 

    本研究的目的在討論其它 N 多邊形時，如果也試著找 N 塊三角形，再分別取其重心，

則此重心 N 多邊形和原 N 多邊形面積之間的關係為何？我們試著利用重心的性質和向量 

外積的方法將兩者的面積表示出來，並證明這些關係為真。 

 

參、研究設備及器材 

 本研究主要利用 GSP 動態幾何軟體進行研究問題的幾何實驗，透過實驗觀察、猜測與

驗證，然後提出研究結果並加以證明。 
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肆、研究過程或方法 

 一、文獻探討 
   本研究範圍涉及多邊形的面積問題，將引用下述的定義、引理來探討： 

 

     對一般的平面多邊形(不論凸的、凹的，甚至是邊與邊有交點的多邊形)， 

   我們作如下的定義。 

 

定義一：對平面多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐 ⋯𝐀𝒏，由下式定義的𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏
稱為多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐 ⋯𝐀𝒏的 

        面積。 

        𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑⋯𝑨𝒏
= 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

+ 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟒
+ 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟓

+ ⋯+ 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏
 

 

引理一：對平面多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐 ⋯𝐀𝒏所在平面內任一點 O，下式恆成立。 

        𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑⋯𝑨𝒏
= 𝐒∆𝑶𝑨𝟏𝑨𝟐

+ 𝐒∆𝑶𝑨𝟐𝑨𝟑
+ 𝐒∆𝑶𝑨𝟑𝑨𝟒

+ ⋯+ 𝐒∆𝑶𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏
+ 𝐒∆𝑶𝑨𝒏𝑨𝟏

 

 

  設 O 為給定的點，下面我們約定 P 表向量𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 。我們知道，三角形面積與向量 

外積「×」(或稱向量積)有關，由此我們不妨作如下定義： 

 

        定義二：𝐒∆𝑶𝑨𝑩 =
𝟏

𝟐
𝑶𝑨⃑⃑⃑⃑⃑⃑ × 𝑶𝑩⃑⃑⃑⃑⃑⃑  =

𝟏

𝟐
𝑨 × 𝑩。 

          當 O、A、B 輪換時，S∆𝑂𝐴𝐵的值不變；當 O、A、B 中有兩者重合時，S∆𝑂𝐴𝐵的值 

        為 0；當 O、A、B 逆時針排列時，S∆𝑂𝐴𝐵的值為正；當 O、A、B 順時針排列時， 

S∆𝑂𝐴𝐵的值為負。定義二結合引理一可得： 

 

        引理二：𝟐𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏
= 𝑨𝟏 × 𝑨𝟐 + 𝑨𝟐 × 𝑨𝟑 + 𝑨𝟑 × 𝑨𝟒 + ⋯+ 𝑨𝒏−𝟏 × 𝑨𝒏 + 𝑨𝒏 × 𝑨𝟏。 

 

    二、探索過程 

    (一)原定理的證明 
        定理一： 梯形 ABCD 中，上底𝑩𝑪̅̅ ̅̅ 和下底𝑨𝑫̅̅ ̅̅ ，K 為對角線𝑨𝑪̅̅ ̅̅ 上一點，L 為𝑫𝑲⃡⃑⃑⃑⃑⃑ 和 

                 𝑨𝑩̅̅ ̅̅ 的交點，且∆𝐀𝐁𝐂、∆𝐀𝐊𝐃、 ∆𝐂𝐊𝐃的重心所圍成的三角形為 

                 ∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑，則 ∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑的面積=梯形 ABCD 面積的 
𝟏

𝟗
。 

【證明】(1)如圖 1，先作出 ∆ABC、∆AKD、∆CKD的中線𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐻̅̅ ̅̅ ，根據重心的 

定義，G1、G2、G3會分別落在𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐻̅̅ ̅̅ 上，此時，作𝐺1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐺2𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於 

P 點，並設𝐺1𝑃̅̅ ̅̅ ̅交𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於 T，再作𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於 Q， 𝐺3𝑅̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於 R，𝐷𝑆̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

於 S。 
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      (2)在∆DFH中，因為𝐷𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐻̅̅ ̅̅ = 2: 3，可知𝐺2𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∕∕ 𝐹𝐻̅̅ ̅̅ 且𝐺2𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
2

3
𝐹𝐻̅̅ ̅̅ ， 

        又𝐹𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐾̅̅ ̅̅ + 𝐾𝐻̅̅ ̅̅ =
1

2
𝐴𝐾̅̅ ̅̅ +

1

2
𝐶𝐾̅̅ ̅̅ =

1

2
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，可知𝐺2𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
1

3
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 。 

        而𝐺2𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∕∕ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與𝐺1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐺2𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，可知𝐺1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於 T。 

        在∆BEQ中，因為𝐺1𝑇̅̅ ̅̅ ̅ ∕∕ 𝐵𝑄̅̅ ̅̅ 且𝐸𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐸𝐵̅̅ ̅̅ = 1: 3，可知𝐺1𝑇̅̅ ̅̅ ̅: 𝐵𝑄̅̅ ̅̅ = 1: 3， 

        因此𝐺1𝑇̅̅ ̅̅ ̅ =
1

3
𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ；同理可知𝐺3𝑅̅̅ ̅̅ ̅ =

1

3
𝐷𝑆̅̅ ̅̅ 。 

又TPG3R是矩形，因此𝑇𝑃̅̅̅̅ = 𝐺3𝑅̅̅ ̅̅ ̅ =
1

3
𝐷𝑆̅̅ ̅̅ ， 

        這樣就有𝐺1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐺1𝑇̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑇𝑃̅̅̅̅ =
1

3
(𝐵𝑄̅̅ ̅̅ + 𝐷𝑆̅̅ ̅̅ )。由此可以計算出 

        ∆G1G2G3面積=
1

2
𝐺1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐺2𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
1

2
×

1

3
(𝐵𝑄̅̅ ̅̅ + 𝐷𝑆̅̅ ̅̅ ) ×

1

3
𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

              =
1

9
(
1

2
𝐵𝑄̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ +

1

2
𝐷𝑆̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ) 

              =
1

9
(∆𝐴𝐵𝐶面積 + ∆𝐴𝐶𝐷面積) 

              =
1

9
梯形𝐴𝐵𝐶𝐷面積 

 

     其實，在上述的證明過程中，完全沒有用到圖 1 中 ABCD 為梯形的條件。 

 作者對其它類型的四邊形 ABCD 做了一些觀察與檢驗後，發現定理一的結果 

依然成立，甚至在 ABCD 為凹四邊形時也不例外，而有以下的定理： 

 

 

 

圖 1 
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       定理二： 四邊形 ABCD 中，K 為對角線𝑨𝑪̅̅ ̅̅ 上一點，L 為𝑫𝑲⃡⃑⃑⃑⃑⃑ 和 𝑨𝑩̅̅ ̅̅ ̅̅ 的交點， 

                且∆𝐀𝐁𝐂、∆𝐀𝐊𝐃、∆𝐂𝐊𝐃的重心所圍成的三角形為∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑， 

                則∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑的面積=四邊形 ABCD 面積的 
𝟏

𝟗
。 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   【證明】(1) ABCD 面積 = ∆𝐴𝐵𝐶面積 + ∆ACD 面積 

                =
1

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

                =
1

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) 

                =
1

2
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × (𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) 

                =
1

2
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  

            
(2)由於G1、G2、G3分別為∆ABC、∆AKD、∆CKD的重心，因此由圖 2 知 

   𝐷𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑ )，𝐷𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑ )，𝐴𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =
1

3
(𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑)， 

     𝐴𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐴𝐾⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)，由上述四式可得 

     𝐺2𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐷𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ − 𝐷𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =

1

3
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

     𝐺2𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐴𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐾⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =

1

3
(𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐾𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

 

    利用上述二式可知 

G2

G1

G3
L

B

C

A D

K

圖 2 
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    ∆𝐺1𝐺2𝐺3面積 =
1

2
(𝐺2𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐺2𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) 

                =
1

2
[
1

9
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × (𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐾𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑)] 

                =
1

9
×

1

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

                =
1

9
×

1

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ × 𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) 

                =
1

9
四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷面積 

 

      (二)原定理的推廣 

在上述的證明過程中，利用到𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑，𝐾𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑同向，故其外積為零向量。如果 K 點 

不在對角線上，也不在四邊形上，將 K 點分別連接四頂點，得到四塊三角形 

∆AKB、∆AKD、∆CKD、∆BKC，設G1、G2、G3、G4依序為其重心，我們發現四邊 

形G1G2G3𝐺4的面積和四邊形 ABCD 的面積也有固定的比值，而有如下的定理： 

 

       定理三：四邊形 ABCD 中，K 為不在四邊形上的一點，將 K 點分別連接四頂點， 

得到四塊三角形∆𝐀𝐊𝐁、∆𝐀𝐊𝐃、∆𝐂𝐊𝐃、∆𝐁𝐊𝐂，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、𝐆𝟑、𝐆𝟒 

依序為其重心，則四邊形𝐆𝟏𝐆𝟐G𝟑G𝟒的面積=四邊形 ABCD 面積的
𝟐

𝟗
。 

 

【證明】以下為了方便計算，我們約定 P 表向量𝑲𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 。 

如圖 3，𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴 + 𝐵)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴 + 𝐷)， 

       𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐶⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) =

1

3
(𝐶 + 𝐷)， 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐾𝐶⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =

1

3
(𝐵 + 𝐶)， 
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可得 

            2S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4
 = 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

                      = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + G4 × 𝐺1 

               =
1

9
[(𝐴 + 𝐵) × (𝐴 + 𝐷) + (𝐴 + 𝐷) × (𝐶 + 𝐷) + (𝐶 + 𝐷) × (𝐵 + 𝐶) + 

                   (𝐵 + 𝐶) × (𝐴 + 𝐵)] 

               =
1

9
[(𝐴 × 𝐷 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐵 × 𝐷) + (𝐴 × 𝐶 + 𝐴 × 𝐷 + 𝐷 × 𝐶) + 

                   (𝐶 × 𝐵 + 𝐷 × 𝐵 + 𝐷 × 𝐶) + (𝐵 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐵)] 

               =
1

9
[2(𝐴 × 𝐷 + 𝐷 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐵 × 𝐴)] 

               =
2

9
(2𝑆𝐴𝐷𝐶𝐵) 

  故S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4
=

2

9
𝑆𝐴𝐷𝐶𝐵。 

 

      如果將上述的四邊形改為三角形，我們發現也有相對應的定理如下： 

 

      定理四： ∆𝐀𝐁𝐂中，K 為不在三角形上的一點，將 K 點分別連接三頂點，得到 

              三塊三角形∆𝐀𝐊𝐁、∆𝐀𝐊𝐂、∆𝐁𝐊𝐂，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、𝐆𝟑依序為其重心， 

則∆𝐆𝟏𝐆𝟐G𝟑的面積= ∆𝐀𝐁𝐂面積的 
𝟏

𝟗
。 

【證明】如圖 4，𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴 + 𝐵)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) =

1

3
(𝐴 + 𝐶)， 

               𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐾𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) =

1

3
(𝐵 + 𝐶)。 
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可得 

    2S∆𝐺1𝐺2𝐺3
= 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

                      = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺1 

               =
1

9
[(𝐴 + 𝐵) × (𝐴 + 𝐶) + (𝐴 + 𝐶) × (𝐵 + 𝐶) + (𝐵 + 𝐶) × (𝐴 + 𝐵)] 

               =
1

9
[(𝐴 × 𝐶 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐵 × 𝐶) + (𝐴 × 𝐵 + 𝐴 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵) + 

                   (𝐵 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐵)] 

               =
1

9
(𝐴 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐵 × 𝐴) 

               =
1

9
(2𝑆∆𝐴𝐶𝐵) 

  故S∆𝐺1𝐺2𝐺3
=

1

9
𝑆∆𝐴𝐶𝐵。 

 

    如果將上述的三角形改為其它奇數邊的多邊形，我們發現如下的定理： 

        

       定理五：奇數邊多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑 ⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵中，K 為不在多邊形上的一點，將 K 點 

               分別連接 N 個頂點，得到 N 塊三角形∆𝐀𝟏𝐊𝐀𝟐、∆𝐀𝟐𝐊𝐀𝟑、⋯、 

∆𝐀𝑵−𝟏𝐊𝐀𝑵、∆𝐀𝑵𝐊𝐀𝟏，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、⋯𝐆𝑵−𝟏、𝐆𝑵依序為其重心，               

則 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

【證明】 

(1) 𝑁 = 3 時，如圖 5， 

𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴1 + 𝐴2)， 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2 + 𝐴3)， 

            𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴3 + 𝐴1)。 
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 8 

 可得 

           2S𝐺1𝐺2𝐺3
 

          = 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

          = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺1 

   =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴2 + 𝐴3) + (𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴3 + 𝐴1) + (𝐴3 + 𝐴1) × (𝐴1 + 𝐴2)] 

   =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3) + (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴3 × 𝐴1) + 

                                   (𝐴3 × 𝐴1 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2)] 

     =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3

+ 2S𝐴1𝐴3𝐴2
] 

    故 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

] =
𝟐

𝟗
+ (−

𝟏

𝟗
) =

𝟏

𝟗
。 

 

(2) 𝑁 = 5 時，如圖 6， 

𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2 + 𝐴3)， 

            𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴4 + 𝐴5)， 

            𝐾𝐺5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴5 + 𝐴1)。 
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可得 

           2S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4𝐺5
 

          = 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

          = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + G4 × 𝐺5 + G5 × 𝐺1 

   =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴2 + 𝐴3) + (𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴4 + 𝐴5) + 

   (𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴5 + 𝐴1) + (𝐴5 + 𝐴1) × (𝐴1 + 𝐴2)] 

   =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3) + (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

       (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴5) + (𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴1) + 

       (𝐴5 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2)] 

     =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5

+ 2S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴2𝐴4
] 

    故 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒𝑮𝟓

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

]。 

 

(3) 𝑁 = 2𝑛 + 1(𝑛 ≥ 3) 時，如圖 7， 

   𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2 + 𝐴3)， 

𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，⋯， 

           𝐾𝐺2𝑛−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐾𝐴2𝑛−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴2𝑛

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) =
1

3
(𝐴2𝑛−1 + 𝐴2𝑛)， 

           𝐾𝐺2𝑛
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2𝑛
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐴2𝑛+1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =
1

3
(𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1)， 

           𝐾𝐺2𝑛+1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐾𝐴2𝑛+1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2𝑛+1 + 𝐴1)。 
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        可得 

          2S𝐺1𝐺2⋯𝐺2𝑛𝐺2𝑛+1
 

        = 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + ⋯+ 𝐾𝐺2𝑛−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐺2𝑛

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐺2𝑛
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐺2𝑛+1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 

          𝐾𝐺2𝑛+1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

        = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + ⋯+ G2𝑛−1 × 𝐺2𝑛 + G2𝑛 × 𝐺2𝑛+1 + G2𝑛+1 × 𝐺1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴2 + 𝐴3) + (𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴4 + 𝐴5) + ⋯+ 

    (𝐴2𝑛−1 + 𝐴2𝑛) × (𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1) + (𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1) × (𝐴2𝑛+1 + 𝐴1) + 

(𝐴2𝑛+1 + 𝐴1) × (𝐴1 + 𝐴2)] 

 =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3) + (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

    (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴5) + ⋯+ 

    (𝐴2𝑛−1 × 𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛−1 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+1) +  

    (𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴1) + (𝐴2𝑛+1 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2)] 

   =
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴2𝑛𝐴2𝑛+1

+ 2S𝐴1𝐴3⋯𝐴2𝑛−2𝐴2𝑛
] 

  故 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝟐𝒏𝑮𝟐𝒏+𝟏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟏

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏−𝟐𝑨𝟐𝒏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟏

]。 

       即 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 
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如果將之前的四邊形改為其它偶數邊的多邊形，我們發現如下的定理： 

        

       定理六：偶數邊多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑 ⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵中，K 為不在多邊形上的一點，將 K 點 

               分別連接 N個頂點，得到 N 塊三角形∆𝐀𝟏𝐊𝐀𝟐、∆𝐀𝟐𝐊𝐀𝟑、⋯、 

∆𝐀𝑵−𝟏𝐊𝐀𝑵、∆𝐀𝑵𝐊𝐀𝟏，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、⋯𝐆𝑵−𝟏、𝐆𝑵依序為其重心，               

則 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

【證明】 

(1) 𝑁 = 4 時，如圖 8， 

𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2 + 𝐴3)， 

   𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴4 + 𝐴1)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

可得 

           2S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4
 

          = 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

          = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + G4 × 𝐺1 

   =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴2 + 𝐴3) + (𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴4 + 𝐴1) + 

   (𝐴4 + 𝐴1) × (𝐴1 + 𝐴2)] 

   =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3) + (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

       (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴1) + (𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2)] 

G4

G1

G3

G2

A4

A1 A2

A3

K
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     =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

+ 2(S𝐴1𝐴3
+ S𝐴2𝐴4

)] 

    故 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

] =
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
× 𝟎 =

𝟐

𝟗
。 

 

(2) 𝑁 = 6 時，如圖 9， 

𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2 + 𝐴3)， 

   𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴4 + 𝐴5)， 

𝐾𝐺5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴5 + 𝐴6)，𝐾𝐺6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴6 + 𝐴1)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

可得 

           2S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4𝐺5𝐺6
 

         = 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑        

   = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + G4 × 𝐺5 + G5 × 𝐺6 + G6 × 𝐺1 

  =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴2 + 𝐴3) + (𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴4 + 𝐴5) + 

   (𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴5 + 𝐴6) + (𝐴5 + 𝐴6) × (𝐴6 + 𝐴1) + (𝐴6 + 𝐴1) × (𝐴1 + 𝐴2)] 

   =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3) + (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

       (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴5) + (𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴6) + 

圖 9 
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     (𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴1 + 𝐴6 × 𝐴1) + (𝐴6 × 𝐴1 + 𝐴6 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2) 

     =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

+ 2(S𝐴1𝐴3𝐴5
+ S𝐴2𝐴4𝐴6

)] 

     故 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒𝑮𝟓𝑮𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒𝑨𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

]。 

 

(3)𝑁 = 2𝑛 + 2(𝑛 ≥ 2)時，如圖 10， 

   𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2 + 𝐴3)， 

𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，⋯， 

           𝐾𝐺2𝑛
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2𝑛
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐴2𝑛+1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =
1

3
(𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1)， 

           𝐾𝐺2𝑛+1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐾𝐴2𝑛+1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴2𝑛+2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =
1

3
(𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛+2)， 

           𝐾𝐺2𝑛+2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐾𝐴2𝑛+2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =
1

3
(𝐴2𝑛+2 + 𝐴1)。 

 

可得 

          2S𝐺1𝐺2⋯𝐺2𝑛+1𝐺2𝑛+2
 

        = 𝐾𝐺1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐺3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ × 𝐾𝐺4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + ⋯+ 𝐾𝐺2𝑛
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐺2𝑛+1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ +      

     𝐾𝐺2𝑛+1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐺2𝑛+2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐺2𝑛+2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐺1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

        = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + ⋯+ G2𝑛 × 𝐺2𝑛+1 + G2𝑛+1 × 𝐺2𝑛+2 + G2𝑛+2 × 𝐺1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴2 + 𝐴3) + (𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴4 + 𝐴5) + ⋯+ 

    (𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1) × (𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛+2) + (𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛+2) × (𝐴2𝑛+2 + 𝐴1) + 

(𝐴2𝑛+2 + 𝐴1) × (𝐴1 + 𝐴2)] 

 =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3) + (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

    (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴5) + ⋯+ 

     (𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+2 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2𝑛+2) +  

     (𝐴2𝑛+1 × 𝐴2𝑛+2 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+2 × 𝐴1) + 

            (𝐴2𝑛+2 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+2 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2)] 

   =
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴2𝑛+1𝐴2𝑛+2

+ 2(S𝐴1𝐴3⋯𝐴2𝑛−1𝐴2𝑛+1
+ S𝐴2𝐴4⋯𝐴2𝑛𝐴2𝑛+2

)] 

  故 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝟐𝒏+𝟏𝑮𝟐𝒏+𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟐

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟐

]。 
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       即 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、討論 

  一、 依序找四邊形𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒中連續三點，得到四塊三角形∆𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑、∆𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒、  

       ∆𝐀𝟑𝐀𝟒𝐀𝟏、∆𝐀𝟒𝐀𝟏𝐀𝟐，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、𝐇𝟑、𝐇𝟒依序為其重心，則 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟏

𝟗
。 

【證明】 
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       如圖 11， 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

           𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

                𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴1)， 

                𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴4 + 𝐴1 + 𝐴2)。 

 

可得 

           2S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4
 

          = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

          = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + H4 × 𝐻1 

   =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴1) + 

   (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴1) × (𝐴4 + 𝐴1 + 𝐴2) + (𝐴4 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

   =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

       (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴1) + 

       (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴1 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴1 × 𝐴2) + 

       (𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴2 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)] 

    =
1

9
[6S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

+ 4(S𝐴1𝐴3
+ S𝐴2𝐴4

) + 4S𝐴1𝐴4𝐴3𝐴2
]   

   =
1

9
[2S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

+ 4(S𝐴1𝐴3
+ S𝐴2𝐴4

)]   

  故 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟏

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

] =
𝟏

𝟗
+

𝟐

𝟗
× 𝟎 =

𝟏

𝟗
。 

 

二、依序找奇數邊𝐍(N ≥ 𝟓)邊形𝐀𝟏𝐀𝟐 ⋯𝐀𝑵中連續三點，得到 N 塊三角形∆𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑、 

    ∆𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒、⋯、∆𝐀𝑵−𝟏𝐀𝑵𝐀𝟏、∆𝐀𝑵𝐀𝟏𝐀𝟐，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、⋯𝐇𝑵−𝟏、𝐇𝑵依序為其重心， 

    則 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] 

    或 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

【證明】 
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(1) N = 5 時，如圖 12， 

  𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

          𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)， 

          𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴1)， 

          𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴5 + 𝐴1 + 𝐴2)。 

 

可得 

        2S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4𝐻5
 

          = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

          = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + H4 × 𝐻5 + H5 × 𝐻1 

   =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) + 

   (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴1) + (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴1) × (𝐴5 + 𝐴1 + 𝐴2) + 

 (𝐴5 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

圖 12 

H1
H2

H5

H4

H3

A5

A1

A2 A3

A4
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   =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

       (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5) + 

       (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴1) + 

       (𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴4 × 𝐴2 + 𝐴5 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴5 + 𝐴1 × 𝐴2) + 

       (𝐴5 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴2 + 𝐴5 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)] 

     =
1

9
[6S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5

+ 4S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴2𝐴4
+ 2S𝐴1𝐴4𝐴2𝐴5𝐴3

+ 2S𝐴1𝐴5𝐴4𝐴3𝐴2
]   

   =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5

+ 4S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴2𝐴4
+ 2S𝐴1𝐴4𝐴2𝐴5𝐴3

] 

       故 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟐𝑨𝟓𝑨𝟑

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

] 

                   =
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

]。 

 

(2) N = 9 時，如圖 13， 

𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

          𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)， 

          𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6)， 

          𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7)， 

          𝐾𝐻6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴7

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8)， 

          𝐾𝐻7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴8

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴9
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) =

1

3
(𝐴7 + 𝐴8 + 𝐴9)， 

          𝐾𝐻8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴9

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴8 + 𝐴9 + 𝐴1)， 

          𝐾𝐻9
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴9
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴9 + 𝐴1 + 𝐴2)。 
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可得 

         2S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4𝐻5𝐻6𝐻7𝐻8𝐻9
 

        = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻7

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

          +𝐾𝐻7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻8

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻9

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻9
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

        = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + H4 × 𝐻5 + H5 × 𝐻6 + H6 × 𝐻7 + H7 × 𝐻8 + 

          H8 × 𝐻9 + H9 × 𝐻1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) + 

 (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) + (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) × (𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7) + 

 (𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7) × (𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8) + (𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8) × (𝐴7 + 𝐴8 + 𝐴9) + 

 (𝐴7 + 𝐴8 + 𝐴9) × (𝐴8 + 𝐴9 + 𝐴1) + (𝐴8 + 𝐴9 + 𝐴1) × (𝐴9 + 𝐴1 + 𝐴2) + 

 (𝐴9 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

 =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

     (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5) + 

     (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴6) + 

     (𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴7 + 𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴7 + 𝐴6 × 𝐴5 + 𝐴6 × 𝐴7) + 

     (𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴7 + 𝐴5 × 𝐴8 + 𝐴6 × 𝐴7 + 𝐴6 × 𝐴8 + 𝐴7 × 𝐴6 + 𝐴7 × 𝐴8) + 

     (𝐴6 × 𝐴7 + 𝐴6 × 𝐴8 + 𝐴6 × 𝐴9 + 𝐴7 × 𝐴8 + 𝐴7 × 𝐴9 + 𝐴8 × 𝐴7 + 𝐴8 × 𝐴9) + 

     (𝐴7 × 𝐴8 + 𝐴7 × 𝐴9 + 𝐴7 × 𝐴1 + 𝐴8 × 𝐴9 + 𝐴8 × 𝐴1 + 𝐴9 × 𝐴8 + 𝐴9 × 𝐴1) + 

     (𝐴8 × 𝐴9 + 𝐴8 × 𝐴1 + 𝐴8 × 𝐴2 + 𝐴9 × 𝐴1 + 𝐴9 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴9 + 𝐴1 × 𝐴2) + 

     (𝐴9 × 𝐴1 + 𝐴9 × 𝐴2 + 𝐴9 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)] 
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  =
1

9
[6S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6𝐴7𝐴8𝐴9

+ 4S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7𝐴9𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8
+ 2(S𝐴1𝐴4𝐴7

+ S𝐴2𝐴5𝐴8
+  

     S𝐴3𝐴6𝐴9
) + 2S𝐴1𝐴9𝐴8𝐴7𝐴6𝐴5𝐴4𝐴3𝐴2

]   

 =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6𝐴7𝐴8𝐴9

+ 4S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7𝐴9𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8
+ 2(S𝐴1𝐴4𝐴7

+ S𝐴2𝐴5𝐴8
+   

 S𝐴3𝐴6𝐴9
)] 

      故  

    
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓𝑯𝟔𝑯𝟕𝑯𝟖𝑯𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔𝑨𝟕𝑨𝟖𝑨𝟗

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7𝐴9𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔𝑨𝟕𝑨𝟖𝑨𝟗

] +
𝟏

𝟗
[
S𝐴1𝐴4𝐴7+S𝐴2𝐴5𝐴8+S𝐴3𝐴6𝐴9

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔𝑨𝟕𝑨𝟖𝑨𝟗

]。 

  

      (3) N 為奇數且 N ≥ 7 時，如圖 14， 

𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

          𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)，⋯，           

          𝐾𝐻𝑁−2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴𝑁−2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴𝑁−1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =

1

3
(𝐴𝑁−2 + 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁)， 

          𝐾𝐻𝑁−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴𝑁−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴𝑁

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1)， 

          𝐾𝐻𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐾𝐴𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2)。 
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可得 

         2S𝐻1𝐻2⋯𝐻𝑁−1𝐻𝑁
 

        = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + ⋯+ 𝐾𝐻𝑁−2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻𝑁−1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻𝑁−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻𝑁

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

          +𝐾𝐻𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

        = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + ⋯+ H𝑁−2 × 𝐻𝑁−1 + H𝑁−1 × 𝐻𝑁 + H𝑁 × 𝐻1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) + 

 (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) + ⋯+ (𝐴𝑁−2 + 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁) × (𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1) 

 +(𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1) × (𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2) + (𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

        =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝑨𝟏 × 𝑨𝟑 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

     (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝑨𝟑 × 𝑨𝟓 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5) + 

     (𝐴3 × 𝐴4 + 𝑨𝟑 × 𝑨𝟓 + 𝐴3 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴6) + 

                                                                  ⋯+ 

     (𝐴𝑁−2 × 𝐴𝑁−1 + 𝑨𝑵−𝟐 × 𝑨𝑵 + 𝐴𝑁−2 × 𝐴1 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴1    

                     +𝐴𝑁 × 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 × 𝐴1) + 

            (𝐴𝑁−1 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴1 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴2 + 𝐴𝑁 × 𝐴1 + 𝑨𝑵 × 𝑨𝟐 

                                                      +𝐴1 × 𝐴𝑁 + 𝐴1 × 𝐴2) +   

(𝐴𝑁 × 𝐴1 + 𝑨𝑵 × 𝑨𝟐 + 𝐴𝑁 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝑨𝟏 × 𝑨𝟑 

                                                      +𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)]      

  =
1

9
[6S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4S𝐴1𝐴3⋯ + 2S𝐴1𝐴4⋯ + 2S𝐴1𝐴𝑁𝐴𝑁−1⋯𝐴3𝐴2
] 

 或 
1

9
[6S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4S𝐴1𝐴3⋯ + 2(S𝐴1𝐴4⋯ + S𝐴2𝐴5⋯ + S𝐴3𝐴6⋯) + 

    2S𝐴1𝐴𝑁𝐴𝑁−1⋯𝐴3𝐴2
] 

 =
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4S𝐴1𝐴3⋯ + 2S𝐴1𝐴4⋯]   

      或 
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4S𝐴1𝐴3⋯ + 2(S𝐴1𝐴4⋯ + S𝐴2𝐴5⋯ + S𝐴3𝐴6⋯)]   

      故 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] 

       或 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 
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三、依序找偶數邊𝐍(𝐍 ≥ 𝟒)邊形𝐀𝟏𝐀𝟐 ⋯𝐀𝑵中連續三點，得到 N 塊三角形∆𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑、 

    ∆𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒、⋯、∆𝐀𝑵−𝟏𝐀𝑵𝐀𝟏、∆𝐀𝑵𝐀𝟏𝐀𝟐，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、⋯𝐇𝑵−𝟏、𝐇𝑵依序為其重心， 

    則 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] 

   或 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

【證明】 

(1) N = 4 時，如圖 11，由之前討論一知 

  
S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4

𝑆𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

=
2

9
+

2

9
[
𝑆𝐴1𝐴3+𝑆𝐴2𝐴4

𝑆𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

] +
1

9
[
𝑆𝐴1𝐴4𝐴3𝐴2

𝑆𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

] =
2

9
+

2

9
× 0 −

1

9
=

1

9
。 

 

(2) N = 6 時，如圖 15， 

  𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

  𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

         𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)， 

         𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6)， 

         𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴1)， 

         𝐾𝐻6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴6 + 𝐴1 + 𝐴2)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 15 
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可得 

         2S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4𝐻5𝐻6
 

        = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

        = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + H4 × 𝐻5 + H5 × 𝐻6 + H6 × 𝐻1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) + 

 (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) + (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) × (𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴1) + 

 (𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴1) × (𝐴6 + 𝐴1 + 𝐴2) + (𝐴6 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

 =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

     (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5) + 

     (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴6) + 

     (𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴1 + 𝐴6 × 𝐴5 + 𝐴6 × 𝐴1) + 

     (𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴1 + 𝐴5 × 𝐴2 + 𝐴6 × 𝐴1 + 𝐴6 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴6 + 𝐴1 × 𝐴2) + 

     (𝐴6 × 𝐴1 + 𝐴6 × 𝐴2 + 𝐴6 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)] 

   =
1

9
[6S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6

+ 4(S𝐴1𝐴3𝐴5
+ S𝐴2𝐴4𝐴6

) + 2(S𝐴1𝐴4
+ S𝐴2𝐴5

+ S𝐴3𝐴6
) +  

2S𝐴1𝐴6𝐴5𝐴4𝐴3𝐴2
]   

 =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6

+ 4(S𝐴1𝐴3𝐴5
+ S𝐴2𝐴4𝐴6

) + 2(S𝐴1𝐴4
+ S𝐴2𝐴5

+ S𝐴3𝐴6
)]   

      故 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓𝑯𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒𝑨𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓
+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

] 

                   =
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒𝑨𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

]。 

 

(3) N = 8 時，如圖 16， 

𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

          𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)， 

          𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6)， 

          𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7)， 
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          𝐾𝐻6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴7

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8)， 

          𝐾𝐻7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴8

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴7 + 𝐴8 + 𝐴1)， 

          𝐾𝐻8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴8 + 𝐴1 + 𝐴2)。 

 

可得 

         2S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4𝐻5𝐻6𝐻7𝐻8
 

        = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻5

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻6

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻6
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻7

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

          +𝐾𝐻7
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻8

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻8
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

        = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + H4 × 𝐻5 + H5 × 𝐻6 + H6 × 𝐻7 + H7 × 𝐻8 + 

          H8 × 𝐻1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) + 

 (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) + (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) × (𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7) + 

 (𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7) × (𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8) + (𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8) × (𝐴7 + 𝐴8 + 𝐴1) + 

(𝐴7 + 𝐴8 + 𝐴1) × (𝐴8 + 𝐴1 + 𝐴2) + (𝐴8 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

 =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

     (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5) + 

     (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴6) + 

     (𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴7 + 𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴7 + 𝐴6 × 𝐴5 + 𝐴6 × 𝐴7) + 

     (𝐴5 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴7 + 𝐴5 × 𝐴8 + 𝐴6 × 𝐴7 + 𝐴6 × 𝐴8 + 𝐴7 × 𝐴6 + 𝐴7 × 𝐴8) + 

     (𝐴6 × 𝐴7 + 𝐴6 × 𝐴8 + 𝐴6 × 𝐴1 + 𝐴7 × 𝐴8 + 𝐴7 × 𝐴1 + 𝐴8 × 𝐴7 + 𝐴8 × 𝐴1) + 

     (𝐴7 × 𝐴8 + 𝐴7 × 𝐴1 + 𝐴7 × 𝐴2 + 𝐴8 × 𝐴1 + 𝐴8 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴8 + 𝐴1 × 𝐴2) + 

 (𝐴8 × 𝐴1 + 𝐴8 × 𝐴2 + 𝐴8 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)] 

  =
1

9
[6S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6𝐴7𝐴8

+ 4(S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7
+ S𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8

) + 2S𝐴1𝐴4𝐴7𝐴2𝐴5𝐴8𝐴3𝐴6
+  

2S𝐴1𝐴8𝐴7𝐴6𝐴5𝐴4𝐴3𝐴2
]   

 =
1

9
[4S𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6𝐴7𝐴8

+ 4(S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7
+ S𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8

) + 2S𝐴1𝐴4𝐴7𝐴2𝐴5𝐴8𝐴3𝐴6
]   

      故 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓𝑯𝟔𝑯𝟕𝑯𝟖

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔𝑨𝟕𝑨𝟖

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
S𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7+S𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔𝑨𝟕𝑨𝟖

] +
𝟏

𝟗
[
S𝐴1𝐴4𝐴7𝐴2𝐴5𝐴8𝐴3𝐴6

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔𝑨𝟕𝑨𝟖

]。 
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 (4) N 為偶數且 N ≥ 6 時，如圖 17， 

   𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)， 

   𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)， 

   𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴5
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) ，⋯，  

   𝐾𝐻𝑁−2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴𝑁−2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴𝑁−1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =

1

3
(𝐴𝑁−2 + 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁)， 

   𝐾𝐻𝑁−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

3
(𝐾𝐴𝑁−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴𝑁

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1)， 

   𝐾𝐻𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

3
(𝐾𝐴𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐾𝐴1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐾𝐴2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) =

1

3
(𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2)。 
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可得 

         2S𝐻1𝐻2⋯𝐻𝑁−1𝐻𝑁
 

        = 𝐾𝐻1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + ⋯+ 𝐾𝐻𝑁−2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻𝑁−1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐾𝐻𝑁−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  × 𝐾𝐻𝑁

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

          +𝐾𝐻𝑁
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ × 𝐾𝐻1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

        = H1 × 𝐻2 + H2 × 𝐻3 + H3 × 𝐻4 + ⋯+ H𝑁−2 × 𝐻𝑁−1 + H𝑁−1 × 𝐻𝑁 + H𝑁 × 𝐻1 

 =
1

9
[(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) × (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) + (𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) × (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) + 

 (𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) × (𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6) + ⋯+ (𝐴𝑁−2 + 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁) × (𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1) 

 +(𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1) × (𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2) + (𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2) × (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)] 

        =
1

9
[(𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4) + 

     (𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5) + 

     (𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴6) + 

                                                                  ⋯+ 

     (𝐴𝑁−2 × 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁−2 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−2 × 𝐴1 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴1    

                     +𝐴𝑁 × 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 × 𝐴1) + 

            (𝐴𝑁−1 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴1 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴2 + 𝐴𝑁 × 𝐴1 + 𝐴𝑁 × 𝐴2 

                                                      +𝐴1 × 𝐴𝑁 + 𝐴1 × 𝐴2) +   

(𝐴𝑁 × 𝐴1 + 𝐴𝑁 × 𝐴2 + 𝐴𝑁 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 

                                                      +𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)]      

  =
1

9
[6S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯) + 2S𝐴1𝐴4⋯ + 2S𝐴1𝐴𝑁𝐴𝑁−1⋯𝐴3𝐴2
] 

HN

HN-1

H8

H7

H6

H5

H4

H3

H2H1

A6

A7

A1

A2
A3

A4

A5

A8

AN-1

AN

圖 17 
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 或 
1

9
[6S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯) + 2(S𝐴1𝐴4⋯ + S𝐴2𝐴5⋯ + 

      S𝐴3𝐴6⋯) + 2S𝐴1𝐴𝑁𝐴𝑁−1⋯𝐴3𝐴2
] 

 =
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯) + 2S𝐴1𝐴4⋯]  

      或
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁

+ 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯) + 2(S𝐴1𝐴4⋯ + S𝐴2𝐴5⋯ + S𝐴3𝐴6⋯)] 

      故 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] 

       或 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

 

 

陸、結論 

 1. 奇數邊N(N ≥ 3)邊形A1A2A3 ⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁中，K 為不在多邊形上的一點，將 K 點分別連接 

N 個頂點，得到 N 塊三角形∆A1KA2、∆A2KA3、⋯、∆A𝑁−1KA𝑁、∆A𝑁KA1， 

設G1、G2、⋯G𝑁−1、G𝑁依序為其重心， 

則 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

    而 𝑁 = 3時，
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

] =
𝟐

𝟗
+ (−

𝟏

𝟗
) =

𝟏

𝟗
。 

 

 2. 偶數邊N(N ≥ 4)邊形A1A2A3 ⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁中，K 為不在多邊形上的一點，將 K 點分別連接 

    N個頂點，得到 N 塊三角形∆A1KA2、∆A2KA3、⋯、∆A𝑁−1KA𝑁、∆A𝑁KA1， 

    設G1、G2、⋯G𝑁−1、G𝑁依序為其重心，               

    則 
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。。 

    而 𝑁 = 5時，
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

] =
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
× 𝟎 =

𝟐

𝟗
。 

 

3. 依序找奇數邊N(N ≥ 5)邊形A1A2 ⋯A𝑁中連續三點，得到 N 塊三角形∆A1A2A3、 

∆A2A3A4、⋯、∆A𝑁−1A𝑁A1、∆A𝑁A1A2，設H1、H2、⋯H𝑁−1、H𝑁依序為其重心， 

    則 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] 

    或 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 
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    而 N = 5時，
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟐𝑨𝟓𝑨𝟑

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

] 

                       =
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

] =
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒𝑮𝟓

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

。 

可推得S𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4𝐻5
= 𝑆𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4𝐺5

。 

 

 4. 依序找偶數邊N(N ≥ 4)邊形A1A2 ⋯A𝑁中連續三點，得到 N 塊三角形∆A1A2A3、 

    ∆A2A3A4、⋯、∆A𝑁−1A𝑁A1、∆A𝑁A1A2，設H1、H2、⋯H𝑁−1、H𝑁依序為其重心， 

    則 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] 

    或 
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

]。 

    

 而 N = 4時，
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

] +
𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟑𝑨𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

] =
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
× 𝟎 −

𝟏

𝟗
=

𝟏

𝟗
。 

   N = 6時，
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓𝑯𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓

+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒𝑨𝟔

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

]。    
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【評語】050412  

本文在三角形及四邊形的研究相對完整，其面積比值為定值。 

用向量方式推導面積，其面積比無特殊幾何意義。 

參考文獻的探討可再加強。 
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摘要
N(N ≥ 3)多邊形滿足「N多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝑵−𝟏𝐀𝑵中，K為不在多邊形上的一點，將K點分別連接N

個頂點，得到N塊三角形，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、⋯𝐆𝑵−𝟏、𝐆𝑵依序為其重心，

則
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
(

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
) 」。

無獨有偶，N(N ≥ 4)多邊形滿足「依序找N邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝑵中連續三點，得到N塊三角形，

設𝐇𝟏、𝐇𝟐、⋯𝐇𝑵−𝟏、𝐇𝑵依序為其重心，則
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
(

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
) +

𝟏

𝟗
(

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
) 」。

壹、研究動機
數學傳播第40卷第4期的文章「回響:兩個幾何問題的另解」中，提到「任意四邊形對角線上一點

連接到一角頂，將此四邊形分割成三塊三角形，再分別取其重心，則此重心三角形的面積也是四邊形

面積的
𝟏

𝟗
」。這讓我們想到此定理在其它邊數的多邊形時，是否也有類似的性質？因此決定以此當作

研究題材。

貳、研究目的
討論其它N多邊形時，如果試著找N塊三角形，再分別取其重心，則此重心N多邊形和原N多邊形

面積之間的關係為何？我們試著利用重心的性質和向量外積的方法將兩者的面積表示出來，並證明這
些關係為真。

參、研究設備及器材
本研究主要利用 GSP進行研究問題的幾何實驗，透過實驗觀察、猜測與驗證，然後提出研究結果

並加以證明。

肆、研究過程或方法
一、研究架構

類推

二、文獻探討
本研究範圍涉及多邊形的面積問題，將引用下述的定義、引理來探討：

對一般的平面多邊形(不論凸的、凹的，甚至是邊與邊有交點的多邊形)，我們作如下的定義。
定義一：對平面多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝒏，由下式定義的𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏稱為多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝒏的面積。

𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑⋯𝑨𝒏 = 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 + 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟒 + 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟓 +⋯+ 𝐒∆𝑨𝟏𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏

引理一：對平面多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝒏所在平面上任一點O，下式恆成立。
𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑⋯𝑨𝒏 = 𝐒∆𝑶𝑨𝟏𝑨𝟐 + 𝐒∆𝑶𝑨𝟐𝑨𝟑 + 𝐒∆𝑶𝑨𝟑𝑨𝟒 +⋯+ 𝐒∆𝑶𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏 + 𝐒∆𝑶𝑨𝒏𝑨𝟏

設O為給定的點，下面我們約定P表向量𝑶𝑷。我們知道，三角形面積與向量外積「×」有關，由此

我們不妨作如下定義。定義二：𝐒∆𝑶𝑨𝑩 =
𝟏

𝟐
𝑶𝑨 × 𝑶𝑩 =

𝟏

𝟐
𝐀 × 𝐁。

當O、A、B輪換時，S∆𝑂𝐴𝐵的值不變；當O、A、B中有兩者重合時，S∆𝑂𝐴𝐵的值為0；當O、A、B逆
時針排列時，S∆𝑂𝐴𝐵的值為正；當O、A、B順時針排列時，S∆𝑂𝐴𝐵的值為負。定義二結合引理一立得：
引理二：𝟐𝐒𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏 = 𝑨𝟏 × 𝑨𝟐 + 𝑨𝟐 × 𝑨𝟑 + 𝑨𝟑 × 𝑨𝟒 +⋯+ 𝑨𝒏−𝟏 × 𝑨𝒏 + 𝑨𝒏 × 𝑨𝟏。

三、探索過程
(一)原定理的證明

定理一：如圖1，梯形ABCD中，上底𝑩𝑪和下底𝑨𝑫，K為對角線𝑨𝑪上一點，L為𝑫𝑲和𝑨𝑩的交點，
且∆𝐀𝐁𝐂、∆𝐀𝐊𝐃、∆𝐂𝐊𝐃的重心所圍成的三角形為∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑，

則 ∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑的面積=梯形ABCD面積的
𝟏

𝟗
。

其實，在上述的證明過程中，完全沒有用到圖1中ABCD為梯形的條件。作者對其它類型的四邊形
ABCD做了一些觀察與檢驗後，發現定理一的結果依然成立，甚至在ABCD為凹四邊形時也不例外，而
有以下的定理：

定理二：如圖2，四邊形ABCD中，K為對角線𝑨𝑪上一點，L為𝑫𝑲和 𝑨𝑩的交點，且∆𝐀𝐁𝐂、∆𝐀𝐊𝐃、

∆𝐂𝐊𝐃的重心所圍成的三角形為 ∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑，則∆𝐆𝟏𝐆𝟐𝐆𝟑的面積=四邊形ABCD面積的
𝟏

𝟗
。

(二)原定理的推廣
定理三：如圖3，四邊形ABCD中，K為不在四邊形上的一點，將K點分別連接四頂點，得到四塊三

角形∆𝐀𝐊𝐁、∆𝐀𝐊𝐃、∆𝐂𝐊𝐃、∆𝐁𝐊𝐂，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、𝐆𝟑、𝐆𝟒依序為其重心，則四邊形𝐆𝟏𝐆𝟐G𝟑G𝟒的面積

=四邊形ABCD面積的
𝟐

𝟗
。
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【證明】以下為了方便計算，我們約定P表向量𝑲𝑷。 𝐾𝐺1 =
1

3
𝐾𝐴 + 𝐾𝐵 =

1

3
(𝐴 + 𝐵)，

𝐾𝐺2 =
1

3
𝐾𝐴 + 𝐾𝐷 =

1

3
(𝐴 + 𝐷)，𝐾𝐺3 =

1

3
𝐾𝐶 + 𝐾𝐷 =

1

3
(𝐶 + 𝐷)， 𝐾𝐺4 =

1

3
𝐾𝐵 + 𝐾𝐶 =

1

3
(𝐵 + 𝐶)，

可得 2S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4 = 𝐾𝐺1 × 𝐾𝐺2 + 𝐾𝐺2 × 𝐾𝐺3 + 𝐾𝐺3 × 𝐾𝐺4 + 𝐾𝐺4 × 𝐾𝐺1 = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺4 + G4 × 𝐺1

=
1

9
[ 𝐴 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐷 + 𝐴 + 𝐷 × 𝐶 + 𝐷 + 𝐶 + 𝐷 × 𝐵 + 𝐶 + 𝐵 + 𝐶 × 𝐴 + 𝐵 ]

=
1

9
[ 𝐴 × 𝐷 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐵 × 𝐷 + 𝐴 × 𝐶 + 𝐴 × 𝐷 + 𝐷 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐷 × 𝐵 + 𝐷 × 𝐶 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐵 ]

=
1

9
[2 𝐴 × 𝐷 + 𝐷 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐵 × 𝐴 ] =

2

9
(2𝑆𝐴𝐷𝐶𝐵)，故S𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4 =

2

9
𝑆𝐴𝐷𝐶𝐵。

定理四：如圖4，∆𝐀𝐁𝐂中，K為不在三角形上的一點，將K點分別連接三頂點，得到三塊三角形∆𝐀𝐊𝐁、∆𝐀𝐊𝐂、

∆𝐁𝐊𝐂，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、𝐆𝟑依序為其重心，則∆𝐆𝟏𝐆𝟐G𝟑的面積= ∆𝐀𝐁𝐂面積的
𝟏

𝟗
。

【證明】𝐾𝐺1 =
1

3
𝐾𝐴 + 𝐾𝐵 =

1

3
(𝐴 + 𝐵)，𝐾𝐺2 =

1

3
𝐾𝐴 + 𝐾𝐶 =

1

3
(𝐴 + 𝐶)，𝐾𝐺3 =

1

3
𝐾𝐵 + 𝐾𝐶 =

1

3
(𝐵 + 𝐶)。

可得 2S∆𝐺1𝐺2𝐺3 = 𝐾𝐺1 × 𝐾𝐺2 + 𝐾𝐺2 × 𝐾𝐺3 + 𝐾𝐺3 × 𝐾𝐺1 = G1 × 𝐺2 + G2 × 𝐺3 + G3 × 𝐺1

=
1

9
[ 𝐴 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐶 + 𝐴 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐶 + 𝐵 + 𝐶 × 𝐴 + 𝐵 ]

=
1

9
[ 𝐴 × 𝐶 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐵 × 𝐶 + 𝐴 × 𝐵 + 𝐴 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐵 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐵 ]

=
1

9
(𝐴 × 𝐶 + 𝐶 × 𝐵 + 𝐵 × 𝐴) =

1

9
(2𝑆∆𝐴𝐶𝐵)，故S∆𝐺1𝐺2𝐺3 =

1

9
𝑆∆𝐴𝐶𝐵。

定理五：如圖5，奇數邊多邊形 𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑⋯𝐀𝟐𝒏𝐀𝟐𝒏+𝟏 中，K為不在多邊形上的一點，將K點分別連接2n+1個頂點，
得到2n+1塊三角形 ∆𝐀𝟏𝐊𝐀𝟐、∆𝐀𝟐𝐊𝐀𝟑、⋯、∆𝐀𝟐𝒏𝐊𝐀𝟐𝒏+𝟏、∆𝐀𝟐𝒏+𝟏𝐊𝐀𝟏，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、⋯𝐆𝟐𝒏、𝐆𝟐𝒏+𝟏

依序為其重心，則
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝟐𝒏𝑮𝟐𝒏+𝟏
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟏

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏−𝟐𝑨𝟐𝒏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟏
]。

【證明】𝐾𝐺1 =
1

3
𝐾𝐴1 + 𝐾𝐴2 =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2 =

1

3
𝐾𝐴2 + 𝐾𝐴3 =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3)，

𝐾𝐺3 =
1

3
𝐾𝐴3 + 𝐾𝐴4 =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，⋯，𝐾𝐺2𝑛−1 =

1

3
𝐾𝐴2𝑛−1 + 𝐾𝐴2𝑛 =

1

3
(𝐴2𝑛−1 + 𝐴2𝑛)，

𝐾𝐺2𝑛 =
1

3
𝐾𝐴2𝑛 + 𝐾𝐴2𝑛+1 =

1

3
(𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1)，𝐾𝐺2𝑛+1 =

1

3
𝐾𝐴2𝑛+1 + 𝐾𝐴1 =

1

3
(𝐴2𝑛+1 + 𝐴1)。

可得 2S𝐺1𝐺2⋯𝐺2𝑛𝐺2𝑛+1
= 𝐾𝐺1 × 𝐾𝐺2 + 𝐾𝐺2 × 𝐾𝐺3 + 𝐾𝐺3 × 𝐾𝐺4 +⋯+ 𝐾𝐺2𝑛−1 × 𝐾𝐺2𝑛 + 𝐾𝐺2𝑛 × 𝐾𝐺2𝑛+1 + 𝐾𝐺2𝑛+1 × 𝐾𝐺1
= 𝐺1 × 𝐺2 + 𝐺2 × 𝐺3 + 𝐺3 × 𝐺4 +⋯+ 𝐺2𝑛−1 × 𝐺2𝑛 + 𝐺2𝑛 × 𝐺2𝑛+1 + 𝐺2𝑛+1 × 𝐺1
=

1

9
[ 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴4 + 𝐴5 +⋯+

𝐴2𝑛−1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴1 + 𝐴2𝑛+1 + 𝐴1 × 𝐴1 + 𝐴2 ]

=
1

9
[ 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴5 +⋯+

𝐴2𝑛−1 × 𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛−1 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴1 +
𝐴2𝑛+1 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2 ]

=
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴2𝑛𝐴2𝑛+1 + 2𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏−𝟐𝑨𝟐𝒏]，故

𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝟐𝒏𝑮𝟐𝒏+𝟏
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟏

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏−𝟐𝑨𝟐𝒏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟏
]。

定理六：如圖6，偶數邊多邊形𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑⋯𝐀𝟐𝒏+𝟏𝐀𝟐𝒏+𝟐中，K為不在多邊形上的一點，將K點分別連接2n+2個
頂點，得到2n+2塊三角形∆𝐀𝟏𝐊𝐀𝟐、∆𝐀𝟐𝐊𝐀𝟑、⋯、∆𝐀𝟐𝒏+𝟏𝐊𝐀𝟐𝒏+𝟐、∆𝐀𝟐𝒏+𝟐𝐊𝐀𝟏，設𝐆𝟏、𝐆𝟐、

⋯𝐆𝟐𝒏+𝟏、𝐆𝟐𝒏+𝟐依序為其重心，則
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝟐𝒏+𝟏𝑮𝟐𝒏+𝟐
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟐

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟐
]。

【證明】 𝐾𝐺1 =
1

3
𝐾𝐴1 + 𝐾𝐴2 =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2)，𝐾𝐺2 =

1

3
𝐾𝐴2 + 𝐾𝐴3 =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3)，

𝐾𝐺3 =
1

3
𝐾𝐴3 + 𝐾𝐴4 =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4)，⋯， 𝐾𝐺2𝑛 =

1

3
𝐾𝐴2𝑛 + 𝐾𝐴2𝑛+1 =

1

3
(𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1)，

𝐾𝐺2𝑛+1 =
1

3
𝐾𝐴2𝑛+1 + 𝐾𝐴2𝑛+2 =

1

3
(𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛+2)，𝐾𝐺2𝑛+2 =

1

3
𝐾𝐴2𝑛+2 + 𝐾𝐴1 =

1

3
(𝐴2𝑛+2 + 𝐴1)。

可得 2S𝐺1𝐺2⋯𝐺2𝑛+1𝐺2𝑛+2
= 𝐾𝐺1 × 𝐾𝐺2 + 𝐾𝐺2 × 𝐾𝐺3 + 𝐾𝐺3 × 𝐾𝐺4 +⋯+ 𝐾𝐺2𝑛 × 𝐾𝐺2𝑛+1 + 𝐾𝐺2𝑛+1 × 𝐾𝐺2𝑛+2 + 𝐾𝐺2𝑛+2 × 𝐾𝐺1
= 𝐺1 × 𝐺2 + 𝐺2 × 𝐺3 + 𝐺3 × 𝐺4 +⋯+ 𝐺2𝑛 × 𝐺2𝑛+1 + 𝐺2𝑛+1 × 𝐺2𝑛+2 + 𝐺2𝑛+2 × 𝐺1
=

1

9
[ 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴4 + 𝐴5 +⋯+

𝐴2𝑛 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛+2 + 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛+2 × 𝐴2𝑛+2 + 𝐴1 + 𝐴2𝑛+2 + 𝐴1 × 𝐴1 + 𝐴2 ]

=
1

9
[ 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴5 + ⋯+

𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+1 + 𝐴2𝑛 × 𝐴2𝑛+2 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2𝑛+2 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴2𝑛+2 + 𝐴2𝑛+1 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+2 × 𝐴1 +
𝐴2𝑛+2 × 𝐴1 + 𝐴2𝑛+2 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2 ]

=
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴2𝑛+1𝐴2𝑛+2 + 2(S𝐴1𝐴3⋯𝐴2𝑛−1𝐴2𝑛+1+S𝐴2𝐴4⋯𝐴2𝑛𝐴2𝑛+2)]

故
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝟐𝒏+𝟏𝑮𝟐𝒏+𝟐
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟐

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟏+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝟐𝒏𝑨𝟐𝒏+𝟐

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏+𝟏𝑨𝟐𝒏+𝟐
]。

伍、討論
一、如圖7，依序找四邊形𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒中連續三點，得到四塊三角形

∆𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑、∆𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒、 ∆𝐀𝟑𝐀𝟒𝐀𝟏、∆𝐀𝟒𝐀𝟏𝐀𝟐 ，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、𝐇𝟑、𝐇𝟒依序為其重心，則
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟏

𝟗
。

二、如圖8，依序找奇數邊𝐍(N ≥ 𝟓)邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝑵中連續三點，得到N塊三角形
∆𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑、∆𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒、⋯、∆𝐀𝑵−𝟏𝐀𝑵𝐀𝟏、∆𝐀𝑵𝐀𝟏𝐀𝟐，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、⋯𝐇𝑵−𝟏、𝐇𝑵依序為其重心，

則
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
或

𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
。
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三、如圖9，依序找偶數邊𝐍(𝐍 ≥ 𝟒)邊形𝐀𝟏𝐀𝟐⋯𝐀𝑵中連續三點，得到N塊三角形
∆𝐀𝟏𝐀𝟐𝐀𝟑、∆𝐀𝟐𝐀𝟑𝐀𝟒、⋯、∆𝐀𝑵−𝟏𝐀𝑵𝐀𝟏、∆𝐀𝑵𝐀𝟏𝐀𝟐，設𝐇𝟏、𝐇𝟐、⋯𝐇𝑵−𝟏、𝐇𝑵依序為其重心，

則
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

或
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
。

【證明】 𝐾𝐻1 =
1

3
𝐾𝐴1 + 𝐾𝐴2 + 𝐾𝐴3 =

1

3
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)，

𝐾𝐻2 =
1

3
𝐾𝐴2 + 𝐾𝐴3 + 𝐾𝐴4 =

1

3
(𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)，

𝐾𝐻3 =
1

3
𝐾𝐴3 + 𝐾𝐴4 + 𝐾𝐴5 =

1

3
(𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)，⋯，

𝐾𝐻𝑁−2 =
1

3
𝐾𝐴𝑁−2 + 𝐾𝐴𝑁−1 + 𝐾𝐴𝑁 =

1

3
(𝐴𝑁−2 + 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁)，

𝐾𝐻𝑁−1 =
1

3
𝐾𝐴𝑁−1 + 𝐾𝐴𝑁 + 𝐾𝐴1 =

1

3
(𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1)，

𝐾𝐻𝑁 =
1

3
𝐾𝐴𝑁 + 𝐾𝐴1 + 𝐾𝐴2 =

1

3
(𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2)。

可得 2S𝐻1𝐻2⋯𝐻𝑁−1𝐻𝑁
= 𝐾𝐻1 × 𝐾𝐻2 + 𝐾𝐻2 × 𝐾𝐻3 + 𝐾𝐻3 × 𝐾𝐻4 +⋯+ 𝐾𝐻𝑁−2 × 𝐾𝐻𝑁−1 + 𝐾𝐻𝑁−1 × 𝐾𝐻𝑁 + 𝐾𝐻𝑁 × 𝐾𝐻1
= 𝐻1 × 𝐻2 + 𝐻2 × 𝐻3 + 𝐻3 × 𝐻4 +⋯+𝐻𝑁−2 × 𝐻𝑁−1 + 𝐻𝑁−1 × 𝐻𝑁 + 𝐻𝑁 × 𝐻1
=

1

9
[ 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5 +

𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6 +⋯+ 𝐴𝑁−2 + 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 × 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1 +
𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 + 𝐴1 × 𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴𝑁 + 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 ]

=
1

9
[ 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴2 + 𝐴3 × 𝐴4 +

𝐴2 × 𝐴3 + 𝐴2 × 𝐴4 + 𝐴2 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴3 + 𝐴4 × 𝐴5 +
𝐴3 × 𝐴4 + 𝐴3 × 𝐴5 + 𝐴3 × 𝐴6 + 𝐴4 × 𝐴5 + 𝐴4 × 𝐴6 + 𝐴5 × 𝐴4 + 𝐴5 × 𝐴6 + ⋯+

(𝐴𝑁−2× 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁−2 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−2 × 𝐴1 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴1 +𝐴𝑁 × 𝐴𝑁−1 + 𝐴𝑁 × 𝐴1) +
(𝐴𝑁−1 × 𝐴𝑁 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴1 + 𝐴𝑁−1 × 𝐴2 + 𝐴𝑁 × 𝐴1 + 𝐴𝑁 × 𝐴2 +𝐴1 × 𝐴𝑁 + 𝐴1 × 𝐴2) +
(𝐴𝑁× 𝐴1 + 𝐴𝑁 × 𝐴2 + 𝐴𝑁 × 𝐴3 + 𝐴1 × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴3 +𝐴2 × 𝐴1 + 𝐴2 × 𝐴3)]

=
1

9
[6S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁 + 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯) + 2S𝐴1𝐴4⋯ + 2S𝐴1𝐴𝑁𝐴𝑁−1⋯𝐴3𝐴2]

或
1

9
6S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁 + 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯ + 2(S𝐴1𝐴4⋯ + S𝐴2𝐴5⋯ + S𝐴3𝐴6⋯) + 2S𝐴1𝐴𝑁𝐴𝑁−1⋯𝐴3𝐴2]

=
1

9
[4S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁 + 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯) + 2S𝐴1𝐴4⋯]

或
1

9
4S𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁−1𝐴𝑁 + 4(S𝐴1𝐴3⋯ + S𝐴2𝐴4⋯ + 2(S𝐴1𝐴4⋯ + S𝐴2𝐴5⋯ + S𝐴3𝐴6⋯)]

故
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

或
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
。

陸、結論
一、奇數邊N(N ≥ 3)邊形A1A2A3⋯A𝑁−1A𝑁中，K為不在多邊形上的一點，將K點分別連接N個頂點，

得到N塊三角形∆A1KA2、∆A2KA3、⋯、∆A𝑁−1KA𝑁、∆A𝑁KA1，設G1、G2、 ⋯G𝑁−1、G𝑁依序為其重心，

則
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
]。而N = 3時，

𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟐
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑

=
𝟐

𝟗
+ −

𝟏

𝟗
=

𝟏

𝟗
。

二、偶數邊N(N ≥ 4)邊形A1A2A3⋯A𝑁−1A𝑁中，K為不在多邊形上的一點，將K點分別連接N個頂點，

得到N塊三角形∆A1KA2、∆A2KA3、⋯、∆A𝑁−1KA𝑁、∆A𝑁KA1，設G1、G2、⋯G𝑁−1、G𝑁依序為其重心，

則
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝑵−𝟏𝑮𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗
[
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝑵−𝟑𝑨𝑵−𝟏+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯𝑨𝑵−𝟐𝑨𝑵

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
]。而N = 4時，

𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
。

三、依序找奇數邊N(N ≥ 5)邊形A1A2⋯A𝑁中連續三點，得到N塊三角形∆A1A2A3、∆A2A3A4、⋯、

∆A𝑁−1A𝑁A1、A𝑁A1A2，設H1、H2、⋯H𝑁−1、H𝑁依序為其重心，

則
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

或
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
。

而N = 5時，
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

+
𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟐𝑨𝟓𝑨𝟑
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

=
𝟐

𝟗
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓𝑨𝟐𝑨𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

=
𝐒𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒𝑮𝟓
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓

。

可推得𝑺𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓 = 𝑺𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒𝑮𝟓。

四、依序找偶數邊N(N ≥ 4)邊形A1A2⋯A𝑁中連續三點，得到N塊三角形∆A1A2A3、∆A2A3A4、⋯、

∆A𝑁−1A𝑁A1、∆A𝑁A1A2，設H1、H2、⋯H𝑁−1、H𝑁依序為其重心，

則
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

或
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝑵−𝟏𝑯𝑵
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
+

𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒⋯+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟓⋯+𝑺𝑨𝟑𝑨𝟔⋯

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝑵−𝟏𝑨𝑵
。

而N = 4時，
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

+
𝟏

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟒𝑨𝟑𝑨𝟐
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗
× 𝟎 −

𝟏

𝟗
=

𝟏

𝟗
。

N = 6時，
𝐒𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒𝑯𝟓𝑯𝟔
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

=
𝟐

𝟗
+

𝟐

𝟗

𝑺𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟓+𝑺𝑨𝟐𝑨𝟒𝑨𝟔
𝑺𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓𝑨𝟔

。

柒、參考資料及其他
1. 許志農。高中數學第三冊第三章與第四冊第一章。103課綱。新北市：龍騰文化。
2. 梁勇能(93年9月)。梯形內一塊四邊形面積的探討。數學傳播28卷3期，中央研究院數學研究所，

P38~45。
3. 吳波(104年6月)。N對平行線猜想的證明。數學傳播39卷2期，中央研究院數學研究所，P94~96。
4. 連威翔(105年12月)。回響:兩個幾何問題的另解。數學傳播40卷4期，中央研究院數學研究所，

P63~70。
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