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摘要 
    n盞燈排成一列，最初將某些燈點亮，在每次操作，將上一次未亮且其旁邊僅有一盞燈

是亮著的燈點亮，並將原來亮的燈熄滅，欲找出一種亮燈方式，使得此n盞燈無論操作幾次，

至少存在一盞燈是亮著的。本作品旨在研究n個燈直線排列的循環性質，並把排列方式推廣

到環狀、矩陣及三維陣列。研究中我們發現一種特別的最短循環集型式，是由若干個全 0 子

狀態列去串接基本型 2 循環集，形成複合基本 2 循環集，進而找出所有排列大小的 2 循環集。

而「可逆性判斷法」與「 l 循環集建構法」可幫助我們探討各種循環集之存在性。最後，改

變操作規則為「將上一次未亮且其旁邊恰有 k 盞燈是亮著的燈點亮，其中 2,3, 4k  」。閃爍燈

的循環性質可應用在各類流量之自動調節系統的設計。 

 

壹、研究動機 

    第 23 屆環球城市數學競賽試題中，有一個關於閃爍燈問題：「將n盞燈排成一列，最初

將其中某些燈點亮，在以後的每次操作，將上一次未亮且其旁邊僅有一盞燈是亮著的燈點亮，

同時將原來已亮的燈熄滅。試問對什麼樣的n，可以找到一種亮燈的方式，使得無論操作幾

次，在每一次操作後，至少都有一盞燈是亮著的。」由於 n盞燈的亮燈方式共 2n 種，若 n盞

燈永不全滅，必定會產生循環。我們對於其循環性質感到好奇，便展開一連串的研究。 

 

貳、研究目的 

一、探討n個燈直線排列的循環性質。 

二、探討n個燈環狀排列的循環性質。 

三、探討 nm 個燈矩陣排列的循環性質。 

四、探討m n l  個燈三維陣列排列的循環性質。 

五、改變操作規則，並探討各種排列之循環性質。 

 

參、研究器材 

    紙、筆、電腦、C++ 

 

肆、研究過程 

文獻探討 

    這個題目乍看之下似乎與常見的點燈問題相關，但當我們深入研究後發現，點燈問題是

主觀的決定開關燈之目標與開關順序，然而閃爍燈問題是在固定開關燈規則下，客觀的全面

進行操作，因此一旦初始狀態列決定，其變換過程、順序與結果均已確定。故傳統點燈的解

題方式，皆不適用於這篇研究。而目前尚未有人對於閃爍燈問題有深入的探討。 

 

4 循環 

終止 
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名詞與符號定義： 

(一)狀態列P : 

  (1)直線狀態列 1 2( , , , )nP a a a  ： ia 為由左至右第 i個燈，稱狀態列P之元素。 

  (2)環狀狀態列 1 2( , , , )nP a a a  ： 1 2, , , na a a 為順時針圍成一圈之元素。 

  (3)矩陣狀態列

11 12 1

21 2

1

n

n

m mn

a a a
a a

P

a a

 
 
 
 
 
 


 

 
 

： ija 為位在第 i列第 j行之元素。 

   

  (4)三維陣列狀態列  1 2m n l lP V M M M   ： iM 為位在第 i層的m n 矩陣狀態列。 

(二)元素之狀態值：
0,
1,ia


 


燈為暗

燈為亮
     ( ija 定義同) 

(三)轉換函數 kT ：若燈為亮，則經操作變為暗；若燈為暗，且與之相鄰的燈恰有 k 個為亮，則 

                操作後變為亮，反之，仍為暗。即 

                

0 , 1
( ) 1 , 0 1

0 ,

i

k i i i

a
T a a a k


 



且與 相鄰之元素恰 個值為

其他

    ( ( )k ijT a 定義同) 

                ( ) 'kT P P ：狀態列P經轉換函數 kT 之操作後變為狀態列 'P 。 

(四)可逆狀態列：若狀態列P為可逆狀態列，則存在一狀態列Q使得 ( )kT Q P 。反之則為 

               不可逆狀態列。 

(五)終止狀態列：若狀態列P為終止狀態列，則 ( )kT P P 。 

(六) l循環：若 l為最小自然數使得狀態列P滿足 ( )k k k

l

T T T P P 
個

( 2)l  ，則稱P為一 l循

環狀態列，其中 l稱為狀態列P之循環長度。 

(七) l循環集：若一組狀態列 1 2, , , lP P P ( 2)l  ，滿足 1 1( ) ( 1, 2, , 1), ( )k i i k lT P P i l T P P    ， 

            則稱 1 2, , , lP P P 為一個 l循環集，其中 l為此循環集之長度。 

(八)最短循環集：所有循環集長度最短者，稱為最短循環集。 

(九) n
kH ：從 n種(每種至少 k 件)相異物中，可重複取 k 個組合數。其中 1n n k

k kH C   。定義 0 0kH  。 

(十)偶分割：將直線狀態列 1 2( , , , )nP a a a 分割成數個含偶數個元素之子狀態列，稱為偶分 

           割。例： (1,0,0,1)(1,0)(0,1,1,0,0,1) 為 (1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1)P 的一個偶分割。 

(十一)同型偶分割：若 1 2( )( ) ( )mX X X 與 1 2( )( ) ( )mY Y Y 分別為狀態列 1 2( , , , )na a a 與  

                 1 2( , , , )nb b b 之偶分割，若 iX 與 iY ( 1, 2, ,i m  )所含元素個數相同，則 

                 稱 1 2( )( ) ( )mX X X 與 1 2( )( ) ( )mY Y Y 為同型偶分割。 
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研究一: n個燈直線排列； 1T  

一、找出所有的終止狀態列： 

性質 1.1：直線狀態列中，全 0 狀態列為唯一之終止狀態列。 

【證明】存在性：顯然 1(0,0, ,0) (0,0, ,0)T   。 

   唯一性：假設一不全 0 狀態列 1 2( , , , )na a a ，使得 1 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nT a a a a a a   

令 1ia  ，則 1( ) 0iT a  ▓ 

二、找出一次操作後變換成終止狀態列的充要條件： 

性質 1.2：非全 0 直線狀態列中，一次操作後變全 0 狀態列的充分且必要條件為 

         1 在邊且 0 皆不相鄰(含全 1 狀態)。 

【證明】 

( ) 已知狀態列 1 2( , , , )na a a 中，1 在邊且 0 皆不相鄰，則每個 0 的兩旁均為 1， 

    由 1T 的轉換規則顯然得知 1( ) 0, 1iT a i n    ，故 1 1 2( , , , ) (0,0, ,0)nT a a a   。 

( ) 利用反證法證明，假設狀態列中存在 1 不在邊或 00 相鄰，會使得一次操作變全 0 狀態列 

   (1) 1 不在邊：型如 (0, _________)或 (_________,0)  

    由對稱性，不妨假設狀態列 1 2 1( , , , ), 0na a a a   

      1 2( , , , ) (0,0, ,0)na a a   ，故必存在一 2 i n  使得 1 2 1 0ia a a     且 1ia   

      1 1( ) 1iT a    ，即 1 1 2( , , , ) (0,0, ,0)nT a a a     

   (2) 1 在邊且存在 00 相鄰：型如 (1, ___,0,0, ___,1)  

      假設 1 2 1 1 1( , , , , , , ), 1, 0i i n n i ia a a a a a a a a      ，其中 2 2i n    

      故必存在一1 1j i   使得 1 1 0j i ia a a     且 1ja  1 1( ) 1jT a    

      即 1 1 2( , , , ) (0,0, ,0)nT a a a      

    由(1)(2)可證若一次操作後變全 0 狀態列，則 1 在邊且 0 皆不相鄰。▓ 

三、可逆性判斷法之研究： 

(一)11 在邊或 111 相鄰： 

性質 1.3：直線狀態列中，存在 11 在邊或 111 相鄰時，則為不可逆狀態列。 

【證明】 

  (1)11 在邊：型如 (1,1, __________)或 (__________,1,1)  

    由對稱性，不妨假設狀態列 1 2 1 2( , , , ), 1na a a a a   

    設存在一狀態列 1 2( , , , )nb b b 使得 1 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nT b b b a a a   

    1 1 1 2 1 2 1 1 1( ) 1, ( ) 1 0 ( ) 0 1T b T b b b T b a           故狀態列 (1,1, , )na 不可逆。 

  (2)11 不在邊且存在 111 相鄰：型如 (____111____)  

    假設狀態列 1 1 2 1 2( , , , , , , ), 1i i i n i i ia a a a a a a a       ，其中 2 3i n    

    設存在一狀態列 1 2( , , , )nb b b 使得   

    1 1 2 1 2 1 2 1, 2( , , , , , , , ) ( , , , , , , )i i i n i i i nT b b b b b b a a a a a a        

    1 1 1 1 2 1 2 1 1 1( ) ( ) ( ) 1 0 ( ) 0 1i i i i i i i iT b T b T b b b b T b a                  

    故狀態列 1( , ,1,1,1, , )na a  不可逆。▓ 
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(二)11 不在邊且 111 不相鄰 

    因為 111 不相鄰，故狀態列中的 1 至多 2 個相鄰，而若狀態列中存在 11 相鄰，則我們可

從兩個 1 間做分割，將狀態列分割成數個不含 11 相鄰之子狀態列，而這些子狀態列之變換互

相不影響，故可分別討論其可逆性，再合併起來判斷原始狀態列之可逆性。因此，我們只需

要針對無 11 相鄰之狀態列來討論即可。 

(1) 1________________1 型：   【因為 11 不在邊，故必為 10___________01 型式】 

   在研究的過程中，我們觀察到此型式之可逆性與其 1 的個數之奇偶性相關，結果如下：   

性質 1.4: 若直線狀態列型如

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

，當 t為偶數時，此狀態列可逆；當 t為奇 

         數時，此狀態列不可逆。 

【證明】 

  已知狀態列

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

共有 2 1t  個元素，其中共有 t個1與 ( 1)t  個 0  

  (1)當 t為偶數時，令 2t i ( i N )，即

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

共有 4 1i  個元素， 

    其中共有 2i個1與 (2 1)i  個 0  

    則 1(0,1,0,0,0,1,0,0, ,0,1,0,0,0,1,0) (1,0,1,0,1,0,1,0, ,1,0,1,0,1,0,1)T    

    故當 t為偶數時，狀態列

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

可逆。 

  (2)當 t為奇數時，令 2 1t i  (  0i N  )，即

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

共有 4 1i  個元素， 

    其中共有 2 1i  個1與 2i個 0  

    當 0i  時， 1t  ，狀態列 (1) 顯然不可逆 

    當 1i  時，假設狀態列

2 1 1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
i

個

可逆 

    則存在一狀態列 1 2 3 4 1( , , , , )ia a a a  使得 1 1 2 4 4 1( , , , , )i iT a a a a  
1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
i


2 +1個

 

    故可知 1

1 , 0 ,
( )

0 , 0 1 ,j j

j j
T a a

j j
 

   
 

當 為奇數 當 為奇數

當 為偶數 或 當 為偶數
 

    即

2 1

1 1 2 4 4 1 1 2 4 6 4 2 4( , , , , ) (0, ,0, ,0, , ,0, ,0, ,0)
i

i i i iT a a a a T a a a a a


  


 
個0 1

(1,0,1,0, ,1,0,1,0,1)
i

2 +1個

 

    顯然的 1 1( ) 1T a  且 1 0a    2 1a     

          1 3( ) 1T a  且 2 3 41, 0 0a a a     

          1 5( ) 1T a  且 4 5 60, 0 1a a a     

    依此類推可推得 4 2 41, 0( )k ka a k N     ，故 4 0ia   

    但 1 4 1( ) 1iT a   且 4 1 0ia   ，則 4 1ia    

    故當 t為奇數時，狀態列

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

不可逆。▓ 
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性質 1.5：若直線狀態列型如

1 2 1

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1)
t

t

m m m 


     

個

, ,1 1im N i t    ， 

         當 t為偶數時，此狀態列可逆；當 t為奇數時，此狀態列不可逆。 

         即狀態列

1 2 1

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0 ,0,1,0, ,0,1)
t

t

m m m 


     

個

與狀態列

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

之 

         可逆性相同。 

  【證明】 已知狀態列

1 2 1

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1)
t

t

m m m 


     

個

 

    (1)當 t為偶數時，類同性質 1.4， 

   
311 3 12 2 1

1

1(0, ,0, ,0, ,0, ,0,0, ,0) (1,0,1, , ,0,1,0, ,0,1,0, 0,1, ,0,1,0, ,0,1 0, ,0 1, ,1 1, ,1 1)
t t

t

m m mm mm m m

T
 




          

個

故當 t為偶數時，

1 2 1

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1)
t

t

m m m 


     

個

可逆。 

    (2)當 t為奇數時，由性質 1.4 知，狀態列

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0,1)
t


個

為不可逆 

欲證

1 1

1 2

1

(1,0, ,0 ,1,0, 0, ,0, ,0,1,0, 1,0, ,,0 0,1 ), 1
i tm

t

m m
l l




    

 



個

共 項 共 項

皆不可逆(其中 , 1 1im N i t     ) 

   設當 im m ( 2)m  時可逆，即狀態列型如    

   
1 1 1 2 1 2

1 2

1 2 3 ( 1) ( 2)( , , , , , ,1,0, ,0,1 , , )l l m l l m l l m

l lm

a a a a a a        
 

  
個

可逆 

即存在一狀態列
1 1 1 21

1 2

11 2 ( 3)( ) 2)1 2 (( , , , , , ,, , ),l l m l l ml l m

l l

b b b b bb b        
 

  使得   

   
1 1 1 2

1 2

1 11 ( 2)1 1 2 ( 3) ( 2)( , , , , , ,, , , )l l m l l

l

l l m m

l

T b b b b bb b         
 

      

                             
1 1 1 2 1 2

1 2

1 2 ( 3) ( 1) ( 2)( , , , , , ,1,0, ,0,1 , , )l l m l l m l l m

lml

a a a a a a        
 

  

   子狀態列
1 11 ( 2)( , , )l l mb b   滿足

1 11 1 ( 2)( , , ) (1,0, ,0 ,1)l l m
m

T b b      

    故
1 11 ( 2)

2

( , , ) (0,0, ,0,0)l l m
m

b b  



  或 

                     
1 13

2

(0,1, , , ,1,0)l l m

m

b b 






，其中
1 13

2

( , , )l l m

m

b b 






為一 0 不相鄰之狀態列 
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                     (若 2m  時，
1 1 1 11 2 3 4( , , , ) (0,1,1,0)l l l lb b b b     ) 

  【註：當 1i  或 1i t  時，
1 11 ( 2)

2

( , , ) (0,0, ,0,0)l l m
m

b b  



  】 

   ○1 若
1 11 ( 2)

2

( , , ) (0,0, ,0,0)l l m
m

b b  



  ，則 

     
1

1

1 1 2 0,, , 0( , ,l

l

T b b b
 1 1 2 1

2

2

1 2

( 3) ( 1) ( 2),0, , ,, , , )0
l

l m l l l

lb
m l mb b b



        
 

                                                    

                       
1

1

1 2 1,, 0( , , ,l

l

a a a
 1 1 2 1

2

2

1 2

( 3) ( 1) ( 2), , ,, ,0,1 , )
l

l m l l m l l m
a l

a a a


       



   

     【註：
1 11 2 1 2( , , , ) ( , , , )l lT b b b a a a  ；    

          
1 1 2 1 2 1 1 2 1 21 ( 3) ( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( 2)( , , , ) ( , , , )l m l l m l l m l m l l m l l mT b b b a a a                  

       之變換不受刪除
1 11 2 2( )l lT b a  而影響】 

       ○2  若
1 11 ( 2)( , , )l l mb b   

1 13

2

(0,1, , , ,1,0)l l m

m

b b 






，其中
1 13

2

( , , )l l m

m

b b 






為一 0 不相鄰之子  

          狀態列，則
1 3( lb  1 14

3

, , )l l m

m

b b 






也會是一 0 不相鄰之子狀態列， 

       故
1

1

1 31 1 2 0,, , 1( , , ,l

l

lT b bb b 
 1 1

2

1 21 2 14

3

( 3) ( 1) ( 2),0, , ,, , , ,1 , )l m ll l l m l l m

l

m

m

b b b b b       



 



  

 

                       
1

1

1 2 1,0( , , ,, 0, l

l

a a a
 1 1 2 1 2

2

3 ( 1) ( 2

2

), ,, ,0,1 , , )l m l l m l l m

lm

a a a    



  





 

       (若 2m  ，則
1

1

1 1 2 0,, , 1( , ,l

l

T b b b
 

2

2

1

1 1 2 1

2

5 3 4, , ,,0 ), ,1
lb

l l l l l

l

b b b


     


     

                                     
1

1

1 2 1,, 0( , , ,l

l

a a a
  1 1 2

21

1 2

2

5 3 4, , ,, ), ,0 1
l

l l l l l
b l

a a a


    


) 

     由○1 ○2 知狀態列
1 1 1 2 1 2

1 2

1 2 3 ( 1) ( 2)
1

( , , , ,1, 0, ,0 ,1, , , , )l l m l l m l l m
ml l

a a a a a a       



   
可逆 

由以上證明知，當 ( 2)im m m  時狀態列為可逆，則 1im m  時狀態列也是可逆。 
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因此若

1 2 1

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1)
t

t

m m m 


     

個

為可逆，對於每個 im 均可遞減 0 之個數得

1

(1,0,1,0,1,0 ,1,0,1)
t


個

也是可逆狀態列  

   故當 t為奇數時，

1 1

1

(1,0, ,0 ,1,0, ,0,1,0, ,0 ,1,0 ,0,1,0, ,0 ,1)
i t

t

m m m 


      

個

不可逆。▓ 

(2) 1________________0 型： 

性質 1.6: 若直線狀態列型如

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

， ,1im N i t   ，則 

         皆為可逆狀態列。即狀態列

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

與狀態列

1

(1,0,1,0,1,0, ,1,0)
t


個

之可逆性相同。 

【證明】 
(1)當 t為奇數時， 

   
1 3 12 1 32 1

1

1(0, ,0, ,0, ,0, , ,0, ) (1,0, ,0,1,0, ,1, ,1 0, ,0 1, 1 0 0,1,0, 0,1,, ,0 1, ,1 ,0, ,0,1,0, ,0)
t t ttm m mm m

t

mm m m m

T





                

個

(2)當 t為偶數時， 

   
1 32 11 2 3 1

1

1(0, ,0, ,0, ,0, , ,0, ) (1,0, 0,1,0, ,0,1,0, ,0,1 ,0, ,0,11, ,1 0, ,0 1, ,1 1, ,1 0, ,0 ,0, ,0)
t t t t

t

m m mm m mm m m m

T





             

個

故直線狀態列型如

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

皆可逆。▓ 

(3) 0________________0 型： 

性質 1.7: 若直線狀態列型如

1 2 1

1

(0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m 


     

個

， ,1 1im N i t+   ，則 

         皆為可逆狀態列。即狀態列

1 2 1

1

(0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m 


     

個

與狀態列    

         

1

(0,1,0,1,0, ,1,0)
t


個

之可逆性相同。 

【證明】 
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(1)當 t為奇數時， 

    
311 3 12 21

1

1( ,0, ,0, ,0, , ,0, ) (0, ,0,1,0, ,0,1,0, 0,1, ,0, ,0,11, ,1 0, ,0 1, ,0, ,0),1 1, ,1 0 ,0
t t t t

t

mm m m mm m m mm

T





              

個

 

(2)當 t為偶數時， 

  
1 21 13 312

1

1( ,0, ,0, ,0, , ,0, ) (0, ,0,1,1 0, ,0,1,0,, ,1 0, ,0 1, 1 0, ,0 ,0,1, ,0, ,0,1,0, ,1, 0)1
tt t t

t

m m m mm mm mm m

T





                

個

 

故直線狀態列型如

1 2 1

1

(0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m 


     

個

皆為可逆狀態列。▓ 

直線狀態列可逆性判斷法： 

步驟一：若為 11 在邊或 111 相鄰時，則不可逆，否則進行步驟二。 
步驟二：將狀態列中 11 相鄰處，由兩個 1 間分割成數個無 11 相鄰的子狀態列。 
步驟三：針對每個子狀態列依照性質 1.5~性質 1.7 分別判斷其可逆性，若皆可逆，則原始狀 

        態列可逆；反之，則不可逆。 

【例】判斷狀態列 (1,0,0,1,0,0,0,1,0, 1,1 ,0,1,0,0,0, 1,1 ,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0)P  之可逆性 

      步驟二：分割成 (1,0,0,1,0,0,0,1,0,1)(1,0,1,0,0,0,1)(1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0)P   
      步驟三：由性質 1.5 與性質 1.6 知 (1,0,0,1,0,0,0,1,0,1) 可逆； (1,0,1,0,0,0,1) 不可逆；

(1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0) 可逆，故狀態列P不可逆。 
 
四、找出直線狀態列中，最短循環集長度，以及所有最短循環集個數。 

註：為討論方便，以下 2 循環集 1 2 1 2( , , , ), ( , , , )n na a a b b b  以 1 2

1 2

n

n

a a a
b b b
 
 
 




型式呈現。 

(1) 當 1n  ，顯然無論是  1 或  0 皆不可能產生循環狀態。 

(2) 當 2n  ，循環集只有 (1,0) , (0,1)  

(3) 當 3n  ， (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0) 皆無法產生循環。 

(4) 當 4n  ，若 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ), ( , , , )a a a a b b b b 為一 2 循環集，即 

            1 1( ) , ( ) , 1, 2,3,4i i i iT a b T b a i   ， 
            已知 1 1(1) 0, (0) 0T T  或1，故數對 ( , )i ia b  (0,0) 或 (1,0) 或 (0,1) 

            若 1 1 0a b  ，令 i為最小自然數使得 1ia  ， j為最小自然數使得 1jb  ， 

            不妨假設 i j ，則 1 1 1( ) 1i iT a b     

            故 1 1( , )a b  (1,0) 或 (0,1)，不失一般性，令 1 1 2 2( , ) (1,0) ( , ) (0,1)a b a b    

            又 1 2 2 1( ) , 1T a b a  ， 3 0a  ，則 3b  0 或 1 
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            即 1 2 3 4

1 2 3 4

a a a a
b b b b
 

 
 

1 0 0

0 1 0 /1

 
  
 

 

            ○1 若 3 0b  ，則 4 40, 1a b   

              即 1 2 3 4

1 2 3 4

a a a a
b b b b
 

 
 

1 0 0 0
0 1 0 1
 

 
 

          

            ○2 若 3 1b  ，則 4 41, 0a b             

              即 1 2 3 4

1 2 3 4

a a a a
b b b b
 

 
 

1 0 0 1
0 1 1 0
 
 
 

 

            由以上討論知， 4n  時的最短循環集只有 (1,0,0,1), (0,1,1,0) ，共 1 個。      

(5) 當 5n  ，若 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5( , , , , ), ( , , , , )a a a a a b b b b b 為一 2 循環集，即 

            1 1( ) , ( ) , 1, 2,3, 4,5i i i iT a b T b a i   ， 
            同 4n  之討論過程，不失一般性，可令 1 1 2 2( , ) (1,0) ( , ) (0,1)a b a b    

            又 1 2 2 1( ) , 1T a b a  ， 3 0a  ，則 3 0b   或 1 

            即 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

a a a a a
b b b b b
 

 
 

1 0 0

0 1 0 /1

 
  
 

 

           ○1 若 3 0b  ，則 4 4 5 50, 1 1, 0a b a b      

            即 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

a a a a a
b b b b b
 

 
 

1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
 
 
 

 

           ○2 若 3 1b  ，則 4 4 51, 0 0a b b     

            1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

a a a a a
b b b b b
 

 
 

1 0 0 1
0 1 1 0 0

 
  
 

 

            但無論 5 0a  或1皆無法形成 2 循環集  

            由以上討論知， 5n  時的最短循環集只有 (1,0,0,0,1), (0,1,0,1,0) ，共 1 個。        

    依此討論方法必可將所有 n值之所有最短循環集找出，結論整理於後。 
性質 1.8：已知 P為 n個元素的直線狀態列，在 1T 作用下，當 n N 且 1,3n  時，其最短循 

         環集長度為 2。當 1,3n  時，不存在任何循環狀態列。 

【證明】 
   (1)顯然， 1,3n  不存在任何循環集。 

   (2) 1,3n   
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      ○1 當 n為偶數，則存在一 2 循環集 (1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1, ), (0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0, )     

      ○2 當 n為奇數，則存在一 2 循環集 (0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1, ), (1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0, )  ▓ 

    而我們也觀察到，直線狀態列所有的 2 循環集都有很特別的規律，為了描述它們的形式，

我們先定義兩個重要的名詞。 

定義 1.9：已知直線狀態列  1 2, , , tP a a a  ，定義直線基本型 2 循環集為： t為偶數且 

         (1)當 2t  ，型如   1,0 , (0,1)  

(2)當 4 ( )t r r N  ， 型如     1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1 , 0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0   

         (3)當 4 2( )t r r N   )，型如     1,0,0,1, ,1,0,0,1,1,0 , 0,1,1,0, ,0,1,1,0,0,1         

 

定義 1.10：已知直線狀態列  1 2, , , nP a a a  ， 1,3n  ，定義直線複合基本 2 循環集型如： 

         

0 0

1 2 1 1 2 1( 0 0 0 0 ), ( 0 0 0 0 )
i im X m Y

m m m mX X X X Y Y Y Y 

  
 
  

 
 

由 個 連接 由 個 連接

，  

          當 n為偶數時，  22 ' ( ' , ' 0 )
6

nm t t t N
     (若 ' 0t  ，則型如 1 1( ), ( )X Y )   

     當 n為奇數時，  52 ' 1 ( ' , ' 0 )
6
nm t t t N

     ，其中 ( ), ( )i iX Y 為一組 

     直線基本型 2 循環集且每個連接 iX 、 iY 的 0 左右需同時銜接1或 0 。        

 

性質 1.11：已知 P為 n個元素的直線狀態列， 1,3n  ，所有的 2 循環集必型如直線複合基 

          本 2 循環集。 

【證明】 

設 1 2 1 2( , , , ), ( , , , )n na a a b b b  為一 2 循環集，我們分 0m  與 0m  兩類型討論其存在性。 

1. 0m    （即  , , (0,0)i ii N a b   ） 

  由 p8.之討論知，不妨令 1 1( , ) (1,0)a b  ，則 2 2 3( , ) (0,1) 0a b a   ，即 

  1

3 3

2 3

1 2

1 0

0

0

1
nn

n n

aa a a a
b b b b bb

  
        


 

， 

  由於 3 3( , ) (0,0)a b  ，故 3 3( , ) (0,1)a b    依此類推 4 4 5 5( , ) (1,0),( , ) (1,0)a b a b    可得    

  4 4( , ) (1,0)k ka b  、 4 1 4 1( , ) (1,0)k ka b   、 4 2 4 2( , ) (0,1)k ka b   、 4 3 4 3( , ) (0,1)k ka b    
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  (1)若 n為奇數，則 1 2 1 2

1 2 1 2

1

1

0 0
1 1

n n

n n

a a a a
b b b b

a a
b b





   
   
  

 
 

或 1 2

1 2

1 1
0 0

a a
b b
 

 
 




 

故當 n為奇數時，不存在 0m  此型的 2 循環集。 

  (2)若 n為偶數，  

  (Ⅰ)當 2n  時， 1 2

1 2

1 0
0 1

a a
b b
   

   
  

 

  (Ⅱ)設當 2 ( )n t t N  時，存在一 2 循環集 1 2 3 2

1 2 3 2

1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0

t

t

a a a a
b b b b
   

   
  

 
 

 

     則當 2( 1)n t  時，   

    1 2 3 2 2 1 2 2

1 2 3 2 2 1 2 2

1 0 0 1 1 0

0 1 1 0 0 1
t t t

t t t

a a a a a a
b b b b b b

 

 

  
        

 
 

 ( )a  

                               或 
1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 0

 
   




( )b  

    當為 ( )a 時， 2 1 2 2

2 1 2 2

0 1
1 0

t t

t t

a a
b b

 

 

   
   
  

；當為 ( )b 時， 2 1 2 2

2 1 2 2

1 0
0 1

t t

t t

a a
b b

 

 

   
   
  

。 

   由(Ⅰ) (Ⅱ)以及數學歸納法知，當n為偶數且 0m  時，2 循環集必型如 1 1( ), ( )X Y 。 

2. 0m   （即  ( , ) (0,0)i ii N a b    ） 

  (Ⅰ)由 p8.討論， 1,3n  時，不存在任何循環集 

   2n  時，唯一之 2 循環集為
1 0
0 1
 
 
 

      (為 0m  之型式) 

   4n  時，唯一之 2 循環集為
1 0 0 1
0 1 1 0
 
 
 

    (為 0m  之型式) 

   5n  時，唯一之 2 循環集為
1 0 0 1
0 1 1

0
0 0

 
 
 

    (為 1m  之型式) 

   5n  且 0m  時，2 循環集必型如

 
0
0

p q 
 
 
  
 

 
 

個元素 個元素

，而每個0 左右需同時銜接 1 或 0，且
0
0
 
 
 

 

   的左右可視為兩組分別具有 ,p q個元素的 2 循環集。又
0
0
 
 
 

左右皆不可放
0
0
 
 
 

，因此必型 

   如 
0 1 1 0
1 0 0

0
0 1

p q 
 
 
 
 
 

 
 
 

個元素 個元素

。 

6n  時， 5p q  ，正整數解為 ( , ) (1, 4), (2,3), (3, 2), (4,1)p q  皆無法分割成兩個 2 循環集。 

   7n  時， 6p q  ，其中二組正整數解 ( , ) (2,4), (4, 2)p q  為可分割解，即有兩個 2 循環 
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   集
1 0 0 1 1 0
0 1 1

0
0 0 0 1

 
 
 

、
1 0 0 1 1 0
0 1 1 0

0
0 0 1

 
 
 

 

  (Ⅱ)設7 n t  時，若 0m  ，2 循環集型如

0

1 2 1

1 2 1

0 0 0 0
0 0 0 0

m

m m

m m

X X X X
Y Y Y Y





 
 
 
  
 





個

 

當 n為偶數時，m為偶數；而當 n為奇數時，m為奇數，其中 ( ), ( )i iX Y 為一組直線基 

本型 2 循環集且每個連接 iX 、 iY 的 0 左右需同時銜接1或 0   

     則當 1n t  時，若 2 循環集型如

 
0
0

p q 
 
 
  
 

 
 

個元素 個元素

，則 p q t  ， 

a.若 n為偶數， p q t  為奇數，不妨假設 p為奇數， q為偶數，則左方為 p個元素的

2 循環集，由奇數個
0
0

連接所有的 i

i

X
Y

，而右方為 q個元素的 2 循環集，由偶數個
0
0

連

接所有 i

i

X
Y

，故 1n t  時，2 循環集為由偶數個
0
0

連接所有的 i

i

X
Y

。 

b.若 n為奇數， 1p q t   為偶數，則 ,p q皆為偶數或皆為奇數。若 ,p q皆偶數，則左 

   方為 p個元素的 2 循環集，由偶數個
0
0

連接所有的 i

i

X
Y

；而右方為 q個元素的 2 循環 

   集，亦由偶數個
0
0

連接所有 i

i

X
Y

，故 1n t  時，2 循環集為由奇數個
0
0

連接所 

   有的 i

i

X
Y

。同理可證 ,p q皆為奇數之情形，。 

      由(Ⅰ) (Ⅱ)與第二數學歸納法可得證。▓ 

討論  事實上，若定義 1.10 中的 ( ), ( )i iX Y 為一組直線基本型 2 循環集，且每個連接 iX 、 iY 的    

      0 左右需同時銜接1或 0 ，則     1 2 1mX X X  為狀態列
( )

(1,0,0,1,1,0,0,1, )
n m


個

的偶分割， 

    1 2 1mY Y Y  為狀態列
( )

(0,1,1,0,0,1,1,0, )
n m


個

與     1 2 1mX X X  的同型偶分割。 

討論  如何計算n個元素的直線狀態列共有幾個最短循環集呢? 

【例】以 10n  為例，由定義 1.10 與性質 1.11 知，因
10 2 4' ' 0,1

6 3
t t
    0,2m  ，故

它有兩類型式的 2 循環集，即 1 1,X Y 與 1 2 3 1 2 3( 0 0 ) , ( 0 0 )X X X Y Y Y 。第一類

型式只有 1 種，而第二類型式的個數，即為 (1,0,0,1,1,0,0,1)之偶分割方法數。可令子狀態列
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1 2 3, ,X X X 之長度分別為 1 2 3, ,x x x ，故可視為方程式 1 2 3 8x x x   的正偶數解之個數，即

1 2 3' ' ' 4x x x   之正整數解之個數，共 3
1 3H  個，事實上 1 2 3( , , ) (2,2,4), (2, 4, 2), (4, 2, 2)x x x  。

故  10n 時，共有 4 個 2 循環集，分別為： 

 (1,0,0,1,1,0,0,1,1,0), (0,1,1,0,0,1,1,0,0,1) 、 (1,0, ,0,1, ,1,0,0,1),(0,1, ,1,0, ,0,1,0 0 0 0 1,0)  

 (1,0, ,0,1,1,0, ,0,1),(0,1, ,1,0,0,1, ,0 0 0 0 1,0) 、 (1,0,0,1, ,1,0, ,0,1),0 0 0(0,1,1,0, ,0,1, ,0 1,0) 。 

性質 1.12：若直線狀態列 1 2( , , , )nP a a a  可化為

0

1 2 1( 0 0 0 0 )
im X

m mX X X X 




由 個 連接

型          

式，
20

3
nm 

  ，且 n m 為偶數，其中     1 2 1mX X X  為狀態列

( )

(1,0,0,1,1,0,0,1, )
n m


個

的偶分割之方法數為 1
3 2
2

m
n mH 
  。 

【證明】 

        設 iX 為含有 ix 個元素的子狀態列， 

        欲求 1 2 1mx x x n m     的正偶數解之個數， 

        即 1 2 1' ' '
2m

n mx x x 


    的正整數解之個數為 1 1
3 2( 1)

2 2

m m
n m n mm

H H 
  

 
 。▓ 

性質 1.13：已知 P為 n個元素的直線狀態列，則 

          (1)若 n 為偶數，則共有

2
6

2 1
6 2

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個最短循環集。 

(2)若 n為奇數，則共有

5
6

2 2
6 5

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個最短循環集。 

【證明】 

    若 n 為偶數，由定義 1.10 知，
2 2 2' ' 0,1,2, , 0, 2, 4, , 2

6 6 6
n n nt t m               

   

    令
22 (0 )

6
nm i i       

，由性質 1.11 與性質 1.12 知，共有

2
6

2 1
6 2

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個 2 循環集。 

    同理可證得若 n為奇數，則共有

5
6

2 2
6 5

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個 2 循環集。▓ 

五、 l循環集建構法： 

    利用「 l循環集建構法」，可以幫助我們探討各種循環集的存在性。同時，我們也觀察到，

l循環集也具有以 0 串接「基本型 l循環集」而成「複合基本 l循環集」的特性。因版面有限，

我們將內容置於研究日誌。 
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研究二: n個燈環狀排列； 1T  

一、找出所有的終止狀態列： 

性質 2.1：環狀狀態列中，全 0 狀態列為環狀狀態列唯一之終止狀態列。 

【證明】 類同性質 1.1，證明略。 
二、找出一次操作後變換成終止狀態列的充要條件： 

性質 2.2：非全 0 環狀狀態列中，一次操作後變全 0 狀態列的充分且必要條件為 0 皆不相鄰 

         (含全 1 狀態)。 

【證明】 類同性質 1.2，證明略。 
 

三、可逆性判斷法之研究： 

在探討環狀狀態列之可逆性時，因已排除全 0 或全 1 的狀態列，因此我們僅需討論同時

含有 0 與 1 之狀態列，不失一般性，我們可假設所有被討論的狀態列P皆為 (1_________ 0) 型。

由於環狀狀態列的討論過程和直線狀態列相似，故相關證明省略。 

(一)111 相鄰： 

性質 2.3：環狀狀態列中，存在 111 相鄰時，則為不可逆狀態列。 

【證明】 類同性質 1.3，證明略。 
(二)111 不相鄰 (可將狀態列分割成數個不含 11 相鄰之子狀態列來討論) 

性質 2.4: 若狀態列型如

1

(1,0,1,0, ,1,0)
t


個

，當 t為偶數時，此狀態列可逆；當 t為奇數時， 

        此狀態列不可逆。 

【證明】 類同性質 1.4，證明略。 

性質 2.5: 若狀態列型如

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

， ,1im N i t   ，當 t為偶數時，

此狀態列可逆；當 t為奇數時，此狀態列不可逆。 即狀態列

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

與狀態列

1

(1,0,1,0, ,1,0)
t


個

之可逆性相同。 

【證明】 類同性質 1.5，證明略。 

環狀狀態列可逆性判斷法： 

步驟一：若存在 111 相鄰時，則不可逆，否則進行步驟二。 
步驟二：若狀態列完全無 11 相鄰處，則判斷法如性質 2.5。但若有 11 相鄰處，則由兩個 1 

        間分割成數個無 11 相鄰的子狀態列，事實上所分割成的子狀態列皆為 

        (1________1) 型式的直線狀態列。 
步驟三：針對每個子狀態列依照性質 1.5 分別判斷其可逆性，若皆可逆，則原始狀態列可逆；

反之，則不可逆。 
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【例】判斷狀態列 1 ,0,1,0,0,1,0,0,1 1,0, 1,,0,0,0,1,0,1, 1 ,0,0,0,0,1 0( ),0,P  之可逆性 

      步驟二：分割成 1,0,0,0,0,1,0,0,11,0,1,0,0,1,0, ,0,0,1,0,0,0,1( ,) 1( )1 0,P   
      步驟三：由性質 1.5 知 (1,0,1,0,0,1,0,1) 與 (1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1) 皆可逆，故

狀態列P可逆。 
四、找出環狀狀態列中，最短循環集長度，以及所有最短循環集個數。 

    環狀狀態列中，找尋最短循環集的過程與直線排列非常類似，因此在此不贅述，僅將結

論整理於後。 
性質 2.6：已知P為 n個元素的環狀狀態列，在 1T 作用下，當 n N 且 1, 2,3,7n  時，其最短 

         循環集長度為 2。當 1, 2,3,7n  時，不存在任何循環狀態列。 

【證明】 
    (1)顯然， 1, 2,3n  不存在任何循環集。 

    (2)當 7n  ,由性質 2.2 與性質 2.3 知，0 皆不相鄰或存在 111 相鄰的情形皆不可能為循環狀 

      態列，因此，只剩下 9 種情形： 

○1 4 個 1： (1,1,0,1,1,0,0)  

○2 3 個 1： (1,1,0,1,0,0,0) 、 (1,1,0,0,1,0,0) 、 (1,1,0,0,0,1,0) 、 (1,0,1,0,1,0,0)  

○3 2 個 1： (1,1,0,0,0,0,0) 、 (1,0,0,0,0,1,0) 、 (1,0,0,0,1,0,0)  

○4 1 個 1： (1,0,0,0,0,0,0)  

      其中，依照環狀狀態列可逆性判斷法又可刪除 

      (1,1,0,1,0,0,0) 、 (1,1,0,0,1,0,0) 、 (1,1,0,0,0,1,0) 、 (1,0,1,0,1,0,0) 、 (1,0,0,0,0,0,0)  

 而剩餘 4 個狀態列最終都會轉換到 (0,0,0,0,0,0,0) ，故不存在任何循環集。 

   (3) 1, 2,3,7n  ， n N  

    ○1 當 0(mod 4)n  ，存在 2 循環集 (1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1), (0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0)   

    ○2 當 1(mod 4)n  ，存在 2 循環集 (0,1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1), (0,0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0)   

    ○3 當 2(mod 4)n  存在 2 循環集    

             (0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0,0,1), (0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1,1,0)   

    ○4 當 3(mod 4), 11n n  ，存在 2 循環集 

       (0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1), (0,0,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0)   

        故當 n N 且 1, 2,3,7n  時，最短循環集長度為 2。▓ 
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    同樣的，環狀狀態列所有的 2 循環集的型式與直線狀態列有共同的特性，都是以 0 去串

接「基本型 2 循環集」而成「複合基本 2 循環集」。描述如下： 

 

定義 2.7：已知環狀狀態列 1 2( , , , )nP a a a  ， 1, 2,3,7n  ，定義環狀複合基本 2 循環集 

   型如：

0 0

1 2 1 1 2 1(0 0 0 0 ), (0 0 0 0 )
i im X m Y

m m m mX X X X Y Y Y Y 

 
 
 
  

 
 

由 個 連接 由 個 連接

 

     (1)當 0(mod 4),n n N  時， 4 'm t ，  ( ' , ' 0 )
12
nt t N    (若 ' 0t  ，則型如 1 1( ), ( )X Y ) 

     (2)當 1(mod 4),n n N  ， 4 ' 1m t  ，  3( ' , ' 0 )
12
nt t N

    

     (3)當 2(mod 4),n n N  ， 4 ' 2m t  ，  6( ' , ' 0 )
12
nt t N

    

     (4)當 3(mod 4), , 11n n N n   ， 4 ' 3m t  ，  9( ' , ' 0 )
12
nt t N

     

其中 ( ), ( )i iX Y 為一組直線基本型 2 循環集且每個連接 iX、 iY 的 0 兩側需同時銜接1或 0。 

 

性質 2.8：已知 P為 n個元素的環狀狀態列， 1, 2,3,7n  ，所有的 2 循環集必型如環狀複合 

基本 2 循環集。 

【證明】因版面有限，置於研究日誌。 

 

【例】以 10n  為例，由定義 2.7 知，因
10 6 1' ' 0 2

12 3
t t m
      ，故其 2 循環集為

 1 2 1 2(0 0 ), (0 0 )X X Y Y 型式，其個數為 (1,0,0,1,1,0,0,1)之偶分割方法數。可令

子狀態列 1 2,X X 之長度分別為 1 2,x x ，故可視為方程式 1 2 8x x  的正偶數解之個數，即

1 2' ' 4x x  之正整數解之個數，共 2
2 3H  個，得到 1 2( , ) (2,6), (4, 4), (6,2)x x  。然而

1 2( , ) (2,6), (6, 2)x x  兩種情形在環狀狀態列中是同型的，因此事實上只有

1 2( , ) (2,6), (4, 4)x x  兩組相異解。即 ( ,1,0, ,0,1,1,0,0,1) , ( ,0,1, ,1,0,0,1,0 0 0 0 1,0) 、

 ( ,1,0,0,1, ,1,0,0,1) , ( ,0,1,1,0, ,0,1,0 0 0 0 1,0) 。然而，若要一一考量旋轉後是否為同型解，

情況太過複雜，因此性質 2.9 與性質 2.10 的公式僅呈現不刪除旋轉同型解的情形。 
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性質 2.9：若環狀狀態列 1 2( , , , )nP a a a  可化為

0

1 2 1(0 0 0 0 )
im X

m mX X X X




由 個 連接

         

型式， 0
3
nm  ，且 n m 為偶數，其中     1 2 mX X X 為狀態列

( )

(1,0,0,1,1,0,0,1, )
n m


個

的偶分割之方法數為 3
2

m
n mH  。 

【證明】 

設 iX 為含有 ix 個元素的子狀態列， 

        欲求 1 2 mx x x n m     的正偶數解之個數， 

        即 1 2' ' '
2m

n mx x x 
    的正整數解之個數為 3

2 2

m m
n m n mm

H H 

 。■ 

 

性質 2.10：已知 P為 n個元素的環狀狀態列，在不考慮旋轉同型解的情況下， 

          (1)若 0(mod 4),n n N  ，則共有
12

4
12

0 2

n

i
n i

i
H

 
  



 個最短循環集。 

(2)若 1(mod 4),n n N  ，則共有

3
12

4 1
12 3

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個最短循環集。 

(3)若 2(mod 4),n n N  ，則共有

6
12

4 2
12 6

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個最短循環集。 

(4)若 3(mod 4), , 11n n N n   ，則共有

9
12

4 3
12 9

0 2

n

i
n i

i
H

 
  


 


 個最短循環集。 

【證明】 

    若 0(mod 4),n n N  ，由定義 2.7 知， ' ' 0,1,2, , 0, 4,8, , 4
12 12 12
n n nt t m             

   

    令 4 (0 )
12
nm i i       

，由性質 2.8 與性質 2.9 知，共有
12

4
12

0 2

n

i
n i

i
H

 
  



 個 2 循環集。 

    同理可證(2)(3)(4)。■ 

 

 

研究三:m n 個燈矩陣排列； 1T  
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    在研究三中，我們將燈的排列方式改成矩陣狀態列

11 12 1

21 22 2

1

n

n

m mn m n

a a a
a a a

P

a a


 
 
 
 
 
 




 
 

，共m n 個

燈，想找出其最短循環集長度。首先，我們先針對 2 n 的矩陣狀態列研究，發現令人驚喜的

結果，其所有的 2 循環集的型式與直線、環狀狀態列相同，也具有以全 0 子狀態列去串接 

「基本型 2 循環集」而成「複合基本 2 循環集」的特性，介紹如下： 

 

定義 3.1：已知矩陣狀態列 11 12 1

21 22 2 2

t

t t

a a a
P

a a a


 
  
 




，定義基本型 2 循環集為： t為偶數且 

         (1)當 2t  ，型如
1 0 0 1

,
1 0 0 1

    
    
    

 

(2)當 4 ( )t r r N  ， 型如

1 2 1

1 2 3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0
, ' ' ' '

0 0 0 0 0 0 0 0

r

r

M M M

M M M M



  
  
 
 
  
    




 

(3)當 4 2( )t r r N   )，型如

1 2

1 2 3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
,

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1
' ' ' '

0 0 0 0 0 0 0 1

r

r

M M M

M M M M

  
  
  
 
  
    




 

        其中 11 12

21 22

( ) ( )
( ) ( )

i i
i

i i

m m
M

m m
 

  
 

, 1, 2,i r  ，滿足  1 2 2iT M O  , 12

22

( ) 1
( ) 1

r

r

m
m

   
   
  

 

        ； 'iM 則為其相對應循環子狀態列，滿足  1 2 2'iT M O  。 

【註】令
   
   

1

1

12

2

1

2 2

'
'

'
'
'

i

i

i

i
i m

m
m

m
M

 
  
 

， 1 11
1

1 2

1 12

11 22

( )
(

( )
() )

i

i

i
i

i

m
m

m
M

m







 
  
 

、 11 2

221

1

2

(
( ))

)( )
(

i

i i

i
i

m
m

m
M

m
 

  
 

 

      若 'iM 為相對應循環子狀態列，意指
 
 

 
 

1 12 11

1 22 21

'
'

i i

i i

m m
m m





   
   

   
且

 
 

 
 

12 11

22 21

'
'
i i

i i

m m
m m

   
   

   
。 

      特別的是，
 
 

1 11

1 21

'1
'1

m
m

  
   

   
且

 
 

12

22

' 1
' 1

r

r

m
m

   
   
  

。 
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【例 1】如何尋找 2 8 的基本型 2 循環集？ 

      8 2t r    型如 1 1 2

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
, ' '

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
M M M

    
    
    

   

      其中 1

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1
, , , , , ,

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0
M

              
              

              
 

      以 1

1 1
0 1

M  
  
 

為例， 1 2

1 1 1 1
' , '

1 0 1 1
M M   

    
   

 

      故
1 1
1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
,

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 1
0 0 1 0

     
    
        

為一組基本型 2 循環集。 

    接著，我們要利用定義 3.1 中的基本型 2 循環集建構 2 n 之矩陣狀態列所有的 2 循環集。

結論整理於性質 3.2。 

 

性質 3.2：已知矩陣狀態列 11 12 1

21 22 2 2

n

n n

a a a
P

a a a


 
  
 




，則其所有最短循環集有兩型： 

         第一型： 1 2

1 2

0 0 0
,

0 0 0
n

n

a a a
a a a

    
   
     




，其中    1 1 2, , , 0,0, ,0nT a a a    

，即  1 2, , , na a a 為一 1 在邊且 0 皆不相鄰之非全 0 直線狀態列。 

         第二型： ( 1,3)n  ，型如 

        

0 0
0 0

1 2 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0
,

0 0 0 0 0 0 0 0

i im X m Y

m m m mX X X X Y Y Y Y 

 
 
     
    
    
 
  

 

 

由 個 連接 由 個 連接

 

          當 n為偶數時，  22 ' ( ' , ' 0 )
6

nm t t t N
    （若 ' 0t  ，則型如     1 1,X Y ） 

     當 n為奇數時，  52 ' 1 ( ' , ' 0 )
6
nm t t t N

     ， 

     其中     ,i iX Y 為一組基本型 2 循環集且每個連接 iX 、 iY 的
0
0

左右需同時銜接 

     
1
1

或
0
0

，即型如

 1

0 0 0
0 0 0

i iX X  
 
 
 
  

  或

 1

101
101

i iX X  
 
 
 
  

  ， iY 亦同。 
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【證明】 

     此證明法可以以數學歸納法完成，因版面有限，置於研究日誌。 

 

【例 2】如何尋找 2 11 的 2 循環集？ 

  第一型：如  10110111011 為 1 在邊且 0 皆不相鄰之非全 0 直線狀態列， 

              故
1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1

    
    
    

為一組 2 循環集。 

      第二型：
11 5' 1 ' 0,1 1,3

6
t t m
        

       (1)當 1m  ，型如 1 2 1 2

0 0
,

0 0
X X Y Y

    
    
    

 

          若 iX 的行數為 ix ，則 1 2 10x x  且 1 2,x x 皆為正偶數， 

          以 1 2( , ) (2,8)x x  這組解為例， 

          
1 0 0 1

,
1 0 0 1

    
    
    

是 2 2 矩陣狀態列唯一的基本型 2 循環集， 

          而【例 1】中
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

,
1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0

     
    
        

為 2 8 的一組基本 

          型 2 循環集，由性質 3.2 知 

          
0 01 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0

,
1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1

    
    
    

 

為 2 11 的一組 2 循環集。 
 

      

 (2)當 3m  ，型如 1 2 3 4 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
,

0 0 0 0 0 0
X X X X Y Y Y Y

    
    
    

 

          則 1 2 3 4 8x x x x    ，而 (2, 2, 2, 2) 為唯一一組正偶數解， 

          即
0 0 0 01 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

,
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1

0 0
0 0 0 00 0 0

    
    
    

 

為 2 11 的一組 2 循環集。 
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    接著，我們嘗試以同樣的方式處理3 n 之矩陣狀態列。我們發現問題比我們想像的複雜

許多。我們花了很多時間去尋找其中規律，發現3 n 矩陣狀態列的 2 循環集型式主要有以下

兩種： 

第一型為
11 12 1

31 32 3 3

0 0 0
n

n n

a a a
P

a a a


 
   
  





，即第二列均為 0。而此型的循環集也有類似由某些基本

型 2 循環集去建構複合基本 2 循環集的特性。 

 
舉例來說： 

    
1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 , 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0

    
    
    
        

為3 4 矩陣狀態列之 2 循環集。       

    
1 1 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 , 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1 0 0 0

    
    
    
        

為3 5 矩陣狀態列之 2 循環集。 

 
以上兩組 2 循環集可以組合成 3 10 的 2 循環集。如下： 
 

    
0 01 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 , 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0
0 0

    
    
    
        

 

    

這樣的 2 循環集雖然可歸納出漂亮規律，可是卻無法類推至 4m  ，因此我們暫時不討論

此型。 

     

    反而是另外一型的 2 循環集與性質 3.2 所提的最短循環集有一模一樣的特性，我們大膽

的猜測，即使m n ( 4m  )的矩陣狀態列，也必定存在如同性質 3.2 之 2 循環集型式。經過驗

證，果然證實我們的猜測，以下我們將推廣的結果整理如下： 
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定義 3.3：已知矩陣狀態列

11 12 1

21 22 2

1

t

t

m mt m t

a a a
a a a

P

a a


 
 
 
 
 
 




 
 

，定義矩陣基本型 2 循環集為： t為偶 

數且(1)當 2t  ，型如

11 11

21 21

1 1

0 0
0 0

,

0 0m m

a a
a a

a a

    
    
                 

   
 

  (2)當 4 ( )t r r N  ， 型如

11 1

21 2
1 2 1

1

1 2 3

0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

, ' ' ' '

0 0 0 0 0 0 0 0

t

t
r

m mt

r

a a
a a

M M M

a a

M M M M



  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  


        


       

 

  (3)當 4 2(t r r N   )，型如

11

21
1 2

1

1

2
1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 '0 0 0 0 0
0 0 '0 0 0 0 0

, ' ' ' '

0 0 '0 0 0 0 0

r

m

t

t
r

mt

a
a

M M M

a

a
a

M M M M

a

  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  


         


      

 

            其中

11 1 1

21 2 2
1 1 1

1

' 0
' 0

' 0

t t

t t

m mt mt

a a a
a a a

T T T

a a a

            
            
                          
                             

   
 

  

11 12

21 22

1 2 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

i i

i i
i

i m i m m

m m
m m

M

m m


 
 
 
 
 
 

 
, 1,2, ,i r  ，滿足  1 2i mT M O  ，

12 1

22 2

2

( ) '
( ) '

( ) '

r t

r t

r m mt

m a
m a

m a

   
   
   
   
   
   

 
 

            ； 'iM 則為其相對應循環子狀態列，滿足  1 2'i mT M O  。 

 

【例 3】如何尋找 3 8 的基本型 2 循環集？ 
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        8 2t r    型如

11 18

21 1 28 1 2

31 38

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 , 0 ' 0 0 ' 0
0 0 0 0 0 0 0 0

a a
a M a M M
a a

    
    
    
        

   

         其中

11 18

21 28

31 38

0
0
0

a a
T a T a

a a

        
                 
                

，取
11 18

21 28

31 38

1 1
1 0
1 1

a a
a , a
a a

       
               
              

。 

          又  1 1

0 0
0 0
0 0

T M
 
   
  

，以 1

1 1
1 1
0 1

M
 
   
  

為例，則 1 2

1 1 1 1
' 1 1 , ' 1 0

1 0 1 1
M M

   
       
      

 

       故

1 11 1
1 1
1 1

1 1
0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 , 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0

    
    
    
    
    

為一組基本型 2 循環集。 

定義 3.4：已知 1,3n  ，矩陣狀態列

11 12 1

21 22 2

1

n

n

m mn m n

a a a
a a a

P

a a


 
 
 
 
 
 




 
 

，定義矩陣複合基本 2 循環集 

         型如： 

     

0
' '

0

1 2 ' ' 1 1 2 ' ' 1

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

,

0 0 0 0 0 0 0 0

i im X m Y

m m m mX X X X Y Y Y Y 

 
 
 
    
    
                 
 
  

 

 

 
       

0

由 個 連接 由 個 連接

0

 

         當 n為偶數時，  2' 2 ' ( ' , ' 0 )
6

nm t t t N
    （若 ' 0t  ，則型如     1 1,X Y ）   

    當 n為奇數時，  5' 2 ' 1 ( ' , ' 0 )
6
nm t t t N

     ，其中     ,i iX Y 為一組矩陣基 

本型 2 循環集且每個連接 iX 、 iY  的 

0

0
  左右需同時銜接相同的行矩陣子狀態列。 
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【例 4】如何尋找 3 11 的 2 循環集？ 

        
11 5' 1 ' 0,1 ' 1,3

6
t t m
        

        以 1m  為例，二循環集型如 1 2 1 2

0 0
0 , 0
0 0

X X Y Y
    
    
    
        

， 

        若 iX 的行數為 ix ，則 1 2 10x x  且 1 2,x x 皆為正偶數，取 1 2( , ) (2,8)x x  ， 

        
1 0 0 1
1 0 , 0 1
1 0 0 1

    
    
    
        

是3 2 矩陣狀態列的基本型 2 循環集，而【例 3】中    

        
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 0 , 0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0

    
    
    
    
    

為3 8 的一組基本 

        型 2 循環集；由定義 3.4 知 

        

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 , 1 0 0 1 1 0 0 1 0

0 0
0 0
0 0

0
0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0

    
    
    
    
    

為3 11  

        的一組 2 循環集。 

性質 3.5：已知 P為m n (m n )的矩陣狀態列， ( , ) (1,1), (1,3)m n  ，在 1T 作用下，其最短循

環集長度為 2。 

【證明】 

    當 1m  時，P為直線狀態列，由性質 1.8 知，當 1,3n  時，皆存在 2 循環集。 

    當 2m  時，由性質 3.2 的第一型知，皆存在 2 循環集。 

    當 3m  時，由定義 3.4 知，m n (除3 3 之外)之矩陣狀態列皆存在矩陣複合基本 2 

               循環集，而3 3 存在 2 循環集為

1 1 0 0 0 1
0 0 0 , 1 0 1
0 1 1 1 0 0

    
    
    
        

。■ 

研究四：m n l  個燈三維陣列排列； 1T  

    我們打算將研究三之結論推廣至三維陣列排列之情形，發現也具有類似特性的 2 循環集

出現，即以若干個全 0 的子矩陣狀態列串接「基本型 2 循環集」而成「複合基本 2 循環集」。 

這個結論讓我們非常興奮。由於立體情形以文字敘述不容易理解，以下我們先以圖示法舉例： 
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【例 5】  4 4 4 基本型 2 循環集 

 
第一層 第二層 第三層 第四層 

1 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 0 1 1 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
0 1 1 1 

 
    

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 0 

1 0 1 1 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
0 1 1 1 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

 
【例 6】  4 4 7 複合基本 2 循環集 

 
第一層 第二層 第三層 第四層 第五層 第六層 第七層 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 0 1 1 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
0 1 1 1 

 
       
1 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 0 

1 0 1 1 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
0 1 1 1 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

 

1T 作用 

1T 作用 
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    依照上述之建構法，必可建構出m n l  三維陣列所有大小之 2 循環集。我們敘述如下： 

定義 4.1：已知三維陣列狀態列  1 2m n t tP V M M M   ，定義三維陣列基本型 2 循環集為： 

         t為偶數且 

      (1)當 2t  ，型如 (1) (1)
2 1 2 1,m n m nV M O V O M           

 (2)當 4 ( )t r r N  ， 型如      

 (2) (2) (2) (2) (1) (2) (2) (2) (1)
1 1 2 1 1 2 3, ' ' ' 'm n t r t m n t rV M O V O V O V O M V O V O V O V O V O    

  
    

 (3)當 4 2(t r r N   )，型如    

 (2) (2) (2) (2) (1) (1) (2) (2) (2)
1 1 2 1 2 3, ' ' ' ' 'm n t r m n t r tV M O V O V O O V O V O V O V O V V O M   

  
      

        其中 ( )iO 表示m n i  的三維陣列中所有元素皆為 0 、 

      (1)
1 1 1 1 't tT M T M T M O    

          2 1 2i m n i iV V M M  , 1,2, ,i r  、滿足   (2)
1 iT V O ， 2 'r tM M ， 

         ； 'iV 則為其相對應循環子狀態列，滿足   (2)
1 'iT V O 。 

 

定義 4.2：已知三維陣列狀態列  1 2m n l lP V M M M   ，定義三維陣列複合基本 2 循環集 

        型如：       

(1)

(1)

'

(1) (1) (1) (1)
1 2 ' ' 1

'

(1) (1) (1) (1)
1 2 ' ' 1,

i

i

m O X

m n l m m

m O Y

m n l m m

V X O X O O X O X

V Y O Y O O Y O Y

  

  

 
    
 
 
    







由 個 連接

由 個 連接
 

        當 n為偶數時，  2' 2 ' ( ' , ' 0 )
6

nm t t t N
    ， 

        (若 ' 0t  ，則型如     1 1,m n l m n lV X V Y    )   

   當 n為奇數時，  5' 2 ' 1 ( ' , ' 0 )
6
nm t t t N

     ， 

   其中     ,m n t i m n t iV X V Y    為一組三維陣列基本型 2 循環集且每個連接 iX 、 iY   

    的 (1)O 左右需同時銜接相同的矩陣子狀態列。 
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性質 4.3：已知 P為m n l  (m n l  )的三維陣列狀態列，( , , ) (1,1,1), (1,1,3)m n l  ，在 1T 作用

下，其最短循環集長度為 2。 

【證明】 

    當 1l  時，P為矩陣狀態列，由性質 3.5 知，當 ( , , ) (1,1,1)m n l  時，皆存在 2 循環集。 

    當 2l  時，由定義 4.2 知，當 ( , , ) (1,1,3)m n l  、 (3,3,3) 時，皆存在三維陣列複合基本 

               2 循環集，而 3 3 3  存在 2 循環集為 

         3 3 3 3 3 3

1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 , 1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0

V V   

    
    
    
    
    

。■ 

 

研究五： kT ， 2,3, 4k   

    解決了 1T ，我們不禁好奇，若將變換規則改成「在上一次未亮且其旁邊恰有 k 盞燈是亮

著的燈點亮，同時將原來已亮的燈熄滅，其中 2,3, 4k  」，那麼其是否仍存在循環狀態列？以

下為我們研究的結果： 

 

性質 5.1：已知P為 n個元素的直線狀態列，在 2T 作用下，不存在任何循環狀態列。 

【證明】 

     事實上，若P為不循環狀態列，則必在有限變換次數後變成終止狀態 (0,0, ,0)  

     (1)當 1n  ，P至多變換一次成 (0)  

     (2)假設當1 n t  時，P經有限變換次數後變成 (0,0, ,0)  

        則當 1n t  時， 1 2 1( , , , , )t tP a a a a    

        ○1 若 1 0ta   ，則 1 2( , , , )ta a a 往後之變換完全不受 1 0ta   影響， 

          故P經有限變換次數後變成 (0,0, ,0)  

        ○2 若 1 1ta   ，則 2 1 2 1 1 2( , , , , ) ( ', ', , ', 0)t t tT a a a a a a a    

          而 1 2( ', ', , ')ta a a 往後的變換完全不受 1 ' 0ta   影響 

          故P經有限變換次數後變成 (0,0, ,0)  

      由(1)(2)及第二數學歸納法得證。■ 

 

性質 5.2：已知P為 n個元素的環狀狀態列，在 2T 作用下，當 n為偶數時，其最短循環集長

度為 2；當 n為奇數時，不存在任何循環狀態列。 

【證明】 

       (1)當 n為偶數，則存在 2循環集 (1,0,1,0, ,1,0), (0,1,0,1, ,0,1)   

       (2)當n為奇數，P至少有兩個 0 或兩個 1 相鄰，因此不妨假設 2 2 1( , ) (0,0)t ta a   或 (1,1)  

           ○1 若 2 2 1( , ) (0,0)t ta a   ，則 1 2 2 1( , , , )ta a a  往後之變換完全不受 2 2 1,t ta a  影響， 

             由性質 5.1 知， P在經有限次變換後變成 (0,0, ,0) 。 
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           ○2
2 2 1( , ) (1,1)t ta a   ，則 2 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1( , , , , ) ( ', ', , ', 0,0)t t t tT a a a a a a a a     

             而 1 2 2 1( ', ', , ')ta a a  往後之變換完全不受 2 2 1' 0, ' 0t ta a   影響 

             由性質 5.1 知， P在經有限次變換後變成 (0,0, ,0) 。■ 

 

性質 5.3：已知P為m n 的矩陣狀態列，當 2, 2m n  ，在 2T 作用下，其最短循環集長度

為 2。 

【證明】  

         當 2, 2m n  ，存在 2循環集

1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0

,0 0 0 0 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

    
    
         
    
    
        

 
 
 

     
。■ 

性質 5.4：已知P為 ( )m n l m n l    三維陣列狀態列，當 2 n l  ，在 2T 作用下，其最短循

環集長度為 2。 

【證明】 

     將
1 0
0 1
 
 
 

的二維矩陣任意置放入三維陣列中，其餘元素皆 0，即為一 2循環狀態列。■ 

 

性質 5.5：已知P為m n 的矩陣狀態列，在 3T 或 4T 作用下，不存在任何循環狀態列。 

【證明】 

      當 1m n  時，      31 0P T P    

      假設1 m t  或1 n s  時P在經 3T 有限變換次數後變成零矩陣， 

      則當 1, 1m t n s    時，

( 1)1

11 1( 1)

( 1) ( 1)( 1

(

)

1)

s

ts t

s s

s

t t ta a

a a

P a a

a   





 
 
   
 
  

 





 
 

(1)當 ( 1)( 1) 0t sa    ，則 ( 1)t sa  必在有限步變成 0，而一旦變成 0就會永久為 0，而 

   ( 1)( 1) ( 1)( 2) ( 1)1, , ,t s t s ta a a     依序會在有限步後變成 0。而

11 1( 1)

1 ( 1)

s

t ts t s

a a
P

a a a





 
   
  

 
 


 

         之變換完全不受下方列 0 0 0P     影響， 

         故也會在有限步後變成全 0 狀態列。 
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(2) 當 ( 1)( 1) 1t sa    ，

11 1( 1) 11 1( 1)

3
( 1) ( 1)

( 1)1 ( 1) ( 1)1 ( 1)1

'

' 0

' '

'

's s

ts t s ts t s

t t s t t sa

a a a a

a a

a

T a

a a

a

   

 

 

    
    
        
    
         

   
   
   

同(1)，

(

11 1( 1)

1)1 ( 1

( 1)

)' '

'

' '

0

'

t

s

t

t

s

ts s

a a

a

a a

a 







 
 
 
 
 
  

 
 



 必會在有限步後變成全 0 狀態列。 

      由(1)(2)及第二數學歸納法得證。同理可證 4T 之結論。■ 

 

伍、研究結果  

一、最短循環集長度： 

 n個元素的 

直線狀態列 

n個元素的 

環狀狀態列 

m n (m n )的 

矩陣狀態列 

m n l  (m n l  ) 

三維陣列狀態列 

1T  當 1,3n  時，最短循

環集長度為 2。 

當 1,3n  時，不存在

任何循環狀態列。 

當 1, 2,3,7n  時，最

短循環集長度為 2。 

當 1, 2,3,7n  時，不

存在任何循環狀態

列。 

( , ) (1,1), (1,3)m n  ，

最短循環集長度為

2。 

( , , ) (1,1,1), (1,1,3)m n l 

最短循環集長度為

2。 

2T  不存在任何循環狀

態列。 

當 n為偶數時，最短

循環集長度為 2； 

當 n為奇數時，不存

在任何循環狀態列。 

當 2, 2m n  ，最短

循環集長度為 2。 

當 2 n l  ，最短循

環集長度為 2。 

 

3T  

4T  

  不存在任何循環狀

態列。 

 

二、最短循環集型式：由若干個全 0 子狀態列串接「基本型 2 循環集」，形成「複合基本 2 循 
環集」。 

陸、討論與應用 

    這篇作品我們花了很多時間去尋找各式循環集的規律，並使用數學歸納法來驗證我們的

結論。除了找出最短循環集長度外，我們也嘗試尋找不同 n值的最長循環集。在研究的過程

中，我們有幾項重大的發現。我們發現若直線狀態列 1 2( , , , )nP a a a  存在 l循環集，則 l必

為偶數。同時也發現大部分的最長的循環集均是以 (1,0,0, ,0) 為初始狀態列所產生之循環

集，且其循環長度 l皆有漂亮規律。我們也針對以 (1,0,0, ,0) 為初始狀態列去觀察其循環情

形，發現大部分 n值的最長循環集長度 l，皆是 2 2k h 的形式。其中幾個性質值得留意： 

(研究日誌) 
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  性質一：當 2 2kn   或 2 ( 3)kn k  時， 12 2kl   。 

  性質二：當 3 2 1( )kn k N    時， 12kl  。 

  性質三：當 2 3( 4)kn k   時， 12 4kl   。 

  性質四：當 2 1( )kn k N   時，不存在循環。 

    然而，仍有部分 n值的最長循環尚未歸納出通式，我們希望未來可以完成。     

我們認為，閃爍燈的循環性質，可以應用在日常生活中各種流量之自動調節系統設計，

比如水流量或車流量等。以下舉例說明： 

【高速公路的匝道自動管制系統】 

  1.平時車流量低時，全線不管制。 

  2.連續假期或尖峰時段時，依照歷年交通調查資料選定數個易雍塞交流道進行管制(即初始  

    狀態列)，並滿足適當的循環長度，設定適當間隔時間變換管制之入口匝道。 

  3.改良全時段固定某幾個交流道進行匝道管制，利用車流量變化之特性，設計可自動調節   

    的管制系統，以更有效的舒解車流。 

交流道    嘉義  水上  新營  麻豆  台南  仁德  岡山  楠梓  鼎金  高雄 

 

          

                                                                        

          

                                                                        

          

                                                                        

          

 

圖例:  交流道(匝道管制)  交流道(未管制)  高速公路路段 
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作品海報 

【評語】050409  

本文最主要在探討第 23屆環球城市盃數學競賽試題－「閃爍

燈問題」，此問題與「點燈問題」不同，整體而言有不錯的結果，

題目也十分有趣。 

可將其推廣到更一般的圖形。若能思考在何種數學模型下，能

做相關性的應用會更好。 

F:\中小科展_57屆\排版\050409-評語 



 
1 

壹、研究動機 
    第 23屆環球城市數學競賽試題中，有一個關於閃爍燈問題：「將n盞燈排成一列，最初將其中某些燈點亮，
在以後的每次操作，將上一次未亮且其旁邊僅有一盞燈是亮著的燈點亮，同時將原來已亮的燈熄滅。試問對什麼
樣的n，可以找到一種亮燈的方式，使得無論操作幾次，在每一次操作後，至少都有一盞燈是亮著的。」由於n盞
燈亮燈方式共 2n種，若 n盞燈永不全滅，必定會產生循環。我們對於其循環性質感到好奇，便展開一連串的研究。 
貳、研究目的 
一、探討n個燈直線排列的循環性質。 
二、探討n個燈環狀排列的循環性質。 
三、探討 nm 個燈矩陣排列的循環性質。 
四、探討m n l  個燈三維陣列排列的循環性質。 
五、改變操作規則，並探討各種排列之循環性質。 
參、研究設備與器材     紙、筆、電腦、C++ 
肆、研究過程與方法 
名詞與符號定義： 

(一) 元素之狀態值：
0,
1,ia


 


燈為暗

燈為亮
    

( ija 定義同) 
(二)轉換函數 kT ：

0 , 1
( ) 1 , 0 1

0 ,

i

k i i i

a
T a a a k


 



且與 相鄰之元素恰 個值為

其他

 ( ( )k ijT a 定義同) 

(三)l循環集：若一組狀態列 1 2, , , lP P P ( 2)l  ，滿足 1 1( ) ( 1, 2, , 1), ( )k i i k lT P P i l T P P    ，則稱 1 2, , , lP P P 為一
個l循環集，其中l為此循環集之長度。 

研究一: n個燈直線排列； 1T   

一、可逆性判斷法之研究： 

性質 1.3：直線狀態列中，存在 11在邊或 111 相鄰時，則為不可逆狀態列。 

性質 1.5：若直線狀態列型如

1 2 1

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1)
t

t

m m m 


     

個

, ,1 1im N i t    ，當 t為偶數時，此狀態列可  

          逆；當 t為奇數時，此狀態列不可逆。 

性質 1.6: 若直線狀態列型如

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

， ,1im N i t   ，則皆為可逆狀態列。   

性質 1.7: 若直線狀態列型如

1 2 1

1

(0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m 


     

個

， ,1 1im N i t    ，則皆為可逆狀態列。     

 

直線狀態列可逆性判斷法： 
步驟一：若為 11在邊或 111 相鄰時，則不可逆，否則進行步驟二。 
步驟二：將狀態列中 11相鄰處，由兩個 1間分割成數個無 11相鄰的子狀態列。 
步驟三：針對每個子狀態列依照性質1.5~性質1.7分別判斷其可逆性，若皆可逆，則原始狀態列可逆；反之，則不可逆。 

【例】判斷狀態列 (1,0,0,1,0,0,0,1,0, 1,1 ,0,1,0,0,0, 1,1 ,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0)P  之可逆性 
      步驟二：分割成 (1,0,0,1,0,0,0,1,0,1)(1,0,1,0,0,0,1)(1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0)P   
      步驟三：由性質 1.5 與性質 1.6 知 (1,0,0,1,0,0,0,1,0,1)可逆；(1,0,1,0,0,0,1)不可逆；(1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0)可   
              逆，故狀態列P不可逆。 
二、最短循環集研究： 

定義 1.9：已知直線狀態列  1 2, , , tP a a a  ，定義直線基本型 2 循環集為： t為偶數且 

  (1)當 2t  ，型如   1,0 , (0,1)   (2)當 4 ( )t r r N  ， 型如     1,0,0,1,1,0,0,1, ,1,0,0,1 , 0,1,1,0,0,1,1,0, ,0,1,1,0   

  (3)當 4 2( )t r r N   )，型如     1,0,0,1, ,1,0,0,1,1,0 , 0,1,1,0, ,0,1,1,0,0,1   
 
定義 1.10：已知直線狀態列  1 2, , , nP a a a  ， 1,3n  ，定義直線複合基本 2 循環集型如： 

         

0 0

1 2 1 1 2 1( 0 0 0 0 ),( 0 0 0 0 )
i im X m Y

m m m mX X X X Y Y Y Y 

  
 
  

 
 

由 個 連接 由 個 連接

，  

          當 n為偶數時，  2
2 ' ( ' , ' 0 )

6
n

m t t t N


     (若 ' 0t  ，則型如 1 1( ), ( )X Y )   

     當 n為奇數時，  5
2 ' 1 ( ' , ' 0 )

6
n

m t t t N


     ，其中 ( ), ( )i iX Y 為一組直線基本型 2 循環集且每個連 

     接 iX 、 iY的0 左右需同時銜接1或0 。    
 
性質 1.11：已知P為 n個元素的直線狀態列， 1,3n  ，所有的 2循環集必型如直線複合基本 2 循環集。 

【例】以 10n  為例，因
10 2 4' ' 0,1

6 3
t t
    0,2m  ，故它有兩類形式的 2循環集，即 1 1,X Y 與

 1 2 3 1 2 3( 0 0 ) , ( 0 0 )X X X Y Y Y 。第一類形式只有 1種，而第二類形式中，若子狀態列 1 2 3, ,X X X 之
長度分別為 1 2 3, ,x x x ，則 1 2 3( , , ) (2,2,4), (2, 4, 2), (4, 2, 2)x x x  。故 10n  時，共有 4個 2循環集，分別為：    

 (1,0,0,1,1,0,0,1,1,0), (0,1,1,0,0,1,1,0,0,1) 、 (1,0, ,0,1, ,1,0,0,1),(0,1, ,1,0, ,0,1,0 0 0 0 1,0)  

 (1,0, ,0,1,1,0, ,0,1),(0,1, ,1,0,0,1, ,0 0 0 0 1,0) 、 (1,0,0,1, ,1,0, ,0,1),0 0 0(0,1,1,0, ,0,1, ,0 1,0) 。 

研究二: n個燈環狀排列； 1T   

一、可逆性判斷法之研究： 

性質 2.3：當環狀狀態列中存在 111 相鄰時，其為不可逆狀態列。 

性質 2.5: 若狀態列型如

1 2

1

(1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0,1,0, ,0)
t

t

m m m


     

個

， ,1im N i t   ，當 t為偶數時，此狀態列可逆；當 t

為奇數時，此狀態列不可逆。 
 
環狀狀態列可逆性判斷法： 
步驟一：若存在 111 相鄰時，則不可逆，否則進行步驟二。 
步驟二：若狀態列完全無 11相鄰處，則判斷法如性質 2.5。但若有 11相鄰處，則由兩個 1間分割成數個無 11相

鄰的子狀態列，事實上所分割成的子狀態列皆為 (1________1) 型式的直線狀態列。 
步驟三：針對每個子狀態列依照性質 1.5 分別判斷其可逆性，若皆可逆，則原始狀態列可逆；反之，則不可逆。 
 

4循環 

終止 



 
1 

【例】判斷狀態列 1 ,0,1,0,0,1,0,0,1 1,0, 1,,0,0,0,1,0,1, 1 ,0,0,0,0,1 0( ),0,P  之可逆性 

      步驟二：分割成 1,0,0,0,0,1,0,0,11,0,1,0,0,1,0, ,0,0,1,0,0,0,1( ,) 1( )1 0,P     
      步驟三：由性質 1.5 知 (1,0,1,0,0,1,0,1)與 (1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1)皆可逆，故狀態列P可逆。 
二、最短循環集研究： 

性質 2.6：已知P為n個元素的環狀狀態列，在 1T作用下，當n N 且 1, 2,3,7n  時，其最短循環集長度為2。當 1, 2,3,7n  ，不存在任何循環狀態列。 

 

定義 2.7：已知環狀狀態列 1 2( , , , )nP a a a  ， 1, 2,3,7n  ，定義環狀複合基本 2 循環集型如： 
0 0

1 2 1 1 2 1(0 0 0 0 ), (0 0 0 0 )
i im X m Y

m m m mX X X X Y Y Y Y 

 
 
 
  

 
 

由 個 連接 由 個 連接

 

      (1)當 0(mod 4),n n N  時， 4 'm t ，  ( ' , ' 0 )
12
nt t N    (若 ' 0t  ，則型如 1 1( ), ( )X Y )  

      (2)當 1(mod 4),n n N  ， 4 ' 1m t  ，  3( ' , ' 0 )
12
nt t N

    (3)當 2(mod 4),n n N  ， 4 ' 2m t  ，  6( ' , ' 0 )
12
nt t N

    

      (4)當 3(mod 4), , 11n n N n   ， 4 ' 3m t  ，  9( ' , ' 0 )
12
nt t N

     

       其中 ( ), ( )i iX Y 為一組直線基本型 2 循環集且每個連接 iX 、 iY的0 兩側需同時銜接1或0 。 
 

 

性質 2.8：已知P為 n個元素的環狀狀態列， 1, 2,3,7n  ，所有的 2循環集必型如環狀複合基本 2 循環集。 
 
研究三:m n 個燈矩陣排列； 1T   
 

定義 3.3：已知m t 的矩陣狀態列 P，定義矩陣基本型 2 循環集為： t為偶數且 

        (1)當 2t  ，型如

11 11

21 21

1 1

0 0
0 0

,

0 0m m

a a
a a

a a

    
    
                 

   
   (2)當 4 ( )t r r N  ， 型如

11 1

21 2
1 2 1

1

1 2 3

0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

, ' ' ' '

0 0 0 0 0 0 0 0

t

t
r

m mt

r

a a
a a

M M M

a a

M M M M



  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
    


        


       

 

        (3)當 4 2(t r r N   )，型如

11

21
1 2

1

1

2
1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 '0 0 0 0 0
0 0 '0 0 0 0 0

, ' ' ' '

0 0 '0 0 0 0 0

r

m

t

t
r

mt

a
a

M M M

a

a
a

M M M M

a

  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
    


         


      

，其中

11 1 1

21 2 2
1 1 1

1

' 0
' 0

' 0

t t

t t

m mt mt

a a a
a a a

T T T

a a a

            
            
                          
                             

   
 

  

11 12

21 22

1 2 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

i i

i i
i

i m i m m

m m
m m

M

m m


 
 
 
 
 
 

 
, 1,2, ,i r  ，滿足  1 2i mT M O  ，

12 1

22 2

2

( ) '
( ) '

( ) '

r t

r t

r m mt

m a
m a

m a

   
   
   
   
   
   

 
 ； 'iM 則為其相對應循環子狀態列，滿足  1 2'i mT M O  。 

【例】以3 8 為例， 8 2t r    故

1 11 1
1 1
1 1

1 1
0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 , 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0

    
    
    
    
    

為一組矩陣基本型 2循環集。 

定義 3.4：已知 1,3n  ，m n 的矩陣狀態列 P，定義矩陣複合基本 2 循環集型如： 

     

0

0

1 2 ' ' 1 1 2 ' ' 1

' '

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

,

0 0 0 0 0 0 0 0

ii

m m m m

m X m Y

X X X X Y Y Y Y 

 
 
 
    
    
                 
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  
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 

 
       

0

0

由 個 連接 由 個 連接

 

         當 n為偶數時，  2' 2 ' ( ' , ' 0 )
6

nm t t t N
    （若 ' 0t  ，則型如     1 1,X Y ）    

    當 n為奇數時，  5' 2 ' 1 ( ' , ' 0 )
6
nm t t t N

     ，其中     ,i iX Y 為一組矩陣基本型 2 循環集且每個連接 iX、 iY  的 

0

0

  左

右需同時銜接相同的行矩陣子狀態列。 

【例】如何尋找3 11 的 2循環集？
11 5' 1 ' 0,1 1,3

6
t t m        以 1m  為例，2循環集型如      

      1 2 1 2

0 0
0 , 0
0 0

X X Y Y
    
    
    
        

，即 

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 , 1 0 0 1 1 0 0 1 0

0 0
0 0
0 0

0
0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0

    
    
    
    
    

。 

性質 3.5：已知P為m n (m n )的矩陣狀態列， ( , ) (1,1), (1,3)m n  ，在 1T作用下，其最短循環集長度為 2。 
 

 



 
1 

 

研究四：m n l  個燈三維陣列排列； 1T   
 

定義 4.1：已知三維陣列狀態列  1 2m n t tP V M M M   ，定義三維陣列基本型 2 循環集為：     

    t為偶數且 

 (1)當 2t  ，型如 (1) (1)
2 1 2 1,m n m nV M O V O M           

 (2)當 4 ( )t r r N  ， 型如  

   (2) (2) (2) (2) (1) (2) (2) (2) (1)
1 1 2 1 1 2 3, ' ' ' 'm n t r t m n t rV M O V O V O V O M V O V O V O V O V O    

  
      

 (3)當 4 2(t r r N   )，型如 

   (2) (2) (2) (2) (1) (1) (2) (2) (2)
1 1 2 1 2 3, ' ' ' ' 'm n t r m n t r tV M O V O V O O V O V O V O V O V V O M   

  
      

 其中 ( )iO 表示m n i  的三維陣列中所有元素皆為0 、       (1)
1 1 1 1 't tT M T M T M O   ， 

  2 1 2i m n i iV V M M  , 1,2, ,i r  、滿足   (2)
1 iT V O ， 2 'r tM M ； 'iV 則為其相對應循環子狀態列，滿足   (2)

1 'iT V O 。 

 

定義 4.2：已知三維陣列狀態列  1 2m n l lP V M M M   ，定義三維陣列複合基本 2 循環集 型如：             
(1)

(1)

'

(1) (1) (1) (1)
1 2 ' ' 1

'

(1) (1) (1) (1)
1 2 ' ' 1,

i
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 
 
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

由 個 連接

由 個 連接
 

 當 n為偶數時，  2' 2 ' ( ' , ' 0 )
6

nm t t t N
    ，(若 ' 0t  ，則型如     1 1,m n l m n lV X V Y    )   

 當 n為奇數時，  5' 2 ' 1 ( ' , ' 0 )
6
nm t t t N

     ，其中     ,m n t i m n t iV X V Y    為一組三維陣列基本型 2循環集且  

每個連接 iX 、 iY   的 (1)O 左右需同時銜接相同的矩陣子狀態列。 
 

性質 4.3：已知P為m n l  (m n l  )的三維陣列狀態列，( , , ) (1,1,1), (1,1,3)m n l  ，在 1T作用下，其最短循環集長度為2。 
 

研究五： kT ， 2,3, 4k    
 

性質 5.1：已知P為 n個元素的直線狀態列，在 2T 作用下，不存在任何循環狀態列。 
 
性質 5.2：已知P為 n個元素的環狀狀態列，在 2T 作用下，當 n為偶數，其最短循環集長度為 2；當 n為奇數， 
          不存在任何循環狀態列。 
 
性質 5.3：已知P為m n 的矩陣狀態列，當 2, 2m n  ，在 2T 作用下，其最短循環集長度為 2。 
 
性質 5.4：已知P為 ( )m n l m n l    三維陣列狀態列，當 2 n l  ，在 2T 作用下，其最短循環集長度為 2。 
 
性質 5.5：已知P為m n 的矩陣狀態列，在 3T 或 4T 作用下，不存在任何循環狀態列。 
 
性質 5.6：已知P為 ( )m n l m n l    三維陣列狀態列，當 2m  ，在 3T 作用下，其最短循環集長度為 2。 

伍、研究結果 
一、最短循環集長度： 

 n個元素的直線狀態列 n個元素的環狀狀態列 m n (m n )的 
矩陣狀態列 

m n l  (m n l  ) 
三維陣列狀態列 

1T  

當 1,3n  時，最短循環
集長度為 2。 
當 1,3n  時，不存在任
何循環狀態列。 

當 1, 2,3,7n  時，最短循
環集長度為 2。 
當 1, 2,3,7n  時，不存在
任何循環狀態列。 

( , ) (1,1), (1,3)m n  ，最短
循環集長度為 2。 

( , , ) (1,1,1), (1,1,3)m n l  最短循
環集長度為 2。 

2T  不存在任何循環狀態
列。 

當 n為偶數時，最短循環
集長度為 2； 
當 n為奇數時，不存在任
何循環狀態列。 

當 2, 2m n  ，最短循環
集長度為 2。 

當 2 n l  ，最短循環集長度為
2。 
 

3T    不存在任何循環狀態列。 當 2m  ，最短循環集長度為 2。 

4T    不存在任何循環狀態列。 不存在任何循環狀態列。 

5T、 6T     不存在任何循環狀態列。 

二、最短循環集型式：由若干個全 0 子狀態列串接「基本型 2 循環集」，形成「複合基本 2循環集」。 
 

陸、討論與應用 
這篇作品我們花了很多時間去尋找各式循環集的規律，並使用數學歸納法來驗證我們的結論。除了找出最短

循環集長度外，我們也嘗試尋找不同 n值的最長循環集。在研究的過程中，我們有幾項重大的發現。我們發現若
直線狀態列 1 2( , , , )nP a a a  存在 l循環集，則 l必為偶數。且發現大部分的最長的循環集均是以 (1,0,0, ,0) 為
初始狀態列所產生之循環集，且其循環長度 l皆有漂亮規律。我們也針對以 (1,0,0, ,0) 為初始狀態列去觀察其循
環情形，發現大部分n值的最長循環集長度 l，皆是
2 2k h 的形式。其中幾個性質值得留意： 
性質一：當 2 2kn   或 2 ( 3)kn k  時， 12 2kl   。 
性質二：當 3 2 1( )kn k N    時， 12kl  。 
性質三：當 2 3( 4)kn k   時， 12 4kl   。 
性質四：當 2 1( )kn k N   時，不存在循環。 
    然而，仍有部分 n值的最長循環尚未歸納出通
式，我們希望未來可以完成。我們認為，閃爍燈的
循環性質，可以應用在日常生活中各種流量之自動
調節系統設計，比如水流量或車流量等。 

柒、參考資料 
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2.許志農(主編) (2016)。普通高級中學數學 2。台北：龍騰文化。 
3.游森棚(主編)(2016)。普通高級中學數學 4。台南：翰林出版。 
4.馮志剛(2005)。數學歸納法的証題方法與技巧。上海：華東師範大學出版社。 
5.華羅庚(2001)。數學歸納法。新竹：凡異出版社。 
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圖例:  交流道(匝道管制)  交流道(未管制)  高速公路路段 

4 4 4  基本型 2循環集 

4 4 7  複合基本2循環集 
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