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摘要 

    對於三角形內接三角形的問題，本文給出在任意三角形中內接相似於某標的三角形之子

三角形作法，並發現這無限多個子三角形都繞同一個中心旋轉及伸縮，所以接下來證明旋伸

中心的存在及找到它的方法，並研究出與它有關的諸多性質。然後為將問題延伸到一般的情

況，依序研究 n 邊形內接相似於某標的三角形、n 邊形內接相似於某標的 m 邊形的作法與解

法數討論。最後發展到在 m 條直線上取點作相似於與某標的 m 邊形的子 m 邊形作法。 

壹、 研究動機 

三角形內接三角形一直是個十分有趣的問題。有一次，我們在書中看到一道相關的問題，

在探討三角形內接三角形的一些性質。為解決問題，我們開始研究內接三角形的作法。參考

一些資料後發現研究內容多被限制在三角形內接三角形的框架中，我們試著將問題推廣至多

邊形內接三角形，甚至是多邊形內接多邊形，並深入研究到在多條直線上取點作相似多邊形。 

貳、 研究目的 

一、在三直線上取點作與標的三角形相似之子三角形作法研究與同組子三角形旋伸中心探討 

二、內接於三角形且與標的三角形相似之子三角形作法研究 

三、內接於 m 邊形且與標的 m 邊形相似之子 m 邊形作法研究與解法數討論 

四、內接於 n 邊形且與標的 m 邊形相似之子 m 邊形作法研究 

五、在 m 條直線上取點作與標的 m 邊形相似之子 m 邊形作法研究與解法數討論 

六、內接於三角形且與標的三角形相似之同組子三角形旋伸中心相關性質研究與幾何量計算 

參、 研究設備及器材 

    電腦，紙，筆，Geogebra。 

肆、研究過程 

一、定義名詞 

    (一)先任意給定一個 m 邊形作為接下來所要作的相似形對象，稱為「標的 m 邊形」。 

    (二)依序(i =1, 2, ⋯, m)設定範圍 Li (可為直線或直線上的部分圖形)後，在每一 Li 上取出 

        點 Ei′，作出與標的 m 邊形 E1E2⋯Em相似的 m 邊形 E1′E2′⋯Em′(其中 Ei′為 Ei 之對應 

        點)，稱為「子 m 邊形」。收集所有子 m 邊形而成之集合表示成 

       「{m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}」。 

    (三)兩個相似多邊形對應頂點繞行時針方向，若相同則稱「同相似」；若相反則稱「反相似」。 

    (四){m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}中的子 m 邊形 E1′E2′⋯Em′與 m 邊形 E1E2⋯Em 同相 

        似者稱為「同子 m 邊形」；反相似者稱為「反子 m 邊形」。而收集所有同子 m 邊形 

        之集合表成「{同 m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}」；收集所有反子 m 邊形之集合表 

        成「{反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1× L2×⋯×Lm)}」。 

    (五)元素屬於同一個{同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1× L2×⋯×Lm)}或屬於同一個 

        {反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1× L2×⋯×Lm)}者，稱為「同組子 m 邊形」。 
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    (六)同一個{同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1× L2×⋯×Lm)}或同一個 

        {反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1× L2×⋯×Lm)}中的所有同組子 m 邊形有時會繞同一點旋轉及 

        伸縮、有時只有伸縮，稱此點為該集合的「旋伸中心」，底下習慣以 R 表之。 

    (七)同一個{同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1× L2×⋯×Lm)}或同一個 

        {反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1× L2×⋯×Lm)}中的所有同組子 m 邊形 E1′E2′⋯Em′，其頂點 Ei′ 

在 Li 上的變動範圍以「Si {同 m 邊形

E1E2⋯Em(L1× L2×⋯×Lm)}」或 

「Si {反 m 邊形 E1E2⋯Em(L1× L2×⋯×Lm)}」表之。 

二、三直線取點作子三角形的方法 

    (一) <引理一> 

        若∆EF1G1 ~∆EF2G2~∆EF3G3(同相似)(如圖 1)，則： 

        (1)∆F1F2F3~∆G1G2G3   

(2)當 F1、F2、F3 共線時，G1、G2、G3 亦共線 

[證明](1)在∆EF1F2 與∆EG1G2 中 

               因∠F1EF2 =∠F1EG1∠F2EG1 =∠F2EG2∠F2EG1 =∠G1EG2 

               又EF1
̅̅ ̅̅ ̅：EF2

̅̅ ̅̅ ̅=EG1
̅̅ ̅̅ ̅：EG2

̅̅ ̅̅ ̅ 

               所以∆EF1F2 ~ ∆EG1G2  (SAS 相似) 

               得∠EF2F1=∠EG2G1  

               同理得∠EF2F3=∠EG2G3      

               上兩式相加得∠F1F2F3 =∠G1G2G3 

               同理亦得∠F1F3F2 =∠G1G3G2 

               故∆F1F2F3~∆G1G2G3  (AA 相似) 

             (2)由(1)明顯可得 

 

  (二) <引理二>                                                 

        依序在任意三相異直線上取點作子三角形方法 

        (如圖 2) 

        [已知]標的∆EFG，任意三直線 L1、L2、L3 

        [求作] ∆E′F′G′∈ {∆EFG(L1× L2× L3)} 

        [作法] 1.在 L1 上取一點 E' 

              2.在 L2 上任取兩點 F1、F2，分別作∆E′F1G1、  

                ∆E′F2G2 同相似於∆EFG 

              3.設直線 G1G2 交 L3 於G′                               (圖 2) 

         4.作∆E′G′F′同相似於∆EGF，則∆E′F′G′即為所求  

         註：若無法作出，則換成在 L2 上重複相對應步驟就能作出，理由等旋伸中 

             心討論後便知。 

        [證明]因∆E′F1G1~∆E′F′G′~∆E′F2G2(同相似)且 G1、G′、G2 共線 

              由<引理一>知 F1、F′、F2 共線，所以F′∈L2 

 

(圖一) 



3 
 

三、三直線取點作出的同組子三角形之旋伸中心探討 

         依三相異直線 L1、L2、L3 相交情形與{∆EFG(L1× L2× L3)}中同子∆E1′F1′G1′組與反子 

         ∆E2′F2′G2′組落在哪區，分四類型討論旋伸中心 R： 

     <型 a>三線平行：同組子三角形沒有旋轉， 

          沒有伸縮，只有平移，(如圖 3-1)。 

 

 

 

 

                                       (圖 3-1) 

 

     <型 b>三線共點：同組子三角形僅有伸縮，R 在三直線交點。 

                     設 θi 表示以 R 為旋轉中心，將 Li 分別往順、逆時針兩個方向旋轉到 

                     下一條直線之旋轉角度和： 

                     (1)若 E< θ1 且 F < θ2 且 G < θ3，則 R 恰落在同子組或反子組之一的所 

                        有三角形內。如圖 R 落在∆E1′F1′G1′同組子三角形內(如圖 3-2)。 

 

                     (2) 若 E = θ1 或 F = θ2 或 G = θ3，則 R 就是同子組或反子組之一的所  

                        有子三角形同一對應頂點。如圖 E = θ1，所以 R=E1(如圖 3-3)。 

                        

                     (3)若 E > θ1 或 F > θ2 或 G > θ3，則 R 落在同子組與反子組所有三角形 

                        外(如圖 3-4)。 

 

 

 

 

 

 

 

                          (圖 3-2)                (圖 3-3)             (圖 3-4) 

     <型 c>兩線平行：同組子三角形會旋轉及伸縮，R 在子三角形兩平行線上之頂點的連線 

                     上。只討論子∆E1′F1′G1′組中 R 的局部相對位置即可，設∠C3AB = A， 

                     ∠C2BA = B(如圖 3-5) 

 

     <型 d>圍三角形：同組子三角形會旋轉及伸縮，區分成在旋伸過程中會出現內接於三直 

                     線所圍成三角形∆ABC，如圖子∆E1′F1′G1′組，以<型 d 內>稱之；與側 

                     接於三直線所圍成三角形，如圖子∆E2′F2′G2′組，以<型 d 側>稱之。 

                     圖中並以落在∠B 的內、外角區作分別，並討論 R 的局部相對位置。 

                     設∠A 的內角= A，∠C 的外角= C 外(如圖 3-6) 
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                                    (圖 3-5)                                (圖 3-6) 

    (一)為方便證明<型 b、c、d>的 R 具伸縮中心功能，先引入一引理。 

        <引理三> 

        若∆E1′F1′G1′~∆ E2′F2′G2′(同相似)，無論點 R1、R2 在哪，只要滿足∠E1′R1′F1′= 

        ∠E2′R2′F2′，∠F1′R1G1′=∠F2′R2G2′，∠G1′R1E1′=∠G2′R2E2′，則∠R1E1′F1′= R2E2′F2′ 

          

  
        [證明]Ri 在∆Ei′Fi′Gi′某邊所在直線上(含頂點)的情況明顯可證，所以只呈現在 

              ∆Ei′Fi′Gi′內部及外部兩種圖示，但其證法皆同，如下： 

              以 E1′為伸縮中心作E2′̅̅ ̅̅ F2′̅̅ ̅̅ /E1′̅̅ ̅̅ F1′̅̅ ̅̅ 倍的伸縮變換，將 F1′變換到 F1′′，G1′變換到 

G1′′，R1 變換到 R1′ 

              則∆E1′F1′′G1′′≅∆E2′F2′G2′ 

              且∠E1′R1′F1′′=∠E1′R1F1′=∠E2′R2F2′，∠E1′R1′G1′′=∠E1′R1G1′=∠E2′R2G2′ 

              將∆E2′F2′G2′疊到∆E1′F1′′G1′′上時 

              因 R2 必在∆ E1′R1′F1′′與 E1′R1′G1′′的外接圓上 

              所以 R2 會正好疊在 R1′的位置上 

              得∠R2E2′F2′=∠R1′E1′F1′′=∠R1E1′F1′ 
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    (二)<型 b>中 R 具伸縮中心功能 

  

[證明]設∆E1′F1′G1′ , ∆E2′F2′G2′∈{同∆EFG(L1× L2× L3)} 

              則∠E1′RF1′=∠E2′RF2′，∠F1′RG1′=∠F2′RG2′，∠G1′RE1′=∠G2′RE2′ 

              由<引理三>得∠RE1′F1′=∠R2E2′F2′ 

         即∆RE1′F1′~ ∆RE2′F2′(AA 相似) 

              所以RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RF1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RF2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              同理得RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RG1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RG2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              因此∆E1′F1′G1′是以 R 為伸縮中心變換到∆E2′F2′G2′ 

 

    (三)<型 c、d>中 R 的存在性證明與具旋轉、伸縮中心功能確認 

        1.R 的找法 

          <型 c> 

 

          <型 d 內>                                   <型 d 側>  

 

          [作法] (1)先作一同子∆E′F′G′ 

            (2)分別作∆AE′G′、∆BE′F′、∆CF′G′的外接圓(<型 c>沒有∆CF′G′的外接圓)， 

              則三圓會交於一點 R 即為所求 

    2.R 存在性證明 

          [證明](1)證明<型 c>兩外接圓交點在子三角形邊F′G̅̅ ̅̅ ′所在直線上 

                  設∆AE′G′與∆BE′F′兩外接圓異於 E′的交點為 R，觀察當頂點E′在 L1 上由   
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                  遠端移近，依序經 A、B 再遠離的過程中，子∆E′F′G′的∠E'RG'、∠E'RF' 

值之變化，進而得證 R 亦在直線 F′G′上。 

          設∠C3AB = A，∠C2BA = B 

                  當 F < 180
0
A 且 G < 180

0 
B 時： 

 

R 在兩平行線內側，子∆E'F′G′變動過程中保持∠E'RG' =180
0
A，  

∠E'RF' = 180
0 
B，所以∠F'RG' =∠E′RG′ + ∠E′RF′ =180

0。 

                  當 F > 180
0
A 且 G < 180

0 
B 時： 

 

R 在兩平行線外側(過點 B 線 L3 外側)，子∆E'F′G′變動過程中保持 

∠E'RG' =180
0
A，∠E'RF' = B，所以∠E'RG'=∠E'RF' 。 

               (2)證明<型 d>三外接圓會交於一點： 

         設∆AE′G′與∆BE′F′兩外接圓異於 E′的交點為 R，觀察當頂點E′在 L1 上由   

                  遠端移近，依序經 A、B 再遠離的過程中，子∆E′F′G′的∠E'RG'、∠E'RF' 、 

                  ∠F'RG'值之變化，進而得證 R 亦在∆CG′F′外接圓上 

             <型 d 內> 

             當 F < A 外且 G < B 外且 E < C 外 時： 

    

R在∆ABC內，子∆E'F′G′變動過程中保持∠E'RG' = A 外，∠E'RF' = B 外， 

               所以∠F'RG' = 360
0
(∠E′RG′ + ∠E′RF′ ) = C 外。 



7 
 

當 F > A 外且 G < B 外且 E < C 外 時： 

   
R 在∠A 內與∆ABC 外，子∆E'F′G′變動過程中保持∠E'RG' = A 外， 

∠E'RF' = B，所以∠F'RG' = ∠E′RG′ ∠E′RF′= C。 

             <型 d 側> 

             當 F < A 且 G < B 且 E > C 時： 

     

R 在∠C 內與∆ABC 外，子∆E'F′G′變動過程中保持∠E'RG' = A，∠E'RF'  

= B，所以∠F'RG' = ∠E′RG′ +∠E′RF′= C 外。 

             當 F > A 且 G < B 且 E > C 時： 

    
R 在∠B 的對頂角內，子∆E'F′G′變動過程中保持∠E'RG' = A，∠E'RF'  

= B 外，所以∠F'RG' =∠E′RF′∠E′RG′= C。 

       (3)證明同組子三角形作出的點 R 皆位在同一位置： 

          <型 c >             <型 d 內>               <型 d 側> 

              

                  設∆E1′F1′G1′、∆E2′F2′G2′為同組兩個子三角形且各自仿 1.的作法作出R1、 

                  R2  

             則∠E1′R1F1′=∠E2′R2F2′，∠F1′R1G1′=∠F2′R2G2′，∠G1′R1E1′=∠G2′R2E2′    

                  由<引理三>知∠R1G1′E1′=∠R2G2′E2′ 

                  又 A、E1′、R1、G1′共圓且 A、E2′、R2、G2′共圓 
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                  所以∠R1AB=∠R1G1′E1′，∠R2AB=∠R2G2′E2′          

得∠R1AB=∠R2AB 

                  即 R2 在直線 AR1 上 

同理 R2 亦在直線 BR1 上 

故 R1= R2    

(4)證明同組子三角形皆對點 R 旋轉及伸縮： 

          <型 c >               <型 d 內>            <型 d 側> 

   

                  設∆E1′F1′G1′、∆E2′F2′G2′為同組兩個子三角形且仿 1.的方法作出 R 

             則∠E1′RF1′=∠E2′RF2′，∠F1′RG1′=∠F2′RG2′，∠G1′RE1′=∠G2′RE2′    

                  在∆RE1′E2′ 與∆RG1′G2′中 

             因∠E1′RE2′=∠E2′RG2′∠E1′RG1′=∠E1′RG2′∠E1′RG2′=∠G1′RG2′ 

             又由 A、E1′、R、G1′共圓得∠RE1′E2′ =∠RG1′G2′ 

             所以∆RE1E2 ~ ∆RG1G2(AA 相似) 

                  即RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RG1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RG2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

             同理得∠E1′RE2′=∠F1′RF2′與RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RF1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RF2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

             因∠E1′RE2′=∠F1′RF2′=∠G1′RG2′ 

                  且RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RF1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RF2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RG1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RG2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

                  得證∆E1′F1′G1′是以 R 為旋轉及伸縮中心變換到∆E2′F2′G2′ 

               (5)仿第(3)(4)部分的證明可知 , 當 

             <型 c>              <型 d 內>              <型 d 側>：  

當 F= 180
0
A 時     當 F = A 外時            當 E = C 時 

 

 

同組子∆E′F′G′在變動過程中，頂點 E′位置始終保持不變，且正好是旋伸        

                  中心 R 所在位置。 
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四、三角形三邊取點作內接子三角形的作法 

          欲在∆ABC 中作∆E′F′G′∈{∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CA̅̅̅̅ )}，由引理<二>作法可依序在AB ⃡    、

BC ⃡   、CA ⃡   上取點作出∆EFG 的同相似及反相似三角形，由<型 d>的觀察知必有一種經旋伸

變換後會內接於∆ABC。問題是要如何確保作出的子∆E′F′G′三頂點皆能成功落在邊上而

非邊外呢?所以要討論子∆E′F′G′成功內接時(<型 d 內>)，三頂點落下的範圍，然後在使

用引理<二>作法的第 1 步驟時就直接將點取入範圍內，即可成功作出內接子三角形。但

因最後要探討到作內接 m 邊形，所以<型 d 側>與<型 c>也一併討論。討論方式皆是觀

察點 E′由遠處漸漸接近∆ABC，依序經點 A、B 後遠離，子∆E′F′G′變動過程中旋入我們

預設範圍時，算出 E′、F′、G′確切落在哪。下以 r 表∆ABC 外接圓半徑；A、B、C 表三

內角；a、b、c 表三對邊；A 外、B 外、C 外表三外角。E、F、G 表標的∆EFG 三內角；e、

f、g 表當下子∆E′F′G′三對邊。 

  (一)<型 d 內>：預設 E′∈AB̅̅ ̅̅ 、F′∈BC̅̅̅̅ 、G′∈CA̅̅̅̅ ；變動過程分別算出 x=E′A̅̅̅̅̅,y =F′B̅̅ ̅̅  ,z =G′C̅̅̅̅̅的變

動區間 (如圖 4-1) 。 

(圖 4-1) 

        1.R 在∆ABC 內 (E<C 外且 F<A 外且 G<B 外)：x∈[x1 , x2]、y ∈[y1 , y2]、z ∈[z1 , z2] 

(1)旋入 

設 E′、F′、G′旋入角度分別為 α、β、γ。 

利用輔助角 δ1、δ2、δ3 列式：(如圖 4-2) 

 {

𝛿1 = A − α = E − β
𝛿2 = B − β = F − γ
𝛿3 = C − γ = G − α

 

E′先F′↔α − β = A– E < 0↔ E>A 

  

              同理F′先G′↔ F>B；G′先E′↔ G>C 

E′、F′、G′旋入的次序分六種： 

E′→F′→G′(E >A 且 F > B 且 G < C)(如圖 4-3) 

       因點 G′位於點 C 上，所以 z1=0 

由正弦定理： 

𝑥1

𝑏
 = 

𝑠𝑖𝑛 (C−G)

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
  → 𝑥1=

𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛(C−G)

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟  

𝑦1

𝑔
×

𝑔

𝑓
×

𝑓

𝑏
= 

𝑠𝑖𝑛 (F−B)

𝑠𝑖𝑛B
×

𝑠𝑖𝑛 G

𝑠𝑖𝑛F
×

𝑠𝑖𝑛A

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
 → 𝑦1=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛 G𝑠𝑖𝑛 (F−B)

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 

 E′→G′→F′(E >A 且 F < B 且 G < C) 

x1=
𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛 F𝑠𝑖𝑛 (E−A)

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (A+F)
 2𝑟, y1=0 ,z1=

𝑠𝑖𝑛Asin(B−F)

𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 

(圖 4-2) 

(圖 4-3) 
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F′→E′→G′ (E < A 且 F > B 且 G < C) 

x1=
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛(C−G)

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 , y1=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (F−B)

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 ,z1=0 

 F′→G′→E′(E < A 且 F > B 且 G > C) 

x1=0 , y1=
𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛(A−E)

𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 ,z1=

𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛 E𝑠𝑖𝑛 (G−C)

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

 G′→E′→F′(E > A 且 F < B 且 G > C) 

x1=
𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛 F𝑠𝑖𝑛 (E−A)

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (A+F)
 2𝑟 , y1=0 ,z1=

𝑠𝑖𝑛𝐴𝑠𝑖𝑛(𝐵−𝐹)

𝑠𝑖𝑛 (𝐴+𝐹)
2𝑟 

 G′ → F′→E′ (E <A 且 F < B 且 G > C) 

x1=0 , y1=
𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛(A−E)

𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 ,z1=

𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛 E𝑠𝑖𝑛 (G−C)

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

 (2)旋出 

設 E′、F′、G′已旋出角度分別為 α、β、γ。 

利用輔助角 δ1、δ2、δ3 列式：(如圖 4-4) 

{

δ1 = B − α = E − γ
δ2 = C − β = F − α
δ3 = A − γ = G − β

 

E′先F′↔α − β = F– C > 0↔ F >C 

  

              同理F′先G′↔ G>A；G′先E′↔ E>B 

E′、F′、G′旋出的次序分六種： 

 

 E′→F′→G′(E < B 且 F > C 且 G > A，如圖 4-5) 

x2=2rsinC , y2=
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 ,z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

E′→G′→F′(E < B 且 F > C 且 G < A)  

x2=2rsinC , y2=
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 ,z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

F′→E′→G′(E < B 且 F < C 且 G > A) 

x2=
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 , y2=2rsinB ,z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 

F′→G′ → E′(E > B 且 F < C 且 G > A) 

x2=
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 , y2=2rsinB ,z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 

G′ →E′→F′(E > B 且 F > C 且 G < A) 

x2=
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (G+B)
2𝑟 , y2=

𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 ,z2=2rsinB 

 

(圖 4-4) 

(圖 4-5) 
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G′→F′→E′(E > B 且 F < C 且 G < A) 

x2=
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (G+B)
2𝑟 , y2=

𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 ,z2=2rsinB 

2.R 在 A 內且∆ABC 外 (E<C 外且 F>A 外且 G<B 外)：x∈[x1 , x2]、y ∈[y2 , y1]、z ∈[z1 , z2] 

(1)旋入 

設 E′、F′、G′旋入角度分別為 α、β、γ。 

(如圖 4-6) 

 

 

β=α−G=γ−C {
α > 𝛽且 γ > β → F′最先

E′先G′ ↔ α − γ = G– C < 0 ↔  G < 𝐶
 

 

E′、F′、G′旋入的次序分二種：  

 F′→E′→G′(G < C，如圖 4-7) 

x1=
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛(C−G)

𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 , y1=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (F−B)

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (B+G)
2𝑟 , z1=0 

F′→G′→E′ (G > C)  

x1=0 , y1=
𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛(A−E)

𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 ,z1=

𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (G−C)

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

(2)旋出 

設 E′、F′、G′已旋出角度分別為 α、β、γ。 

(如圖 4-8) 

 

β= α−B =γ−E{
α > 𝛽且 γ > β → F′最後

E′先G′ ↔ α − γ = B − E > 0 ↔ E < 𝐵
 

 

E′、F′、G′旋出的次序分二種： 

E′→G′→F′(E < 𝐵，如圖 4-9)  

x2=2rsinC , 

y2=
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (A+E)
2𝑟 ,z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛Esin(E+G)

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

G′→E′→F′(E > 𝐵)  

x2=2rsinC , y2=
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (A+E)
2𝑟 ,z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛Esin(E+G)

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (C+E)
2𝑟 

  

(圖4-6) 

(圖4-8) 

(圖 4-9) 

(圖 4-7) 
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(二)<型 d 側>：預設 E′∈BB1
        、F′∈BC̅̅̅̅、G′∈CC1

        ；變動過程分別算出 x = E′B̅̅̅̅̅ , y = F′C̅̅ ̅̅  , z = G′C̅̅̅̅̅                 

的變動區間。(如圖 5-1)                    

   (圖 5-1) 

        1.R 在∠A 內且∆ABC 外 (E < C 且 F > A 且 G < B)：x∈[x1 , x2]、y ∈[y1 , y2]、z ∈[z2 , z1] 

(1)旋入 

G′已在預設範圍內，設 E′、F′旋入角度分別為 α、β。 

利用輔助角 δ 列式：(如圖 5-2) 

δ = C外 ‒ β = F ‒ α  E′先F′↔α − β = F– C外 < 0↔ F<C外 

E′、F′、G′旋入的次序分二種： 

 G′→E′→F′(F<C外，如圖 5-3) 

       因點 F′位於點 C 上，所以 y1= 0 

由正弦定理： 

𝑥1

𝑎
 = 

𝑠𝑖𝑛 (C外−F)

𝑠𝑖𝑛 (F−A)
  → 𝑥1= 

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛(C+F)

𝑠𝑖𝑛 (F−A)
2𝑟 

𝑧1

𝑔
×

𝑔

𝑎
 = 

𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛G
× 

𝑠𝑖𝑛 B

𝑠𝑖𝑛(F−A)
 → 𝑧1= 

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (F−A)
2𝑟 

 G′→F′→E′(F > C 外) 

x1 = 0 , y1=
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛(F+C)

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (C−E)
2𝑟 , z1=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛 (C−E)
2𝑟 

(2)旋出 

E′在預設範圍內，設 F′、G′已旋出角度分別為 β、γ。利用輔助角 δ 列式： 

(如圖 5-4) 

δ = B外 ‒ β = F ‒γ  F′先G′↔β − γ = B外– F > 0↔ F<B外 

     E′、F′、G′旋出的次序分二種： 

  

(圖 5-2) 

(圖 5-3) 

(圖 5-4) 
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               F′→G′→E′(F<B外，如圖 5-5) 

x2 = 
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛(B+E)

𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 , y2=2𝑟𝑠𝑖𝑛A , z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (A+F)
2𝑟 

 G′→F′→E′(F>B外) 

x2 = 
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛 (B−G)
2𝑟 , y2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (B−G)
2𝑟 , z2=0                  (圖 5-5) 

                 

2.R 在∠B 的對頂角內部 (E > C 且 F > A 且 G < B)：x∈[x1 , x2]、y ∈[ y1 ,y2]、z ∈[z1 , z2] 

 (1)旋入 

         

設 E′、F′、G′旋入角度分別為 α、β、γ。(如圖 5-6) 

α = β ‒ B外 = γ ‒ F 

{
α < 𝛽且 α < 𝛾 → E′最先

F′先G′ ↔ β − γ = B外– F < 0 ↔  𝐹 > B外

 

E′、F′、G′旋入的次序分二種：                     

 E′→F′→G′(F>B外，如圖 5-7)                               (圖 5-6) 

x1 = 
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛 (B−G)
2𝑟 , y1=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛 (B−G)
2𝑟 , z1=0 

 E′→G′→F′(F<B外) 

              x1 = 
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛C𝑠𝑖𝑛G

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛 (F−A)
2𝑟 , y1=2𝑟𝑠𝑖𝑛A , z1=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛 (F+B)

𝑠𝑖𝑛 (F−A)
2𝑟 

   (2)旋出                                                        (圖 5-7) 

                             E′、G′在預設範圍內，只需考慮 F′旋出即可(如圖 5-8) 

 

 

 

                                                             (圖 5-8) 

 

 

                           x2= 
𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛(C+F)

𝑠𝑖𝑛 (F−A)
2𝑟 , y2=0 , z2=

𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛E

𝑠𝑖𝑛G𝑠𝑖𝑛 (F−A)
2𝑟 
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(三)<型 c>兩線平行：預設 E′∈𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 、F′∈𝐁𝐂𝟐
        、G′∈𝐀𝐂𝟑

        ；變動過程分別算出 x = 𝐄′𝐀̅̅ ̅̅ ̅ 、  

                     y = 𝐅′𝐁̅̅ ̅̅̅ 、z = 𝐆′𝐀̅̅ ̅̅ ̅的變動區間。設∠C3AB = A，∠C2BA = B (如圖 6-1)   

 

 

 

 

                                                (圖 6-1) 

        1.R 在兩平行線 L2、L3 間( F < B 且 G < A)：x ∈[x1 , x2]、y ∈[y1 , y2]、z ∈[ z1 , z2] 

(1)旋入 

G′已在預設範圍內，設 E′、F′旋入角度 

分別為 α、β。利用輔助角 δ 列式(如圖 6-2)：         

                δ = A − α = E − β 

               E′先F′↔α − β = A − E < 0↔ E>A                   

E′、F′旋入的次序分兩種：  

                                                      

 

 

 

 

 

 

               G′→E′→F′ (E >A，如圖 6-3) 

      因點 F′位於點 B 上，所以 y1= 0 

由正弦定理：                                       

𝑥1

𝑓
×

𝑓

𝑒
×

𝑒

𝑐
 = 

𝑠𝑖𝑛(E−A)

𝑠𝑖𝑛 A
×

𝑠𝑖𝑛 F

𝑠𝑖𝑛 E
× 

𝑠𝑖𝑛 A

𝑠𝑖𝑛(B−F)
 → x1= 

𝑠𝑖𝑛F𝑠𝑖𝑛(E−A)

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛(B−F)
𝑐 

𝑧1

𝑒
×

𝑒

𝑐
 = 

𝑠𝑖𝑛 F

𝑠𝑖𝑛 A
× 

𝑠𝑖𝑛 A

𝑠𝑖𝑛(B−F)
 →z1=  

𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛(B−F)
𝑐 

 G′→ F′→E′ (E <A)  

                 x1 =0 , y1=
𝑠𝑖𝑛 (A−E)

𝑠𝑖𝑛 E
𝑐 , z1= 

𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛 E𝑠𝑖𝑛 G
𝑐 

  

(圖 6-3) 

(圖 6-2) 
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(2)旋出 

F′在預設範圍內，設 E′、G′已旋出角度分別為 α、γ。利用輔助角 δ 列式： 

(如圖 6-4)         

                                δ = B − α = E − γ  E′先G′↔α − γ = B − E > 0↔ E<B 

E′、G′旋出的次序分兩種： 

 

 

 

 

                                                            (圖 6-4) 

E′→G′→F′(E<B，如圖 6-5) 

                 x2 =c , y2 =
𝑠𝑖𝑛𝐴𝑠𝑖𝑛𝐺

𝑠𝑖𝑛 E𝑠𝑖𝑛 F
𝑐 , z2=

𝑠𝑖𝑛 (B−E)

𝑠𝑖𝑛E
𝑐 

 

              G′→E′→F′(E >B) 

                 x2 =
𝑠𝑖𝑛B𝑠𝑖𝑛F

𝑠𝑖𝑛 E𝑠𝑖𝑛 G
𝑐 , y2 = 

𝑠𝑖𝑛 G

𝑠𝑖𝑛(A−G)
𝑐 , z2=0 

 

2.R 在兩平行線 L2 外側 (F > B 且 G < A)：x ∈[x1 , x2]、y ∈[ y1 , y2]、z ∈[ z1 , z2] 

(1)旋入(如圖 6-6) 

F′、G′在預設範圍內，只需考慮 E′旋入即可(如圖 6-7) 

x1= 0 , y1=
𝑠𝑖𝑛(A−E)

𝑠𝑖𝑛 E
𝑐 , z1= 

 𝑠𝑖𝑛 B𝑠𝑖𝑛 F 

𝑠𝑖𝑛 A𝑠𝑖𝑛 G
𝑐 

 

 

 

 

 

              (圖 6-6)                          (圖 6-7) 

   

(2)旋出 

設 E′、F′、G′已旋出角度分別為 α、β、γ。(如圖 6-8)  

β = α − B = γ − E      

{
α > 𝛽且 γ > 𝛽 → F′最後

E′先G′  ↔ α − γ = B − E > 0 ↔  𝐸 < 𝐵
 

E′、F′、G′旋出的次序分兩種： 

 

 

(圖 6-5) 

(圖 6-8) 
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E′→G′→F′(E<B，如圖 6-9) 

x2=c, y2 =
 𝑠𝑖𝑛A𝑠𝑖𝑛G 

𝑠𝑖𝑛E𝑠𝑖𝑛F
𝑐 , z2= 

𝑠𝑖𝑛(F+G)

𝑠𝑖𝑛 E
𝑐 

G′→E′→F′(E >B) 

                 x2= 
𝑠𝑖𝑛BsinF

− 𝑠𝑖𝑛 E𝑠𝑖𝑛(A+E)
𝑐, y2 =

𝑠𝑖𝑛 G

𝑠𝑖𝑛(A−G)
𝑐 , z2=0 

                                                               (圖 6-9) 

 

五、n 邊形作內接子 m 邊形的作法(n≥m) 

    (一) <引理四> 

        任意三直線 L1、L2、L3 不平行且不共點，若已知{同∆EFG(L1× L2× L3)}或 

        {反∆EFG(L1× L2× L3)}旋伸中心 R 的位置，則可作出該組所有子三角形。而細部取點 

        方式分成 

        1.若 R 不在 Li 上，則在 Li 上任取一點為頂點皆可作出該組所有子三角形 

        2.若 R 在 Li 上，則在 Li 上須取 R 為頂點方可作出該組所有子三角形 

        底下以{同∆EFG(L1× L2× L3)}作證明，並設點 A、B、C 依序為 L1 與 L2、L2 與 L3、 

        L3 與 L1 的交點(若 L2 與 L3 平行，則不設點 C) 

        [作法]1.設 R 不在 L1 上且在 L1 上任取一點，設為E′： 

               分別作∆RE′A、∆RE′B 的外接圓交 L3、L2 於G′、F′，則∆E′F′G′即為所求。 

<型 d 內>              <型 d 側>                <型 c> 

 

 

 

 

 

 

 

             2.因<型 c>R 不會在 L1 上，所以設 R 在 L2 上且在 L2 上取 R 為頂點，設為 F′： 

               任作一圓過點 R 與 A 且分別交 L1、L3 於E′、G′，則∆E′F′G′即為所求。 

<型 d 內>              <型 d 側>                 <型 c> 
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[證明]  

<型 d 側>                             <型 c> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

設∆E1′F1′G1′∈{同∆EFG(L1× L2× L3)} 

              在∆RE′G′與∆RE1′G1′中 

              因 A、E′、R、G′共圓且 A、E1′、R、G1′共圓 

 (R 為{同∆EFG(L1× L2× L3)}旋伸中心) 

              所以∠RE′G′=∠RAC =∠RE1′G1′且∠RG′E′=∠RAB=∠RG1′E1′ 

              得∆RE′G′~∆RE1′G1′(AA 相似) (至此已證出情形 2) 

              即E′G′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ G1′̅̅ ̅̅ =RE′̅̅̅̅̅：RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              同理E′F′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ F1′̅̅ ̅̅ =RE′̅̅̅̅̅：RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              由上兩式得E′G′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ G1′̅̅ ̅̅ =E′F′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ F1′̅̅ ̅̅  

              同理E′G′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ G1′̅̅ ̅̅ =F′G′̅̅ ̅̅ ̅：F1′̅̅ ̅̅ G1′̅̅ ̅̅  

              得E′G′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ G1′̅̅ ̅̅ =E′F′̅̅ ̅̅ ̅：E1′̅̅ ̅̅ F1′̅̅ ̅̅ = F′G′̅̅ ̅̅ ̅：F1′̅̅ ̅̅ G1′̅̅ ̅̅  

              故∆E′F′G′~∆E1′F1′G1′(SSS 相似) 

 

    (二)四邊形作內接子四邊形的作法與解法數判斷 

1.[已知]標的四邊形 EFGH 與四邊形 ABCD 

[求作]四邊形 E′F′G′H′∈{同四邊形 EFGH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ × DA̅̅ ̅̅ )} 

          [作法] (1)作子∆EG′FG′GG′∈{同∆EFG(AB ⃡    × BC ⃡   × CD ⃡   )}，再利用∆EG′FG′GG′作出 

                  {同∆EFG(AB ⃡    × BC ⃡   × CD ⃡   )}的旋伸中心 RG  (如圖 7-1) 

                (2)作子∆EH′FH′HH′∈{同∆EFG(AB ⃡    × BC ⃡   × DA ⃡    )}，再利用∆EH′FH′HH′作出 

                  {同∆EFG(AB ⃡    × BC ⃡   × DA ⃡    )}的旋伸中心 RH (如圖 7-1) 

                 

                   

 

 

 

 

                                                             (圖 7-1) 
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(3)RG、RH 所在位置區分三種： A B  

並令 S=S1{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ )}∩S1{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × DA̅̅ ̅̅ )} 

                  <情形 1>RG與 RH 在同一位置(設為 R，如圖 7-2) 

                         若 S=，則無法作出。 

                         若 S≠，則取 E′∈S， 

                           再利用<引理四>作法作∆E′F′G′∈{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ )}， 

                           與∆E′F′H′∈{同∆EFH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × DA̅̅ ̅̅ )}，則四邊形 E′F′G′H′即為 

                           所求。 

                  <情形 2>三相異點 B、RG、RH 共圓(設此圓為 Γ，如圖 7-3) 

                          設 Γ 與AB̅̅ ̅̅ 的交點 E′ 

                          若 E′S，則無法作出。 

                          若 E′∈S， 

                            則利用<引理四>作法作∆E′F′G′∈{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ )}， 

                            與∆E′F′H′∈{同∆EFH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × DA̅̅ ̅̅ )}，得四邊形 E′F′G′H′即 

                            為所求。 

                  <情形 3>三相異點 B、RG、RH 不共圓(如圖 7-4) 

                           無法作出 

                  

                           

 

 

 

 

                  (圖 7-2)                   (圖 7-3)                (圖 7-4) 

[證明] <情形 1>與<情形 2>可作出的狀況下，因作∆E′F′G′~∆EFG與∆E′F′H′~∆EFH， 

           所以得四邊形 E′F′G′H′~四邊形 EFGH 

2.由上述作法中我們得到{同四邊形 EFGH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ × DA̅̅ ̅̅ )}中子四邊形解法數 

  判斷方法： 

    (1)若 RG=RH(設為 R)且 S≠，則有無限多解且 R 為此組子四邊形的旋伸中心 

    (2)若三相異點 B、RG、RH 共圓且此圓與 S 有交點，則有唯一解 

    (3)若三相異點 B、RG、RH 不共圓或非(1)(2)情形，則無解 

    [證明] (1)在<情形 1>有解狀況下，由<引理四>知作出的子∆E′F′G′會有無限多個 

              選擇，所以 E′位置或 F′位置有無限多個選擇、後在 E′、F′固定下才作出 

              G′、H′，所以子四邊形 E′F′G′H′會有無限多解 
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            證明 R 為此組子四邊形的旋伸中心：(如圖 7-5) 

 

 

 

 

 

 

 

設四邊形 E1′F1′G1′H1′與四邊形 E2′F2′G2′H2′為此組兩個子四邊形 

                   則∆E1′F1′G1′、∆E2′F2′G2′∈{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅  )} 

              因 R 為{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅  )}旋伸中心 

              所以∠E1′RE2′=∠F1′RF2′=∠G1′RG2′且RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RF1′̅̅ ̅̅ ̅̅：RF2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RG1′̅̅ ̅̅ ̅̅：RG2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              又∆E1′F1′H1′、∆E2′F2′H2′∈{同∆EFH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × DA̅̅ ̅̅  )} 

              且 R 為{同∆EFH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × DA̅̅ ̅̅  )}旋伸中心 

              所以∠E1′RE2′=∠F1′RF2′=∠H1′RH2′且RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RF1′̅̅ ̅̅ ̅̅：RF2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RH1′̅̅ ̅̅ ̅̅：RH2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              可得∠E1′RE2′=∠F1′RF2′=∠G1′RG2′=∠H1′RH2′ 

              且RE1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RE2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RF1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RF2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RG1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RG2′̅̅ ̅̅ ̅̅ =RH1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：RH2′̅̅ ̅̅ ̅̅  

              得證 R 為四邊形 E1′F1′G1′H1′與四邊形 E2′F2′G2′H2′的旋縮中心 

          (2)在<情形 2>有解狀況下，E′位置取自圓 Γ 與AB̅̅ ̅̅ 的交點，僅一選擇，後在 E′ 

             固定下才作出 F′、G′、H′，所以同子四邊形 E′F′G′H′會有唯一解 

          (3)用反證法證之： 

             設可作出子四邊形 E′F′G′H′∈ {同四邊形 EFGH(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ × DA̅̅ ̅̅ )} 

                  則子∆E′F′G′∈{同∆EFG(AB̅̅ ̅̅  × BC̅̅̅̅ × CD̅̅ ̅̅ )} 

                  所以此組旋伸中心 RG必在∆BE′F′的外接圓上 

                  同理 RH 亦在∆BE′F′的外接圓上 

                  可得 B、RG、RH 共圓 

 

    (三)m 邊形作內接子 m 邊形的作法與解法數判斷 

1.[已知]標的 m 邊形 E1E2⋯Em 與 m 邊形 A1A2⋯Am  

[求作]m 邊形 E1′E2′⋯Em′∈{同 m 邊形 E1E2⋯Em ( ∏ A𝑘A𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑚

𝑘=1  )},其中 Am+1= A1  

 [作法] (1)依序作子∆E1k′E2k′Ek1′∈{同∆E1E2Ek(A1A2
 ⃡        × A2A3

 ⃡        ×  A𝑘A𝑘+1
 ⃡              )}，3 ≤ k ≤m， 

再利用∆E1k′E2k′Ek1′作出{同∆E1E2Ek(A1A2
 ⃡        ×  A2A3

 ⃡        × A𝑘A𝑘+1
 ⃡              )}的旋伸中 

心 Rk  (如圖 7-6) 

 

 

 

 

 

                                        (圖 7-6) 

(圖 7-5) 
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                (2)R3、R4、⋯、Rm 所在位置區分三種： 

                  並令 S=⋂ S1
𝑚
𝑘=3 {同∆E1E2E3𝑘(A1A2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A𝑘Ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )}                 

<情形 1>所有 Rk 在同一位置(設為 R，如圖 7-7) 

                         若 S=，則無法作出。 

                         若 S≠，則取 E1′∈S，再利用<引理四>作法依序作 

∆E1′E2′Ek′∈{同∆E1E2Ek(A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A𝑘Ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )}，3≤ k ≤m， 

                          則 m 邊形 E1′E2′⋯Em′即為所求 

                  <情形 2>非所有Rk在同一位置且A2與所有Rk共圓(設此圓為 Γ，如圖 7-8) 

                          設 Γ 與A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的交點 E1′ 

                          若 E1′S，則無法作出。 

                          若 E1′∈S，則利用<引理四>作法依序作 

  ∆E1′E2′Ek′∈{∆E1E2Ek (A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A𝑘Ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )}，3≤ k ≤m， 

                            得 m 邊形 E1′E2′⋯Em′即為所求 

 

 

 

 

 

 

 

      

                  <情形 3>非所有 Rk 在同一位置且 A2 與所有 Rk不共圓(如圖 7-9) 

                   無法作出 

 

 

                                                        (圖 7-9) 

        

 

<情形 1>與<情形 2>，因作∆E′F′G′~∆EFG 與∆E′F′H′~∆EFH， 

           所以得四邊形 E′F′G′H′~四邊形 EFGH 

[證明] <情形 1>與<情形 2>可作出的狀況下， 

           因依序作∆E1′E2′Ek′~∆E1E2Ek 

           所以得 m 邊形 E1′E2′⋯Em′~m 邊形 E1E2⋯Em 

2.由上述作法中我們得到{同 m 邊形 E1E2⋯Em( ∏ A𝑘A𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑚

𝑘=1  )}中子 m 邊形解法數判 

  斷方法： 

    (1)若所有 Rk (3≤ k ≤m)在同一位置(設為 R)且 S≠，則有無限多解且 R 為此組子 m 

       邊形的旋伸中心 

    (2)非所有 Rk(3≤ k ≤m)在同一位置時，若 A2 與所有 Rk 共圓且此圓與 S 有交點，則 

       有唯一解 

(圖 7-7) (圖 7-8) 
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    (3)若非所有 Rk(3≤ k ≤m)在同一位置且 A2 不與所有 Rk 共圓或非(1)(2)情形，則無解 

 

    [證明] (1)在<情形 1>有解狀況下，由<引理四>知作出的子∆E1′E2′E3′會有無限多 

              個選擇，所以 E1′位置或 E2′位置有無限多個選擇，後在 E1′、E2′固定下 

              才作出 Ek′(3≤ k ≤m)，所以子 m 邊形 E1′E2′⋯Em′會有無限多解 

            證明 R 為此組子 m 邊形的旋伸中心：(如圖 7-10) 

               

 

 

 

 

 

                                               (圖 7-10) 

 

              設 m 邊形 F11′F12′⋯F1m′與 m 邊形 F21′F22′⋯F2m′為此組兩個子 m 邊形 

                   則對每一 k = 3 , 4 ,⋯, m 而言 

                   ∆F11′F12′F1k′、∆F21′F22′F2k′∈{同∆E1E2Ek (A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A𝑘Ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )}， 

              且因 R 為{同∆E1E2Ek (A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A𝑘Ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )}旋伸中心 

              所以∠F11′RF21′=∠F12′RF22′=∠Fk1′RFk2′ 

且RF11′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：RF21′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=RF12′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：RF22′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=RF1𝑘′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：RF2𝑘′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

              合併可得對每一 k = 1 , 2 ,⋯, m 

∠F1k′RF2k′皆相等且RF1𝑘′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：RF2𝑘′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅比值皆相等 

              得證 R 為 m 邊形 F11′F12′⋯F1m′與 m 邊形 F21′F22′⋯F2m′的旋縮中心 

          (2)在<情形 2>有解狀況下，E1′位置取自圓 Γ 與A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的交點，僅一選擇，後 

在 E1′固定下才作出 Ek′(2≤ k ≤m)，所以子 m 邊形 E1′E2′⋯Em′會有唯一解 

          (3)用反證法證之： 

             設可作出子 m 邊形 E1′E2′⋯Em′∈{同 m 邊形 E1E2⋯Em( ∏ A𝑘A𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑚

𝑘=1  )}  

             則子∆E1′E2′E3′∈{同∆E1E2E3(A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A3A4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)}， 

                  所以此組旋伸中心 R3 必在∆A2E1′E2′的外接圓上 

                  同理 Rk(4≤k≤m)亦在∆A2E1′E2′的外接圓上 

                  可得 A2 與所有 Rk 共圓 

    (四) n 邊形作內接子 m 邊形的作法(n≥m) 

        欲在n邊形A1A2⋯An中作子m邊形E1′E2′⋯Em′∈{同m邊形E1E2⋯Em( ∏ A𝑘,1A𝑘,2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑚

𝑘=1  )， 

可先將被選定的 m 個邊延長使相鄰兩邊A𝑘,1Ak,2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、A𝑘+1,1Ak+1,2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的延長線交於 Xk +1 

(如圖 7-11)，令 Xm +1=X1。再由(三)的方法在 m 邊形 X1X2⋯Xm 中作內接子 m 邊形  

E1′E2′⋯Em′∈{同 m 邊形 E1E2⋯Em ( ∏ A𝑘,1A𝑘,2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑚

𝑘=1  )}即可。  
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六、任意 m 條直線上取點作子 m 邊形的作法與解法數判斷 

         給定標的 m 邊形 E1E2⋯Em 及任意 m 條直線 L1、L2、L3、⋯、Lm，欲作 

子 m 邊形 E1′E2′⋯Em′∈{m 邊形 E1E2⋯Em ( ∏ L𝑘
𝑚
𝑘=1  )}。因同子 m 邊形與反子 m 邊形的作 

法與討論方式一樣，以下只討論同子 m 邊形，分三情形 

    (一)沒有三條以上直線平行且沒有三條以上直線共點 

        將「五(三).m 邊形作內接子 m 邊形的作法與解個數判斷」中 

取 E1′S=⋂ S1
𝑚
𝑘=3 {同∆E1E2E𝑘(A1A2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  × A2A3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A𝑘Ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )}的條件去掉，就可得到作法 

與解法數。 

    (二)有三條以上直線平行 

        不失一般性設平行直線為 L1、L2、L3，另設其他與 L1 平行的直線為 Lα (α∈N1)；其 

        他與 L1 不平行的直線為 Lβ (β∈N2)。 

        先作子∆D1′D2′D3′∈{同∆E1E2E3(L1× L2× L3)}，再依序作∆D1′D2′Dα′同相似於∆E1E2Eα    

        (α∈N1) 

        1.有一 Dα′(α∈N1)不在 Lα上時，則無解。 

        2.所有 Dα′(α∈N1)皆在 Lα上且 N2=ϕ 時，則作出的 m 邊形 D1′D2′⋯Dm′即為所求。且 

無限多解。(如圖 8-1) 

        3.所有Dα′(α∈N1)皆在Lα上且N2≠ϕ時，先取一β∈N2，作∆D1′D2′Dβ′同相似於∆E1E2Eβ； 

          接著過 Dβ′作 L1 的平行線交 Lβ 於 Eβ′；再過 Eβ′依序作直線平行於Dβ′Dα′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且交 Lα 

               於 Eα′(α∈N1)；最後依序作∆E1′E2′Eγ′同相似於∆E1E2Eγ (γ∈N2−{β}) 

          (1)所有 Eγ′ (γ∈N2−{β})皆在 Lγ 上時，作出的 m 邊形 E1′E2′⋯Em′即為所求。且有唯 

             一解。 

(2)有一 Eγ′ (γ∈N2−{β})不在 Lγ 上時，無解。(如圖 8-1) 

(圖 8-1) 

 

(圖 7-11) 
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    (三)有三條以上直線共點 

        不失一般性設共點 R 的直線為 L1、L2、L3，另設其他通過 R 的直線為 Lα (α∈N1)； 

        其他不通過 R 的直線為 Lβ (β∈N2)。 

        先作子∆D1′D2′D3′∈{同∆E1E2E3(L1× L2× L3)}，再依序作∆D1′D2′Dα′同相似於∆E1E2Eα    

        (α∈N1) 

        1.有一 Dα′不在 Lα上時，則無解。 

        2.所有 Dα′(α∈N1)皆在 Lα上且 N2=ϕ 時，則作出的 m 邊形 D1′D2′⋯Dm′即為所求。且

有無限多解。(如圖 8-2) 

        3.所有Dα′(α∈N1)皆在Lα上且N2≠ϕ時，先取一β∈N2，作∆D1′D2′Dβ′同相似於∆E1E2Eβ； 

          接著作直線RDβ′交 Lβ於Eβ′；再過Eβ′依序作直線平行於Dβ′Dα′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且交Lα於Eα′(α∈N1)； 

          最後依序作∆E1′E2′Eγ′同相似於∆E1E2Eγ (γ∈N2−{β}) 

          (1)所有 Eγ′(γ∈N2−{β})皆在 Lγ 上時，作出的 m 邊形 E1′E2′⋯Em′即為所求。且有唯 

             一解。 

(2)有一 Eγ′(γ∈N2−{β})不在 Lγ 上時，無解。(如圖 8-2) 

 (圖 8-2) 

 

七、探討同組子三角形旋伸中心 R 的一些性質  

         不失一般性對<型 d 內>作研究。以下皆以 A、B、C 表∆ABC 三內角，E、F、G 表 

     標的∆EFG 三內角。 

(一) 子∆E′F′G′在變動過程中，R 到三頂點 E′、F′、G′連線依序與 L1、L2、L3 夾等角。 

  (如圖 9-1) 

       

 

 

 

 

 

 

 

        [證明]因 AE'RG'、BF'RE'、CG'RF'分別四點共圓， 

              所以∠RE'B=∠RF'C=∠RG'A 

 

(圖 9-1) 
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     (二)R 到子△E'F'G'三頂點的距離比 RE′̅̅ ̅̅ ̅:RF′̅̅ ̅̅ :RG′̅̅ ̅̅̅=
sin (C+E)

sinE
:

sin (A+F)

sinF
:

sin (B+G)

sinG
。 (如圖 9-2)  

               

 

 

 

 

 

 

          [證明]設 R 關於E′G′ ⃡       、E′F′ ⃡      、F′G′ ⃡      的對稱點分別為 R1、R2、R3 

設RE′̅̅̅̅̅=R1E′̅̅ ̅̅ ̅̅ =R2E′̅̅ ̅̅ ̅̅ = e，RF′̅̅ ̅̅ =R2F′̅̅ ̅̅ ̅̅ =R3F′̅̅ ̅̅ ̅̅ = f，RG′̅̅ ̅̅̅=R1G′̅̅ ̅̅ ̅̅ =R3G′̅̅ ̅̅ ̅̅ = g 

因∠R1E′R2 = 2E，∠R2F′R3 = 2F，∠R1 G′R3 = 2G 

               所以R1R2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=2esinE，R2R3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=2fsinF， R1R3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑔sinG  

               又∠R2R1R3 = ∠F′R1G′∠E′R1R2 ∠G′R1R3 

= ∠F′RG′∠E′R1R2 ∠G′R1R3 

= (180
0
 A)  (90

0 
 E)  (90

0
 G) 

= E + G  A 

= 180
0 
 F  A  

               同理∠R1R2R3=180
0 
 G  B，∠R1R3R2=180

0 
 E C 

               由正弦定理R1R2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ R2R3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ R1R3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅:  = sin∠R1R3R2 : sin∠R2R1R3 : sin∠R1R2R3  

          得 2esinE : 2𝑓sinF : 2𝑔sinG = sin(C + E):sin(A + F) : sin (B + G) ; 

               整理得 e : f : g =
sin (C+E)

sinE
:

sin (A+F)

sinF
:

sin (B+G)

sinG
 

                 

     (三)若 R 關於∆ABC 三邊 AB̅̅̅̅̅、 BC̅̅ ̅̅ 、 CA̅̅ ̅̅ 的對稱點分別為 R1、R2、R3，則∆R1R2R3~∆EFG 

         (如圖 9-3) 

                 

 

 

         [證明]∠R1AR3 = 2A，∠R1BR2 = 2B，∠R2CR3 = 2C 

∠BR2C =∠BRC 

                 =∠BRF'+∠F'RC 

                 =∠BE'F' +∠F'G'C  (因 BE'RF'、CF'RG'皆分別四點共圓) 

                 = (180
0 
∠AE′F′) + (180

0 
∠AG′F′)       

= 360
0 − (∠AE′F′+∠AG′F′) 

                 =∠BAC + ∠E′F′G′ 

                 = A+F 

 

(圖 9-3) 

(圖 9-2) 
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                因RB̅̅ ̅̅ =R1B̅̅ ̅̅ ̅=R2B̅̅ ̅̅ ̅，RC̅̅̅̅ =R2C̅̅ ̅̅ ̅=R3C̅̅ ̅̅ ̅  

                所以∠R1R2B = 90
0 
 B，∠R3R2C = 90

0 
 C  

                即∠R1R2R3 =∠BR2C ∠R1R2B ∠R3R2C  

                          = (A + F)  (90
0 
 B)  (90

0 
 C) 

                          = F 

                同理∠R2R1R3=E，得證 ∆R1R2R3~∆EFG 

 

     (四)R 到∆ABC 三頂點的距離比RA̅̅ ̅̅ :RB̅̅ ̅̅ :RC̅̅̅̅ =
sinF

sinA
:

sinG

sinB
:

sin E

sinC
  (如圖 9-4) 

          

 

 

 

 

 

         [證明] R 三邊 AB̅̅̅̅̅、 BC̅̅ ̅̅ 、 CA̅̅ ̅̅ 的對稱點分別為 R1、R2、R3 

               且RA̅̅ ̅̅ =R1A̅̅ ̅̅ ̅=R3A̅̅ ̅̅ ̅=a，RB̅̅ ̅̅ =R1B̅̅ ̅̅ ̅=R2B̅̅ ̅̅ ̅=b，RC̅̅̅̅ =R2C̅̅ ̅̅ ̅=R3C̅̅ ̅̅ ̅=c 

               因∠R1AR3 = 2A，∠R1BR2 = 2B，∠R2CR3 = 2C 

               且∆AR1R3、∆BR1R2、∆CR2R3 皆為等腰三角形 

               所以R1R3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅= 2asinA， R1R2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑏sinB， R2R3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =2csinC 

               又∠R2R1R3 = E，∠R1R2R3 = F，∠R1R3R2 = G 

               由正弦定理R1R3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: R1R2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: R2R3 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =sin∠R1R2R3 : sin∠R1R3R2 : sin∠R2R1R3  

               得2𝑎sinA ∶ 2𝑏sinB : 2csinC = sinF: sinG: sinE 

因此 a : b : c = 
sinF

sinA
:

sinG

sinB
:

sin E

sinC
 

 

(五) tan∠RE'F'= 
sinEsinBsin (A+F)

sinF sin(𝐶+𝐸)+sinEcosBsin (A+F)
。(如圖 9-5) 

    [證明]設F′在E′R ⃡     的垂足為 H 

               因∠E′RF′=180
0
–B，所以∠HRF′= B 

               又E′H̅̅ ̅̅ ̅=E′R̅̅ ̅̅̅+ RH̅̅ ̅̅ =E′R̅̅ ̅̅̅ + RF′̅̅ ̅̅ ̅cosB且 HF′̅̅ ̅̅̅=RF′̅̅ ̅̅ sinB 

               tan∠RE'F' = 
HF′̅̅ ̅̅ ̅

E′H̅̅ ̅̅ ̅̅  = 
RF′̅̅ ̅̅ ̅sinB

RE′̅̅ ̅̅ ̅+RF′̅̅ ̅̅ ̅cosB
  

將(二)的結論 RE′̅̅ ̅̅ ̅:RF′̅̅ ̅̅ = 
sin (C+E)

sinE
:

sin (A+F)

sinF
代入 

得 tan∠RE'F'= 

sinBsin (A+F)

sinF
sin (C+E)

sinE
+

cosBsin (A+F)

sinF

 = 
sinEsinBsin (A+F)

sinF sin(C+E)+sinEcosBsin(A+F)
 

 

 

 

 

(圖 9-4) 

(圖 9-5) 
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伍、結論 

一、給定標的∆EFG 及任意三直線 L1、L2、L3，一定可以作出同相似與反相似的子∆E  

     ∈ {∆EFG(L1×L2×L3)}，詳見<引理二>。且各自同子∆E1 F1 G1 與反子 

     ∆E2 F2 G2 的同組子三角形會因三直線位置關係而產生不同連結： 

    <型 a>三線平行：兩組皆各自以平移作連結。(如圖 10-1) 

            

     <型 b>三線共點：兩組皆各自以伸縮作連結，且伸縮中心 R 在三線交點。(如圖 10-2) 

 

     <型 c>兩線平行：兩組皆各自以旋轉及伸縮作連結，且旋伸中心 R 在任一個同組子三角 

                     形兩平行線上之頂點的連線上。(如圖 10-3)  

 

 

 

 

 

 

 

 

                      

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖 9-6 , 為綜合上述五點之圖) 

(圖 10-1) (圖 10-2) (圖 10-3) 
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至於 R 細部位置則可由標的∆EFG 三內角與三直線夾角(令∠C3AB =  

                     A，∠C2BA= B )比較後確認。以子∆E1 F1 G1 組為例(如圖 10-4)  

(圖 10-4) 

     <型 d>圍三角形：兩組皆各自以旋轉及伸縮作連結。有一組(∆E1 F1 G1 )在旋伸過程中會 

內接於三直線所圍成三角形(∆ABC)；另一組(∆E2 F2 G2 )則會側接   

∆ABC 一邊或兩邊。(如圖 10-5) 

 

 

 

 

 

                             (圖 10-5) 

 

   

                     至於R細部位置則可由標的∆EFG三內角與三直線夾角(令∆ABC三內 

                     角為 A、B、C；三外角為 A 外、B 外、C 外)比較後確認： 

                     1. <型 d 內>                    2. <型 d 側>      
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二、比較標的∆EFG 三內角與三直線夾角可得到子∆E F G 在<型 c>、<型 d 內>、<型 d 側>的 

    極限情況，進而算出三頂點 E 、F 、G 變動範圍，詳見「肆、四」的研究。<型 d 內>的 

    部份可幫我們第一步就成功取對點，作出子 m 邊形成功內接於∆ABC。而<型 c>、 

    <型d側>的研究更可為我們如何能成功取對點，作出子m邊形成功內接於n邊形做準備。 

三、給定標的 m 邊形 E1E2⋯Em 及任意 m 條直線 L1、L2、⋯、Lm(無三條以上平行且無三條以 

    上共點)，作子 m 邊形 E1 E2 ⋯Em ∈{ m 邊形 E1E2⋯Em ( )}的方法，就是先將 m 邊 

    形 E1E2⋯Em 分開成(m–2)個共用邊 1 2E E 的標的∆E1E2Ek (3 ≤ k ≤ m)，在對應的直線上作出 

    ∆E1E2Ek 的一個同子三角形就可作出該組子三角形的旋伸中心，並由這(m–2)個旋伸中心 

    的位置作判斷： 

(一) 皆重合時：用<引理四>作法可在每條直線上成功取到子三角形頂點，且(m–2)個旋伸  

          中心所在的位置上就是該組子 m 邊形旋伸中心，所以有無限多解。 

(二) 與 L1、L2 交點共圓時：此圓與 L1、L2 交點位置就必須拿來當子 m 邊形對應於 E1、 

                      E2 的頂點，再用<引理四>作法在每條直線上成功取到子三 

                      角形頂點，得唯一解。 

    (三)與 L1、L2 交點不共圓時：無解。 

四、給定標的 m 邊形 E1E2⋯Em 及 m 邊形 A1A2⋯Am，作子 m 邊形 E1 E2 ⋯Em  

    ∈{m 邊形 E1E2⋯Em ( )}(其中 Am+1= A1)的方法與在 m 條直線上取點作是一樣 

    的意思，但須利用「肆、四」的研究控制好取點範圍方能確認有解與否及順利作出。 

 

五、給定標的 m 邊形 E1E2⋯Em 及 n 邊形 A1A2⋯An (n≥m) 的方法，就是延長預定要取點的 m 

    個邊接成 m 邊形，然後利用作 m 邊形內接 m 邊形方法即可成功。 

 

六、要完成任意 m 條直線上取點作子 m 邊形的方法尚須討論： 

    (一)有三條以上平行：在此平形線組先選其中三條作對應的子三角形當作基準點，再確 

認這組平行線的其他對應頂點能否成功落在對應的直線上，若可

以才再利用在這組平行的平移去確認第一個非這組平行線的對應

點位置，此時子 m 邊形的位置完全被鎖住，其他剩下的對應頂點

須正好在對應的直線上方有解。                  

    (二)有三條以上共點：在此共點線組先選其中三條作對應的子三角形當作基準點，再確認 

這組共點線的其他對應頂點能否成功落在對應的直線上，若可以

才再利用伸縮去確認第一個非這組共點線的對應點位置，此時子m

邊形的位置完全被鎖住，其他剩下的對應頂點須正好在對應的直

線上方有解。 

七、同組子三角形旋伸中心 R 的一些性質與幾何量計算如「肆、七」的研究。 
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陸、展望 

一、曾在其他報告中看見在三直線取不同對應點及將同、反兩種相似三角形都考慮進來，共 

     得六個同組子三角形，其六個旋伸中心會共圓，但沒詳細解釋這個現象。(如圖 11-1) 

      

     我們希望作更深入研究 

     (一)改變三直線相對位置，例如兩線平行。在三直線取不同對應點並只考慮同或反相似  

         得三個同組子三角形，其三個旋伸中心會與標的三角形相似。(如圖 11-2)  

           

 

 

 

 

 

 

 

 

                  (圖 11-1)                                (圖 11-2) 

     (二)提高直線數 m，且在直線取不同對應點及將同、反兩種相似子 m 邊形都考慮進來。  

       在甚麼條件下才可能使不同組子 m 邊形有旋伸中心?若有時間再研究其相對位置關      

       係。 

 

二、在三角形作內接相似於標的三角形的子三角形發展成在勒洛三角形作內接子三角形，我 

    們已掌握作法。(如圖 11-3) 

     (圖 11-3) 

    進一步想研究 

    (一)同組子三角形旋伸中心的存在性與性質 

    (二)如何在任意給定的 m 條圓弧線上取點作相似於標的 m 邊形的作法  
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作品海報 

【評語】050408  

優點： 

1. 本文給出在任意三角形中內接相似於某標的三角形之子三

角形作法，並發現這無限多個子三角形都繞同一個中心旋轉

及伸縮；接下來證明旋伸中心的存在及找到它的方法，並研

究出與它有關的諸多性質。然後為將問題延伸到 n邊形內接

相似於某標的三角形、n邊形內接相似於某標的 m邊形的作

法與解法數討論，最後發展到在 m條直線上取點作相似於與

某標的m邊形的子m邊形作法。有一定程度的結果。 

2. 本作品主要將一三角形內接小三角問題作一般性推廣，及探

討其相關數學性質，內容架構尚稱完整。 

3. 雖然本作品作推廣，基本上還是利用三角形的性質來探討。 

建議： 

1. 未交代本作品引用參考資料哪些相關性資料，且須作文獻探

討，藉以了解是否有相關文獻題及相關內容。 

2. 本作品主要對相似多邊形幾何作圖探討，主要利用三角形的

處理，題材內容缺乏創新。 

3. 未交代可以求解之條件為何。 
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        我們在書中看到一個與探討三角形內接三角形性質有關的問題而產生興趣，便著手研究內接三角形作法。在翻閱一些資料後發現

大多限制在三角形內接三角形的框架，於是我們試著將方向延伸到多邊形內接三角形，甚至多邊形內接多邊形，並推廣到在多條直線

上取點作相似多邊形。 

一、在三直線上取點作與標的三角形相似之子三角形作法研究與同組子三角形旋伸中心探討 

二、內接於三角形且與標的三角形相似之子三角形作法研究 

三、內接於 m 邊形且與標的 m 邊形相似之子 m 邊形作法研究與解法數討論 

四、內接於 n 邊形且與標的 m 邊形相似之子 m 邊形作法研究 

五、在 m 條直線上取點作與標的 m 邊形相似之子 m 邊形作法研究與解法數討論 

六、內接於三角形且與標的三角形相似之同組子三角形旋伸中心相關性質研究與幾何、代數量計算 

一、名詞定義 

(一)先任意給定一個 m 邊形作為接下來所要作的相似形對象，稱為「標的 m 邊形」。 

(二)依序(i =1, 2,⋯, m)設定範圍 Li (可為直線或直線上的部分圖形)後，在每一 Li 上取出點 Ei'，作出與標的 m 邊形 E1E2⋯Em 相似的 m 邊 

       形 E1'E2'⋯Em'(其中 Ei' 為 Ei 之對應點)， 稱為「子 m 邊形」。收集所有子 m 邊形而成之集合表示成「{m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}」。 

(三)兩個相似多邊形對應頂點繞行時針方向，若相同則稱「同相似」；若相反則稱「反相似」。 

(四){m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}中的子 m 邊形 E1'E2'⋯Em' 與 m 邊形 E1E2⋯Em 同相似者稱為「同子 m 邊形」；反相似者稱為「反 

       子 m 邊形」。而收集所有同子 m 邊形之集合 表成「{同 m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}」；收集所有反子 m 邊形之集合表成 

      「{反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}」。 

(五)元素屬於同一個{同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1×L2×⋯×Lm)}或屬於同一個{反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}者，稱為「同組子 m 邊 

       形」。 

(六)同一個{同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1×L2×⋯×Lm)}或同一個{反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}中的所有同組子 m 邊形有時會繞同一點旋 

       轉及伸縮、有時只有伸縮，稱此點為該同組子 m 邊形的「旋伸中心」，底下習慣以 R 表之。 

(七)同一個{同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1×L2×⋯×Lm)}或同一個{反 m 邊形 E1E2⋯Em (L1×L2×⋯×Lm)}中的所有同組子 m 邊形 E1'E2'⋯Em'，其頂 

       點 Ei' 在 Li 上的變動範圍以「Si {同 m 邊形 E1E2⋯Em(L1×L2×⋯×Lm)}」或「Si {反 m 邊形 E1E2⋯Em(L1×L2×⋯×Lm)}」表之。 

二、<引理二> 依序在任意三相異直線上取點作子三角形方法 

          [作法] 1.在 L1 上取一點 E' 

                      2.在 L2 上任取兩點 F1、F2，分別作∆E'F1G1、∆E'F2G2 相似於∆EFG 

                      3.設直線 G1G2 交 L3 於 G' 

                      4.作∆E'G'F' 相似於∆EGF，則∆E'F'G' 即為所求 

 

三、各型同組子三角型變動方式 

  <型 a>三線平行：                                   <型 b>三線共點：                <型 c>兩線平行：                                       <型 d>圍三角形： 

                          

 

                                                            

 

 

  僅平移。                                                僅伸縮，伸縮中心(R)             會旋轉及伸縮，旋伸中心(R1、R2)在       會旋轉及伸縮， 

                                                                  在三直線交點。                    子三角形兩平行線上之頂點的連線上。   旋伸中心為 R1、R2。 

       (一)<型 c>、<型 d>旋伸中心 R 找法                                                                                         

   <型 c>                                       <型 d 內>                                       <型 d 側>  

 

 

 

 

 

 

       (二)<型 c>、<型 d>旋伸中心 R 位置 

  <型 c>                                                     <型 d 內>                              <型 d 側>     

壹、研究動機 

貳、研究目的 

參、研究過程  

[作法] (1)先作一子∆E'F'G' 

         (2)分別作∆AE'G'、∆BE'F'、∆CF'G' 的  

            外接圓(<型 c>沒有∆CF'G' 的外接圓) 

            ，則三圓會交於 一點 R 即為所求 

 

 

 

 



          (三)<型 c>、<型 d>指定取點範圍時子三角形變動界限  

                 <型 c>                                                                                                      <型 d 內> 

 

 

 

 

 

               

                                                                                          

                 <型 d 側> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、<引理四>任意三直線 L1、L2、L3 不平行且不共點，若已知{同∆EFG(L1×L2×L3)}或{反∆EFG(L1×L2×L3)}旋伸中心 R 的位置，則可作出該組所有子三角

形。而細部取點方式分成: 

         (一)若 R 不在 Li 上，則在 Li 上任取一點為頂點皆可作出該組所有子三角形   

         (二)若 R 在 Li 上，則在 Li 上須取 R 為頂點方可作出該組所有子三角形 

                底下以{同∆EFG(L1×L2×L3)}作說明，並設點 A、B、C 依序為 L1 與 L2、L2 與 L3、L3 與 L1 的交點(若 L2 與 L3 平行，則不設點 C) 

        [作法]1.設 R 不在 L1 上且在 L1 上任取一點，設為 E' ：                                         2.因<型 c>R 不會在 L1 上，所以統一設 R 在 L2 上且在 L2 上取 R 為頂點， 

                     分別作∆RE'A、∆RE'B 的外接圓交 L3、L2 於 G'、F'，                                  設為 F' ：任作一圓過點 R 與 A 且分別交 L1、L3 於 E'、G'， 

                     則∆E'F'G' 即為所求。                                                                                      則∆E'F'G' 即為所求。 

  <型 c>                                <型 d 內>                         <型 d 側>                                <型 c>                                 <型 d 內>                              <型 d 側>   

 

 

 

 

 

 

 

五、m邊形作內接子 m邊形的作法與解法數判斷  

     (一)[已知]標的 m 邊形 E1E2⋯Em 與 m 邊形 A1A2⋯Am      

           [求作]m 邊形 E1'E2'⋯Em'∈{同 m 邊形                                     ，其中 Am+1= A1 

           [作法] 1.依序作子                                                                           3 ≤ k ≤m， 再利用                                                                              的旋伸中心 Rk 

                       2.R3、R4、⋯、Rm 所在位置區分三種，設 

<情形 1>所有 Rk 在同一位置(設為 R)                                       <情形 2>非所有 Rk 在同一位置且 A2 與所有 Rk 共圓         <情形 3>非所有 Rk 在同一位置且 A2 與所有 Rk 不共圓 

                                                                                                                (設此圓為Γ) 

 

   

      

 

 

 

   (1)若 S=ϕ，則無法作出。                                                 (1)若 E1'∉S，則無法作出。                                           無法作出  

   (2)若 S≠ϕ，則取 E1'∈S，利用<引理四>依序做出          (2)若 E1'∈S，則利用<引理四>依序做出 

        E2'、E3'、⋯、Em'，可得 m 邊形 E1'E2'⋯Em'                     E2'、E3'、⋯、Em'，可得 m 邊形 E1'E2'⋯Em'  

由上述作法中我們得到{同 m 邊形                                           中子 m 邊形解法數判斷方法： 

        (1)若所有 Rk (3≤ k ≤m)在同一位置(設為 R)且 S≠ϕ，則有無限多解且 R 為此組子 m 邊形的旋伸中心 

        (2)非所有 Rk(3≤ k ≤m)在同一位置時，若 A2 與所有 Rk 共圓且此圓與 S 有交點，則有唯一解 

        (3)若非所有 Rk(3≤ k ≤m)在同一位置且 A2 不與所有 Rk 共圓或非(1)(2)情形，則無解  

     (二)n邊形作內接子 m邊形的作法(n≥m)  

     欲在 n 邊形 A1A2⋯An 中作子 m 邊形 E1'E2'⋯Em'∈{同 m 邊形 E1E2⋯Em 

     可先將被選定的 m 個邊延長使相鄰兩邊                                的延長線交於 Xk +1，令 Xm +1=X1。 

     再由五、(一)的方法在 m 邊形 X1X2⋯Xm 中作內接子 m 邊形 E1'E2'⋯Em'∈{同 m 邊形 E1E2⋯Em                                         即可。 

 

 



六、任意 m條直線上取點作子 m邊形的作法與解法數判斷 

         給定標的 m 邊形 E1E2⋯Em 及任意 m 條直線 L1、L2、L3、⋯、Lm，欲作子 m 邊形 E1'E2'⋯Em'∈{m 邊形 E1E2⋯Em                                   因同  

         子 m 邊形與反子 m 邊形的作法與討論方式一樣，以下只討論同子 m 邊形，分三情形: 

     (一)沒有三條以上直線平行且沒有三條以上直線共點 

           仿五、m邊形作內接子 m邊形的作法 且不需考慮 S 在線上的位置。 

     (二)有三條以上直線平行  

            不失一般性設平行直線為 L1、L2、L3，另設其他與 L1 平行的直線為 Lα (α∈N1)；其他與 L1 不平行的直線為 Lβ (β∈N2)。先作 

            子∆D1'D2'D3'∈{同∆E1E2E3(L1×L2×L3)}，再依序作∆D1'D2'Dα' 同相似於∆E1E2Eα (α∈N1) 

            1.有一 Dα'(α∈N1)不在 Lα上時，則無解。 

         2.所有 Dα'(α∈N1)皆在 Lα上且 N2=ϕ時，則作出的 m 邊形 D1'D2'⋯Dm' 即為求。且無 

            限多解。 

         3.所有 Dα'(α∈N1)皆在 Lα上且 N2≠ϕ時，先取一β∈N2，作∆D1'D2'Dβ' 同相似於   

            ∆E1E2Eβ；接著過 Dβ' 作 L1 的平行線交 Lβ   於 Eβ' ；再過 Eβ' 依序作直線平行 

            於 且交 Lα於 Eα'(α∈N1)；最後依序作∆E1'E2Eγ' 同相似於∆E1E2Eγ (γ∈N2−{β}) 

            (1)所有 Eγ '(γ∈N2−{β})皆在 Lγ上時，作出的 m 邊形 E1'E2'⋯Em' 即為所求。且有唯一解。 

            (2)有一 Eγ '(γ∈N2−{β})不在 Lγ上時，無解。 

     (三)有三條以上直線共點  

            不失一般性設共點 R 的直線為 L1、L2、L3，另設其他通過 R 的直線為 Lα (α∈N1)； 

             其他不通過 R 的直線為 Lβ(β∈N2)。先作子∆D1'D2'D3'∈{同∆E1E2E3(L1×L2×L3)}， 

            再依序作∆D1'D2'Dα' 同相似於∆E1E2Eα   (α∈N1)  

            1.有一 Dα' 不在 Lα上時，則無解。  

            2.所有 Dα'(α∈N1)皆在 Lα上且 N2=ϕ時，則作出的 m 邊形 D1'D2'⋯Dm' 即為所求。且有無限多解。  

            3.所有 Dα'(α∈N1)皆在 Lα上且 N2≠ϕ時，先取一β∈N2，作∆D1'D2'Dβ' 同相似於∆E1E2Eβ；接著作直線 RDβ' 交 Lβ於 Eβ' ；再過 Eβ' 依 

               序作直線平行於          且交 Lα於 Eα'(α∈N1)；最後依序作∆E1'E2'Eγ' 同相似於∆E1E2Eγ (γ∈N2−{β})  

               (1)所有 Eγ'(γ∈N2−{β})皆在 Lγ上時，作出的 m 邊形 E1'E2'⋯Em' 即為所求。且有唯一解。 

               (2)有一 Eγ'(γ∈N2−{β})不在 Lγ上時，無解。  

七、探討同組子三角形旋伸中心 R的一些性質  

     (一)子∆E'F'G' 在變動過程中，R 到三頂點 E'、F'、G' 連線依序與 L1、L2、L3 夾等角。  

 

 

 

 

    (六)座標化公式 

 

 

 

肆、展望 

一、曾在其他報告中看見在三直線取不同對應點及將同、反兩種相似三角形都考慮進來， 

        共得六個同組子三角形，其六個旋伸中心會共圓，但沒詳細解釋這個現象。  

     (一)改變三直線相對位置，例如兩線平行。在三直線取不同對應點並只考慮同或反相似得 

           三個同組子三角形，其三個旋伸中心會與標的三角形相似。 

     (二)提高直線數 m，且在直線取不同對應點及將同、反兩種相似子 m 邊形都考慮進來。  

            在甚麼條件下才可能使不同組子 m 邊形有旋伸中心?若有時間再研究其相對位置關係。 

二、在三角形作內接相似於標的三角形的子三角形發展成在勒洛三角形 

        作內接子三角形，我們已掌握作法。  

     (一)同組子三角形旋伸中心的存在性與性質  

     (二)如何在任意給定的 m 條圓弧線上取點作相似於標的 m 邊形的作法  

伍、參考資料  

一、100 個著名初等數學問體歷史和解答(凡異出版社)                 二、臺北市第三七屆中小學科學展覽會數學科作品大海撈針 

三、2015 年臺灣國際科學展覽會探討正 n 邊形的內接正三角形  
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