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摘要

我們延伸黃莉芸、邱文均所提供的兩堆洗牌的數學模式，將其擴展到三堆以上的情形，

並討論特殊情況下的洗牌次數（如同堆牌顏色相同或每堆牌數量相等）。探討過程中，我們

發現前人所提及的數學模式相當有效，但三堆以上的情形更加複雜，我們修正數學模式以適

用於多堆洗牌的情形。

壹、研究動機：

我們嘗試將黃莉芸、邱文均探討兩堆洗牌時所提出的數學模式（圈數列、首末項重排

等）擴展到多堆的情形，搜尋資料時，我們發現姜兆徽、吳承峰、林郁翔、廖奕瑋等人曾

提及一種他們稱為「向下洗牌」的多堆洗牌程序。

不難發現，黃莉芸、邱文均所探索的洗牌方法即為 2 堆向下洗牌的特例，然則，姜兆

徽、吳承峰、林郁翔、廖奕瑋僅討論各堆牌數量『皆相等』的向下洗牌次數。我們希望運

用黃莉芸、邱文均的數學模式來探討各堆牌數量『不完全相等』的多堆向下洗牌的最少洗

牌次數，開始了這一連串的試驗，發現其中的規律及其原因。

貳、研究目的：

1. 多堆向下洗牌時，最少需多少次洗牌才能回到原來的排序？

2. 若將各堆的牌視為相同，是否能得較小的最少洗牌次數？

叁、研究設備及器材：電腦、Word。

肆、研究過程或方法結果：

第一部分：文獻探討、符號定義與初探

(一) 文獻探討

102年度基本學力測驗數

學科試題提到了一個有關日常

生活的撲克牌問題如右。

林建維、陳奕均、吳彥澄

[3, 4]探討上述洗牌問題，他們

觀察牌位置變化的規律，發現

可將牌區分為多個組，最少洗

牌次數即為各組個數的最小公

倍數。
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黃莉芸、邱文均[5]利用重排 (permutation) 、圈 (cycle) 及階數 (order) 等工具為洗牌提供

一個數學模式，定義了洗牌操作
21 ,nn 的重排符號、重排的圈形式及洗牌次數 )(ord ，進而

定義 n2個「圈數列」< 1,22 inC >, i =1~ n2 (底標 n2為圈數列總數，2i-1為圈數列首項) 及圈數列

首末項重排
21 ,nnb 如下：

【文獻定義 1】
21 ,nn 的圈數列  （黃莉芸、邱文均[5]，定義 6-2）

21 ,nn 的 n2個圈數列定義如下（末項所對應的數 bi (i =1~ n2)以括號列於末項之後）。

< 1,22 inC >＝2i－1, n1＋i－1, n1＋i－1－n2, n1＋i－1－2n2, …,  (bi)  (i =1~ n2)

再定義圈數列的首末項重排為：












 


2
21 ......

12...12...531

321

2
,

ni

nn bbbbb

ni
b 。

圈數列將重排的圈形式予以分段，使得數與數的對應，簡化為圈數列的連接。例如：

)6,9,12,15,5,8,11,14,3)(2,4,7,10,13,1(        
121110,9876543152141130
151413,1211109876543210

3,31













定義出三個圈數列：














)3(,6,9,12,15,5
)5(,8,11,14,3

)1(,2,4,7,10,13,1

5,3

3,3

1,3

C

C

C

其中：<C3,1>形成一個圈(1, 13, 10, 7, 4, 2)，

   <C3,3>和<C3,5>兩個圈數列接續成一個圈( 3, 14, 11, 8, 5, 15, 12, 9, 6 )。

進而得到快速計算最小洗牌次數的方法如下：

【文獻結論 1】
21 ,nn 的圈數列項數及重排   （黃莉芸、邱文均[5]，定理 6）

當 21 knn  時，令 i

icin
212  , 則

21 ,nn 之圈數列首末項重排為













 

2
......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
，且 < 1,22 inC > 有 ik  項。

【文獻結論 2】
21 ,nn 的圈數列首末項重排及項數（黃莉芸、邱文均[5]，定理 7）

若 dknn  21 (d=1~ 12 n )，令










)1 (21

)11 (21

22

22

nidncdi

dnicidn

i

i

i

i

其中

其中




, 則：

(1) 
21 ,nn 之圈數列首末項重排 

21 ,nnb












 

2
......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
。

(2) < 1,22 inC > 項數為








)1 (1
)11 (

22

2

nidnk

dnik

i

i




。
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利用文獻結論，可以求得兩堆洗牌的最少次數，以求 )( ,737 kord  為例，說明如下：

將 3d , 72 n 代入










)1 (21

)11 (21

22

22

nidncdi

dnicidn

i

i

i

i





得










)75 (22

)51 (29

ici

ici

i

i

i

i





得










765

4321

29  ,28  ,27

213  ,212  ,211  ,210

765

4321




ccc

cccc

由 )9,1,7,13,3,11,5(),...,,( 721 ccc 得

        7,37kb 








917133115
131197531

=(1,5,3,11)(7,13,9)，

由 )0,3,0,0,2,0,1(),...,,( 721  得

       七個圈數列依序有 k+1, k, k+2, k, k+1, k+4, k +1項，

其中圈(1,5,3,11)有(k+1)+(k+2)+ k + (k+4) = 4k+7項

  圈(7,13,9) 有 k + (k+1) + (k+1) = 3k+2項

故得 ).23,74()( ,737  kklcmord k

若增加牌的堆數以推廣上面的問題，我們首

先面臨的是如何洗牌？我們翻閱文獻，發現一種

姜兆徽、吳承峰、林郁翔、廖奕瑋 [6]稱為「向

下洗牌」的多堆洗牌程序，洗牌過程如右所示。

右例中，12張牌分為四堆，原來的排序：

0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11

經過一次洗牌後，變成：

0、3、6、9、1、4、7、10、2、5、8、11

不難得知，黃莉芸及邱文均的洗牌程序為向下洗

牌之兩堆特例。

P. Glaister [7] 也提到將 n張牌等分成 m堆，以向下洗牌方式洗牌時，回到原來排序的最

少洗牌次數為滿足同餘式足 1km (mod 1n )的最小整數 k。

【文獻結論 3】P. Glaister

  若將 n張牌等分成 m堆，

  則回到原來次序所需的最少向下洗牌次數為滿足 1km (mod 1n )的最小整數 k。
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本文討論每堆牌數不完全相等的多堆向下洗牌，

當三堆分別有 4、2、1 張時，原來的排序為：

0、1、2、3、4、5、6

抽出各堆第 1張牌，排成：0、4、6

抽出各堆第 2張牌，排成：0、4、6、1、5

抽出各堆第 3張牌，排成：0、4、6、1、5、2

抽出各堆第 4張牌，排成：0、4、6、1、5、2、3

亦即經過一次洗牌變成：

0、4、6、1、5、2、3

(二) 符號定義

我們沿用黃莉芸、邱文均為洗牌問題所定義的數學符號，將其推廣到多堆的情形。首先

是牌的排列符號，定義如下：

【定義 1】牌的排列符號

  第一堆放 4 張牌(依序編號為 0~3)，第二堆放 2張牌(依序編號為 4~5)，
  第三堆放 1 張牌(編號為 6)，則所有牌的排列以符號(0123,45,6)表示。

利用抽象代數的「重排(permutation)」來定義一次洗牌操作。

【定義 2】一次洗牌操作

已知牌組(0123,45,6) 洗牌 (0461,52,3)，

  此洗牌操作以重排 4,2,1 ＝ 








3,25,1640
6,54,3210

表示。

利用 order 來定義最少洗牌次數。

【定義 3】最少洗牌次數

  給定一個洗牌操作 ，讓排序變回原來順序的最少洗牌次數記為 )(ord 。

此例回到原來次序的洗牌過程為：(0123,45,6)  (0461,52,3)  (0534,26,1)  (0215,63,4) 

 (0642,31,5) (0356,14,2) (0123,45,6)，得到： )( 4,2,1ord ＝6。
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考慮一般的情形：若有 h堆牌，各堆依序有 hnnnn ,...,,, 321 張，令 



h

i

ins
2

，則根據

h21 ..., ,, nnn 的對應關係，定義 s個圈數列如下：

【定義 4】
hnnn ..., ,, 21

 的 s個圈數列

  
iiiiii ccccC ,3,2,1, ...,,,, , i =1, 2,…, s

圈數列  iC 的第 1項為 1,ic ，定義一對一函數 )(i 如下：

【定義 5】一對一函數 )(i

  1,)( ici  , i =1, 2,…, s

定義 1,ic 所形成的集合 A 及數列<A>；當 1 ki 時，存在 1, kic ，定義集合 B 如下：

【定義 6】集合 A 及數列<A>

  集合   ...,, 1,1,21,1 scccA ；  數列   ...,, 1,1,21,1 scccA

  集合  sikcB iki ,...,2,1,1 | 1,   

方便起見，定義接續多個等差數列所形成之數列符號：

【定義 7】數列的表示

1. 已知數列








n

m

bbbb

aaaa

,...,,
,...,,

21

21 ，且 ms  , nt  ,則：

(1) 數列 saaa ,...,, 21 記為 sa  ；   (2) 數列 ts bbbaaa ,...,,,,...,, 2121 記為 ts ba  .

2. 首項 a，公差 d，項數 n的等差數列記為  ),(, nda .

3.
    

項公差項公差    , 

2121

  , 

11

21

)1(,...,)1( ,)1(,...,,
ndmd

nddmaddmadmadaa  記為  ),(),(, 21 ndmda .

4. 當 0n 時，兩數列  ),(),(, 21 ndmda 、  ),(, 1 mda 相同

再定義
hnnnkb ..., ,,1 21

 及
hnnnb ..., ,, 21

 如下：

【定義 8】
hnnnkb ..., ,,1 21

 及
hnnnb ..., ,, 21













s

s

nnnk

cccc
b

h 


...

...

321

1,1,31,21,1
..., ,,1 21

, 其中 BAi 











s

s

nnn
bbbb

cccc
b

h ...
...

321

1,1,31,21,1
..., ,, 21



     ),...,,)...(,...,,)(,...,,( ,2,1,,22,21,2,12,11,1 21 mrmmmrr bbbbbbbbb , 其中 Abb jii ,,
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(三) 初探

重排圈形式必能分為若干個不相交的圈的組成，如： 3,2,1 ＝ 








2,41,530
5,43,210

，圈

形式為(1,3)(2,5)，最少洗牌次數為兩個圈內數值個數的最小公倍數，得 2)( 3,2,1 ord 。

根據定義 6，重排圈形式分為 m 個 cycle，其中第 i 個 cycle 由 ir 個圈數列所組成，由反

函數 1 可得此 ir 個圈數列的項數分別為
kj

 , )( ,
1

kik bj  ，故得此 cycle有 



i

k

r

k

jia
1
 項，進

一步得最少洗牌次數 ),...,,()( 21..., ,, 21 mnnn aaalcmord
h
 ，歸納如下：

【定理 1】 )( ..., ,, 21 hnnnord 

  ),...,,()( 21..., ,, 21 mnnn aaalcmord
h
 ，其中 




i

k

r

k

jia
1
 , )( ,

1
kik bj 

初步探討發現當最後一堆牌的張數多於所有堆的張數時，會發生其他的牌皆已被排入

後，只剩最後一堆有牌的情況，因此將最後一堆剩下來的牌全部排在最後面，即最後一堆的

最後幾張牌從未變換位置，例如：

若 h 堆牌依序有 hnnnn ,...,,, 321 張牌，令 t 為 1-321 ,...,,, hnnnn 之中的最大值，則經過 t 次抽

牌後，前面 1h 堆牌皆已抽完，故最後一堆的牌之中，只有抽到前 t 張牌，並且第 t 張牌的

位置也沒有變化，亦即最後一堆牌之中，僅有前 t－1 張牌位置有變化。另外，若每一堆的

數量皆相等時，最後一堆的最後一張從未變換位置。得到以下結論。

【定理 2】

1. )()( 1,,...,,,,,...,,, 13211321 
 tnnnnnnnnn hhh

ordord  , 其中  1-21 ,...,,max hnnnt  。

2.


)()(
 

1,,..,,

 

,..,, 
個個 h

nnnn

h

nnn ordord   。
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第二部分：三堆牌的最少洗牌次數

(一)
31  ,1,nn ：

先探討 1 ,1,1n 及 2 ,1,1n 的情形，發現 1 ,1,1n 需分為 kn 21  及 121  kn 兩種情形來討論，得

到：ord ( ,1,112 k )＝ 1k 、ord ( ,1,12k )＝ 12 k 。同理， 2 ,1,1n 則需分成三種情形來討論，得

到：ord( ,1,23k )＝ )12,1(  kklcm ,  ord( ,1,213 k )＝ )1(2 k ,  ord ( ,1,223 k )＝ )1,32(  kklcm .

（過程如研究日誌）

接著探討
31  ,1,nn 的情形，先列出

31  ,1,nn 如下：














1...1,1,2...322110
...21,,1...6543210

1313131311111

311111

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnn

1. 對應關係：

除了 0對應到 0以外，我們歸納了三種對應關係：

經過一次洗牌，第一堆的 1、2、4、6、…、2n3對應到第二、三堆牌，

對應關係








31

1

1 ,2
1

niini

n
，後續將利用這個對應關係得 1,ic , 其中 i = 1, 2,…, s。

第一堆牌之中，部分奇數 123 ,
2

1
3 


 ni

i
i 如下藍色箭頭：

後續，將利用這個對應關係得 tic , , 其中 i = 1, 2,…, s 且 t = k+1, k+2,…, i 。

第一堆牌之中，大於 2n3的牌的對應關係 12 ,1 33  ninii 如下：

後續，將利用這個對應關係得 tic , , 其中 i = 1, 2,…, s 且 t = k+1, k+2,…, i 。
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以上三種對應關係歸納為：





















 

)(12,1
)(123,2/)1( 
)(1 ,2
)(1

33

3

31

1

綠框

藍箭奇數

紅箭

紅圈

ninii

niii

niini

n

。

2.
31 ,1,1 nnkb  、

31 ,1,nnb

先求
31 ,1,1 nnkb  ，即求 1,ic 及 i 。令 dnkn  )1( 31 ， 1k 且 10 3  nd ，

由對應關係，得








1,...,3,2),1(2
1

31,

1,1

niic

c

i

由對應關係及 1,ic 計算可得 1,...,2,1  , 33  niidni

再求
31 ,1,nnb ，即求 ib ，分兩類討論：

(1)若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。

   由對應關係、及 1, kic ，依遞迴關係式















12 ,)1(

12  ,
2

1

3,3,

3,
,

1,

ncnc

nc
c

c

jiji

ji

ji

ji

當

當

   可以依序得 2, kic 、 3, kic 、…、
iic , 、 ib 。

故可得
31 ,1,nnb 的圈形式，以上結論歸納如下：

【定理 3】
31 ,1,1 nnkb  、

31 ,1,nnb

  令 dnkn  )1( 31 ， 1k 且 10 3  nd ，則：

1. 









 12...4321

2...6421

33333

3
,1,1 31 dndndndndn

n
b nnk  。

2. (1) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2) 若 Ai  , 則 ikic 1, 。

     由 1, kic 依遞迴式















12 ,)1(

12  ,
2

1

3,3,

3,
,

1,

ncnc

nc
c

c

jiji

ji

ji

ji

當

當
得 ib 及 i 。
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由
31 ,1,nnb 的圈形式，利用定理 1即可得 )(

31 ,1,nnord  , 以求 )( ,1,910kord  為例，說明如下：

例： )( ,1,910kord  =？

先得 







 19181716151413121110

181614121086421
,1,9101 kkb 

得

 

 













 )19,17,15,13,11(,,,,

)18,16,14,12,10(,,,,

1,101,81,61,41,2

97531

97531

kkkkk ccccc

k

bbbbb



再由遞迴關係



















19 ,)1(

17 ,
2

1

,3,1,

,
,

1,

jijiji

ji

ji

ji

cncc

c
c

c
得
























4919
817

13715
613

2511

，

即得
 

 







)2,1,3,1,2(,,,,
)4,8,1,6,2(,,,,

108642

108642

kkkkk

bbbbb



且得 









418816114612210
181614121086421

,1,910kb

                     )14,8)(6)(18,16,12,4)(2)(10,1(

故得 ),,,,()( 85410973261,1,910   lcmord k

                            )12,1,24,2,32(  kkkkklcm .

(二) 
321  ,, nnn ：

本節探討
321  ,, nnn 的一般情形。

1. 討論 32 nn  的情況：

列出 ,3,21n 、 2,4,1n 如下：
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先討論對應關係，除了 0以外，對應關係可分為三類：

(1) 部分第一堆的牌對應到第二、三堆的牌，如藍色箭頭標示處。

觀察對應到第二堆牌的數，得對應關係：








32313

31

1,123
1,123

nniinnin

niini

再觀察對應到第三堆牌的數，得對應關係： 321 1,113 niinni 

歸納以上對應關係：














321

32313

31

1,113
1,123

1,123

niinni

nniinnin

niini

                ………(*)

(2) 部分第一堆的牌對應到第二、三堆的牌且不在綠色框中，如紅色箭頭標示處。

紅色箭頭所指的數皆為紅線(3個對應成為一組)及藍線(2 個對應成為一組)的第一個位置

(註:因為對應到第一堆的牌)，分別討論：

紅線上對應關係為：

1...
3

...321
......

33......963

3

3







n
i

ni

，即得 33 ,
3 3  ni
i

i

藍線上對應關係為：

1......21
......

22......43233

2333

32333







njnnn

nninnn

若 i 為上列的第 t 項，由 )1(23 3  tni 算得
2
31 3ni

t




因 j 為上列的第 t 項，算得
22

3)1( 33
33

nini
ntnj





 ，

即得 223 ,
2 323

3 


 nnin
ni

i

故得對應關係















223,
2

33,
3

323
3

3

nnin
ni

i

ni
i

i
                                         ………(**)

(3) 3232 2 ),( nninnii  （如綠色框）                                                             ………(***)



11

以下依序討論
321 ,,1 nnnkb  、

321 ,, nnnb ：

(1)
321 ,,1 nnnkb  ：

由對應關係(*)，得
















3222

233

3

1,

~1,133
~1,12

~1,23

nnnini

nnini

nii

ci

即得數列
      

3  

3

2  

3233

3  

3

3323

13...,,5,2 ,12...,,33,13 ,23...,,4,1
項，公差項，公差項，公差 nnnn

nnnnnnA 



依定義 7表示為  ),3(,2)1,2()1,3(,1 3323 nnnnA

令 dnkn  )1( 31 ， 1k 且 10 3  nd ，

由對應關係(**)及 1,ic 得 3232 ,...,2,1  ,1 nniidnni 

(2) 
321 ,, nnnb ：

僅需再求 ib ，分兩類討論：

(1)若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。由對應關係、及 1, kic ，

  依遞迴式
























32,32,

32,3
3,

3,
,

1,

2,)(

223,
2

33,
3

nncnnc

nncn
nc

nc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji 依序得 2, kic 、…、
iic , 、 ib 。

故可得
321 ,, nnnb 的圈形式。

【定理 4-1】
321 ,, nnn , 32 nn 

當 32 nn  ，令 dnnkn  )( 321 ， 1k 且 320 nnd  ：

1.  ),3(,2)1,2()1,3(,1 3323 nnnnA

2. 3232 ,...,2,1  ,1 nniidnni 

3. (1) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。

再由 1, kic 及遞迴式
























32,32,

32,3
3,

3,
,

1,

2,)(

223,
2

33,
3

nncnnc

nncn
nc

nc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji 得 ib 及 i 。
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由上述定理可快速求得 )(
321 ,, nnnord  。

例如：求 ?)( ,6,28 kord 

  先得 







 15141312111098

5213119741
,6,281 kkb 

得

 

 













 )15,14,12,10,8(,,,,

)13,11,9(,,

1,81,71,51,31,1

642

642

kkkkk ccccc

k

bbb



再由遞迴關係
























14,8

126,
2

2

3,
3

,,

,
,

,
,

1,

jiji

ji

ji

ji

ji

ji

cc

c
c

c
c

c 得
























715
2614

512
410

138

，

即得
 

 







)1,2,1,1,2(,,,,
)7,2,5,4,1(,,,,

87531

87531

kkkkk

bbbbb



且得 )2)(13)(7,5,11,9,4)(1(
7213511491
5213119741

,6,28 







kb

故得 ),35,2(),,,()( 76385421,1,910 kkklcmlcmord k   。

2. 討論 32 nn  的情況：

列出 ,3,41n 、 ,4,51n 、 ,2,21n 、 ,3,31n 如下：
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對應關係可分為藍、紅色箭頭、綠框三類，經由與前節類似的過程，得到以下結論：

【定理 4-2】
321 ,, nnn , 32 nn 

當 32 nn  ，令 dnnkn  )( 321 ， 1k 且 320 nnd  ：

1.  ),2(),3(,2),3(,1 2322 nnnnA

2. 3232 ,...,2,1  ,1 nniidnni 

3. (1) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。由 1, kic 及
























32,32,

32,2
2,

2,
,

1,

2,)(

23,
2

33,
3

nncnnc

nncn
nc

nc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji
得 ib 及 i 。

【定理 4-3】
321 ,, nnn , 32 nn 

當 32 nn  ，令 dnnkn  )( 321 ， 1k 且 320 nnd  ：

1.  ),3(,2),3(,1 22 nnA

2. 3232 ,...,2,1  ,1 nniidnni 

3. (1) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。由 1, kic 及












2,32,

2,
,

1,
3,)(

33,
3

ncnnc

nc
c

c

jiji

ji

ji

ji 得 ib 及 i 。

3. 綜合討論：

定義 s1為 n2、n3較小的值，s2為 n2、n3較大的值（若 32 nn  ，則 2132 ssnn  ），

則<A>：















),2(),3(,2),3(,1:
),3(,2),3(,1:
),3(,2)1,2()1,3(,1:

121132

1132

112132

ssssnn

ssnn

ssssnn

可簡化為
32

),2(),3(,2)1,2()1,3(,1 121121 nn ssssssA  .

同理，三種情況下的遞迴式亦可合併表示為
























21,21,

21,1
1,

1,
,

1,

2,)(

223,
2

33,
3

sscssc

sscs
sc

sc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji ，
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經由上述討論，定理 4-1~4-3可歸納如下：

【定理 5】
321 ,, nnn

令 s1為 n2、n3較小的值，s2為 n2、n3較大的值，

再令 dnnkn  )( 321 ， 1k 且 320 nnd  ：

1.
32

),2(),3(,2)1,2()1,3(,1 121121 nn ssssssA  。

2. 3232 ,...,2,1  ,1 nniidnni  。

3. (1) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。由 1, kic 及
























21,21,

21,1
1,

1,
,

1,

2,)(

223,
2

33,
3

sscssc

sscs
sc

sc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji
得 ib 及 i 。

第三部分：多堆洗牌的最少洗牌次數

前節所討論三堆的情形，適用於更多堆的情形，以四堆為例，列出
4321 ,,, nnnn 如下：













...211110

...876543210

321211321211
,,, 4321 nnnnnnnnnnnn
nnnn

(一) 數列<A>：

當 432 nnn  時，根據
4321 ,,, nnnn 的對應關係，對應到 1~ 43211  nnnnn 的數依序為：

對應第二堆 1~ 211  nnn 的數依序為：

      
2  

43343

3  

434

4  

4

32434

12...,,13 23...,,14 ,34...,,1
項，公差項，公差項，公差 nnnnn

nnnnnnnnn





記為  )1,2(),3()1,4(,1 32434 nnnnn

對應第三堆 1~ 32121  nnnnn 的數依序為：

    
3  

434

4  

4

434

13...,,24 ,24...,,2
項，公差項，公差 nnn

nnnn



 ，記為  ),3()1,4(,2 434 nnn

對應第四堆 1~ 4321321  nnnnnnn 的數依序為：

 14...,,3
4  

4

4

  
項，公差n

n  ，記為  ),4(,3 4n

因此，得到：

 ),4(,3),3()1,4(,2)1,2(),3()1,4(,1 443432434 nnnnnnnnnA
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討論其它大小關係時，令 s1為 n2、n3、n4最小的值，s2為 n2、n3、n4次小的值，s3為 n2、

n3、n4最大的值，六種情形，我們歸納如下：

1. 對應到第二堆 1~ 211  nnn 、第四堆 1~ 4321321  nnnnnnn 的數依序為：

對應到第二堆 對應到第四堆

432 nnn   )1,2(),3()1,4(,1 23121 sssss  ),4(,3 1s

342 nnn   )1,2(),3()1,4(,1 23121 sssss  ),3(),4(,3 121 sss

423 nnn   )1,3()1,4(,1 121 sss  ),4(,3 1s

243 nnn   ),4(,1 1s  ),3(),4(,3 121 sss

324 nnn   )1,3()1,4(,1 121 sss  ),2(),3(),4(,3 23121 sssss

234 nnn   ),4(,1 1s  ),2(),3(),4(,3 23121 sssss

通式
2

)1,2(),3()1,4(,1 23121 nsssss 
4

),2(),3(),4(,3 23121 nsssss 

2. 對應到第三堆 1~ 32121  nnnnn 的數需分成兩種情形討論：

當 42 nn  時，有三種情形：

432 nnn  ：  )1,3()1,4(,2 121 sss

423 nnn  ：  ),2()1,3()1,4(,2 23121 sssss

342 nnn  ：  ),4(,2 1s

可用
3

),2()1,3()1,4(,2 23121 nsssss  表示；

當 42 nn  時，有三種情形：

243 nnn  ：  )1,2()1,3(),4(,2 23121 sssss

324 nnn  ：  ),4(,2 1s

234 nnn  ：  ),3(),4(,2 121 sss

可用
3

)1,2()1,3(),4(,2 23121 nsssss  表示。

(二) i ：

令 



4

2t

tns , dksn 1 sd 0 ，由遞迴式 scc jiji  ,1, , kj  及 1,ic 得：

siisdi ,...,2,1  ,1 
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(三) ib ：

當 kj  時，歸納遞迴關係式如下：



























321,321,

321,21
21,

21,1
1,

1,
,

1,

2),(

22 3,
2

)(

334,
3

44,
4

ssscsssc

ssscss
ssc

sscs
sc

sc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji

ji

ji

【定理 6】
4321 ,,, nnnn

令 s1為 n2、n3、n4最小的值，s2為 n2、n3、n4次小的值，s3為 n2、n3、n4最大的值，

且令 



4

2t

tns , dksn 1 sd 0 ：

1.(1)當 42 nn  時：

4

3

2

),2(),3(),4(,3           

),2()1,3()1,4(,2           

)1,2(),3()1,4(,1

23121

23121

23121

n

n

n

sssss

sssss

sssssA







(2)當 42 nn  時：

4

3

2

),2(),3(),4(,3           

)1,2()1,3(),4(,2           

)1,2(),3()1,4(,1A

23121

23121

23121

n

n

n

sssss

sssss

sssss







2. siisdi ,...,2,1  ,1 

3. (1)若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

(2)若 Ai  , 則 ikic 1, 。

由 1, kic 及



























321,321,

321,21
21,

21,1
1,

1,
,

1,

2),(

22 3,
2

)(

334,
3

44,
4

ssscsssc

ssscss
ssc

sscs
sc

sc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji

ji

ji 得 ib 及 i 。

第四部分：同堆同色之最少洗牌次數

基測題目中，牌分成兩種顏色（同一堆的顏色相同），僅需將牌洗成兩邊顏色相同即可

（不須每張牌回到原來的次序）。本節探討同一堆的牌皆相同的洗牌次數，方便起見，以

1,2,3 來表示三種顏色，但為追蹤牌的變化，仍標記該張牌初始位置，將三堆分別有 n1、n2、

n3 張牌依序記為 111110 321212111
3,...,3,2,...,2,1,...1,1  nnnnnnnnn ，定義同堆的牌皆相同的洗牌次數

)(
321 ,, nnncord  如下：
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【定義 7】 )(
321 ,, nnncord 

將三堆依序有張牌，且同一堆牌皆相同的洗牌操作
321 ,, nnn ，則將牌洗回同堆皆

相的最少次數記為 )(
321 ,, nnncord  。

三堆牌之中，只要兩堆同時洗回同色，第三堆也必定都同色，我們選擇觀察第二、三堆

牌同時洗回同色的次數。

先觀察 n2=3、n3=1的情形，得到：




















1,234,543221130

3,21,1876543210
1,3,

111111111

11111

1 11111...112121321
32221...111111111

nnnnnnnnn

nnnnn

n

當 n1=4k時，得 









7654

2641
1,3,41 1111

1111
kkb  ，再得 )1)(1,1,1(

1111
1111

6241
1624

2641
1,3,4 








kb

且 )2,,1,(),,,( 4321  kkkk 。

先求 ?)( ,3,14 kord 

由 )1,...,2,1)(1,...,3,1,...,2,1,...,2,1(
 

10246

 2

3342

 1

144

 

411,3,4 
項項項項 k

k

k

k

k

k

k

kk 







 ，

得 ),33()( ,3,14 kklcmord k  …(*)

只考慮顏色，求 ?)( ,3,14 kcord 

得 )1...,1,2)(1...,1,3 1...,1,2 1,...,1,2()1...,1,2,1)(1...,1,3,1 ...,1,2,1 ,...,1,2,1(
  2 1   2 1 

1,3,4 
項項項項項項項項 kkkkkkkk

k





經過 3k+3次移動， )1...,1,3 1...,1,2 1,...,1,2(
 2 1 

項項項  kkk

中的第二、三堆的牌回到第二、三堆；

經過 k次移動， )1...,1,2(
 

項k

圈中的第二堆的牌回到第二堆，

故得 ),33()( ,3,14 kklcmcord k  . …(**)

我們得到 )()( ,3,14,3,14 kk ordcord   。
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這樣的結果代表僅考慮顏色時，洗牌次數並不會較少，這令我們有點訝異。在推導過程中，

發現洗牌次數是否減少的關鍵在於：

「合併為 cycle之圈數列的項數是否皆相同」。

說明如下：

(1) 如下圖左，若有三個項數相等圈數列（皆為 x 項）組成一個圈，

當牌是每張互異時，則須經 3x次移動才能移回原來的狀況，

當牌是同堆同色時，經 x次移動，即能移回原來的狀況。（同堆同色移動次數較少）

(2) 如下圖左，若三個項數不完全相等的圈數列（分別有 x、y、z項，x ≠ y）組成一個圈，

當牌是每張互異時，則須經 x+y+z次移動才能移回原來的狀況，

當牌是同堆同色時，經 x+y+z次移動，即能移回原來的狀況。（移動次數相同）

為快速檢驗 )(
321 ,, nnnord  和 )(

321 ,, nnncord  的關係，利用 Visual Basic 設計了一程式，輸入

三堆的數量，執行程式後，輸出 )(
321 ,, nnnord  和 )(

321 ,, nnncord  ，程式碼說明如附錄一、二。

利用程式檢驗許多例子都得到 )(
321 ,, nnnord  = )(

321 ,, nnncord  的結果，我們懷疑：

「不存在所含圈數列之項數皆相等的 cycle」。

以下檢驗上述假設是否正確，觀察
321 ,, nnnakb  ：
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我們得到，第二堆的牌所在的圈數列首項大小關係與第 k+1 項相同，事實上，從之

前的探討中，得到：

若第二堆的牌 a2, b2分別落在圈數列
,...,,...,,
,...,,...,,

12

12









kky

kkx

bbbyC

aaaxC
，則 ii ba  , i=1~k+1

因為 11,  kk ba 必為第一堆的牌，根據對應關係：
























3232

322
2

2

2 ,

23 ,
2

3 ,
3

nninnii

nnin
ni

i

ni
i

i

可以進一步得到： ,...,, 443322   kkkkkk bababa

以下將利用反證法來說明必不存在所含圈數列之項數皆相等的 cycle。

假設有兩項數相等（設皆有 k+t 項）的圈數列合併為一個 cycle, 

其首末項重排為： 









.........

.........
xy

yx
b , 得 x<y，

因兩圈數列皆有 k+t 項，回推其首項與第 k+1 項重排為 








 .........
.........

11 kk ab

yx

因在圈數列的首項與第 k+1項重排第二列越右邊的數越大， 11   kk ba ，產生矛盾，

因此此兩個圈數列的項數必不相等。

同理可證若有 h個項數相等的圈數列合併為一個 cycle, 其中必存在矛盾，因此得證

當 n1=kn2時，必不存在所含圈數列之項數皆相等的 cycle。得以下結果：

【定理 7】

    )()(
321321 ,,,, nnnnnn ordcord   。

第五部分：特殊情況的最少洗牌次數

本節討論特定條件下的最少洗牌次數。

1. 每堆牌的數量相等

首先考慮三堆數量相等的情況：

由 









1494138,3127211,611050
1413121110,98765,43210

5,5,5

對應關係














51  ,913
51  ,423

40  ,3

iii

iii

iii

不利於計算，



20

考慮下列對應到上列之反向的對應關係，即：



















1494138,3127211,611050

1413121110,98765,43210

5,5,5

其對應關係為














1410  ,283
95  ,143

41  ,3

iii

iii

iii

可以用同餘 14來表示：

「若給定下列的數 i，ij, 則 j 滿足 )14(mod3ij  」

這個結果是否適用於一般情形，檢驗如下：















13.........,.........,...2121120
13...2,12...,1...6543210

,,
nnnnn

nnnnn
nnn

其三個對應關係為














132  ),13(23
12  ),13(3

11  ,3

ninnii

ninnii

niii

可以用一個同餘式表示：

「若給定重排之中下列的 i，及上列的 j 且 ij, 則 j 滿足 )13(mod3  nij 」

藉由同餘的性質，我們得到與文獻結論 3相同的結果（過程詳如研究日誌）：

「若 k為滿足 1kh (mod 1hn )的最小整數，則 kord
h

nnn )(
 

,...,,

個

 。」

根據歐拉定理：

「若 gcd(a, n)=1，則 )(mod1)( na n  」       （ )(n 為歐拉函數）

亦即 )1(  hnk  滿足 1kh (mod 1hn )，進一步得到：

「當有 h堆牌，每堆 n張時，最少洗牌次數為 )1( hn 的因數」

以符號表示為： )1(|)(
 

,...,, hnord
h

nnn 

個

特別的是，當每堆皆有 th 張牌時，可得滿足 )1(mod01 1  tk hh 的最小整數 1 tk ，

即得： 1)(
 

,...,,
 tord

h

ttt hhh 
個



【定理 8】

  1. )1(|)(
 

,...,, hnord
h

nnn 

個

.              2. 1)(
 

,...,,
 tord

h

ttt hhh 
個

 .
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2. 每堆牌的數量不完全相等

當牌有 nh+d張(d≠0)時，無法均分成 h 堆，我們先將 nh張牌等分成 h堆(每堆 n張)，再

考慮剩下的 d張牌如何分配，例如：當牌數不是 3的倍數且牌分為 3堆時，可考慮將牌分為

(n+1, n, n)、(n, n+1, n)、(n, n, n+1)、(n+1, n+1, n)、(n+1, n, n+1)、(n, n+1, n+1) 、(n+2, n, n)、
(n, n+2, n)、(n, n, n+2)等情形。

以下討論(n+1, n, n)的洗牌次數：

由 









51510414,931382,12711160
1514131211,109876,543210

5,5,6

考慮 5,5,6 反向(下列對應到上列)的對應關係














1511  ,313
106  ,173

50  ,3

iii

iii

iii

，

合併第一、二堆的對應關係用同餘 17來表示，第三堆的對應關係則用同餘 31 來表示：

「若給定下列的數 i，ij, 則 j 滿足








1511  ),31(mod3
100  ),17(mod3

iij

iij
」

這個結果是否適用於一般情形，檢驗如下：













 3.....................22211210

3...12,2...1,...543210
,,1

nnnn

nnnnn
nnn

其對應關係為














ninnii

ninnii

niii

312  ,163
21  ,233

0  ,3
可以用同餘表示：

「若給定重排 nnn ,,1 之中下列的數 i，ij, 則 j 滿足








ninnij

ninij

312  ),16(mod3
20  ),23(mod3

」

堆數更多時，如： nnnn ,,,1 的對應關係為





















ninnii

ninnii

ninnii

niii

413  ),112(4
312  ),28(4

21  ),34(4
0  ,4

可用同餘式表示：

「若給定重排 nnnn ,,,1 之中下列的數 i，ij, 則 j 滿足














ninnij

ninnij

ninij

413  ),112(mod4
312  ),28(mod4

20  ),34(mod4
」

因此，我們得到：當每堆牌數不相等時，對應關係不利形成一個同餘式。
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以同餘工具無法得解，再考慮利用圈數列等工具來探討，由











51510414,931382,12711160
1514131211,109876,543210

5,5,6

定義 10個圈數列如下










































)5(,15,14
)14(,11
)13(,8

)4(,12,5
)11(,2
)10(,13

)1(,3,9,10
)8(,7
)7(,4
)6(,1

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

可看出大部分圈數列僅有 1項，若有第 2項，則第二項之後的對應關係為
3
i

i  , 因此，

我們將第二項以後的數除以 3，反覆計算至不為 3的倍數為止，所得的數即為末項對應數，

由計算的次數可得圈數列項數，例如：圈數列  4C 的第 2項為 9，由 1
3
33

3
99  ，

故得  4C 末項對應數為 1且此圈數列有 3項。

上述 nnn ,,1 觀察也適用於 nnn ,, 的情形，歸納如下：

【定理 9】 nndn ,, 的圈數列項數及重排

當 d=0或 1 時，令 i

ibdni
31  ( ni 21  ), 則：

1. 






 






nnnn

nndn
bbbbbb

nn
b

22121
,, ......

13...5223...41
 。

2. ii  1 。

由上述定理，可以求得 10),( ,, ordord nndn  , 舉例如下：

例如： ?)( 9,9,10 ord

將 1d , 9n 代入 i

ibdni
31  得 i

ibi
39  ( 181  i ), 

得








)4,1,1,2,1,1,2,1,1,3,1,1,2,1,1,2,1,1(),...,,(
)1,26,25,8,23,22,7,20,19,2,17,16,5,14,13,4,11,10(),...,,(

1821

1821



bbb

                                                     )19,2,25,20,5,16)(7,8,17,22,11,4)(26,23,14,13,10,1(  
126258232272019217165141341110
262320171411852252219161310741

  

                                                                                                                       9,9,10













b

故 ,9,910 為三個圈的合成，每個圈有 9項，故得 9)( 9,9,10 ord .
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考慮利用圈數列等工具來探討，由











416128315117214106,113950
16151413,1211109,8765,43210

4,4,4,5

定義 12個圈數列如下

















































)1(,4,16,15
)15(,11
)14(,7
)13(,3

)3(,12,14
)11(,10
)10(,6
)9(,2

)2(8,13
)7(,9
)6(,5
)5(,1

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

可看出大部分圈數列僅有 1項，若有第 2項，則第二項之後的對應關係為
4
i

i  , 因此，

我們將第二項以後的數除以 4，反覆計算至不為 4的倍數為止，所得的數即為末項對應數，

由計算的次數可得圈數列項數，進而得到快速計算最小洗牌次數的方法如下：

【定理 10】


個 

,...,,,
h

nnndn

當 d=0 或 1 時，令 ihbdni i


 1 ( )1(1  hni ), 則：

1. 











 






)1(22121
,, .........

22...2...221...11

 hnnnnn

nndn bbbbbbb

hhnhhnhhhnh
b

h


個

 。

2. ii  1 。

例如： ?)( 3,3,3,3,4 ord

將 1d , 3n 代入 i

ibdni
31  得 i

ibi
53  ( 121  i ), 

得








)2,1111,2,1111,2,1(),...,,(
)3,14,13,12,11,2,9,8,7,6,,1,4(),...,,(

1221

1221



bbb

)6,11,8,7,2,3,14,9,12,13,4,1(
3141312112987614

1494138312721161
3,3,3,3,4 








b

故 3,3,3,3,4b 為一個圈，有 15項，故得 15)( 3,3,3,3,4 bord .
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我們利用 VB 程式求出 )( ,,1 nnnord  , 1≦n≦1000（程式碼如研究日誌），

其中，我們發現一個有趣的結果：

當 n=3t, t=0,1,2,3,4,5,6 時， 33)( ,,1  tord nnn

進一步利用 VB 程式求出 )( ,,1 nnnord  , n=37~313，得到：

當 n=3t, t=7~13 時， 33)( ,,1  tord nnn

我們再利用 VB 程式求出 )( ,,,1 nnnnord  , n=41~413，得到：

當 n=4t, t=1~13 時， 44)( ,,,1  tord nnnn

再利用 VB 程式求出 )( ,,,,1 nnnnnord  , n=51~513，得到：

當 n=5t, t=1~13 時， 55)( ,,,,1  tord nnnnn

進而猜測當 n=h
t時， )(

 

,...,,,1


個h

nnnnord  也存在相同的規律，再利用程式檢驗了許多 h堆，且

n=h
t的例子，皆得到 )1()(

 

,...,,,1  thord
h

nnnn


個

 ，得以下推測：

【推測】

   )1()(
 

,...,,,1



thord

h

tttt hhhh   
個

 。

另外，我們也利用 VB 程式求出 )( ,1, nnnord  , )( ,1,1 nnnord  , )( ,,2 nnnord  , 1≦n≦1000，

但未發現有趣的現象。

第六部分：其他的洗牌方式

我們考慮另一種兩堆洗牌方式，將右堆的第一張放在左堆第一張之前，第二張之後依序

插在左堆的空隙之中，例如：兩堆牌分別有 5張(編號 0~4)、3張(編號 5~7)，

原 來 排 序：0、1、2、3、4、5、6、7

經過一次洗牌為：5、0、6、1、7、2、3、4
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我們發現第一堆第一張牌位置有所變化，應該將其編號為 1，以重排表示如下：











54382716
876,54321

3,5

考慮一般的情形，我們得到：















1212121111

21111
, ...21...332211

...21,...654321
21 nnnnnnnnnn

nnnnn
nn

顯而易見，根據對應關係














2122

2

21

12,

 ,21,
2

 ,21,

nninnii

ini
i

i

iniini

為偶數

為奇數

，可以藉由圈數列等工具來求

得最少洗牌次數。

多堆時，規定洗牌方式為抽出各堆第一張，依相反的順序，將越後面的牌排在越前面，

例如：三堆牌分別有 4張(編號 1~4)、2 張(編號 5~6)，3張(編號 7~9)，

原 來 排 序：1、2、3、4、5、6、7、8、9
抽出各堆第一張牌，排成：7、5、1
抽出各堆第二張牌，排成：7、5、1、8、6、2
抽出各堆第三張牌，排成：7、5、1、8、6、2、9、3
抽出各堆第四張牌，排成：7、5、1、8、6、2、9、3、4

以重排表示為：











439,26,8157
987,65,4321

3,2,4

更多的例子：











11109876543162131511214
161514,1312,1110987654321

3,2,11











1110,987,6543142131611215
1615,141312,1110987654321

2,3,11

顯而易見，根據對應關係，藉由與本研究類似的過程，可以圈數列等工具來求得這種洗牌方

法的最少洗牌次數。

伍、研究結果：

我們延伸黃莉芸、邱文均所提供的兩堆洗牌的數學模式，將其擴展到三堆以上的情形，

並討論特殊情況下的洗牌次數（如同堆牌顏色相同或每堆牌數量相等）。探討過程中，我們
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發現前人所提供的數學模式相當有效，但三堆以上的情形更加複雜，我們修正數學模式以適

用於多堆洗牌的情形，探究的過程及成果如下：

1. 三堆洗牌
321 ,, nnn （令 s1為 n2、n3較小的值，s2為 n2、n3較大的值；令

dnnkn  )( 321 ， 1k 且 320 nnd  ）：

(1)
32

),2(),3(,2)1,2()1,3(,1 121121 nn ssssssA 

(2) 3232 ,...,2,1  ,1 nniidnni 

(3) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

若 Ai  , 則 ikic 1, 。

由 1, kic 及
























21,21,

21,1
1,

1,
,

1,

2,)(

223,
2

33,
3

sscssc

sscs
sc

sc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji
得 ib 及 i 。

2. 四堆洗牌
4321 ,,, nnnn （令 s1為 n2、n3、n4最小的值，s2為 n2、n3、n4次小的值，s3

為 n2、n3、n4最大的值，且令 



4

2t

tns , dksn 1 sd 0 ）：

    
(2) siisdi ,...,2,1  ,1 

(3) 若 Ai  , 則 ki  且 iib  ；

若 Ai  , 則 ikic 1, 。

由 1, kic 及



























321,321,

321,21
21,

21,1
1,

1,
,

1,

2),(

22 3,
2

)(

334,
3

44,
4

ssscsssc

ssscss
ssc

sscs
sc

sc
c

c

jiji

ji

ji

ji

ji

ji

ji

ji 得 ib 及 i 。
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3. 討論同色及數量相同等特殊情形下的洗牌次數，得到：

(1) 同堆同色的洗牌次數等於每張互異的洗牌次數，即 )()(
321321 ,,,, nnnnnn ordcord   。

(2) )1(|)(
 

,...,, hnord
h

nnn 

個

.

(3) 1)(
 

,...,,
 tord

h

ttt hhh 
個

 .

(4) 當 d=0 或 1時，令 ihbdni i


 1 ( )1(1  hni ), 則：

 











 






)1(22121
,, .........

22...2...221...11

 hnnnnn

nndn bbbbbbb

hhnhhnhhhnh
b

h


個

 , 

 ii  1 .

(5) 根據 VB 程式所得數據，推測 )1()(
 

,...,,,1



thord

h

tttt hhhh   
個

 .

陸、未來展望：

我們延伸黃莉芸、邱文均所提供的兩堆洗牌的數學模式，將其擴展到三堆以上的情形，

後續可運用此模式來探討不同的插牌方式的洗牌問題。
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附錄一： )(
321 ,, nnnord  的程式碼及說明

Private Sub Command1_Click()
Dim NumberOldSort(3000) As Integer  '一開始的陣列

Dim NumberNewSort(3000) As Integer  '重新排過的陣列

Dim Number1Sort(1000), Number2Sort(1000), Number3Sort(1000) As Integer
Dim Number1, Number2, Number3 As Integer
Dim MaxNumber, IsTheSame As Integer
Dim NeedBeSortedNumber As Integer  '排序的次數

'設原本舊陣列與新陣列是不相同的，0是不相同；1是相同

IsTheSame = 0
NeedBeSortedNumber = 0
Number1 = InputBox("請輸入第一個數", "檢查排序一樣時的個數")
Number2 = InputBox("請輸入第二個數", "檢查排序一樣時的個數")
Number3 = InputBox("請輸入第三個數", "檢查排序一樣時的個數")
'找出三數之最大數，並將三個陣列的初起化皆設為-1
If Number1 >= Number2 And Number1 >= Number3 Then MaxNumber = Number1
If Number2 >= Number3 And Number2 >= Number1 Then MaxNumber = Number2
If Number3 >= Number1 And Number3 >= Number2 Then MaxNumber = Number3
For i = 1 To MaxNumber
    Number1Sort(i) = -1
    Number2Sort(i) = -1
    Number3Sort(i) = -1
Next
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'從 0循序填入陣列中，讓陣列內容呈現 0,1,2,3,4,.....
For i = 0 To Number1 - 1
NumberOldSort(i + 1) = i
Number1Sort(i + 1) = i

Next i

For i = Number1 To Number1 + Number2 - 1
NumberOldSort(i + 1) = i
Number2Sort(i - Number1 + 1) = i
Next i

For i = Number1 + Number2 To Number1 + Number2 + Number3 - 1
NumberOldSort(i + 1) = i
Number3Sort(i + 1 - Number1 - Number2) = i
Next i

'計算需要重新排序幾次，才能與原陣列一樣

While IsTheSame <> 1
    '開始從各陣列挑一個數，重新排列

    j = 1
    For i = 1 To MaxNumber
        If Number1Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number1Sort(i): j = j + 1
        If Number2Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number2Sort(i): j = j + 1
        If Number3Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number3Sort(i): j = j + 1
    Next i
    NeedBeSortedNumber = NeedBeSortedNumber + 1
    '檢查重新排過的陣列與原陣列是否一樣

    i = 1
    While (NumberNewSort(i) = NumberOldSort(i)) And (i < Number1 + Number2 + Number3)
       i = i + 1
    Wend
    If i = Number1 + Number2 + Number3 Then
        MsgBox ("共排序了" & NeedBeSortedNumber & "次")
        IsTheSame = 1
    Else
        For i = 1 To Number1
            Number1Sort(i) = NumberNewSort(i)
        Next i

        For i = Number1 + 1 To Number1 + Number2
            Number2Sort(i - Number1) = NumberNewSort(i)
        Next i

        For i = Number1 + Number2 + 1 To Number1 + Number2 + Number3
            Number3Sort(i - Number1 - Number2) = NumberNewSort(i)
        Next i
    End If
Wend

End Sub
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附錄二： )(
321 ,, nnncord  的程式碼

Dim NumberOldSort(3000),  NumberNewSort(3000) As Integer  
Dim Number1Sort(1000), Number2Sort(1000), Number3Sort(1000) As Integer
Dim Number1, Number2, Number3, MaxNumber, IsTheSame, NeedBeSortedNumber As Integer
IsTheSame = 0
NeedBeSortedNumber = 0
Number1 = InputBox("請輸入第一個數", "檢查排序一樣時的個數")
Number2 = InputBox("請輸入第二個數", "檢查排序一樣時的個數")
Number3 = InputBox("請輸入第三個數", "檢查排序一樣時的個數")
If Number1 >= Number2 And Number1 >= Number3 Then MaxNumber = Number1
If Number2 >= Number3 And Number2 >= Number1 Then MaxNumber = Number2
If Number3 >= Number1 And Number3 >= Number2 Then MaxNumber = Number3
For i = 1 To MaxNumber
    Number1Sort(i) = -1
    Number2Sort(i) = -1
    Number3Sort(i) = -1
Next
For i = 0 To Number1 - 1
NumberOldSort(i + 1) = 0
Number1Sort(i + 1) = 0
Next i
For i = Number1 To Number1 + Number2 - 1
NumberOldSort(i + 1) = 1
Number2Sort(i - Number1 + 1) = 1
Next i
For i = Number1 + Number2 To Number1 + Number2 + Number3 - 1
NumberOldSort(i + 1) = 2
Number3Sort(i + 1 - Number1 - Number2) = 2
Next i
While IsTheSame <> 1
    j = 1
    For i = 1 To MaxNumber
        If Number1Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number1Sort(i): j = j + 1
        If Number2Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number2Sort(i): j = j + 1
        If Number3Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number3Sort(i): j = j + 1
    Next i
    NeedBeSortedNumber = NeedBeSortedNumber + 1
    i = 1
    While (NumberNewSort(i) = NumberOldSort(i)) And (i < Number1 + Number2 + Number3)
       i = i + 1
    Wend
    If i = Number1 + Number2 + Number3 Then
        MsgBox ("cord("&Number1&","& Number2 &","& Number3 &")="&NeedBeSortedNumber )
        IsTheSame = 1
    Else
        For i = 1 To Number1
            Number1Sort(i) = NumberNewSort(i)
        Next i
        For i = Number1 + 1 To Number1 + Number2
            Number2Sort(i - Number1) = NumberNewSort(i)
        Next i
        For i = Number1 + Number2 + 1 To Number1 + Number2 + Number3
            Number3Sort(i - Number1 - Number2) = NumberNewSort(i)
        Next i
    End If
Wend
End Sub



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 

【評語】050405  

優點： 

1. 本作品雖為延伸別人作品研究方法，但有詳細作文獻探討。 

2. 研究方法使用函數對應及重排的概念，乃是已知文獻的作

法。 

建議： 

1. 本文作品提及 Glaister的研究結果，可考慮說明研究結果與

Glaister的結果是否相符。 

2. 利用 VB程式提出推測，但未能以數學試驗證，且須交代 VB

程式是由研究者自行設計嗎? 

3. 研究過程第五、六部份不完整，數學嚴謹驗證不夠完整。 

4. 作者利用圈列數來探討＂各堆牌數量不完全相等的多堆牌，

向下洗牌法的最少洗牌次數＂，並將各堆牌視為相同時，也

做了討論，但使用圈列數的手法是否也能有效利用在不同插

牌方式的洗牌問題？ 

5. 研究主題有意義，表達尚佳，唯內文定義稍繁，且推理過程

未交代哪些研究方法自創。 
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研究過程

第一部分：文獻探討、符號定義與初探

設備與器材 紙、筆、Visual Basic、Excel、Word。

目   的 1. 多堆向下洗牌時，最少需多少次洗牌才能回到原來的排序？

2. 若將各堆的牌視為相同，是否能得較少的最少洗牌次數？

動   機 我們嘗試將黃莉芸、邱文均探討兩堆洗牌時所提出的圈數列、首末項重排等工

具擴展到姜兆徽、吳承峰、林郁翔、廖奕瑋等人所稱「向下洗牌」的多堆洗牌

程序，發展出多堆洗牌可用的數學模式。

第二部分：三堆牌的最少洗牌次數

1.三堆依序有 n1, 1, n3張

姜兆徽等人之向下洗牌 本研究洗牌方式黃莉芸等人之兩堆洗牌
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
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

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1...1,1,2...322110
...21,,1...6543210

1313131311111

311111

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnn



第四部分：同堆同色之最少洗牌次數

基測題目中，牌分成兩種顏色，

僅需將牌洗成兩邊顏色相同即可。

定義同堆同色的最少洗牌次數為 )(
321 ,, nnncord 

2.三堆依序有 n1, n2, n3張

當n2 > n3時，重排將可區分為三個部分：
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13312

321323232
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n3組
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(n2-n3)組
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歸納成六種對應關係：
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洗牌次數減少的關鍵：

       「合併為圈之圈數列項數皆相同」



未來展望

  我們延伸黃莉芸、邱文均所提供的兩堆洗牌的數學模式，將其擴展到三堆以上的情形，
後續可運用此模式來探討不同的插牌方式的洗牌問題。

以反證法得：

『必不存在所含圈數列之項數皆相等的圈』

故得： )()(
321321 ,,,, nnnnnn ordcord  

2.每堆牌的數量不完全相等

」
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第五部分：特殊情況的最少洗牌次數

1.每堆牌的數量相等

若給定重排之中下列的 i，ij ,

則  j 滿足 )13(mod3  nij
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根據VB程式檢驗結果，

猜測：「不存在所含圈數列之項數皆相等的圈」
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根據VB程式檢驗結果，

猜測：
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對應無法以一個同餘式表示
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