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得獎感言 

百舍重繭、充滿感恩的科展之旅 

任何一件研精覃思，博考經籍的研究，都是嘔心瀝血，鞠躬盡瘁的作品。 

做科展是一件很耗精神和時間，吃力不討好的事，即使如此，我們仍然樂在其中，用滿

腔熱忱去灌注，但是在研究過程中免不了會遇到瓶頸，以及來自生活各方的壓力，真的是使

得我們 N折其肱，心力交瘁。但這一點小挫折和探索研究的心相比，就如水滴落到大海──

啵的一下就不見了。不過大把大把的小水滴一同落下，就不難引起海面的不平靜了。課業的

壓力、社團的傳喚、時間的運用，以及家人的擔心，各種來自四面八方壓力的排列組合，有

時候甚至還要個別加權比重。 

好比學校警衛的下班時間是晚上十點，我們經常一夥人的進出學校附近的麥當勞繼續作

業，不過顧及交通問題午夜就會解散了，並用一句貼心的 see you online問候彼此，傳遞正能

量；或是週末心想小聚一番，修改只需要幾下的功夫，很快的，果不其然幾個下午的時間很

快就過去了。所謂的「一下」其實是「一個下午」為單位呢！ 

不可思議地，我們就按照了這種模式一路走到現在，充滿挑戰的旅途可是比一帆風順的

枯燥乏味有趣的多呢，畢竟沒有風浪，就沒有精彩的冒險故事。 

在這趟科展之旅裡有一群默默支持我們的人們，謝謝不管何時都支持著我們的家人，就

算我們跌倒了他們也會給我們爬起來的力量。能安心地專注研究，這樣的幸福彌足珍貴。 

感謝兩位指導老師除了打開我們的研究視野，也整年總是陪著我們工作，一起成為關上

學校鐵捲門的人，半夜在群組裡發問時也總是立即回覆，期間耗費心力難以想像。 

感謝互相扶持、發揮長處，補足短處的隊友們。每個人都不是完美的，但在這幾個月的

相處下，我們可以達成很棒的配合，真正地完成了科學研究的團體作戰。 

感謝大同大學的黃俊誠教授，除了在新北市擔任評審期間對我們的賞識，市展之後也最

大程度地提供了協助。原本以為教授是一個很嚴肅而且不愛講話的人，結果恰恰好相反，迎

接我們的其實是位熱情學者，並提點了關於研究中的亮點與盲點，受用甚多。 
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感謝學校的師長們，這是個願意支持多元發展的環境，才能讓我們走出教室、走出學校，

體驗多采多姿的人物與知識交流。 

化學老師總會說：「那麼多！是要我畫到死膩？」 

老師…您真的不用那麼辛苦噢！ 

 
攝於新北市科展特優海報前 



摘要 
本研究以數學上的Burnside’s Lemma思維，利用排列組合結合化學領域中的群論概念，應用在

計算取代基可被替換的化學結構，所具有的異構物數量。 

針對環狀共振(例如苯環)、環烷、直烷…等分子結構，推導出任意取代基種類與數量不同時，

所對應的化學異構物數量公式。 

推導完公式後，將 n xC H 中 x 個H的位置改成給定的取代基種類與數量時，然後系統化異構物數

量的處理流程。最後再針對典型分子的化學點群，給出其對稱的數學排列群樣貌，作為各式計算的

背景資料。 

壹、研究動機與文獻探討 
在化學分子結構中，論及有多種取代基的異構物時，則多半經由窮舉法畫出所有異構物，顯

然此法在碳數較多時並不實際，而且容易遺漏。如何有效排列計算異構物總數量而不遺漏，至今

仍有許多問題待解決。 

    我們在臺灣國際科學展覽會資料庫、全國中小學科學展覽會資料庫中，從未發現有作品探討

點群與異構物計數，而國外的期刊資料，也只找到片段提及(Brian Alspach and S.Aronoff, 1977，必

須分奇數或偶數個碳的環烷)，或研究方向不同(蕭文強， 2 2n nC H  的生成函數推導)，或是無法直接

應用。 

    而Frank Albert Cotton在Chemical Applications of Group Theory一書中大量探討化學點群，也加入

了矩陣的表徵來描述分子對稱。但一般而言，這些分子的取代基都已經被接上(可能種類相同或相

異)(如下圖1)，因此其對稱點群的元素數量，必然比所有取代基都尚未被接上(或是看成全部接上

了相同的取代基(如下圖2,3)，例如苯環上的6個氫)的點群數量少。 

                                
 

    對本研究而言，若在給定的結構下要計算任意接上取代基後的異構物數量，則需要的點群是

所有取代基都尚未被接上(或全部接上了相同的取代基)者(如圖2,3)，例如Dihedral group。這促使了

我們想要利用數學思維處理，除了將取代基的位置以編號取代，還將化學上的點群轉為數學上的

cycle表徵，從而可以透過數學定理，把空間中較難以想像的排列問題，轉為好處理的直線排列問

題，並得到了本研究的一些結論。 

 

貳、研究目的 
一、給出任意碳數的直烷結構，在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數。 

二、給出任意碳數的環狀共振結構，在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數。 

三、給出任意碳數的環烷結構，在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數。 

四、代入固定的碳數及取代基數量，討論四個碳及五個碳時：三碳環不超過 2 個，用分類的方

法，計算在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數。 

五、針對典型分子的化學點群，給出其對稱的數學排列群樣式，作為各式計算的背景資料。 

 

參、研究設備及器材 
紙、筆、Microsoft Office Word、MathType、ChemDraw。  

 

肆、名詞解釋 
  以下我們對化學結構中的幾個變數做定義，以便後續使用： 

圖 3 圖 2 圖 1 
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一、碳數(n ) 

    結構中的的碳原子數量。 

二、異構物的種類數(k) 

    給定取代基種類數量及每種取代基的數量後，可求得的異構物種類數。 

三、取代基的種類數( i ) 
    取代基(含原本未取代前的氫原子)的種類數。 

四、每種取代基的數量( 1a ~ ia ) 

    第1~ i種取代基的數量分別以 1a ~ ia 表示。 

五、取代基為奇數個的種類數(b) 

    以b表示 1a ~ ia 中有多少個奇數，可知
1

2
2

i
j

j
j

a
b a



  
      
 。 

六、每種取代基的數量之最大公因數(m) 

    定義m為 1a ~ ia 的最大公因數，表為 1 2( , ,..., )im a a a 。 

七、cycle 長度(  d ) 

    旋轉或翻轉動作中，任一個元素  g 內所具有的共同 cycle 長度。 

 

伍、研究結果 

 
我們嘗試以代數的觀點來探討這個問題：如圖 4，例如某 Y 具有四個取代基，且為一平面結

構，將四個取代基的位置編上 1,2,3,4 號。如果我們有 i種取代基的選擇，而這個 Y 先不要被旋轉

或翻轉的話，就有 4i 種不同結果，以「 4i 種取代基配置」稱呼，收集起來成為一個配置集合 X 。 

 

Y

1

3

42

 
 

那麼對這個 Y 就會有 8 種動作可以做： 

(實際上這個動作所形成的群即為 Dihedral 

Group，簡記為
4D 或

4D ih ) 

 

有些配置經過不同的動作作用後，會回到相同的配置。對於不同的化學分子，例如一些平面

或立體的結構，我們可以利用它的結構，找出它有哪些旋轉或翻轉的對稱面(分子對稱性，即化學

群論常見問題)，然後再把這些促使它們能對稱的動作收集起來成為一個群G。 

 
我們只要再討論那些經過動作群G的作用後，會形成相同的配置可分成幾類(稱為等價類)，

就可以知道異構物有多少種(比如 2 個 A 與 2 個 B 的異構物的取代基配置共有 2 種)。 

群論中的 Burnside's Lemma 可以在異構物(等價類)的數量計算上起到作用： 

設  1,2,3,...A n ， nS 表 A集合上所有排列方法形成的排列群。 

排列方法 旋轉動作 排列方法 翻轉動作 

(1)(2)(3)(4)e   轉 0     1 2 3 4  
對稱軸過1, 2 間

和3,4間的翻轉 

 1 2 3 4  轉 90     1 4 2 3  
對稱軸過1, 4 間

和 2,3間的翻轉 

  1 3 2 4  轉180      1 3 2 4  
對稱軸過1, 3 的

翻轉 

 1 4 3 2  轉 270       2 4 1 3  
對稱軸過 2, 4 的

翻轉 

共 4 種動作 共 4 種動作 

合計共 8 種動作 

○、代數化的思考 

圖 4：Y 的四個取代基位置給予編號 1,2,3,4 

圖 5：Y 的兩種不同配置， 

     把其中一個旋轉 90 度後就會得到另一個， 

故其實是相同的異構物(等價類) 
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Burnside's Lemma 

    設G為作用在集合 X 的動作群，若集合  | ,gX x gx x x X   表示某個排列元素 g 作用在

X 上會保持不變的元素所形成的集合，則
1

g
g G

k X
G 

  ，其中k表示集合 X 可分割出k個不同

的等價類數量。 

gX 在分子結構中，可以看成「針對某種對稱動作 g 後，仍然會是相同配置」的那些配置所

形成的集合；而這裡的等價類數量k即為異構物的種類數。也就是說，只要計算出G中每個 g 所對

應的 gX ，就能利用 Burnside's Lemma 來計算異構物有多少種。 

  接下來我們就可以針對一些常見又具有對稱性的分子結構(環狀共振、環烷、直烷、五個碳以

下所有的有機結構)，先描述該結構排列群 S 的子群G，再利用 Burnside's Lemma，就可以對任意碳

數(n )，以及任意給定取代基的種類( i )與數量( 1a ~ ia )，建立可供放入參數的一般化公式。 

 
  環狀共振結構的化學通式是 n nC H ， 3n  ，典範例即是苯環(如圖 6)。 

  化學理論一般認為在這些體系中的電子，可以自由在由原子組成的環形結

構上運動(軌域)，環狀結構含有單鍵和雙鍵相間，軌域的結果是環鍵的鍵級趨於

均化，給予體系穩定作用，碳與碳之間的鍵長也會相等。根據這個理論，可以

將這個結構視為在同一平面上，是環狀並且具有對稱性的。 

 

(一)環狀偶數碳共振結構 

    環狀共振結構不限碳數為 6 時才會產生，而且在每個碳的位置上都恰有一個取代基 (數字

大，較容易看出公式形式)，描述環狀共振結構的動作群G  (Dihedral Group 
6D )。 

1 環狀偶數/奇數碳共振結構的動作群 

可得知當一圈有 n個碳時，旋轉有 n種動作： 

轉 360k
n

 ， 0 ~ 1k n  ； 

翻轉也有 n種動作： 

奇數時：對稱軸過k的翻轉， 1~k n 共有 n個 

偶數時：對稱軸過 k及
2
nk  的翻轉， 1 ~ 1

2
nk    

以及對稱軸過 k與 +1k 間和
2
nk  與 1

2
nk   間的翻轉，合計共有 n個軸 

因此不論n為奇數或偶數， 2G n n n   。 

    有了 2G n 之後，再將旋轉動作與翻轉動作分開考慮： 

    續以 6n 為例，任何旋轉動作 g必可被拆成互斥的 cycle 或僅有一個 cycle， 6n 時，可以拆

成 3 個 2-cycle 的有 2 種排列、可以拆成 2 個 3-cycle 的有可以拆成 6 個 1-cycle 的有 1 種排列。不

同長度的 cycle 排列方法數有規則可循。考慮 cycle 的產生方式：6-cycle 是因為旋轉的格數與 6 互

質(每次可轉 1,5 格，恰對應 2g , 6g ，所以會把將每個位置「跳」完後，才回到出發點。 

  若設某個旋轉動作 g的 cycle 長度為d ，則顯然有 |d n。 

6n 時，考慮 6 以下，與 6 互質的正整數有幾個即可，以 ( )d 表示(尤拉函數：正整數 d 的

標準分解式 1 2
1 2

rk k k
rd p p p … ，則不大於d且與d 互質的正整數有

1

1( ) (1 )
r

ii

d d
p




    個)。 

    6-cycle 的 2g 與 6g ，旋轉格數分別為 1 格與 5 格。考慮
1 1(6) 6(1 )(1 ) 2
2 3

     ，不大於 6 且

與 6 互質的正整數是 1,5；一方面因為 6n  ，所以整個動作 2g 與 6g 會有 2 個 6-cycle，故旋轉格數

G 中的旋轉動作 G 中的翻轉動作 

1 (1)(2)(3)(4)(5)(6)g   7 (1)(4)(2  5)(3  6)g   

 2 1 2 4 5 6g   8 (2)(5)(1  4)(3  6)g   

3 (1  3  5)(2  4  6)g   9 (3)(6)(1  4)(2  5)g   

4 (1  4)(2  5)(3  6)g   10 (1  6)(2  5)(3  4)g   

5 (1  5)(2  6)(3  4)g 
 11 (1  2)(3  6)(4  5)g   

6 (1  6  5  4  3  2)g 
 12 (2  3)(1  4)(6  5)g   

共 12 種動作
 

一、環狀共振結構在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數 

圖 6：苯的結構可視為在同一平

面上，是環狀並且具有對稱性的 
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即為1 2 與5 2 。意即  (6) 同樣就是 6-cycle 的動作個數。其餘 6 的因數 3、2、1 皆以此類推，分

別考慮  (3) 、 (2) 、  (1) 即可。 

    翻轉動作會將兩個兩個一組的位置互換，所以必定可以寫成一群 2-cycle 的乘積。但是位置數

n為偶數時，翻轉的對稱軸可能不通過任何位置，或同時通過相對面的兩個位置； n為奇數時，

對稱軸一定會恰通過某一個位置。故這兩種情形的 g： 

  ○1 n為偶數時：對稱軸過對面的兩個位置的 g可拆成 2 個 1-cycle 與
2

2
n 

個 2-cycle 

、對稱軸不過任何位置的 g可拆成
2
n

個 2-cycle； 

 ○2 n為奇數時：所有 g的對稱軸必定過某一個位置，均可拆成 1 個 1-cycle 與
1

2
n 

個 2-cycle。 

2.環狀偶數碳共振結構的異構物數量公式 

    對一個環狀有 n個碳， 3n  的共振結構來說，取代基的位置數量為n。設這n個位置共有 i

種相異的取代基，並且每種取代基的數量分別為 1a ~ ia ，則有
1

i

j
j

n a


 。 

在
1

g
g G

k X
G 

  中，已有 2G n ，再對不同的 g分別考慮其 gX ： 

旋轉動作中，給定 cycle 長度為 d 的動作 g，由於取代基的數量為 1a ~ ia ，在填入 cycle 進行

直線同物排列時，要讓同一個 cycle 裡都填入同一種的取代基，即 d 必須整除所有的 1a ~ ia 。設

1 2( , ,..., )ia a a m ，則必須要有 1 2| ( , ,..., )id a a a m  才能開始排列。因此對所有旋轉動作 g而言，它

們直線同物排列的方法數共為
1 2

1

1

...
,...,

1( ,..., )

( ) !

!i

i

i

i
n a a a j
a a N

jd a a m

nd
d

a
d



   




  
 

 
 
 




 。 

    接著假設在 i種相異的取代基裡，有b種取代基的數量是奇數的個數，故
1

2
2

i
j

j
j

a
b a



  
      
 。這

可以使我們在建立公式時有一個判斷式，以確保某些數量情境下，採取計算不同的項。本研究的

中括號皆指高斯符號。 

判斷式一：

02
2b
 
 
 

表 1a ~ ia 中有 0 個奇數時要納入計算，1 個以上奇數時不納入計算 

判斷式二：
3

2 2b

b 
  

表 1a ~ ia 中有 2 個奇數時要納入計算，0,1 或 3 個以上奇數時不納入計算 

    翻轉動作承前述，
2
n

種 g可拆成 2 個 1-cycle 與
2

2
n 

個 2-cycle、
2
n

種 g可拆成
2
n

個 2-cycle，

故 1a ~ ia 中有多少個是奇數(b)會影響能否進行 cycle 的直線同物排列，利用
1

2
2

i
j

j
j

a
b a



  
      
 ，若

1a ~ ia 全為偶數( 0b  )，則不過任何位置的
2
n

種 g有

1

!
2 2

!
2

i
j

j

n n

a



   
 
 
 
 


種方法、而有過位置的

2
n

種 g則有

1

1~ 1
1~

2 1 
2 2 2 ! !

2 2

i

k jk

j k
k i

n n
aa

 


               




！ 種方法。 
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    若 1a ~ ia 中恰有 2 個奇數( 2b  )，則 2 個數量為奇數的取代，只能各挑一個放入
2
n

種 2 個

1-cycle 與
2

2
n 

個 2-cycle 的翻轉動作 g，故有

1

22! !
2 2

!
2

i
j

j

n n

a



   
 
 
 
 


種方法。 

這兩種情形不會同時發生，可以使用判斷式來整合。 

綜合以上，可以得到環狀偶數碳共振結構的異構物數量 k公式為： 

1
g

g G

k X
G 

 
1 2

1

1

0

... 1
,...,

1~ 11 1( ,..., )
1~

( ) ! !
1 2 2 12 2 ! 
2 2 22 2! ! ! !

2 2 2
i

i

i

i

bi i
n a a a kj j jk
a a N

j kj jd a a m
k i

n n nd
n nd

a a an a
d



    


  


                                                         

 
  








 


 

         

1

22! !
3 2 2

2 2
!

2

b i
j

j

n n
b

a



                   


  

， 4n   

3.環狀偶數碳共振結構的異構物數量舉例 

以 12n  、 4i 、 1 2a  、 2 2a  、 3 4a  、 4 4a  為例(比如 12 2 2 4 4C H F Cl Br )，異構物數量為 

12 12 12 121 ! 1 ! !
1 1 2 2 2

2 2 4 4 2 2 4 4 2 2 4 424 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

k

              
       

                        
                                               

 

          
12 2 12 2 1 1 1 1! 8760( )

2 2 1!2!2! 1!2!2! 1!1!2! 1!1!2!
                 

     
種  

(二)環狀奇數碳共振結構 

1 環狀奇數碳共振結構的動作群如前述(奇偶相同) 

2.環狀奇數碳共振結構的異構物數量公式 

    建立公式的步驟與偶數時類似，旋轉的部份相同，翻轉的部份因為是 1 個 1-cycle 與 1
2

n  個

2-cycle，所以 1a ~ ia 必須恰有 1 個是奇數，除此之外都沒有翻轉的方法。 

    我們以
1
b
 
  

當作判斷式(不必擔心分母為 0，因為總和為奇數，所以b不可能為 0)，當恰有 1 個

取代基數量是奇數時，該取代基就必須填入 1-cycle，故翻轉的方法數為

1

1 !
2

!
2

i
j

j

nn

a



  
 
 
 
 


 

。 

類似地我們可以得到環狀奇數碳共振結構的異構物數量k公式為： 

1
g

g G
k X

G 

 
1 2

1

1

...
,...,

1 1( ,..., )

1( ) ! !
1 1 2
2

! !
2

i

i

i

i i
n a a a j j
a a N

j jd a a m

n nd n
d

a an b
d



   


 

                                                 


 

， 3n   

 

3.環狀奇數碳共振結構的異構物數量舉例 

以 15n  、 3i 、 1 3a  、 2 6a  、 3 6a  為例(比如 15 3 6 6C H F Cl )，異構物數量為 
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15 15 15 11 ! 2 ! 15 !
1 1 3 2 14086( )

3 6 6 3 6 6 3 6 630 ! ! ! ! ! ! ! ! !
1 1 1 3 3 3 2 2 2

k

                 
          

                   
                                      

種  

 

 
環烷是環狀對稱的結構，化學通式是 2n nC H ， 3n  。以最簡單的環烷為例，環丙烷的化學式

為 3 6C H ，其結構如圖 7，(粗色線代表鍵結方向朝上，虛線代表鍵結方向朝下的立體結構)。 

環烷結構中的碳雖然在同一平面上，但會向平面以外延伸出兩個鍵，其支鏈又可接上不同的

取代基，因此異構物數量的計算會變得較為複雜，不能同前述的其他結構直接對整個結構作旋轉

和翻轉。 

以環己烷( 6n  )為例，可先把整個結構中取代基的位置，看成上下兩層平行的平面，再分別

討論。先將第一層與第二層取代基的位置標上編號，如圖 8。 

             
 (一)環烷 

  與環狀共振結構不同，環烷即使是環狀對稱的，但動作群G 卻不是 Dihedral Group 6D 。 

首先先將整個圖形沿著兩個平行面旋轉，由於是整個圖形一起動作，因此不同層並不互相影

響，與前述的環狀共振結構旋轉為相同概念，只是要分兩層來寫，把第一層中的每個編號加上 n
就可以得到第二層。 

  翻轉時，我們先以「過連接 1、7 號取代基的碳及 4、10 號取代基的碳，這兩個碳所在的直

線，並與每個碳所在的平面垂直」的平面為對稱面翻轉的動作，可表示為 6 個 2-cycle 的

7 (1  7)(4  10)(2  12)(6  8)(3  11)(5  9)g  ，以通過 1、7、2、8 號四個取代基所在平面的中垂面為對稱面

翻轉的動作可表示為 6 個 2-cycle 的 10 (1  8)(2  7)(6  9)(3  12)(4  11)(5  10)g  ，以此類推，便可以得到以

6n  為例的動作群G 。 

1.環烷結構的動作群 
G 中的旋轉動作 G 中的翻轉動作 

1 (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12)e g   7 (1  7)(4  10)(2  12)(6  8)(3  11)(5  9)g 
 

 2 1  2  3  4  5  6)(7  8  9  10  11  12g   8 (2  8)(5  11)(3  7)(1  9)(4  12)(6  10)g 
 

3 (1  3  5)(2  4  6)(7  9  11)(8  10  12)g   9 (3  9)(6  12)(4  8)(2  10)(5  7)(1  11)g 
 

4 (1  4)(2  5)(3  6)(7  10)(8  11)(9  12)g   10 (1  8)(2  7)(6  9)(3  12)(4  11)(5  10)g 
 

5 (1  5  3)(2  6  4)(7  11  9)(8  12  10)g 
 11 (2  9)(3  8)(4  7)(1  10)(6  11)(5  12)g 

 
6 (1  6  5  4  3  2)(7  12  11  10  9  8)g 

 12 (3  10)(4  9)(5  8)(2  11)(1  12)(6  7)g 
 

共 12 種動作 

當一圈有 n 個碳時，旋轉有 n 種動作：轉 360k
n

 ， 0 ~ 1k n  ； 

翻轉也有 n 種動作： 

  1 ~    

        1 ~ 1
2 2 2

    1    1  
2 2

k k n k n n
n n nk k n k k n k

n nk k k k

 

    

   

奇數時：對稱面過 與 的翻轉，  共有 個                                              

偶數時：對稱面 與 及 與 + 的翻轉，                                 

           以及對稱面過 與 間和 與 間的   n









 

翻轉，合計共有 個

 

二、環烷結構在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數 

圖 7：環丙烷 

圖8：環己烷的第一層取代基(1~6)與第

二層取代質(7~12)的位置編號 
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2G n n n   與共振結構時相同。 

旋轉的動作與共振結構類似， 6n  時，

可以拆成 2 個 6-cycle 的有 2 種排列、可以拆

成 4 個 3-cycle 的有 2 種排列、可以拆成 6 個

2-cycle 的有 1 種排列、可以拆成 12 個 

1-cycle 的有 1 種排列，同樣可得到 cycle 長度為   d 的旋轉動作有 ( )d 種，並且若某個旋轉動作 g
的 cycle 長度為 d ，則需滿足 |d n。 

但翻轉的動作 cycle 型態不同，無論對稱面有沒有過任何位置，都可以拆成 n 個 2-cycle。以圖

18 為例，因為不同兩層的取代基位置總是會兩兩一組對換，可以看出它是在一個對稱面上的 4 個

取代基形成的長方形旋轉180。而且顯然不論碳數是奇數或偶數都相同，故在環烷中，公式的建

立可以統一，不必分奇偶。 

 

2.環烷結構的異構物數量公式 

    對環 n 烷來說，取代基的位置數量為 2n 。設這 2n 個位置共有 i種相異的取代基，並且每種取

代基的數量分別為 1a ~ ia ，則有
1

2
i

j
j

n a


 。 

在
1

g
g G

k X
G 

  中，已有 2G n ，再對不同的 g 分別考慮其 gX ： 

與共振結構相同，旋轉動作中給定 cycle 長度為 d 的動作 g ，由於取代基的數量為 1a ~ ia ，在

填入 cycle 進行直線同物排列時，要讓同一個 cycle 裡都填入同一種的取代基，即 d 必須整除所有

的 1a ~ ia 。設  1  2  ( , ,..., )ia a a m ，則必須要有  1  2  | ( , ,..., )id a a a m  才能開始排列。因此對所有旋轉

動作 g 而言，它們直線同物排列的方法數共為
1 2

1

1

2 ...
,...,

1( ,..., )

2( ) !

!i

i

i

i
n a a a j
a a N

jd a a m

nd
d

a
d



   




  
 

 
 
 




 。 

  翻轉動作中，不論對稱面是否有通過碳， n 種 g 皆可以拆成 n 個 2-cycle。 1a ~ ia 中有多少個

是奇數(b)會影響能否進行 cycle 的直線同物排列(實際上一個也不能有)，利用
1

2
2

i
j

j
j

a
b a



  
      
 作為

判斷式：若 1a ~ ia 全為偶數( 0b  )，在直線排列中 cycle 長度皆為 2，故可以先表示為
2 !
2
n 

 
 

，而

因為有
2
n

條對稱軸，所以共有
2 !

2 2
n n   

 
種，同物排列時則要除以 !

2
ja 

 

，由此，我們可以列出翻轉

的 cycle 直線排列數共有

1

2 !
2

!
2

i
j

j

nn

a



   
 




 


 。當 1a ~ ia 中有某個是奇數，就完全沒有此項。 

綜合以上，可以得到環烷結構的異構物數量 k 公式為： 

 

 

1
1

1

0

2 ...
~

| ~ 1 1|

2 !
1 1 2 !

2 2
! !

2
j

i
i

g bi i
g G n a a j j

a a N
d a a m j jd n

nd
n ndk X

aG n a
d



   


  

  
                                 

 
 

， 3n   

41

7 10

7

4

10

1

7



  
  

 

3.環烷結構的異構物數量舉例 

我們分別舉以 n 為偶數與奇數的兩種例子說明： 

(1) 6n  、 4i 、 1 2a  、 2 2a  、 3 4a  、 4 4a  為例(比如 6 2 2 4 4C H FCl Br )，異構物數量為 

12 12 121 ! 1 ! 6 !
1 1 2 2 17430( )

2 2 4 4 2 2 4 4 2 2 4 412 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

k

              
         

                        
                                                

種  

   (翻轉皆為 2-cycle，每種取代基數量均為偶數，可以有翻轉的 gX 項) 

 

(2) 3n  、 2i 、  1 3a  、  2 3a  為例(比如三氯環丙烷， 3 3 3C H Cl )，異構物數量為 

6 61 ! 2 !
1 1 3 4( )

3 3 3 36 ! ! ! !
1 1 3 3

k

         
      

        
                

種  

   (翻轉皆為 2-cycle，每種取代基數量均為奇數，故沒有有翻轉的 gX  

 

 
烷烴類又分成直烷和環烷，而其中直烷可視為數個碳再接上數個取代基所形成的直鏈狀結構

命名的問題，我們在掛上取代基做異構物的計算時，皆是以掛完後不影響最長的碳鏈為原則。 

(一)直烷 

1.甲烷的異構物數量 

如圖 9，甲烷分子的結構為正四面體，依其旋轉及翻轉情形， 

可以很快看出異構物數量： 

1. 1 種取代基時，四同：1 種異構物 

2. 2 種取代基時，三同一異：1 種異構物 

二同二同：1 種異構物 

3. 3 種取代基時，二同一異一異：1 種異構物(限定某種取代基為 2 個) 

4. 4 種取代基時，四異：2 種異構物 (以某個取代基視角來看，其餘三個有順逆時針不同)。 

 

    在四個取代基位置標上編號，列出正四面體的 12 種旋轉或翻轉動作： 

(1)(2)(3)(4)e  、 (1 2  3)(4) 、 (1 3  2 )(4 ) 、 (1 2  4 )(3) 、 (1 3  4 )(2 ) 、 (1 4  3)(2) 、 (1 4  2 )(3)  

、 (1)(2  3  4 ) 、 (1)(2  4  3) 、 (1 3)(2  4) 、 (1 2)(3  4) 、 (1 4)(2  3)  

使用 Burnside's Lemma :
1( ) g

g G
k X

G 

 異構物數量 ，也會得到相同的結果： 

    1 種取代基時，四同：  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12

k              (種) 

2 種取代基時，三同一異：
1 4! 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1

12 3!
k               

 
(種) 

二同二同：
1 4! 0 0 0 0 0 0 2! 2! 2! 0 0 1

12 2!2!
k               

 
(種) 

3 種取代基時，二同一異一異：
1 4! 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1

12 2!1!1!
k               

 
(種) 

4 種取代基時，四異：  1 4! 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
12

k              (種) 

 

三、直烷結構在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數 

圖 9：甲烷 
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2.兩個碳以上的直烷的動作群 

以丁烷為例，當我們畫在平面上時通常如圖 10。 

實際上丁烷的立體結構如圖 11，對每個碳來說，周遭的 4 個鍵結會形成一個四面體的樣子。 

兩側尾端的碳，都接上 3 個可旋轉的取代基，因此在標號時，我們將其合編為 1 號與 4 號，

計算異構物數量時再分情形討論，攤為平面簡記時如下。 

C C C C
1 4

2 3

56

      
 

 

我們可以依其結構的對稱性，找出丁烷的動作群G，其中G會包含 2 種動作(如上表)： 

(  1  ) 與 (  4  ) 分別代表在這個位置上要一次填入 3 個取代基，其餘皆為 1 個取代基。 
                                

3.兩個碳以上的直烷的異構物處理手法 
                  

  無論碳數為多少，兩側可旋轉的位置我們都優先處理。對在 (  1  ) 與 (  4  ) 分別填入的 3 個

取代基考慮異同，可以整理出 9 種情形如下方表格。而且當兩側的 3 個取代基組合有可能一樣

時，我們必須分開考慮(以為後續計算 gX 時使用)。分別對這 9 種情形，利用 Burnside's Lemma：

1
g

g G

k X
G 

   計算。以下的 jk 為包含某一種情形中各種填法的總和。 

因為不管碳數 n是多少，這個結構的動作都只有 2 種，所以 G 恆為 2。 

接著對兩種 g 分別考慮其 gX 。注意
1 (  1  )(2 )(3)(  4  )(5 )(6 )e g  ，若要使某一種取代基配置經

過
1g 作用後仍是相同的配置，則要讓同一個 cycle 裡填入相同的取代基(但兩側是各一次填入 3

個，分 9 種情形考慮)，且如果遇到某側填入 3 個相異的取代基時，就要進行環狀排列(看起來是

順逆時針的不同)，乘上 (3 1) ! 2  倍，若兩側都是 3 個相異的取代基時就要再乘上 2 2 4  倍。 

最後再把這個情境看成「有數種相異物，填入 cycle 中之後對 cycle 進行直線同物排列，得到

多少種直線同物排列的方法，
 gX 即為多少」。 

序號 分類名稱 在 (  1  ) 與 (  4  ) 中的情形 

(1) 三同 / 三同 same 各填入 3 個相同的取代基，而且兩側取代基為同一種 

(2) 三同 / 三同 different 各填入 3 個相同的取代基，但兩側取代基不為同一種 

(3) 三同 / 二同一異 
有一個填入 3 個相同的取代基、 

另一個填入 2 同 1 異的取代基 

(4) 
三同 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

有一個填入 3 個相同的取代基、 

另一個填入 3 個相異的取代基 

(5) 二同一異 / 二同一異 same 
各填入 2 同 1 異的取代基，而且兩側取代基組成相同 

(如皆為 2 個 H、1 個 Cl) 

(6) 二同一異 / 二同一異 different 
各填入 2 同 1 異的取代基，但兩側取代基組成不同 

(如一側為 2 個 H、1 個 Cl；另一側為 2 個 H、1 個 F) 

(7) 
二同一異 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

有一個填入 2 同 1 異的取代基、 

另一個填入 3 個相異的取代基 

(8) 
三異 / 三異 same 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 

各填入 3 個相異的取代基，而且兩側取代基組成相同 

(如皆為 1 個 H、1 個 Cl、1 個 F) 

(9) 
三異 / 三異 different 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 

各填入 3 個相異的取代基，但兩側取代基組成不同 

(如一側為 1 個 H、1 個 Cl、1 個 F； 

另一側為 1 個 H、1 個 Cl、1 個 Br) 

總結來說可以分為兩個階段： 

    第一階段：用組合找出上述 9 種情形中，不同取代基的填入方法有哪些。 

    第二階段：用 Burnside's Lemma 算 9 種情形的異構物數量 1k ~ 9k ，則總異構物數量為 

              1 2 3 4 5 6 7 8 92 2 4 4k k k k k k k k k         

排列方法 對應動作 

1 (  1  )(2)(3)(  4  )(5)(6)e g   不動 

2 (  1      4  )(2 3)(5 6)g   

以第 2,3 個碳的中點為中

心，將丁烷沿著四個碳所

在的平面旋轉180  

共 2 種動作 

圖 11 圖 10 
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    這樣的處理手法不論碳數多寡恆為 9 種，在碳數較多時則能顯現出通用性與方便性。 

4.具有兩種取代基的直烷之異構物數量 

以 4 7 3C H Cl 為例：
1 (  1  )(2 )(3)(  4  )(5 )(6 )e g   

2 (  1      4  )(2  3 )(5  6)g   

我們也一併畫出異構物作為對照。 

(1)三同 / 三同 same 

    (  1  ) 與 (  4  ) 中必須填入同一種 3 個相同的取代基，故只有填入 6 個H一種選擇。對

1 (  1  )( 2 )(3)(  4  )(5 )(6 )g  來說，將剩下的1 3H Cl 填入其他 (2)(3)(5)(6) 的 4 個位置中，相當於 3 同

1 異的物品作直線排列，方法數即為 4!
3!

；對
2 (  1      4  )(2  3 )(5  6)g  來說，因為 (2 3)(5 6) 必須兩種

取代基的剩餘個數均為 2，故 3 同 1 異無法填入作直線排列，方法數為 0。最後利用 G 為 2，代入

1
g

g G

k X
G 

  中，可以列出 1
1 4! 0 2
2 3!

k      
 

種。 

   
 

(2)三同 / 三同 different 

(  1  ) 與 (  4  ) 中要分別填入不同的 3H 及 3Cl 。對
1 (  1  )( 2 )(3)(  4  )(5 )(6 )g  來說，2 種取代

基作直線排列後方法數為 2! 。剩下的 4H 則只有 1 種排列方法；對 2 (  1      4  )(2 3)(5 6)g  來說，因

為 (  1  ) 與 (  4  ) 中是不同的東西，所以無法填入 (  1      4  ) 中作直線排列，方法數為 0 種。同上代

入 Burnside's Lemma 後，可以列出  2
1 2 0 1
2

k     種。 

 
 

(3)三同 / 二同一異 

依兩側填入的情形不同，可以分成兩種來討論： 

<1> (  1  ) 與 (  6  ) 中分別填入 3H 及 2 1H Cl ，剩下 2 2H Cl  

對 1g 來說， 3H 及 2 1H Cl 直線排列後方法數為 2!，將剩下的 2 2H Cl 作同物排列寫成
4!

2!2!
； 

對 2g 來說， (  1  ) 與 (  4  ) 中是不同的，無法填入 (  1      4  ) 作直線排列，方法數為 0 種。 

<2> (  1  ) 與 (  6  ) 中分別填入3H 及 2 1Cl H ，剩下 3 1H Cl  

對 1g 來說， 3H 及 2 1Cl H 直線排列後方法數為 2!，將剩下的3 1H Cl 作同物排列寫成
4!
3!

； 

對 2g 來說，理由同<1>，方法數為 0 種。 

    綜合以上兩點，我們可以列出 3
1 4! 1 4!2 0 2 0 10
2 2!2! 2 3!

k             
   

種。 

 
 

   

圖 12：三同 / 三同 same 的兩種異構物 

圖 13：三同 / 三同 different 的一種異構物 

圖 14：三同 / 二同一異 < 1 >的 6 種異構物 
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H C C C C Cl
H H

H Cl

H

H

Cl

H

*

(S)

H C C C C Cl
H H

H H

H

Cl

Cl

H

*

(R)

H C C C C Cl
H H

H H

Cl

H

Cl

H

*

(S)

H C C C C Cl
H Cl

H H

H

H

Cl

H

*

(R)  
 (4)三同 / 三異 

    因為只有兩種取代基，故 4 0k  種。 

(5)二同一異 / 二同一異 same 

(  1  ) 與 (  6  ) 中必須分別填入相同數量與種類的取代基，因此只有填入 2 1H Cl 這一種可

能。對 1g 來說方法數為 0 種；對 2g 來說，將剩下的 3 1H Cl 作直線排列，方法數為
4!
3!

種。故可以

列出 5
1 4!0 2
2 3!

k     
 

種。 

H C C C C H
H H

Cl H

H

Cl

H

Cl

*

(R)

H C C C C H
H H

Cl H

Cl

H

H

Cl

*

(S)  
 (6)二同一異 / 二同一異 different 

  (  1  ) 與 (  6  ) 中只能分別填入 2 1H Cl 及1 2H Cl ，兩者直線排列的方法數為 2!，剩下的4H

只有 1 種排列，故可以列出  5
1 2 0 1
2

k    種。 

H C C C C H
H H

Cl H

H

H

Cl

Cl

*

(X)  
(7)二同一異 / 三異 

(8)三異 / 三異 same 

(9)三異 / 三異 different 

因為只有兩種取代基，故第(7)(8)(9)種情形中， 7 8 9 0k k k   種。 

由上述(1)~(9)種情形，利用 Burnside's Lemma，可知 4 7 3C HCl 的總異構物數量為 

1 2 3 4 5 6 7 8 92 2 4 4 2 1 10 0 2 1 0 0 0 16k k k k k k k k k                  種。 

5.具有三種取代基的直烷之異構物數量 

具有三種或三種以上取代基的直烷，除了填入方法類似以外，還必須注意兩側的取代基，在

三同或二同一異時，沒有環狀排列的問題；但若為三相異物，就必須加考慮環狀排列會有 2 種不

同情形。如圖 18，在丙烷的一側分別放上相異的 H 、C l 、 F ，兩種放法會得到不同的異構物。 

 

 

    以 3 4 2 2C H Cl F 為例，依丙烷結構的

對稱性，找出丙烷的動作群G ，其中G
會包含 2 種動作： 

(  1  ) 與 (  3  ) 分別代表在這個位置上要一次填入 3 個取代基，其餘皆為 1 個取代基。 

 

 

C C C

4

2

1 3

 
考慮環狀排列乘上 2 倍或 4 倍的狀況，並將(1)~(9)種情形的討論簡化為表格，往後計算各種

情境下的異構物，都可以套用此表快速列出： 

排列方法 對應動作 

1 (  1  )(2)(  3  )(4)e g   不動 

2 (  1      3  )(2 4)g   
以第 2 個碳的中點為中心，垂直三個碳

所在的平面左右旋轉180   

共 2 種動作 

圖 15：三同 / 二同一異 < 2 >的 4 種異構物 

圖 16：二同一異 / 二同一異 same 的 2 種異構物 

圖 17：二同一異 / 二同一異 different 的 1 種異構物 

圖 18：三異時會有兩種不同異構物 

圖 19：丙烷取代基編號的平面簡記 
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3 4 2 2C H Cl F 的異構物計算表                                                               

 

故 3 4 2 2C H Cl F 的總異構物數量為 1 2 3 4 5 6 7 8 92 2 4 4 0 0 6 4 2 9 8 4 0 33k k k k k k k k k                  種。 

 

序號 j 分類名稱 在  1 與  3 中填入的取代基 剩餘取代基 第 j種情形中 jk 的值 兩側環狀排列 

(1) 三同 / 三同 same 不可行 不可行 
1 0k   11 0k   

(2) 三同 / 三同 different 不可行 不可行 
2 0k   21 0k   

(3) 三同 / 二同一異 

3 2 1H Cl H  

3 2 1H Cl F  

3 2 1H F H  

3 2 1H F Cl  

2F  

1 1H F  

2Cl  

1 1H C l  

   

   

3
1 12 0 2 2 0
2 2

1 1       2 0 2 2 0 6
2 2

k     

     
 31 6k   

(4) 
三同 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 
3 1 1 1H H Cl F  1 1C l F   4

1 2 2 0 2
2

k      42 4k   

(5) 二同一異 / 二同一異 same 
2 1 2 1H Cl H Cl  

2 1 2 1H F H F  
2 F  

2Cl  
   5

1 11 1 1 1 2
2 2

k       51 2k   

(6) 二同一異 / 二同一異 different 

2 1 2 1H Cl H F  

2 1 2 1H F Cl F  

2 1 2 1H Cl F Cl  

2 1 2 1Cl H F H  

2 1 2 1H Cl F H  

2 1 2 1H F Cl H  

1 1C l F  

2H  

2H  

2H  

1 1H C l  

1 1H F  

     

     

6
1 1 12 2 2 0 2 0
2 2 2

1 1 12 0 2 2 2 2 9
2 2 2

k      

      
 61 9k   

(7) 
二同一異 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

2 1 1 1 1H Cl H Cl F  

2 1 1 1 1H F H Cl F  
1 1H F  

1 1H C l  
   7

1 12 2 2 2 4
2 2

k       72 8k   

(8) 
三異 / 三異 same 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 
1 1 1 1 1 1H Cl F H Cl F  2H   8

1 1 1 1
2

k     84 4k   

(9) 
三異 / 三異 different 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 
不可行 不可行 9 0k   94 0k   
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  給定碳數，討論可能存在的結構，並用分類的方法討論有幾種異構物。三個碳以下前述已做過。 

(一) 四個碳 

  我們整理出來，四個碳有以下這些結構，以 O 表示該結構可能存在，以 X 表示該結構可能不存在或不穩定。 

4 10C H 有以下這些結構： 

C C C C H

H

H

H

H

H

H

H

H

H1 2

3 4

5 6  

H

C

CCH C H

H H

HH

H

HH

1

23

4  
O O 

4 8C H 有以下這些結構： 

C C

CC

H

H

H

H

H

H

H

H

1

2

3

4

5

6

7

8
4 8C H 結構○1  

C

C C

H H

H

H

H

C

H

H

H

1
23

4

5 6

4 8C H 結構○2  

C C

C C H

H

H

H

H

HH

H

1
2

3

4 5

6

4 8C H 結構○3  

 

C C

C

H

C

H

H

H

H HH

H
1 2

34
4 8C H 結構○4  

C

C C

C

H

H

H

H

H

H

H

H

1

2
3

4

4 8C H 結構○5  

C C

C

C

H

H

H

H

H

H

H
H

1

2

3

4

 

4 8C H 結構○6  

O O O O O O 

4 6C H 有以下這些結構： 

C C

C C

H

H

H

H

H

H

1

2 3

4

56  

C C

C

C

H

H

H

H

H

1

2

3
H
4

 

C C

C

C

H

H

H

H

H

H

1

2

3

4

 

C C C

C

H

H

H

H
H

H

1

23

4

 

C C

CC

H H

H

H

H

H

1 2

3

4

5

6

 
X X X O X 

四、代入固定的碳數及取代基數量，討論四個碳及五個碳時：三碳環不超過 2 個，用分類的方法，計算在不同取代基種類與

取代基數量下異構物的種類數。 
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C C

C

H

H

H

C

H

H

H

1

23

4

5 6

 

C C C C

H

H

H

H

H

H
1 2

 
1 2

3 H C C C

H

H

C

H

H

H

 

C C

C

C
H

H

H

H

H H

1 2

3

45

6

 

O O O X 

4 4C H 有以下這些結構： 

C
C

C
C

H

H

H

H

1

2

3

4

 

C

C C C
H

H

H

H
12

 

C

C C C

H

H

H

H

1

2 3

4

 

C C

C C

H H

H

H
1

2 3

4

 

C C

CC

HH

H H

1

2 3

4

 

X X X X X 

C C C C

H

H

H

H

1

2 3

4

 

C C CH

H

C H

H

1

2

3

4

 

C C

CC H

H

H

H

1

2 3

4

 

C

C C C

H

H

H

H
12

 

C C

C C H

H

H

H
1

2

3

4

 
O O X X X 

4 2C H 有以下這些結構： 

 

C C

C C

H

H

1

2 

C C

C C

H H
1 2

 

C C

C

C

H

H

1

2  

C C

CC

HH
1 2

 

C C C CH H1 2  

X X X X X O 
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4 0C H 有以下這些結構： 

C C

CC  

C C

CC  

C C

CC  
X X X 

我們依照給定的碳數及取代基數量( 1 ~ ia a )代入 n pC H ，將 p 個H的位置改成給定的取代基，並用以下流程計算該異構物數量。 

流程： 

(a) 對於給定的碳數，畫出所有可能的結構(期間可能需要環、共振、烯、炔) 及所需的取代基數。 

(b) 若尾端有三個取代基在同一碳上的結構則先將取代基填入，並討論異同與光學異構物問題。 

(c) 將所有取代基的位置編號(三個取代基在同一碳上的只給一個號碼)。 

(d) 找出該結構的可行動作（翻轉、旋轉），再用 cycle 紀錄動作種類及動作總數量。 

(e) 代入公式
1

g
g G

k X
G 

  得到該種結構的異構物數量。 

(f) 把 1 2 ... nk k k   即可得到該異構物總數。 

 

以四個碳八個取代基做說明，以 4 4 2 2C H F Cl 為例，未掛上取代基前的 4 8C H 有以下六種情況： 

 

 

 

 

 

 

 

C C

CC

H

H

H

H

H

H

H

H

1

2

3

4

5

6

7

8  

4 8C H 結構○1  

C

C C

H H

H

H

H

C

H

H

H

1
23

4

5 6

 

4 8C H 結構○2  

C C

C C H

H

H

H

H

HH

H

1
2

3

4 5

6

 

4 8C H 結構○3  

C C

C

H

C

H

H

H

H HH

H
1 2

34  

4 8C H 結構○4  

C

C C

C

H

H

H

H

H

H

H

H

1

2
3

4

 

4 8C H 結構○5  

C C

C

C

H

H

H

H

H

H

H
H

1

2

3

4

 

4 8C H 結構○6  

O O O O O O 
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四個碳八個取代基結構○1 ： 4 4 2 2C H F Cl 為環烷結構，故可用上述環烷結構的異構物數量 k公式： 

    

C C

CC

H

H

H

H

H

H

H

H

1

2

3

4

5

6

7

8  ：

 

 

1

1
1

0

2 ...
~

| ~ 1 1
|

2 !
1 1 2 !

2 2
! !

2
j

i
i

g bi i
g G n a a j j

a a N
d a a m j j
d n

nd
n ndk X

aG n a
d



   


  

  
                                 

 
 

  

4n  、 4i  、 1 2a  、 2 2a  、 3 4a  ，異構物數量為
 

8 81 ! 1 ! 4 4 !1 1 2 60( )
2 2 4 2 2 4 2 2 48 ! ! ! ! ! ! ! ! !
1 1 1 2 2 2 2 2 2

k

                 
                  
                                    

種  

(翻轉皆為 2-cycle，每種取代基數量均為偶數，可以有翻轉的 gX 項) 

 

四個碳八個取代基結構結構○2 ： 4 4 2 2C H Cl F 的異構物計算表 

        1 1    1 2 3 4 5 6G g g 其中
 

   

C

C C

H H

H

H

H

C

H

H

H

1
23

4

5 6

 
故四個碳八個取代基結構○2 4 4 2 2C H Cl F 的總異

構物數量為 1 2 32 30 40 90 160( )k k k      種 。 

 

 

 

 

序號 j  分類名稱 
在  1  中填

入的取代基 
剩餘取代基 第 j 種情形中 jk 的值 兩側環狀排列 

(1) 三同 3H  2 2 1H Cl F  1
5! 30

2!2!
k    11 30k   

(２) 二同一異 

2 1H F  

2 1C l F  

1 2H C l  

2 1F C l  

1 2H F  

2 2 1H Cl F  

4 1H F  

3 2H F  

4 1H C l  

3 2H Cl  

2
5! 5! 5! 5! 5! 5! 90

2!2! 2!2! 4! 3!2! 4! 3!2!
k         21 90k   

(３) 三異 1 1 1H C l F  3 1H C l F  3
5!2 40
3!

k     32 40k   
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四個碳八個取代基結構○3 ： 

4 4 2 2C H Cl F 的異構物計算表 

       1 1    1  2 3 4 5G g g 其中  

C C

C C H

H

H

H

H

HH

H

1
2

3

4 5

6

 
 

 

故四個碳八個取代基結構○3  

4 4 2 2C H Cl F 的總異構物數量為 

1 2 3 4 5 62 2 2 4
6 24 26 64 12 28 160( )
k k k k k k    

       種  

 

  

序號 j  分類名稱 在  1 與  2 中填入的取代基 剩餘取代基 第 j 種情形中 jk 的值 兩側環狀排列 

(1) 三同 / 二同 
3 2H Cl  

3 2H F  

1 2H F  

1 2H Cl  1
3! 3! 6
2! 2!

k            
 11 6k   

(2) 
三同 / 二異 
(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

3 1 1H H Cl  

3 1 1H H F  

3 1 1H Cl F  

1 2Cl F  

2 1Cl F  

1 1 1H Cl F  

 4
3! 3! 3! 12
2! 2!

k          
   

 22 24k   

(3) 二同一異 / 二同 

2 1 2H Cl H  

2 1 2H Cl F  

2 1 2H F H  

2 1 2H F Cl  

2 1 2Cl H H  

2 1 2Cl H F  

2 1 2Cl F H  

2 1 2F H H  

2 1 2F H Cl  

2 1 2F Cl H  

1 2Cl F  

2 1H Cl  
2 1Cl F  

2 1H F  

1 2H F  

3H  

2 1H F  

1 2H Cl  

3H  

2 1H Cl  

5
3! 3! 3!
2! 2! 2!
3! 3! 3!    
2! 2! 3!
3! 3! 3! 3!    26
2! 2! 3! 2!

k             
     
            
     
                  
       

 31 26k   

(4) 
二同一異 / 二異 
(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

2 1 1 1H Cl H Cl  

2 1 1 1H Cl H F  

2 1 1 1H Cl Cl F  

2 1 1 1H F H Cl  

2 1 1 1H F H F  

2 1 1 1H F Cl F  

2 1 1 1Cl H H F  

2 1 1 1Cl F H F  

2 1 1 1F H H Cl  

2 1 1 1F Cl H Cl  

1 2H F  

1 1 1H Cl F  

2 1H F  

1 1 1H Cl F  

1 2H Cl  

2 1H Cl  

2 1H F  

3H  

2 1H Cl  

3H  

 

 

7
3! 3!3!
2! 2!

3! 3!    3!
2! 2!

3! 3! 3! 3!    32
2! 3! 2! 3!

k         
   

        
   

                  
       

 42 64k   

(5) 
三異 / 二同 
(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

1 1 1 2H Cl F H  1 1 1H Cl F   8 3! 6k    52 12k   

(6) 
三異 / 二異 
(考慮環狀排列再乘 4 倍) 

1 1 1 1 1H Cl F H Cl  

1 1 1 1 1H Cl F H F  

1 1 1 1 1H Cl F Cl F  

2 1H F  

2 1H Cl  

3H  
9

3! 3! 3! 7
2! 2! 3!

k                   
 64 28k   
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四個碳八個取代基結構○4 ○5 ○6 4 4 2 2C H Cl F 的異構物計算表 (結構○3 ○4 ○5 的G，故計算表相同)   

          1 2 1 2  ,   1  2  3 4 5  1   2  3 4G g g g g  其中  

C C

C

H

C

H

H

H

H HH

H
1 2

34  

C

C C

C

H

H

H

H

H

H

H

H

1

2
3

4

 

C C

C

C

H

H

H

H

H

H

H
H

1

2

3

4

 
故四個碳八個取代基結構○4 ○5 ○6

4 4 2 2C H Cl F 的總異構物數量

1 2 3 4 5 6

7 8 9

2
2 4 4 0 0 6
4 2 9 8 4 0 33( )

k k k k k k
k k k
    

     

       種
 

根據結構○1 ~○6 的計算結果， 

 

 

4 4 2 2C H Cl F 的異構物數量為○1 +○2 +○3 +○4 +○5 +○6 60 160 160 33 33 33 479( )       種  

 

序號

j  

分類名稱 在  1 與  2 中填入的取

代基 

剩餘取

代基 
第 j 種情形中 jk 的值 兩側環狀

排列 

(1) 三同 / 三同 same 不可行 不可行 
1 0k   11 0k   

(2) 三同 / 三同 different 不可行 不可行 
2 0k   21 0k   

(3) 三同 / 二同一異 

3 2 1H Cl H  

3 2 1H Cl F  

3 2 1H F H  

3 2 1H F Cl  

2F  

1 1H F  

2Cl  
1 1H Cl  

 

 

3
1 2! 12 2 2!
2 2! 2
1 2! 1    2 2 2! 6
2 2! 2

     

k      
 
      
 

 31 6k   

(4) 
三同 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 
3 1 1 1H H Cl F  1 1Cl F   4

1 2 2! 2
2

k     42 4k   

(5) 
二同一異 / 二同一異 

same 

2 1 2 1H Cl H Cl  

2 1 2 1H F H F  

2F  

2Cl  5
1 2! 1 2!1! 1! 2
2 2! 2 2!

k           
   

 51 2k   

(6) 
二同一異 / 二同一異 

different 

2 1 2 1H Cl H F  

2 1 2 1H F Cl F  

2 1 2 1H Cl F Cl  
2 1 2 1Cl H F H  

2 1 2 1H Cl F H  

2 1 2 1H F Cl H  

1 1Cl F  

2H  

2H  

2H  

1 1H Cl  

1 1H F  

 

   

6
1 1 2! 1 2!2 2! 2 2
2 2 2! 2 2!

1 2! 1 12 2 2! 2 2! 9
2 2! 2 2

k            
   

        
 

 
61 9k   

(7) 
二同一異 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

2 1 1 1 1H Cl H Cl F  

2 1 1 1 1H F H Cl F  

1 1H F  

1 1H Cl  
   7

1 12 2! 2 2! 4
2 2

k       72 8k   

(8) 
三異 / 三異 same 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 
1 1 1 1 1 1H Cl F H Cl F  2H  8

1 2! 1! 1
2 2!

k     
 

 84 4k   

(9) 
三異 / 三異 different 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 
不可行 不可行 9 0k   94 0k   
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(二)五個碳 
  我們整理出來，五個碳有以下這些結構，以 O 表示該結構可能存在，以 X 表示該結構可能不存在： 

5 12C H 有以下這些結構 

H C C C C C H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H1 2

3 4 5

6 7 8  

H C C C C H

HH
C

H

H

HHH H

HH

1

2

3

4

5 6  

C CC

C

C

HH

H

H

HH

H H
H

H

H

H1

2

3

4

 
O O O 

5 10C H 有以下這些結構 

C

C
C

C

C
H

H
H

H

H

H
H

H

H

H1

2

3
4

5

6

7

8
910

 

C C

CC C

H

H

H

HH

H

H

H H

H

1
23

4

5

6 7

8

 

C

C C

C C

HH

H

H

H

HH

H

H

H

1 2

3

45

6

 

C

C

C

CC

H H

H H

H
H

H H

H
H1 2

3

45

6

 
O O O O 

C

C

C C

C

H

H

H H

H
H

H

HH

H

1

2
3

45

6

  
  

O O O O 
 

 
 

 
 

  

O O O O 
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5 8C H 有以下這些結構 

 

  

 

O O O O 

 

 

 

 

O O O X 

    

X O O X 

 

 

  

X X O X 
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X X X O 

5 6C H 有以下這些結構 

 

 

 

 

 

 

X X X X X X X 

 

 

 

 

  

X X X X O X X 

       

X X X X X X 

 

 

X X 
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5 4C H 有以下這些結構 

 

 

 

  

X X X X X 

 

   

 

X X X X X 

 

 

 

 

 

 

X X X X X X 

 

 

  

 

X X X X X 

 

  

 

 

X X X X O 
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5 2C H 有以下這些結構 

 

 

 

 

 

 

X X X X X X 

 

 

 

 

 

 

X X X X X X 

5 0C H 有以下這些結構 

 

 

 

X X X 

 
 
上述已經列出的取代基為 12、10、8 個的情形，關於取代基為 8、6、2、0 個的時候，我們可以仿照上述模式，求出異構物數量。 

 

  

O O O 

C C 

C C 
C 

H

H 

23



 
  針對 1C 、 sC 、 2C 、 2 hC 、 2vC 、 3vC 、 4vC 、 2hD 、 3hD 、 4hD 、 5hD 、 6hD 、 2dD 、 3dD 、 4dD 、

5dD 、 dT 、 hD 、 vC 、 hD ，我們在說明書中均給出了範例，並給出其對稱元素的數量(即動作數

G )，與排列群樣式，可作為各式計算的背景資料。 

點群 對稱元素 範例 

1C  E  CFClBrH  

sC  E  HClO  

2C  2C 、 E  2 2H O  

2hC  2C 、 E 、 i  2 2 2C H Cl  

2vC  2C 、 E 、 v   2H O  

3vC  E 、 3C 、 3C 、 v 、 v 、 v  3NH  

4vC  E 、 4C 、 4C 、 2C 、 d 、 d 、 v  4XeF O  

2hD  E 、 2C 、 2C 、 2C 、 v 、 v 、 v 、 i  4CH  

3hD  E 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C  3BF  

4hD  E 、 4C 、 4C 、 2C 、 2C 、 2C 、
'
2C 、

'
2C 、 v 、 v 、 d 、 d  4XeF  

5hD  E 、 5C 、 5C 、
2

5C 、
2

5C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 v 、

v 、 v 、 v 、 v  

 5 5 2
Fe C H 重疊  

6hD  E 、 6C 、 6C 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、
'
2C 、

'
2C 、

'
2C 、

'
2C 、 v 、 v 、 v 、 d 、 d 、 d  

6 6C H  

2dD  E 、 2C 、
'
2C 、

'
2C 、 d 、 d 、 i  3 4C H  

3dD  E 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、 d 、 d 、 d  6SiH  

4dD  E 、 4C 、 4C 、 2C 、
'
2C 、

'
2C 、

'
2C 、

'
2C 、 d 、 d 、 d 、 d  2 10( )Mn CO  

5dD  E 、 5C 、 5C 、
2

5C 、
2

5C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 d 、

d 、 d 、 d 、 d  

 5 5 2
Fe C H 交叉  

dT  E 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、

d 、 d 、 d 、 d 、 d 、 d  

4CH  

hD  E 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、

2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 d 、 d 、 d 、 d 、 d 、

d 、 4C 、 4C 、 4C 、 4C 、 4C 、 4C  

6SF  

vC  E 、 v 、 2C  HCl  

 

E 、 2C 、C  2H  

 
 
 

1 : :C CFClBrH E  

 

     1 2 3 4 5E    

 

hD

五、針對典型分子的化學點群，給出其對稱的數學排列群樣式，作為各式計算的背景資料。 
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: :sC HClO E  

 

    1 2 3E      1 2 3h   

 
2 2 2 2: :   C H O E C、  

 

     
   2

1 2 3 4
1 4 2 3

E
C



 

 
2 2 2 2 2: :hC C H Cl C E、  

 

         
    2

1 2 3 4 5 6
5 6 1 3 2 4

E
C



       1 2 3 4 5 6h   

   5 6 1 3 2 4i   

 
2 2 2: :v vC H O C E 、 、  

 

    
   2

1 2 3

1 3 2

E

C




 

  1 3 2v   

 
3 3: :vC NH E、 3C 、 3C 、 v 、 v 、 v  

 

    
   
   

3

3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4 3

E

C

C







 
    
   
    

1 2 3 4

1 3 2 4

1 4 2 3

v

v

v













 

 
4 4: :vC XeF O E、 4C 、 4C 、 2C 、 d 、 d 、 v 、 v  

 

         
    
    
      

4

4

2

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 4 3 2 5 6

1 3 2 4 5 6

E

C

C

C









 

      
      
       
        

1 2 3 4 5 6

1 4 2 3 5 6

2 4 1 3 5 6

1 3 2 5 6 4

d

d

v

v

















 

 
2 3 4: :dD C H E、 2C 、 '

2C 、 '
2C 、 d 、 d  

 

        
     
      
    

2

'
2

'
2

1 2 3 4 5 6 7

1 3 2 4 5 7 6

1 4 2 3 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

E

C

C

C









 

     
    
       

1 4 2 3 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

d

d

h













      1 3 2 4 5 7 6i   

 
3 6: :dD SiH E 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、 d 、 d 、 d  

 

         
     
     
    
      
     

3

3

2

2

2

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 3 2 4 6 5 7 8

1 4 2 5 3 6 7 8

1 6 2 4 3 5 7 8

1 5 2 6 3 4 7 8

E

C

C

C

C

C













 

      
       
      

1 4 2 5 3 6 7 8

1 6 2 4 3 5 7 8

1 5 2 6 3 4 7 8

d

d

d
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2 4: :hD CH E、 2C 、 2C 、 2C 、 v 、 v 、 v  

 

         
     
      
     

2

2

2

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 3 2 4 5 6

1 4 2 3 5 6

E

C

C

C









 

   
    
   
      

1 2 3 4 5 6

1 3 2 4 5 6

1 4 2 3 5 6

1 2 3 4 5 6

v

v

v

h

















 

    1 4 2 3 5 6i   

 
3 3: :hD BF E、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C  

 

    
   
   
    
    
    

3

3

2

2

2

1 2 3 4

4 1 2 3

4 1 3 2

1 4 2 3

2 4 1 3

3 4 1 2

E

C

C

C

C

C













 

    
   
    

1 4 2 3

2 4 1 3

3 4 1 2

v

v

v













 

 
4 4: :hD XeF E、 4C 、 4C 、 2C 、 2C 、 2C 、 '

2C 、 '
2C 、 v 、 v 、 d 、 d  

 

      
   
   
     

4

4

2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 4 2 3 5

1 3 2 4 5

E

C

C

C









  

      
      
     
     

2

2

'
2

'
2

1 3 5 2 4

2 4 5 1 3

1 2 3 4 5

1 4 2 3 5

C

C

C

C









 

     
      
    
    

1 3 5 2 4

2 4 5 1 3

1 2 3 4 5

1 4 2 3 5

v

v

d

d

















     1 2 3 4 5h   

 
6 6 6: :hD C H E、 6C 、 6C 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、 2C 、 '

2C 、 '
2C 、 '

2C 、 '
2C 、 v 、 v 、 v 、 

         d 、 d 、 d  

 

                   
  
  
     
     
          
         
       

6

6

3

3

2

'
2

'
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 6 5 4 3 2 7 12 11 10 9 8

1 3 5 2 4 6 7 9 11 8 10 12

1 5 3 2 6 4 7 11 9 8 12 10

1 4 2 5 3 6 7 10 8 11 9 12

1 2 3 6 4 5 7 8 9 12 10 11

2 3 1 4 5 6 8 9 7 10 11 12

E

C

C

C

C

C

C

C

C

















         
             
            
          

'
2

'
2

'
2

'
2

1 6 2 5 3 4 7 12 8 11 9 10

1 7 4 10 2 6 8 12 3 5 9 11

2 5 8 11 1 3 7 9 4 6 10 12

3 4 6 9 1 5 7 11 2 4 8 10

C

C

C









 

         
         
         
             
            
              

1 2 3 6 4 5 7 8 9 12 10 11

2 3 1 4 5 6 8 9 7 10 11 12

1 6 2 5 3 4 7 12 8 11 9 10

1 7 4 10 2 6 8 12 3 5 9 11

2 5 8 11 1 3 7 9 4 6 10 12

3 12 6 9 1 5 7 11 2 4 8 10

d

d

d

v

v

v

























              1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12h   

 
4: :dT CH E 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 3C 、 2C 、 2C 、 2C 、 d 、 d 、 d 、 d 、 d 、 d       

 

       
   
   
   
   
    

3

3

3

3

3

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 3 5

2 1 3 4 5

2 1 4 3 5

3 1 2 4 5

E

C

C

C

C

C













   

    
     
     
   
    
    

3

3

3

2

2

2

3 1 4 2 5

4 1 2 3 5

4 1 3 2 5

1 2 3 4 5

1 3 2 4 5

1 3 2 4 5

C

C

C

C

C

C













 

      
     
     
      
      
     

1 3 2 4 5

1 2 3 4 5

1 4 2 3 5

2 4 1 3 5

2 3 1 4 5

3 4 2 5 5

d

d

d

d

d

d
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陸、研究結論 

○、代數化的思考 
Burnside's Lemma (群論)與異構物(化學問題)的連結： 

Burnside's Lemma 中的角色 異構物 

集合 X  i 的取代基數次方種異構物配置 

X 中的元素 x  任一種異構物的取代基配置 x  

nS 的子群G  不同分子結構所具有的對稱性 

G 中的元素 g  任一種對稱所對應的變換方式 g  

不動群集合 gX  
經過某種變換仍會是原來配置的那些取

代基接法，所形成的集合。 

等價類數量 k  k 種異構物 

 

一、環狀共振結構在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數 

環狀共振結構的化學通式是 n nC H ， 3n  ，取代基的位置數量為 n ，設 n 個位置共有 i 種相

異的取代基，並且每種取代基的數量分別為 1a ~ ia 。 

環狀偶數碳共振結構的異構物數量 k 公式為： 

1 2

1

1

0

... 1
,...,

1~ 11 1( ,..., )
1~

( ) ! !
1 2 2 12 2 !

2 2 2 2 2! ! ! !
2 2 2

i

i

i

i

bi i
n a a a kj j jk
a a N

j kj jd a a m
k i

n n nd
n ndk

a a an a
d



    


  


                                                       

 
  










     

     

1

22! !
3 2 2

2 2
!

2

b i
j

j

n n
b

a



                   


， 4n   

環狀奇數碳共振結構的異構物數量 k 公式為： 

1 2

1

1

...
,...,

1 1( ,..., )

1( ) ! !
1 1 2
2

! !
2

i

i

i

i i
n a a a j j
a a N

j jd a a m

n nd n
dk

a an b
d



   


 

                                                 


 

， 3n   

 

二、環烷結構在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數 

環烷結構的化學通式是 2n nC H ， 3n  ，取代基的位置數量為 2n ，設 2n 個位置共有 i 種相

異的取代基，並且每種取代基的數量分別為 1a ~ ia。 

環烷結構的異構物數量 k 公式為：
 

 

1
1

1

0

2 ...
~

| ~ 1 1
|

2 !
1 2 !

2 2
! !

2
j

i
i

bi i
n a a j j
a a N
d a a m j j
d n

nd
n ndk

an a
d



  


  

  
                                 


 

 ， 3n   
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三、直烷結構在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數 

(一)兩個碳以上的直烷的異構物處理手法 
序號 分類名稱 在兩側碳所連接的取代基情形 

(1) 三同 / 三同 same 各填入 3 個相同的取代基，而且兩側取代基為同一種 

(2) 三同 / 三同 different 各填入 3 個相同的取代基，但兩側取代基不為同一種 

(3) 三同 / 二同一異 
有一個填入 3 個相同的取代基、 

另一個填入 2 同 1 異的取代基 

(4) 
三同 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

有一個填入 3 個相同的取代基、 

另一個填入 3 個相異的取代基 

(5) 二同一異 / 二同一異 same 
各填入 2 同 1 異的取代基，而且兩側取代基組成相同 

(如皆為 2 個 H、1 個 Cl) 

(6) 二同一異 / 二同一異 different 
各填入 2 同 1 異的取代基，但兩側取代基組成不同 

(如一側為 2 個 H、1 個 Cl；另一側為 2 個 H、1 個 F) 

(7) 
二同一異 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 

有一個填入 2 同 1 異的取代基、 

另一個填入 3 個相異的取代基 

(8) 
三異 / 三異 same 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 

各填入 3 個相異的取代基，而且兩側取代基組成相同 

(如皆為 1 個 H、1 個 Cl、1 個 F) 

(9) 
三異 / 三異 different 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 

各填入 3 個相異的取代基，但兩側取代基組成不同 

(如一側為 1 個 H、1 個 Cl、1 個 F；另一側為 1 個 H、1 個 Cl、1 個

Br) 

  分為兩個階段 

    第一階段：用組合找出上述 9 種情形中，不同取代基的填入方法有哪些。 

    第二階段：用 Burnside's Lemma 算 9 種情形的異構物數量 1k ~ 9k ，則總異構物數量為 

1 2 3 4 5 6 7 8 92 2 4 4k k k k k k k k k         

    這樣的處理手法不論碳數多寡恆為 9 種，在碳數不多時可以用來檢驗化學上用窮舉法畫出的

情形是否有缺漏；在碳數較多時則能顯現出通用性與方便性。 

(二) 建立各種情境下均適用的異構物計算表。 

 

四、代入固定的碳數及取代基數量，討論四個碳及五個碳時時：三碳環不超過 2

個，用分類的方法，計算在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數。 

依照給定的碳數及取代基數量( 1a ~ ia )代入 n pC H ，將 p 個H的位置改成給定的取代基，並以

下流程計算該異構物數量。 
 

(a) 對於給定的碳數，畫出所有可能的結構(期間可能需要環、共振、烯、炔) 及所需的取代基

數。 

(b) 若尾端有三個取代基在同一碳上的結構則先將取代基填入，並討論異同與光學異構物問題。 

(c) 將所有取代基的位置編號(三個取代基在同一碳上的只給一個號碼)。 

(d) 找出該結構的可行動作（翻轉、旋轉），再用 cycle 紀錄動作種類及動作總數量。 

(e) 代入公式
1

g
g G

k X
G 

  得到該種結構的異構物數量。 

(f) 把
1 2 nk k k   即可得到該異構物總數。 

 

五、針對典型分子的化學點群，給出其對稱的數學排列群樣式，作為各式計算的背

景資料。 
  針對 1C 、 sC 、 2C 、 2 hC 、 2vC 、 3vC 、 4vC 、 2hD 、 3hD 、 4hD 、 5hD 、 6hD 、 2dD 、 3dD 、 4dD 、

5dD 、 dT 、 hD 、 vC 、 hD ，我們在說明書中均給出了範例，並給出其對稱元素的數量(即動作數

G )，與排列群樣式，可作為各式計算的背景資料。 

28



柒、參考文獻  

1. John B. Fraleigh(2003)。A First Course in Abstract Algebra。7th Edition。 

2. Alan Vincent 著。謝從卿譯(1985)。Molecular Symmetry and Group Theory。安和出版社。 

3. Brian Alspach and S.Aronoff(1977)。Enumeration of Structural Isomers in Alicyclic Hydrocarbons and in 

Porphyrins。Canadian Journal of Chemistry。Volume 55 Number 15。 

4. 蕭文強(1991)。波利亞計數定理。湖南教育出版社。 

5. Frank Albert Cotton(1990)。Chemical Applications of Group Theory。3rd Edition。 

29



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 

【評語】050204  

本研究以數學上的排列組合、結合化學中群論對稱的概念、運

用 Burnside's Lemma有效計算異構物的種類、針對典型分子的化

學點群，給予對稱的數學排列群樣式、作為各計算的背景資料，為

複雜的異構物推測提供一實用的方法。這是一個非常優秀的數學運

作來建構分子的結構。此工作能解繁複的數學方法和化學的知識、

俱有非常髙的創意、並用碳數目較少的分子和其他的方法做比對去

肯定此方法的可行性、工作堪稱嚴謹、這種跨領域又高創新的工作、

評審委員一致認為極為可貴。 

F:\中小科展_57屆\排版\050204-評語 



摘要                                                                                   

本研究主要透過數學上的Burnside's Lemma思維，利用排列組合結合化學領域中的群論概念，應用

在計算取代基可被替換的化學結構，所具有的異構物數量。針對環狀共振(例如苯環)、環烷、直烷…等

分子結構，推導出任意取代基種類與數量不同時，所對應的化學異構物數量公式。推導完公式後，將 n xC H
中 x 個H的位置改成給定的取代基種類與數量時，然後系統化異構物數量的處理流程。最後再針對典型

分子的化學點群，給出其對稱的數學排列群樣貌，作為各式計算的背景資料。 

文獻與動機                                                                               

    我們在科展資料庫中，從未發現有作品探討點群與異構物計數，而國外的期刊資料，也只找到片

段提及(需分奇數或偶數個碳的環烷)，或研究方向不同( 2 2n nC H 
的生成函數推導)。化學家Cotton曾經大

量探討化學點群。但一般而言，這些分子的取代基都已經被接上。 

    而本研究是要在給定的結構下，計算任意接上取代基後的異構物數量。這促使了我們想要利用數

學思維處理，除了將取代基的位置以編號取代，還將化學上的點群轉為數學上的cycle表徵，從而可以

透過數學定理，把空間中較難以想像的排列問題，轉為好處理的直線排列問題。 

研究目的                                                             
一、給出任意碳數的環狀共振結構，在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數。 

二、給出任意碳數的環烷結構，在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數。 

三、給出任意碳數的直烷結構，在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數。 

四、代入固定的碳數及取代基數量，討論四個碳及五個碳時：三碳環不超過 2 個，用分類的方法， 

計算在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數。 

五、針對典型分子的化學點群，給出其對稱的數學排列群樣式，作為各式計算的背景資料。  

研究結果                                                                           
○、代數化的思考  

 
(實際上這個動作所形成的群即為 Dihedral 

Group，簡記為 4D 或 4Dih ) 
                    

Burnside's Lemma 
設G 為作用在集合 X 的動作群，若集合 { | , }gX x gx x x X   表示某個元素 g 作用在集合 X 上會 

保持不動的元素所形成的集合，則
1

g
g G

k X
G 

  ，其中 k 表示 X 可分割出 k 個不同的等價類數量。 

        

Burnside's Lemma (群論)與異構物(化學問題)的連結表 

 

 

 

 

 

 
  

一、環狀共振結構在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數          
  化學理論一般認為在這些體系中的電子，可以自由在由原子組成的環形結構上運動

(軌域)，環狀結構含有單鍵和雙鍵相間，軌域的結果是環鍵的鍵級趨於均化，給予體系穩

定作用，碳與碳之間的鍵長也會相等。根據這個理論，我們可以將這個結構視為在同一

平面上，是環狀並且具有對稱性的。 

(一)環狀偶數碳共振結構 

    我們以環狀共振的一圈有 6 個碳為例(即 6n  )，描述環狀共振

結構的動作群G (Dihedral Group 6D )。 
1 環狀偶數/奇數碳共振結構的動作群 

不論 n 為奇數或偶數， 2G n n n   。若設某個旋轉動作 g

的 cycle 長度為 d ，則顯然有 |d n。 6n  時，考慮 6 以下，與 6 

互質的正整數有幾個即可，以 ( )d 表示。 

2.環狀偶數碳共振結構的異構物數量公式 

合併各種 cycle 情形，得到環狀偶數碳共振結構( 4n  )的異構物數量 k 公式為： 
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(二)環狀奇數碳共振結構 

   類似地，環狀奇數碳共振結構( 3n )的異構物數量 k 公式為：
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排列方法 旋轉動作 排列方法 翻轉動作 

(1)(2)(3)(4)e   轉 0   (1 2)(3 4)  對稱軸過 1,2 間和 3,4 間的翻轉 

(1 2  3 4)  轉 90  (1 4)(2 3)  對稱軸過 1,4 間和 2,3 間的翻轉 

(1  3)(2  4)  轉180  (1)(3)(2  4)  對稱軸過 1,3 的翻轉 

(1 4 3 2)  轉 270  (2)(4)(1 3)  對稱軸過 2,4 的翻轉 

共 4 種動作 共 4 種動作 

合計共 8 種動作 

Lemma 中的角色 異構物 

集合 X  i 的取代基數次方種異構物配置 

X 中的元素 x  任一種異構物的取代基配置 x  

nS 的子群G  不同分子結構所具有的對稱性 

G 中的元素 g  任一種對稱所對應的變換方式 g  

不動群集合 gX  經過某種變換仍會是原來配置的那些取代基接法，所形成的集合。 

等價類數量 k  k 種異構物 

G 中的旋轉動作 G 中的翻轉動作 

(1)(2)(3)(4)(5)(6)1e g   (1)(4)(2  5)(3  6)7g   

    1 2 3 4 5 62g   (2)(5)(1  4)(3  6)8g   

   (1  3  5)(2  4  6)3g   (3)(6)(1  4)(2  5)9g   

   (1  4)(2  5)(3  6)4g   (1  6)(2  5)(3  4)10g   

   (1  5)(2  6)(3  4)5g 
 

(1  2)(3  6)(4  5)11g   

   (1  6  5  4  3  2)6g 
 

(2  3)(1  4)(6  5)12g   

共 12 種動作
 

Python 
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二、環烷結構在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數  

(一)環烷 

1.環烷結構的動作群 

  旋轉動作與共振結構類似，但上下兩層要分開；翻轉的動作 cycle 不同，無論對稱面過任何位置都可拆成 n 個 2-cycle。

不同兩層的取代基位置總是會兩兩一組對換，可看出它是在一個對稱面上的 4 個取代基形成的長方形旋轉180
。不論碳數是

奇數或偶數都相同，在環烷中公式的建立可統一。 

 

2.環烷結構的異構物數量公式 

  環烷結構( 3n  )的異構物數量 k 公式為：(不分奇偶) 
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三、直烷結構在不同取代基種類與取代基數量下，異構物的種類數  

(一)直烷 

1.甲烷的異構物數量 

1 種取代基時，四同：1 種                         2 種取代基時，三同一異：1 種、二同二同：1 種 

3 種取代基時，二同一異一異：1 種                 4 種取代基時，四異：2 種 

在四個取代基位置標上編號，列出正四面體的 12 種旋轉或翻轉動作： 

(1)(2)(3)(4)e  、 (1 2 3)(4)、 (1 3 2)(4)、 (1 2 4)(3) 、 (1 3 4)(2)、 (1 4 3)(2)、 (1 4 2)(3) 、 (1)(2 3 4)、 (1)(2 4 3)、

(1 3)(2 4)、 (1 2)(3 4)、 (1 4)(2 3)       將其代入 Burnside's Lemma 也會得到相同的結果。 

2.兩個碳以上的直烷的動作群 

以丙烷為例，每個碳週遭的 4 個鍵結會形成一個四面體的樣子。兩側尾端的碳接上 3 個可旋轉的取代基，在標號時，我

們將其合編為 1 號與 3 號，攤為平面簡記時如圖。 

我們可以依其結構的對稱性，找出丙烷的動作群： 

 

  

2.兩個碳以上的直烷的異構物處理手法 

  若要使某一種取代基配置經過 1g 作用後仍是相同的配置，則要讓同一個 cycle 裡填入相同的取代基(兩側是各一次填入 3

個，分 9 種情形)。再把這個情境看成「有數種相異物，填入 cycle 中之後對 cycle 進行直線同物排列，得到多少種直線同物

排列的方法，
gX 即為多少」。 

序號 分類名稱 在  1  與  4  中的情形 

(1) 三同 / 三同 same 各填入 3 個相同的取代基，而且兩側取代基為同一種 

(2) 三同 / 三同 different 各填入 3 個相同的取代基，但兩側取代基不為同一種 

(3) 三同 / 二同一異 有一個填入 3 個相同的取代基、另一個填入 2 同 1 異的取代基 

(4) 三同 / 三異(考慮環狀排列再乘 2 倍) 有一個填入 3 個相同的取代基、另一個填入 3 個相異的取代基 

(5) 二同一異 / 二同一異 same 各填入 2 同 1 異的取代基，而且兩側取代基組成相同 

(6) 二同一異 / 二同一異 different 各填入 2 同 1 異的取代基，但兩側取代基組成不同 

(7) 二同一異 / 三異(考慮環狀排列再乘 2 倍) 有一個填入 2 同 1 異的取代基、另一個填入 3 個相異的取代基 

(8) 三異 / 三異 same(考慮環狀排列再乘 4 倍) 各填入 3 個相異的取代基，而且兩側取代基組成相同 

(9) 三異 / 三異 different(考慮環狀排列再乘 4 倍) 各填入 3 個相異的取代基，但兩側取代基組成不同 
 

 

  

 

以 3 4 2 2C H Cl F 為例，將分類寫成下表，可得到總異構物數量為 1 2 3 4 5 6 7 8 92 2 4 4 0 0 6 4 2 9 8 4 0 33k k k k k k k k k                  種。 

序號 分類名稱 在  1  與  3  中填入的取代基 剩餘取代基 第 j 種情形中 jk 的值 兩側環狀排列 

(1) 三同 / 三同 same 不可行 不可行 1 0k   11 0k   

(2) 三同 / 三同 different 不可行 不可行 2 0k   21 0k   

(3) 三同 / 二同一異 
3 2 1H Cl H 3 2 1H Cl F  

3 2 1H F H 3 2 1H F Cl  

2F  1 1H F  

2Cl  1 1H Cl  

   

   

3

1 1
2 0 2 2 0

2 2

1 1
     2 0 2 2 0 6

2 2

k     

     

 31 6k   

(4) 
三同 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 
3 1 1 1H H Cl F  1 1Cl F   4

1
2 2 0 2

2
k      42 4k   

(5) 二同一異 / 二同一異 same 2 1 2 1H Cl H Cl 2 1 2 1H F H F  2F  2Cl     5

1 1
1 1 1 1 2

2 2
k       51 2k   

(6) 
二同一異 / 二同一異 

different 

2 1 2 1H Cl H F 2 1 2 1H F Cl F  

2 1 2 1H Cl F Cl 2 1 2 1Cl H F H  

2 1 2 1H Cl F H 2 1 2 1H F Cl H  

1 1Cl F  2H  

2H  2H  

1 1H Cl  1 1H F  

     

     

6

1 1 1
2 2 2 0 2 0

2 2 2

1 1 1
      2 0 2 2 2 2 9

2 2 2

k      

      

 61 9k   

(7) 
二同一異 / 三異 

(考慮環狀排列再乘 2 倍) 
2 1 1 1 1H Cl H Cl F 2 1 1 1 1H F H Cl F  1 1H F  1 1H Cl     7

1 1
2 2 2 2 4

2 2
k       72 8k   

(8) 
三異 / 三異 same 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 
1 1 1 1 1 1H Cl F H Cl F  2H   8

1
1 1 1

2
k     84 4k   

(9) 
三異 / 三異 different 

(考慮環狀排列再乘 4 倍) 
不可行 不可行 9 0k   94 0k   

G 中的旋轉動作 G 中的翻轉動作 

(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12)1e g   (1  7)(4  10)(2  12)(6  8)(3  11)(5  9)7g 
 

  1  2  3  4  5  6)(7  8  9  10  11  122g   (2  8)(5  11)(3  7)(1  9)(4  12)(6  10)8g 
 

 (1  3  5)(2  4  6)(7  9  11)(8  10  12)3g   (3  9)(6  12)(4  8)(2  10)(5  7)(1  11)9g 
 

 (1  4)(2  5)(3  6)(7  10)(8  11)(9  12)4g   (1  8)(2  7)(6  9)(3  12)(4  11)(5  10)10g 
 

 (1  5  3)(2  6  4)(7  11  9)(8  12  10)5g 
 

(2  9)(3  8)(4  7)(1  10)(6  11)(5  12)11g 
 

 (1  6  5  4  3  2)(7  12  11  10  9  8)6g   (3  10)(4  9)(5  8)(2  11)(1  12)(6  7)12g 
 

共 12 種動作 

排列方法 對應動作 

1 (  1  )(2)(  3  )(4)e g   不動 

  2 (  1      3  )(2 4)g   
以第 2 個碳的中點為中心，垂直三

個碳所在的平面左右旋轉180  
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四、完整討論四個碳與五個碳時，在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數  
  對於任意可以具有取代基的結構，我們都能用以下(a)~(f)的流程分類的方法討論有幾種異構物。 

流程： 

(a) 對於給定的碳數，畫出可能的結構及所需的取代基數。 

(b) 若尾端有三個取代基在同一碳上的結構則先將部份取代基填入，並討論異同與介定光學異構物。 

(c) 將所有取代基的位置編號(三個取代基在同一碳上的只給一個號碼)。 

(d) 找出該結構的可行動作(翻轉、旋轉)，再用 cycle 記錄動作種類及動作總數量。 

(e) 代入公式
1

i g
g G

k X
G 

  得到該種結構的異構物數量。 

(f) 把 1 2 ... nk k k   即可得到該分子式下的異構物總數量。 

 

(一)四個碳 

四個碳有以下這些結構，以 O 表示該結構可能存在，以 X 表示該結構可能不存在或不穩定： 

 4 10C H 有以下這些結構：     4 8C H 有以下這些結構： 
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4 8C H 結構○4  
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4 8C H 結構○6  
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4 6C H 有以下這些結構： 
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4 4C H 有以下這些結構： 
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4 2C H 有以下這些結構：                       4 0C H 有以下這些結構： 
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舉例：以四個碳八個取代基做說明，以 4 4 2 2C H F Cl 為例，未掛上取代基前的 4 8CH 有上述結構○1 至○6  

   六種情況，因此 4 4 2 2C H F Cl 的異構物種類有 60+160+160+33+33+33=479(種)。(計算詳見說明書) 

 

(二)五個碳詳見說明書 

 

五、針對典型分子的化學點群，給出其對稱元素的數學排列群樣式，作為各式計算的背景資料  
    針對 2hC 、 3vC 、 2dD 、 2hD 、 3hD 、 6hD 、 1C 、 dT ，我們在說明書中均給出了範例，並給出其對稱元

素的數量(即動作數 G )，與排列群樣式，可作為各式計算的背景資料。 

 

研究結論                                                               
○、代數化的思考 

Burnside's Lemma (群論)與異構物(化學問題)可以建立連結。 

一、環狀共振結構 

環狀偶數碳共振結構( 4n  )的異構物數量公式見研究結果一。 

環狀奇數碳共振結構( 3n  )的異構物數量公式見研究結果一。 

二、環烷結構 

環烷結構( 3n  )的異構物數量 k 公式為：(不分奇偶)見研究結果二。 

研究目的一與二將公式寫成 Python 程式，可以代入任意碳數與取代基數，得到異構物種類數。 

三、直烷結構 

兩個碳以上的直烷的異構物處理手法分為兩個階段 

      第一階段：用組合找出固定的 9 種情形中，不同取代基的填入方法有哪些。 

      第二階段：用 Burnside's Lemma 算 9 種情形的異構物數量 1k ~ 9k ，則總異構物數量為其總和。 

四、完整討論四個碳與五個碳時(詳見說明書)，在不同取代基種類與取代基數量下異構物的種類數 

依照給定的碳數及取代基數量( 1a ~ ia )代入 n pC H ，將 p 個H 的位置改成給定的取代基，並用本研究

所整理的流程計算該異構物數量。 

五、針對典型分子的化學點群，給出其對稱元素的數學排列群樣式，作為各式計算的背景資料 

範例及背景資料詳見說明書。 
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