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摘要 

在這個研究，我們成功的使用數學方法，解決下列的題目： 

紅綠藍三種球各若干個排成第一列，但從第二列起，球的顏色由其左上和右上決定。若

左上右上不同色，則此球為第三種顏色；若左上右上同色，則此球同色。問 n是多少時，可

以由第一列直接預測最後一列球的顏色？如何判斷？ 

我們不只發現一般式，同時透過研究的過程，發現奇偶性、不變量、反運算的數學現象。

並設計了 2層結構的基本單元，提出討論。 

我們的創新之一是推廣原題目─從平面到立體，嘗試著利用六層正四面體的模式，來解

釋題目在三維空間的應用。 

 

壹、研究動機 

請考慮科學研習月刊 2015 年 4 月第 48 頁第 6題。 

題目 1.1.1(本研究的主要題目) 

如圖 1.1.2，一共 n個紅綠藍三種顏色的球各若干個排成第一列。在下一列排 1n  個球

（每個球插在兩個球的空隙）成第二列，以此類推排第三列…直到最後一列只有一個球。但

從第二列起，球的顏色由其左上和右上決定。若左上和右上不同色，則此球為第三種顏色。

若左上和右上同色，則此球同色。問 n是多少時，可以由第一列直接預測最後一列球的顏色？

如何判斷？ 

 

 

 

 

 

 

圖 1.1.2 
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請注意 

n是多少時，可以由第一列直接預測最後一列球的顏色？如何判斷？ 

依題目的敘述，出題的教授可能認為在某種特定的條件下，才可以直接由第一列直接預

測最後一列球的顏色。若使用數學方法可以對任何自然數 n，猜測最後一顆球的顏色。那麼，

我們會得到一個很好的結果。 

就常理而言，顏色無法比較大小。因此，本研究必須要很慎重的選擇一個恰當的轉換系

統。我們使用國小電腦課教的軟體，很正確且迅速的將我們選定的轉換系統運算。透過窮舉

的方式，做分類、一步接一步的計算、分析、統整。使用數學方法簡潔的處理問題。這種的

思維，除了幫忙我們的科展研究，認識數學之美，也讓我們學習如何做其他學科的研究。 

在題目解完後，我們設計了基本單元，不僅研究 3層結構的「連接圖」和「有向圖」，還

研究 4層結構，發現「豬羊變色」、「循環變色」、「虛擬同層鍵結」、「虛擬同值鍵結」和「虛

擬對稱」的有趣數學現象。 

在縣市級比賽後，我們對於正四面體的新課題，感到一些興趣，因此開始深入研究，探

討一般式─如圖 1.1.3 的六層三角錐堆朵。我們依照題目 1.1.1 的一般式，研究六層正四面

體的顏色變化情形及一般式。此時，正四面體就是所謂的三角錐。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.1.3 
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貳、研究目的 

一、研究目的 

如題目 1.1.1，圖 1.1.2。從第二列起，球的顏色由其左上和右上決定。問 n是多少時，

可以由第一列直接預測最後一列球的顏色？如何判斷？ 

使用基本單元的設計研究平面的四層結構。同時，將延伸研究三維空間研究正四面體。 

 

二、研究架構 

本研究架構如圖 2.2.1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.2.1 
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參、研究設備與器材 

紙、筆、電腦及微軟試算表 

 

 

肆、研究過程或方法 

一、轉換 

首先，我們必須找到一個轉換方法，符合題目 1.1.1。為方便研究，規定 

定義 4.1.1(將顏色轉換成數字) 

將圖 1.1.2 的顏色以數字代表。紅色以 0代表，綠色以 1代表，藍色以 2代表。 

定義 4.1.2(計算第 i列第 j 行的表徵) 

由上而下，由左而右，規定 n層第 i列第 j 行的數值為 n

jiG , 。其中， ni 1 ， 11  inj 。 

考慮題目 1.1.1 的兩種狀況: 

若左上右上不同色，則此球為第三種顏色。                               (4.1.3) 

若 n

jiG , =0 且 n

jiG 1,  =1 則 n

jiG 1, =2；若 n

jiG , =1 且 n

jiG 1,  =0 則 n

jiG 1, =2。 

若 n

jiG , =0 且 n

jiG 1,  =2 則 n

jiG 1, =1；若 n

jiG , =2 且 n

jiG 1,  =0 則 n

jiG 1, =1。 

若 n

jiG , =1 且 n

jiG 1,  =2 則 n

jiG 1, =0；若 n

jiG , =2 且 n

jiG 1,  =1 則 n

jiG 1, =0。 

若左上右上同色，則此球同色。                                         (4.1.4) 

若 n

jiG , = n

jiG 1,  則 n

jiG , = n

jiG 1,  = n

jiG 1, 。  

如此，可以將圖 1.1.2 轉換成圖 4.1.5。以數字代表顏色，符合題目 1.1.1 的要求。 

此時，依題目 1.1.1，圖 4.1.5，圖 4.1.6，我們規定 
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定義 4.1.7(運算本研究對象的數值之符號) 

給定 n層結構，將第 1t 列的 n

stG 1,1  、 n

stG 2,1  、 n

stG 3,1  、…、 n

mstG 1,1  的數值推算至 n

smtG 1,1 

的運算為 )( 1,11,1

n

mst

n

st GGF  ， ，其數值規定為 )( 1,11,1

n

mst

n

st GGF  ， 。其中， 10  nt ，

10  ns ， 10  nm ， 11  nmt 且 11  nms 。如圖 4.1.6。 

 

 

 

 

 

 

        圖 4.1.5 用數字代表顏色         圖 4.1.6 

此時，我們有一個想法，若我們使用加、減、乘、除的四則運算，計算一般式，一定和

3有關。經過窮舉，發現 



n

stG 1,1 )3(mod0122,1  

n

st

n

st GG 。               (4.1.8) 

 

二、分類 

考慮 n層結構，第 1列放 n顆球，其放法由左到右的排法會出現 n3 種。事實上，我們可

以由下面的例子得到分類的想法。也就是，將第一列的球由左至右排列，我們將會有下列現

象。其中，符號，代表分類的同一類。 

給定 1層，只有一類。 

給定 2層，有 2類: 

第 1 類:(0，0) (1，1) (2，2)。得到答案:若左上右上同色，則此球同色。 

第 2類:(0，1) (1，2) (2，1)。得到答案:若左上右上不同色，則此球為第三種顏色。 
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給定 3層，有 4類: 

第 1 類:三同，得到答案:和第 1列第 1顆球同色。            

        (0，0，0) (1，1，1) (2，2，2)。如圖 4.2.1 例子。 

第 2類: 二同一異，呈對稱，得到答案:和第 1列的任兩種顏色不同。 

        (0，1，0) (0，2，0) (1，0，1)  (1，2，1)  (2，0，2)  (2，1，2)。 

        得到的答案:和第 1列的任兩種顏色不同。如圖 4.2.2。 

第 3 類: 二同一異，不對稱，得到答案有兩種類型。 

        (0，1，1) (0，2，2) (1，0，0)  (1，2，2)  (2，0，0)  (2，1，1)。 

        得到的答案:和第 1列第 1顆球同色。 

        (0，0，1) (0，0，2) (1，1，0)  (1，1，2)  (2，2，0)  (2，2，1)。 

        得到的答案:和第 1列第 3顆球同色。如圖 4.2.3。 

第 4 類: (0，1，2) (0，2，1) (1，0，2)  (1，2，0)  (2，0，1)  (2，1，0)。 

        得到的答案: 和第 1列第 2顆球同色。如圖 4.2.4。 

 

 

 

   圖 4.2.1.               圖 4.2.2           圖 4.2.3                 圖 4.2.4 

得到分類的方法，可以讓我們可以幫忙我們減少電腦模擬困擾。 

 

三、特殊交換性 

已知 

數列(1，1，0)產生的結果是 0，如圖 4.3.1。 

數列(0，1，1)產生的結果是 0，如圖 4.3.2。 

數列(1，0，1)產生的結果是 2，如圖 4.3.3。 
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     圖 4.3.1                        圖 4.3.2                      圖 4.3.3 

發現， 

數列(110)產生的結果是 0，和數列(101)產生的結果是 2，兩者所結果不相同。 

數列(011)產生的結果是 0，和數列(101)產生的結果是 2，兩者所結果不相同。 

但是， 

數列(011)形成數值 0，同時，數列(110)形成數值 0。         (4.3.4) 

此時，稱為特殊交換性。 

再考慮，第一列呈現對稱對應情形，如兩數列， 

 (0，1，2，1，1)形成結果是 0；及(1，1，2，1，0)形成結果也是 0。 

此時， 

ii ba  6 ， 

發現 

數列 naaaa 、、、、 ...321 、 nbbbb 、、、、 ...321 ，若 1 ini ba ，則 )()( 11 nn bbFaaF ，，  。  (4.3.5) 

推理 

給定 n層結構，若 n

jG ,1

n

jnG 1,1  ，則 n

jiG ,

n

jiniG 1,  ，結構呈線對稱。    (4.3.6) 

其中，式子 4.3.12， ni 1 ， 









2
1

i
j 。 

 

四、4層結構 

當我們使用微軟的試算表計算 4層結構時，發現 

演算方法 4.4.1(4 層演算方法) 

)( 4,11,1

n

st

n

st GGF  ， = )3(mod)2( 1,14,1

n

st

n

st GG   。其中， 10  nt ， 10  ns ， n4 。 
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又考慮到對稱關係 

 )2( 1,14,1

n

st

n

st GG    )3(mod)2( 4,11,1

n

st

n

st GG   。     (4.4.2) 

n

stG 1,4   3mod)( 4,11,1

n

st

n

st GG   。
                 

(4.4.3) 

在 4 層結構時，不管 n

stG 2,1  及 n

stG 3,1  為何，都不會影響到 n

stG 1,4  數值。  (4.4.4) 

 

五、一步接一步的計算 

如圖 4.5.1，我們對於 5層結構，發現 

我們利用 4層結構的演算方法先分別計算黃色 5

1,4G ，藍色 5

2,4G ； 

再利用式子 4.1.8 計算。  

得到，                                                             圖 4.5.1 

不管 5

3,1G 數值為何，都不影響 5

1,5G 數值。                     (4.5.2) 

再舉一個例子 

對於 7層結構，如圖 4.5.3，利用式子 4.4.3 計算 

              
7

1,1G 和 7

4,1G 影響 7

1,4G ， 

              
7

4,1G 和 7

7,1G 影響 7

4,4G ， 

        最後， 7

1,4G 和 7

4,4G 影響 7

1,7G 。 

發現                                                        圖 4.5.3 

7 層結構，不管 7

2,1G 、 7

3,1G 、 7

5,1G 和 7

6,1G 數值是哪一個數都不會影響 7

1,7G 的數值。  (4.5.4) 

    式子 4.4.3， n

stG 1,4   )3(mod)( 4,11,1

n

st

n

st GG   。每次計算就可以增加 3層。 

    式子 4.3.6， 

n

stG 1,3 )3(mod)( 3,12,11,1

n

sts

n

st

n

st GGG   ，每次計算就可以增加 2層。 

    式子 4.1.8， 

n

stG 1,1 )3(mod0122,1  

n

st

n

st GG 。可每次計算就可以增加 1層。 
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如此， 

所有自然數 n，都可以利用運算方式找到答案。              (4.5.5) 

 

至於， 

題目 1.1.1 的要求，由第一列直接預測最後一列球的顏色，將會是我們的努力目標。 

 

六、運算表 

為了達到第一列的顏色使用一次預測第 n列第 1個的球顏色，我們碰上二個麻煩: 

如何知道顏色相碰的運算情形? 

如何知道第 1列由左至右第 i球對第 n列第 1個球的影響途徑? 

我們會有 

0+0=0， 002  ， )3(mod00  ，符合 0和 0產生 0的結果。 

1+1=2， 422  ， )3(mod14  ，符合 1和 1產生 1的結果。 

2+2=4， 842  ， )3(mod28  ，符合 2和 2產生 2的結果。 

又，基於同類觀念，0和 1產生 2，與 1和 0產生 2，產生的結果均相同，我們還是會有: 

0+1=1， 212  ， )3(mod22  ，符合 0和 1產生 2的結果。 

0+2=2， 422  ， )3(mod14  ，符合 0和 2產生 1的結果。 

1+2=3， 632  ， )3(mod06  ，符合 1和 2產生 0的結果。 

依照定義 4.1.1，我們使用 3個整數代表 3種顏色。於是，我們會有表 4.6.1 的表格。 

表 4.6.1 

n

jiG 1,   0 1 2 

0 0 2 1 

1 2 1 0 

2 1 0 2 
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很顯然，式子 4.1.8 

  


n

stG 1,1 )3(mod01,22,1  

n

st

n

st GG 。 

成立。 

本研究巧妙的使用轉換的運算。這和一般科學家一樣，尋找一個數學結構，解決我們的

數學問題。如此，我們在這個章節，知道如何知道顏色相碰的運算情形。 

 

七、影響路徑 

考慮 1層結構，如圖 4.7.1， a到 a只有 1種影響路徑。 

考慮 2層結構，如圖 4.7.2， a到 c只有 1種影響路徑。 

                          b 到 c只有 1種影響路徑。 

考慮 3層結構，如圖 4.7.3， a到 d 只有 1種影響路徑。 

                         b 到 d 共有 2種影響路徑。 

                         c到 d 只有 1種影響路徑。 

考慮 4層結構，如圖 4.7.4， a到 e只有 1種影響路徑。 

                         b 到 e共有 3種影響路徑。 

                         c到 e只有 3種影響路徑。 

                         d 到 e只有 1種影響路徑。 

 

 

 

 

圖 4.7.1     圖 4.7.2             圖 4.7.3                   圖 4.7.4 

發現 

給定 n層結構， n

jG ,1 到 n

nG 1, 的影響路徑有 1

1





n

jC 條， nj 1 。           (4.7.5) 

式子 4.7.5， 1

1





n

jC 代表 1n 的相異物取出 1j 個方法物。 
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伍、研究結果 

請注意， 

在國小數學課本第 10 冊第 8單元提到巴斯卡三角形[2]。 

請再觀察 

給定 2層結構 : )3(mod)()1( 1

1

1

0

1 bCaCc  ，如圖 5.1.1。 

給定 3層結構 : )3(mod)()1( 2

2

2

1

2

0

2 fCeCdCg  ，如圖 5.1.2。 

給定 4層結構 : )3(mod)()1( 3

3

3

2

3

1

3

0

3 kCjCiChCl  ，如圖 5.1.3 及圖 5.1.4。 

 

 

 

                圖 5.1.1            圖 5.1.2                圖 5.1.3 

 

 

 

 

 

圖 5.1.4 4 層結構的一般式 

考慮 

)3(modbaba  ， Zba  、 。             (5.1.5) 

式子 4.1.8， )3(mod)( 1,,1,

n

ji

n

ji

n

ji GGG   ，和 

式子 4.5.5，給定 n層結構， n

jG ,1 到 n

nG 1, 的影響路徑有 1

1





n

jC 條。 

得到 
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演算方法 5.1.6 










 
1

0

1,1

11

1,11,11,1 ))()1(()(
m

j

n

jst

m

j

mn

smt

n

mst

n

st GCGGGF ， )3(mod 。其中， 10  nt ，

10  ns ， 10  nm ， 11  nmt 且 11  nms 。 

[證明] 

顏色部分，依式子 4.1.8， )3(mod)( 1,,1,

n

ji

n

ji

n

ji GGG   。 

運算部分，每m次運算則乘以 1)1(  m 。 

影響路徑，我們以數學歸納法證明。 

當 1m 時，1層只有 1個， 10

0 C 。顯然，成立。 

當 2m 時，2層只有 2個， 11

0 C ， 11

1 C 。顯然，成立。 

設 km  時，k 層有 k 個，第 k 層第 1i 個為 1k

iC ，第 k 層第 2i 個為 1

1





k

iC 。此時， 30  ki 。 

當 1 km 時， 1k 層有 1k 個，由 kC0 、
kC1 、

kC2 、
kC3 、…、 k

kC ，計 1k 個。 

              

k

i

k

i

k

i

C

iki

k

iki

ik

iki

i
k

iki

k

iki

k

CC

1

1

1

1

)!1()!1(

!

)
)!1()!1(

1

)!1()!1(

1
()!1(

)!2()!1(

)!1(

)!1(!

)!1(




































 

              此時，第 1k 層第 1個是 kC01 ，第 1個是 kCk 1 。 

                    第 1k 層第 2i 個為 k

iC 1 。其中， 20  ki 。 

                    第 1k 層第 k 個是 k

kCk 1 ，第 1k 個是 k

kC1 。 

數學歸納法成立。得證。 

□ 

因而藉由演算方法 5.1.6 可以由第一列預測第 n列的到三角形。 
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陸、討論 

在這個研究，我們將討論一般式、基本單元、正四面體。 

一般式是針對演算方法 5.1.6 提出討論。我們將在基本單元，討論平面的四層結構。三

角錐就是立體的正四面體。我們將討論，依照題目 1.1.1 的方式，討論三維的正四面體，如

圖 1.1.3。 

 

一、一般式的討論 

(一)奇偶性 

考慮奇偶性。依照演算方法 5.1.6，得到 

奇數m， 








 
1

0

1,1

1

1,11,1 )()(
m

j

n

jst

m

j

n

mst

n

st GCGGF ， )3(mod1,1

n

smtG  。       (6.1.1) 

偶數m， 








 
1

0

1,1

1

1,11,1 )()(
m

j

n

jst

m

j

n

mst

n

st GCGGF ， )3(mod1,1

n

smtG  。      (6.1.2) 

再考慮， 

)3(mod)(2 aa  。 

偶數m，
 










 
1

0

1,1

1

1,11,1 )(2)(
m

j

n

jst

m

j

n

mst

n

st GCGGF ， )3(mod1,1

n

smtG  。    (6.1.3) 

 

(二)自我相似 

請考慮式子 4.5.5 和巴斯卡定理有關。我們做了下列運算： 

取 9層的巴斯卡三角形，如圖 6.1.4；將圖 6.1.4 巴斯卡三形各數值除以 3，取餘數，

如圖 6.1.5。餘數為 0，以黑色三角形圈起來。延伸圖 6.1.5 如圖 6.1.6，翻轉後，如圖 6.1.7。 

使用演算方法 5.1.6， 










 
1

0

1,1

11

1,11,1 )3)(mod()1()(
m

j

n

jst

m

j

mn

mst

n

st GCGGF ， 。 

此時，數值比較小，比較不容易錯。 
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圖 6.1.4                                       圖 6.1.5 

 

 

 

 

 

 

          圖 6.1.6                                 圖 6.1.7 

再考慮圖 6.1.4 

只要是 0)3(mod1 m

jC ，則 )3(mod011

1  

 n

jst

m

j GC          (6.1.8) 

如此， 

當 kC m

j 31  ， n

jstG 11  不會影響 n

smtG 1,1  的數值。            (6.1.9) 

當 13  km 時， )( ,11,1

n

mst

n

st GGF  ，  )3(mod)( ,11,1

n

mst

n

st GG   ， Nk 。 (6.1.10) 

 

(三)反運算 

讓我們考慮一個數學性質「反運算」，也就是，由已知 n

smtG 1,1  ，反推未知的 n

jstG 1,1  。 

依題目 1.1.1，探討 )( 1,11,1

n

mst

n

st GGF  ， = n

smtG 1,1  的問題。現在改變題目，如題目 6.1.11

及圖 6.1.12。 



15 
 

題目 6.1.11 

一共 n個紅綠藍三種球各若干個排成第一列。在下一列排 1n  個球（每個球插空隙）成第二

列，以此類推排第三列……直到最後一列只有一個球。從第二列起，球的顏色由其左上和右

上決定。若左上右上不同色，則此球為第三種顏色。若左上右上同色，則此球同色。除了，

n

jstG 1,1  不知道數值為何，其他 n

sitG 1,1  數值和 n

istG 1,1  數值都為已知，如圖 6.1.12。請問，

是否可以由其他 n

istG 1,1  數值和 n

smtG 1,1  數值推算 n

jstG 1,1  數值?其中， 10  mji， ；且

ji  。 

 

 

 

 

 

圖 6.1.12 

考慮圖 6.1.12，依據算方法 5.1.6， 

)3(mod1)1272210351352107110()1( 7  y 。 

)3(mod1)5835()1( 7  y  

)3(mod12 y 。 

考慮，定義 1.2.1， 20  y ，得到 2y ， 

未知的顏色為藍色。 
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二、基本單元 

在這個章節，我們提出另一個研究方向討論平面的 4層結構。 

(一)基本單元 

依定義 1.2.1 我們發現，二層結構有 9種基本單元，如表 6.2.1。 

表 6.2.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

如 :A=(00)和 E=(02)只有前面相同，AE 連接一條線； 

A=(00)和 H=(01)只有前面相同，AH 連接一條線； 

    A=(00)和 F=(20)只有後面相同，AF 連接一條線； 

    A=(00)和 I=(10)只有後面相同，AI 連接一條線； 

 

如此，得到圖 6.2.2，連接圖。 

基本單元 原始結構 簡化 

A 00 

0 

00 

B 12 

0 

12 

C 21 

0 

21 

D 11 

1 

11 

E 02 

1 

02 

F 20 

1 

20 

G 22 

2 

22 

H 01 

2 

01 

I 10 

2 

10 
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圖 6.2.2、連接圖 

 

讓我們考慮有向線段問題。 

再觀察表 6.2.4，發現 AE=(002)，但，EA 不存在，因此，製作成有向線段如圖 6.2.3。 

我們會有圖 6.2.3，有向線圖。. 

 

 

 

 

 

 

圖 6.2.3，有向圖 

 

讓我們考慮一個問題，哪些基本單元可以由這 9 個基本單元的連續排列，相互作用形成。 

整理後，得到 9 個基本單元的連續排列，相互作用形成橫列先，直欄後的結果，如表 6.2.4。

其中，表 6.2.4 是一個 3 層結構，99 的方格，存在答案的有 27 個，不存在答案的有 54 個。 
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表 6.2.4 

 A(00) B(12) C(21) D(11) E(02) F(20) G(22) H(01) I(10) 

A(00) A(00) 不存在 不存在 不存在 H(01) 不存在 不存在 E(02) 不存在 

B(12) 不存在 不存在 A(00) 不存在 不存在 H(01) E(02) 不存在 不存在 

C(21) 不存在 A(00) 不存在 H(01) 不存在 不存在 不存在 不存在 E(02) 

D(11) 不存在 I(10) 不存在 D(11) 不存在 不存在 不存在 不存在 B(12) 

E(02) 不存在 不存在 I(10) 不存在 不存在 D(11) B(12) 不存在 不存在 

F(20) I(10) 不存在 不存在 不存在 D(11) 不存在 不存在 B(12) 不存在 

G(22)  不存在 不存在 F(20) 不存在 不存在 C(21) G(22) 不存在 不存在 

H(01) 不存在 F(20) 不存在 C(21) 不存在 不存在 不存在 不存在 G(22) 

I(10) F(20) 不存在 不存在 不存在 C(21) 不存在 不存在 G(22) 不存在 

考慮 3 層的結構，A(00)，最後會形成 0，的結構有 3 種:，如圖 

 

 

 

 

     圖 6.2.5 

 

此時，規定 

排法通則 6.2.6(排出 k 層三角形的方法) 

給定 k 層結構， kji  ,1 ，且 kj 1 ， ( n

jiG , 、
n

jiG 1,  )形成 n

jiG ,1 有三種排列情況: 

先排 n

jiG , = n

jiG 1,  成為 n

jiG ,1 ，再排 n

jiG , < n

jiG 1,  成為 n

jiG ,1 ，最後排 n

jiG , > n

jiG 1,  成為 n

jiG ,1 。  

再依排法通則 6.2.6，考慮 3 層結構，先 D(11)最後成為 1 的結構，有 3 種情況如圖 6.2.7。 

再依排法通則 6.2.6，考慮 3 層結構，先 G(22)最後成為 2 的結構，有 3 種情況如圖 6.2.8。 
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此時， 

 

 

 

 

        圖 6.2.7                                                圖 6.2.8 

 

(二)平面四層結構 

依排法通則 6.2.6，考慮形成 A 最後形成 0 的 4 層結構，如圖 6.2.9，有 9 種。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6.2.9 

此時，圖 6.2.9， 

AAA(0000)、BCB(1212)、CBC(2121)均會形成 AA(000)，形成 A(00)最後形成 0。     (6.2.10) 

DIE(1102)、EGF(0220)、FHD(2011)均會形成 BC(121) ，形成 A(00)最後形成 0。     (6.2.11) 

GFH(2201)、HDI(0110)、IEG(1022)均會形成 CB(212) ，形成 A(00)最後形成 0。    (6.2.12) 

依排法通則 6.2.6，考慮形成 D 最後形成 1 的 4 層結構，如圖 6.2.13，有 9 種。 

依排法通則 6.2.6，考慮形成 G 最後形成 2 的 4 層結構，如圖 6.2.14，有 9 種。 
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               圖 6.2.13                                 圖 6.2.14 

 

(三)平面 4 層結構的虛擬對稱 

依排法通則 6.2.6，會有： 

AAA(0000)形成 AA(000)，EGF(0220)形成 BC(121)，HDI(0110)形成 CB(212)出現虛擬對稱翻轉。   

DDD(1111)形成 DD(111)，BGC(1221)形成 EF(020)，IAH(1001)形成 FE(202)出現虛擬對稱翻轉。   

GGG(2222)形成 GG(222)，CDB(2112)形成 HI(010)，FAE(2002)形成 IH(101)出現虛擬對稱翻轉。   

也就是，虛擬對稱翻轉如表 6.2.15。 

表 6.2.15 

類型 形成 A(00)再形成 0 形成 D(11)再形成 1 形成 G(22)再形成 2 

例子 AAA(0000)形成 AA(000) DDD(1111)形成 DD(111) GGG(2222)形成 GG(222) 

EGF(0220)形成 BC(121) BGC(1221)形成 EF(020) CDB(2112)形成 HI(010) 

HDI(0110)形成 CB(212) IAH(1001)形成 FE(202) FAE(2002)形成 IH(101) 

此時， 

表 6.2.15 有兩個原因 

分類關係，因顏色定義問題，可以將形成 A(00)再形成 0，改成形成 G(22)再形成 2。 

排序關係，依排法通則 6.2.6，形成 A(00)，先排等於，在排小於，最後是排大於。 
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(四)平面 4 層虛擬同層鏈結 

我們發現 

A(00)和 B(12)，B(12)和 C(21)，C(21)和 A(00)，均會形成 0 的數列會相互對應。 

D(11)和 E(02)，E(02)和 F(20)，F(20)和 D(11)，均會形成 1 的數列會相互對應。 

G(22)和 H(01)，H(01)和 I(10)，I(10)和 G(22)，均會形成 2 的數列會相互對應。 

均是頭尾虛擬同層鍵結。 

 

 

 

                 圖 6.2.16                                   圖 6.2.17 

 

 

 

                 圖 6.2.18                                    圖 6.2.19 

 

 

 

                 圖 6.2.20                                     圖 6.2.21 

此時， 

4 層結構，設第一列為 )( dcba 、、、 ，其中，只有 da、 會影響第 4列第 1個數字。同時， 

依排法通則 6.2.6，形成 A(00)，先排等於，在排小於，最後是排大於。 

基於上述兩個理由，我們會有 4 層結構的同層鍵結。 
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(五) 平面 4 層結構的豬羊變色與循環變色 

讓我們考慮 4 層結構，第一列填入(0120)。若我們做列下的運算，則發生下列的情形 

將原來數列(0120)變成第一列(0120)，則 0 變成 0，1 變成 1，2 變 2 虛擬順時針循環變色，如

圖 6.6.1。此時，(0120)→(0120)，只要 1 次運算，就可以回到(0120)，週期為 1。 

此時，我們會有 

 

 

 

圖 6.2.22                            圖 6.2.23                          圖 6.2.24 

 

 

 

圖 6.2.25                            圖 6.2.26                          圖 6.2.27 

 

整理，如表 6.2.28。 

表 6.2.28 

運算方式 特色 圖例 

圖 6.2.22 變成 

週期 

(0120)→(0120) 自己變成自己 變成圖 6.2.22 1 

(0120)→(1201) 虛擬順時針循環變色 變成圖 6.2.23 3 

(0120)→(2012) 虛擬逆時針循環變色 變成圖 6.2.24 3 

(0120)→(0210) 維持 0 不變，則 1 變成 2，2 變成 1 的豬羊變色 變成圖 6.2.25 2 

(0120)→(2102) 維持 1 不變，則 0 變成 2，2 變成 0 的豬羊變色 變成圖 6.2.26 2 

(0120)→(1021) 維持 2 不變，則 1 變成 0，0 變成 1 的豬羊變色 變成圖 6.2.27 2 
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(六) 平面 4 層虛擬同值鍵結 

考慮 4 層結構的豬羊變色，0 變成 0，1 變成 2，2 變成 1，如圖 6.2.29。 

 

 

 

                                 圖 6.2.29 

我們將有下列現象。 

形成 BC(121)數列，依排法通則 6.2.6 會有 3 種情形，分別如圖 6.2.30、圖 6.2.31 及圖 6.2.32。 

 

 

         圖 6.2.30                       圖 6.2.31                      圖 6.2.32 

形成 CB(212)數列，依排法通則 6.2.6 會有 3 種情形，分別如圖 6.2.33、圖 6.2.34 及圖 6.2.35。 

 

 

        圖 6.2.33                        圖 6.2.34                      圖 6.2.35 

此時， 

形成 BC 數列的 DIE、EGF、FHD；形成 CB 數列的 GFH、HDI、IEG，排列如圖 6.2.36 及圖 6.2.37。 

BC (121)，CB(212)，因此會有虛擬同值鍵結。 

 

 

              圖 6.2.36                                  圖 6.2.37 

再考慮全部形成 BC 數列的 DIE、EGF、FHD，虛擬鍵結如圖 6.2.38。 

    及全部形成 CB 數列的 GFH、HDI、IEG，虛擬鍵結如圖 6.2.39。 

 

 

             圖 6.2.38                                    圖 6.2.39 
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讓我們以同樣方法討論形成 EF 數列，FE 數列如圖 6.2.40； 

                    形成 HI 數列，IH 數列如圖 6.2.41。 

 

 

 

            圖 6.2.40                                    圖 6.2.41 

簡化後，將代號拿掉，呈現一個對稱圖案，如圖 6.2.42。 

 

 

 

                                    圖 6.2.42 

對於 4 層平面的結構，有以上發現。至於，更高層的平面結構，更複雜，有待將來再討論。 

 

三、正四面體 

在這個單元，我們嘗試從二為平面變成三維空間，有不一樣的面貌。 

定義 6.3.1(正四面體中的顏色) 

n

kjiT ,, 的數值代表立體結構的第 k 層第 i列第 j 行的顏色。其中， nkji  ,,1 ， kji 1 。 

此時 

定義 6.3.2(用數值表示顏色) 

0,, n

kjiT 呈紅色； 1,, n

kjiT 呈綠色； 2,, n

kjiT 呈藍色； 3,, n

kjiT 呈黃色。 

圖 6.3.3 是 6k 的正四面體堆朵。第 k 層是一邊 k 個球所構成的正三角形。已經知道最下層(第

n層)中所有球的顏色。而上一層( 1k 層)球的顏色是由下層(第 k 層)依照定義(6.3.1)所決定。

是否可以從最下層(第 n層)來求得第 1 層中唯一一顆球的顏色？ 
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                                                                       1k  

                                                                   2k  

                                                                  3k  

                                                                   4k  

                                                                   5k  

                                                                    6k  

 

圖 6.3.3 

此時，我們會有 

)4(mod01,,,1,,,1,,  

n

kji

n

kji

n

kji

n

kji TTTT               (6.3.4) 

舉一實例，如圖 6.3.5。 

 

 

 

                                  圖 6.3.5 

式子 6.3.4 有運算表，如表 6.3.6，發現 

1.  4 乘 4 的方格內，如同數獨似的，每一橫排和每一直排都沒有重複。 

2. 上層三顆球相同顏色，下層第四顆球一定相同顏色。 

3. 上層三顆球顏色是二同一異，或都是不同顏色，將是一個有趣課題，值得研究。 
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表 6.3.6， n

kjiT 1,,   

n

kjiT 1,,   1, ,

n

i j kT  =0 1, ,

n

i j kT  =1 1, ,

n

i j kT  =2 1, ,

n

i j kT  =3 

, 1,

n

i j kT  =0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 

, ,

n

i j kT =0 0 3 2 1 3 2 1 0 2 1 0 3 1 0 3 2 

, ,

n

i j kT =1 3 2 1 0 2 1 0 3 1 0 3 2 0 3 2 1 

, ,

n

i j kT =2 2 1 0 3 1 0 3 2 0 3 2 1 3 2 1 0 

, ,

n

i j kT =3 1 0 3 2 0 3 2 1 3 2 1 0 2 1 0 3 

再仔細觀察式子 6.3.3，得到 

)4(mod)( 1,,1,,,1,,

n

jki

n

kji

n

kji

n

kji TTTT   。              (6.3.7) 

不考慮正負號問題，此時，我們會有 

立體的 1 層，只有 1 點； 

立體的 2 層，有 3 點，其影響途徑如圖 6.3.8 的 2 層； 

立體的 3 層，有 6 點，其影響途徑如圖 6.3.8 的 3 層； 

立體的 4 層，有 10 點，其影響途徑如圖 6.3.8 的 4 層； 

立體的 5 層，有 15 點，其影響途徑如圖 6.3.8 的 5 層； 

立體的 6 層，有 21 點，其影響途徑如圖 6.3.8 的 6 層。 
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圖 6.3.8 

將圖 6.3.8 轉換成下列，我們會有 

第 1 列: )( 5

5

5

4

5

3

5

2

5

1

5

0

5

0 CCCCCCC  ； 

第 2 列: )( 4

4

4

3

4

2

4

1

4

0

5

1 CCCCCC  ； 

第 3 列: )( 3

3

3

2

3

1

3

0

5

2 CCCCC  ； 

第 4 列: )( 2

2

2

1

2

0

5

3 CCCC  ； 

第 5 列: )( 1

1

1

0

5

4 CCC  ； 

第 6 列: 0

0

5

5 CC  ； 
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接著延伸到第 k 層，我們會有 

            第 k 層，第 1 列的影響途徑: )...( 1

1

1

2

1

1

1

0

1

0





  k

k

kkkk CCCCC 。 

第 k 層，第 2 列的影響途徑: )...( 2

2

2

2

2

1

2

0

1

1





  k

k

kkkk CCCCC 。 

第 k 層，第 3 列的影響途徑: )...( 3

3

3

2

3

1

3

0

1

2





  k

k

kkkk CCCCC 。 

… 

第 k 層，第 i列的影響途徑: )...( 2101

ik

ik

ikikikik

i CCCCC 





  。 

… 

第 k 層，第 k 列的影響途徑: 0

0

1

1 CC k

k 

 。 

此時，對於第 k 層，全部 n

kjiT ,, 對於 nT 1,1,1 的影響途徑數考慮使用 4 種顏色，又是第 k 層。 

第 k 層，全部 n

kjiT ,, 對於 nT 1,1,1 ， 

第 1 列: )...( ,,1

1

1,2,1

1

1,1,1

1

0

1

0

n

kk

k

k

n

k

kn

k

kk TCTCTCC  




)4(mod ； 

第 2 列: )...( ,1-,2

2

2,2,2

2

1,1,2

2

0

1

1

n

kk

k

k

n

k

kn

k

kk TCTCTCC  




)4(mod ； 

第 3 列: )...( ,2-,3

3

3,2,3

3

1,1,3

3

0

1

2

n

kk

k

k

n

k

kn

k

kk TCTCTCC  




)4(mod ； 

… 

第 i列: )...( ,1,,2,1,1,0

1

1

n

kiki

ik

ik

n

ki

ikn

ki

ikk

i TCTCTCC 







  )4(mod ；
 

…
 

第 k 列: )( ,1,

0

0

1

1

n

kk

k

k TCC 

 )4(mod 。 

 

如此，對於正四面體第 k 層對於 nT 1,1,1 的影響為 

        

))(()1( ,,

1 1

1

1

1

1

1

1,1,1

n

kji

k

i

k

j

k

j

k

i

kn TCCT   
 










)4( m o d ，其中， kji  。   (6.3.9) 
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柒、結論 

在解題過程中，我們先將顏色轉換成數字，然後利用分類減少運算次數，我們也試

著使用一步接一步的計算方式，找出答案。在計算的時候，我們發現影響路徑是解題的關鍵，

而那個影響路徑就是巴斯卡三角形。之後我們發現 n不管等於多少都可以求出最後的答案。 

所以，平面一般式 

)3(mod))()1(()(
1

0

1,1

11

1,11,11,1 








 
m

j

n

jst

m

j

mn

smt

n

mst

n

st GCGGGF ， 。 

       其中， 10  nt ， 10  ns ， 10  nm ， 11  nmt 且 11  nms  

之後，我們開始討論一般式，發現它有奇偶性的差別，而巴斯卡三角形則有自我相

似的情形，我們也試著反推題目。我們也使用基本單元來討論三層結構的連接圖和有向圖以

及四層結構的「虛擬對稱」、「虛擬同層鏈結」、「豬羊變色」與「循環變色」、「虛擬同值鍵結」，

這些發現讓我們觀察到之前沒發現到的東西。 

最後我們在研究正四面體，怎麼用一個算式，推到最上面的頂點的答案。發現 

 立體三角錐對於第 k 層對於 nT 1,1,1 的影響為 

))(()1( ,,

1 1

1

1

1

1

1

1,1,1

n

kji

k

i

k

j

k

j

k

i

kn TCCT   
 










)4(mod 。 

其中， nkji  ,,1 ， kji  ,1 ， kji 1 。 
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【評語】080412  

此件作品主要在探討如何利用平面上的第一列球的三種顏色

來預測最後一列球的顏色，問題有趣。作者能將球的三種顏色巧妙

的轉化成數字以進行探討，頗具創意，值得鼓勵。 

080412-評語 
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