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摘要 

 本文從一個現象開始:一群陌生人在坐一排座位時常不與他人鄰座，對此現象建立了一對

數學模型探討。我們主要研究一維的情況下，能坐下的人數、以及若第一個人策略性的選擇，

其至多能坐下的人數及策略、和隨著椅子數的增加至多能坐下的人數之變化。進一步地，我

們將其中一個模型推廣到二維的情況，推導出在正方形的格子點中能坐下的人數。過程中我

們先做一些預處理得到遞迴函式，然而常會遇到帶有高斯符號或是分段的遞迴函式，因此我

們主要採取的手法是先猜出遞迴式的通式再歸納，或是利用調整法。最後雖然礙於二維以上

的一般情況會因沒有規律而導不出完整的結論，但本文中我們做出了一些部分結果，未來也

會試圖往更廣的情況突破。 

壹、研究動機 

在搭乘捷運的時候，有時會出現一種場景:雖有空位但卻有人站著。通常是因為不好意思

坐在陌生人的旁邊。這種情況也會發生在演講廳或是電影院等公共場所。偶然地有一天看到

別人提出了類似的問題模型，我想到這很像前面提到的情況。於是我想探討:如果大家都這樣

坐，那究竟坐得下多少人?於是我想探討在這種情況下，能在一、二維空間下的格子點坐下多

少人? 

貳、研究目的 

 在一個 n 維度 n 空間中考慮區間        1 2 31, 1, ..., 1,1 nnI aa aa    ，其中 ka N ，

1 k n   ，即 1 2 3{( , , ... ) | ,1 ,1 }n n k k kI x x x x x x a k n      ，我們假定在 nI 中每個格子點有

一個座位，依以下規則選擇座位:除第一人外，其餘每一個人依序選擇座位，使得所選擇的座

位對於已被選取的座位之”最小點距”達到最大值，且規定不得和之前已選定位置者鄰座(即

哈密頓距離為 1)。 

我們主要目標是探討下列四個研究目的: 

  研究目的一: 當第一個人就近選擇最靠近原點的位置坐時，能坐下幾個人? 

  研究目的二: 當第一個人可以任意決定位置時，第一個人應該坐在哪裡才能 

              使得總共坐下最多人? 
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  研究目的三: 承上研究目的二條件下，決定能夠坐下總共多少人? 

  研究目的四: 承上研究目的二條件下，若增加椅子的數量，椅子數與至多能    

              坐下的人數之關係為何? 

 由於在這個問題中可能會遇到有多個位置 1 2, , , k nS S S I  使得”最小點距”達到最大

值，此時我們規定下列兩個情形的座位選擇方式： 

    若點 1 2, , , k nS S S I  ，且 1 2 1 21 1 1 1 1 1i i i kS S S S S S          ，則 

(1) 從 1 2, , , iS S S 中選擇出一點，比較第一分量小者優先，又相同時第二分量小者優先， 

依此類推，稱此情況為第一種情形。 

 (2)視為有一批人，同時選定所有那樣的位置並坐下。 

 令 1 2, , , kS S S 皆被同時選取，若 1 2, , , kS S S 部分點相鄰時，我們允許同次選擇者鄰座，    

稱此情況為第二種情形。 

參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、Code::Blocks、Microsoft Office Word、Mathtype。 

肆、名詞定義與解釋 

一、哈密頓距離 

在一個 n 維度 n 空間中，若 1 2 3 1 2 3( , ), ( ), ,... , , ...n n

nA a a B b b bba a  的哈密頓距離為

1
1

| |i i

n

i

A B a b


    。 

二、最小點距 

定義一個點 P到其他點 1 2, . ,, .. kQQ Q 的距離為
11

min{ }
i k

iP Q
 

 ，稱為P 點的「最小點距」。 

三、最佳位置 

當第一個人所坐的位置能使得其他人坐下的總人數最多時，我們稱第一個人所在位置為 「最

佳位置」。 

四、相鄰的格子與鄰居 

 兩個格子被視為是相鄰的，如果他們的哈密頓距離為 1。 
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五、鄰居 

在一維數線 1上，兩個人視為是鄰居，如果在當時他們之間沒有其他人。 

六、賦值法 

將問題的某些變量賦予數值以進行運算，觀察數值的變化，以代表整體。 

七、調整法 

將問題的所有情況經過步步調整歸依為單一情況，簡化一般性的問題為特例。 

八、強數學歸納法 

先奠基驗證 0n k 的情況，在假設n k 時成立，證明n k 時成立。如此可得到對於 0,n k n 

時成立。 

九、高斯符號 

 下高斯符號:記 x  表示不大於 x 的最大整數值。 

 上高斯符號:記 x  表示不小於 x 的最小整數值。 

十、討論的情況簡記 

在問題討論中我們考慮在 n 維度 n 空間裡區間        1 2 31, 1, ..., 1,1 nnI aa aa    中的格子點

做為選擇位置的討論，將此情況簡記做 1 2 3, ,( ., .. )nP n a aa a 。 

當第一個人的位置在 (1,1,..1)，記做角落情況。 

當 1 2 ... naa a   ,記做正 n 維情況。 

本文中所討論的記數符號分別如下: 

(1)坐下的人個數在第一種情形記作 1 2, ,..( )naf a a 或是 ( )f A ，第二種情形則為 1 2, ,..( )nae a a 或

是 ( )e A 。 

(2)當第一個人坐角落時能坐下的人數在第一種情形記為 1 2( , ,... )nc a a a 或 ( )c A ，在第二種 

情形則為 1 2( , ,... )nd a a a 或 ( )d A 。 

(3)一個條件下最多人坐下的個數在第一種情形為 1 2( , ... )ng a a a 或 ( )g A ，在第二種情形則為

1 2( , ... )nh a a a 或 ( )h A 。 
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伍、研究過程 

 [第一種情形]首先我們先討論一維度  1 1,I n ，即 (1, )P n . 

 我們從最簡單的情況開始討論，然後先給出一些基本性質。 

 [性質 1] ( )
2 3

n n
f n

   
    

   
.  

 證明: 

左式:考慮賦值法，對被填入的每一個座位賦值 1，其左右兩側賦值
1

2
。於是能填入

的數值上限為第 0和第 1n  格(假想存在)至多各
1

2
。對於1 i n  ，第 i 格至多填入 1。

所以總共至多能填
1

2+1 1
2

n n    。然而每填一個位置都使數值增加
1

1+ 2=2
2
 ，所以

1
( )

2 2

n n
f n

   
    
   

 . 

右式:由於每次填入座位至多減少 3個可填座位(本身和相鄰兩個)，故 ( )
3

n
f n

 
  
 

 ，

否則將仍可再填。故得證。 

 

為了簡化問題，以下我們先考慮第一個人坐在角落的情況。 

 [角落情況] 

每次第二個填的為第 n 格，接著為第
n+1

2

 
 
 

格。容易想到最平均分布的情況是與 2

的冪次有關的。此時會注意到:第
1

2

n  
 
 

格把長條座位切成兩段，而前後兩段分別正如

當初所填的，第一格和最後一格。這讓我們想到了遞迴公式，猜測

1 1
( ) ( ) ( 1)

2 2

n n
c n c c n

    
      

   
. 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

( )c n   1  1 2 2 3 3 3 4 5 5 5 5 5 6 7 8 9 9 9 9 

   

 



 5 

[回到一般情況] 

[性質 2]關於一個點對所有點的最小點距，事實上只和左右兩側最接近它已被填入

的位置有關。 

而這是顯然的，但這引發我想到或許可以不必按照順序坐座位，而是只要確定其坐

定時的鄰居就可以了。 

[推論 3]只要一個人C 預定要坐下時的左右鄰居都已坐定，分別在 ( ), ( )A a B b 。則C    

的位置便可坐定，且其位置為那兩個人的中點
2

a b 
 
 

. 

 

[引理 4]我們可以每次任找兩個鄰居( ,P Q )構成區間 (特別的，也可以找最左或最

右的人和牆壁)，令一個人在區間內坐到合理的位置T (中點或靠牆)。如此也不會影

響結果。 

證明: 

假設依照原本的方法有人左下的位置集合為 A，引理 4的方法為 B 。我們要證

明 A B 。 

( B A ): 

由推論 3，我們僅須證明位置T 能被坐下且坐下時其左右鄰居必為 ,P Q 。 

然而除非與T 相鄰的格子被佔據，否則T 能被坐下。而與其相鄰的格子必屬於

 ，又其左右鄰居為 ,P Q 的充要條件為T 是 中第一個坐下的人，而確實如此，故

得證。 

( A B ): 

已知 B A ，反設 A中有一元素F 不在B中。設F 的左右鄰居為 ,G H 。於是，

F 格與 ,G H 的距離大於 1，從而由性質 2知 F 與B 的最小點距大於 1。這是一個不

合法的狀態，矛盾，故得證。 

於是我們得到了一個重要的結論。 

[推論 5]若第一個人坐在座標a 的地方，則 ( ) ( ) ( 1) 1f n f a f n a     . 
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由推論 5便能得到我們前面的猜測。 

[推論 6]
1 1

( ) ( ) ( 1) 1
2 2

n n
c n c c n

    
       

   
. 

[角落情況] 

有了推論 6的遞迴式，我們可以列出如下的表格。 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

( )c n   1  1 2 2 3 3 3 4 5 5 5 5 5 6 7 8 9 9 

n   19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 

( )c n   9  9 9 9 9 9 9 10 11 12 13 14 15 16 17 17 17 17 

由性質 1知
n+1 1

( ) =
2 2 2

n n
c n

   
    
   

，先試著找出使等號成立的 n 值。 

這樣的 n 值為 1,3,5,9,17,33…，會發現當 3n  時這個數列是2 1 ( )k k  . 

  [引理 7] 11(2 ) 2 1k kc   , k  . 

證明:利用數學歸納法， 1k  時查表即得。設k i 時成立。 

1k i  時，利用推論 6， 1 1(2 1) 2 (2 ) 1 2 (2 1) 1 2 1k k k kc c           ，成立。 

事實上，利用表格可以直接得到規律，如果把它的圖繪出來以直線段連接，可以得

到一條折線，以斜率 0和 1交錯。 

[結論 8] 
1 1

1 1 1

(2 1),if 2  ( 2,1 2 )
( )

(2 ),if 2 2  ( 2,1 2 )

k k k

k k k k

x m k m
c x

m x m k m

 

  

      
        

， 4x  . 

證明:同樣可以利用數學歸納法及推論 6。 

對 k 應用歸納法，奠基 2k  的部分直接查表驗證。 

由於 

1
1 2

1
1 k-1 2

1 1 1 2 1
1 2 1 2 ,

2 2 2

1+1 1 2 1
1 2  1 1- +1 +1 2 +1 2 +1.

2 2 2

k
k k

k
k k

m
m

m
m m


 


 

      
          

     

     
           

     

當 時

當 時，

  

注意到原式m 的範圍改寫成以下也是等價的: 

Shari
線段

Shari
線段

Shari
線段
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1 1

1 1 1

(2 1),if 2  ( 2,1 2 +1)..............(1)
( )

(2 ),if 2 2  ( 2,1 2 +1)...(2)

k k k

k k k k

x m k m
c x

m x m k m

 

  

      
        

 對於 4x  。 

因此，在以下兩種情況中: 

(1) 

1 1 2 2 11 1
(2 ) (2 ) (2 ) 1 (2 1) (2 1) 1 2 1

2 2

k k k k k km m
c m c c m        

                
   

(2)  

1 1 2 1 2

2 2 1

1 1
(2 2 ) (2 2 ) (2 2 )

2 2

1 1
(2 ) (2 ) 2

2 2

k k k k k k

k k k

m m
c m c c m

m m
m m

    

  

    
           

   

    
         

   

  

皆成立，故由數學歸納法得證。 

 

進一步的我想探討若第一個人並非就近選擇第一個位置坐，而是經過挑選，那至多

能坐下多少人?他又應該選擇哪裡呢?又這些值和椅子數有何關係? 

我們可以借助推論五。以下為了簡稱，把這樣的位置稱作「最佳位置」。 

[一般情況] 

我們的目標是在 ( ) ( ) ( 1) 1f n c a c n a     的情況下，對每個 n 值找出一個a，而使

( )f n 最大。 

在前面證明結論八 ( )c x 的一般式前便注意到:這條折線的斜率可能是單純的 0或 1，

而由結論 8知確實如此，寫成數學式可得以下。 

 [推論 9] ( 1) ( ) 0 1c n c n    . 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

( )g n     1 2 3 3 3 4 5 5 6 6 7 7 7 8 9 9 10 10 

n   21  22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

( )g n   11 11 11 12 13 13 13 13 13 14 15 16 17 17 18 18 19 19 19 20 
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我們也關心 ( )g x 的斜率，那代表著增加的椅子數和能多做下的人數的關係。這讓我

們想到了差分，令 ( ) ( 1)nd c n c n   ，於是 0 1id   ，而
1

( ) (0)
n

i

i

c n d c


  。故在

( ) ( ) ( 1) 1f n c a c n a     之下，我們希望的是我們加到的 1id  愈多愈好。在結論

8中，(1)的情況斜率是 0，(2)的情況斜率是 1。 

從表中看不出明顯的規律。於是只好從前面提到讓 1id  最多的想法進行推理。不過

有了推論 9，我們可以知道對於 id 的值，0是最大、1是最小。 

[性質 10-1]如果 1 1id   且 a 是最佳位置，則 1a  亦為最佳位置。 

[性質 10-2]如果 1 0id   且 1a  為最佳位置，則 a 亦為最佳位置。 

事實上以上兩個性質對偶的。於是，由性質 10-2，我們可以知道 

[引理 11]對於任意的n ，座標最大的最佳位置必為2 1i  的形式，其中 i . 

然而，注意到 ( ) ( ) ( 1) 1f n c a c n a     的對稱性。 

[性質 12]若 t是 ( )f n 的一個最佳位置，則 1n t  也是 ( )f n 的一個最佳位置。 

因此，總有個最佳位置他的坐標是不小於
+1

2

n
的，再結合引理 11。又滿足 2

2

kn
n 

的 k 值總恰有一個。故除非 2 1jn   ，對於某個 j，否則存在一個 k 使 2 +1
2

kn
n  .

這個 2 1k  就是一個最佳位置，而且是座標最大者。又由引理 7知 2 1jn   時n 本身

就是最佳位置。 

[結論 13] 2log ( 1)
2 1

n    是對 ( )f n 的最佳位置，且為所有最佳位置中座標最大者，對於

所有n . 

有了一個最佳位置，我們便能推出至多能坐下多少人了。 

[結論 14]設 2log ( 1)
2 1

n
x

    ，則
1

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)
2

x
g n c x c n x c n x


        .其中

( )c x 的表達式如結論 8所示。 

於是， ( ) ( 1) 0 1g n g n    ， g 是一個非嚴格遞增的函數，接著探討其一般式。 

當 2 1,kn k    時，可令 2 2log ( 1) 1 log ( 2) 1
2 =2 =

n n
x

          ，則

( ) ( 1) ( 1) ( )g n g n c n x c n x       . 

Shari
線段

Shari
線段

Shari
線段
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又當 =2 1,kn k   時，可以利用性質 1和引理 7巧妙的解決，證明其為

1: 1 2
(2 1) (2 ) 2 1 1 (2 ) 11

2

k k k k
k

g c g  
        

 
 ，整理便可得到結論。 

[結論 15] 
1

1 1

0,if 2  ( 2,1 2 +1)
( ) ( 1)

1,if 2 2  ( 2,1 2 +1)

k k

k k k

x m k m
g n g n

x m k m



 

     
         

. 

 [第二種情形]我們考慮一維度，  1 1,I n 的情形，即 (1, )P n 。 

     這次我先從觀察規律開始，並部分依循著前面的方向求解。 

[角落情況] 

預先地，我們必須宣告類似推論 3和引理 4的性質在這裡也會成立。 

[性質 16]推廣引理 4，在第二種情形下也會對。 

而事實上在論證中我們僅需將第二種情形中同時填入且相鄰的兩人視為同一組，證

明是與引理 4類似的。 

於是我們便可列出遞迴式: 

[引理 17] (1) (2) 1, (3) (4) 2d d d d    ；
(2 ) 2d(k)

 ,for 5
(2 1) 2 ( +1) 1

d k
k

d k d k




  
. 

這裡要求 5k  是由於為了實現遞迴時，我們必須先填下最左、最右、中間三個位置。 

然而遞迴式並非普通的線性遞迴式，以下建表輔助。 

n   5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

( )d n   3 4 3 4 5 6 7 8 5 6 7 8 9 10 11 12 

n   21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 

( )d n   13 14 15 16 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

這個數列並非單調，然而，我們可以試著找出遞增的區間:會發現它在

1 1[2 +2 +1,2 +2 ]k k k k  間是遞增的，而且每次增加 1。 

以下便以數學歸納法解出引理 14的通式。 

[引理 18]設 t是滿足 12 2t tn   的最大 t值，即 +1 12 2 2 2t t t tn     。則 ( ) 2td n n  . 

證明:我們對 t進行歸納， 1t  時直接觀察以遞迴式推出的表格。設 t p 時成立。 
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1t p  時，由於 p+1 11
2 2 2 2

2

p p pn  
    

 
, 

故由 1(2 ) 2 ( ) 2( - 2 ) 2 - 2p pd k d k k k    ; 

1(2 1) 2 ( +1) 1 2( 1 2 ) 1 2 1 2p pd k d k k k           ，故得證。 

[一般情況] 

接著我們探究至多可以坐下多少人，符號記做 ( )h n . 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

( )h n   1 1 2 2 3 4 4 5 5 6 7 8 8 9 9 10 11 

n   18  19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 

( )h n   10 11 12 13 14 15 16 16 17 17 18 19 18 19   20  21 22 

n   35  36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 

( )h n   23 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 32 33 33 

然而，這次並沒有明顯的規律。於是我先試著找出所有滿足 ( ) ( +1)h n h n 的點，不

妨稱作「極值點」。 

在1 10000n  下的極值點是: 

17 29 35 53 59 71 101 107 119 143 197 203 215 239 287 389 395 407 431 479 

575 773 779 791 815 863 959 1151 1541 1547 1559 1583 1631 1727 1919 2303 3077 

3083 3095 3119 3167 3263 3455 3839 4607 6149 6155 6167 6191 6239 6335 6527 

6911 7679 9215。 

仍然非常複雜，然而，注意到 17和 35是兩倍差 1的關係，又找到35 2 1 71   ，

以及71 2 1 143   在數列中。我們嘗試著做分類，整理出如下的表格。 

17 35 71 143 287 575 1151 2303 4607 9215 

29 59 119 239 479 959 1919 3839 7679  

53 107 215 431 863 1727 3455 6911   

101 203 407 815 1631 3263 6527    

197 395 791 1583 3167 6335     

389 779 1559 3119 6239      

773 1547 3095 6191       
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表中每一行的第 k 數 kx 都滿足 1 2 +1k kx x  ，而這是由於遞迴式。 

再引進一個名詞:一個數 n 被稱為「類似極值」，如果他滿足 ( ) ( 1)h n h n  。 

而在1 10000n  中，類似極值點有: 

1 3 6 8 12 14 24 26 48 50 96 98 192 194 384 386 768 770 1536 1538 3072 3074 

6144 6146 

首先會注意到的是，他們可以兩兩分組，使的兩個數之間的差為 2。 

(1,3) (6,8) (12,14) (24,26) (48,50) (96,98) (192,194) (384,386) (768,770) 

(1536,1538) (3072,3074) (6144,6146) 

可以看出類似極值較小者正好是 12 2k k 的型式。 

再者，可以猜想類似極值可能是極值的前身，只是變化較不明顯者，於是我試著回

推第一列極值的前一項，如下。 

極值第 1列 17 29 53 101 197 389 773 1541 3077 6149 

極值第 0列 8 14 26 50 98 194 386 770 1538 3074 

發現極值第 0列正好是類似極值分組中的較大者。 

綜合以上，我們可以猜測極值點為 ( )

(2)(11000...010 )nh 的形式，其中 ( ) 2 1h x x  ，

( )( )nh x 是 ( )h x 的 n 次迭代，即 ( ) ( 1)( ) ( ( ))n nh x h h x 。事實上， ( ) 2 1h x x  就相當於

在 x 寫成二進位制後末位加上 1。所以，

( ) 1 1

(2) (2)(11000...010 )=11000...010111...1 =(2 2 ) (2 2 ) 1n k k t th      ；其中， 2t n  。 

如同前面第一種情形所做的事，觀察 ( ) ( 1)h n h n  還會注意到其值至多是 1. 

[性質 19] ( ) ( 1) 1h n h n   . 

證明:這裡採強歸納法，奠基 2n  時查表，設n k 時成立。 

設 a 是當有 k 人時使坐下最多人時，第一個被坐下的位置，於是有

( ) ( ) ( 1) 1h k d a d k a     。當有 1k  人時，由 ( )h x 這個函數的最大性，有

1541 3083 6167        

3077 6155         

6149          
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( 1) ( ) ( 1 1) 1 ( ) ( ) 1h k d a d k a d a d k a           ，於是

( ) ( 1) [ ( ) ( 1) 1] [ ( ) ( ) 1] ( 1) ( ) 1h k h k d a d k a d a d k a d k a d k a                

其中最後一個不等號是根據歸納假設( k a k  )，故得證。 

 

接著我們仿前面第一種情形的步驟，找出第一個填入的人座標。由於在一般的情況

下，第二種情形已不會滿足性質 1的不等式(反例:
6

(6) 4
2

d   )，因此我們獨立出

一個符號 ( )e n 表示在第二種情形下一般情況坐的下的人數。 

同樣的，由於前面已宣告了類似引理 3,4 的敘述對第二種情形也成立，故類似的，

( )e n 也會滿足遞迴式。 

[引理 20]設第一個人坐在座標a 的位置，那麼有

( ) ( ), if 
( )

( ) ( 1) 1, if 

d a d n a n
e n

d a d n a n

 
 

   

是偶數

是奇數
 . 

 

[定義 21]引進旗標變數 2
2

n

n
f n

 
    

 
. 

於是原式可改寫成 ( ) ( ) ( 1) ne n d a d n a f     ，其中 nf 是和a 無關的。 

[定義 22]記 1( ) 2 2x xy x    . 

於是，
1( 1)

( ) 2
y n

d n n
 

   ，

1 1 1 1( 1) ( ) ( 1) ( )
( ) ( ) 2 ( ) 2 (2 2 )

n ny a y n a f y a y n a f

n n nd a d n a f a n a f n f
               

                   

而，所以為了使 ( ) ( 1)d a d n a   最大，我們只要使
1 1( 1) ( 1)

2 2
ny a y n a f       

    最小。 

[定義 23]令 ( ) ( 1)is d i d i   ；
1( )

( ) 2
y a

t a
 

  ； ( , ) ( 1) ( 1)nz n a t a t n a f      . 

我們的目標即是對每個 n 值求取一個 a 值使 ( , )z n a 最小。類似的，我想執行調整法，

則必須先宣告執行時所需要用到的引理，顯然 t是一個不嚴格遞增的函數。 

[引理 24]若 ( 1) ( )t a t a  且 a 是最佳位置，則 1a  也是最佳位置。 
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證明: 

( , ) ( 1) ( ) ( ) ( - ) ( ) ( - -1) ( , 1) ( , 1) ( , )z n a t a t n a t a t n a t a t n a z n a z n a z n a            

 

[推論 25]從而， 12 2k k 會是座標最大的最佳位置，對於某個 k . 

這是因為 1 1 1(2 2 2) (2 2 1) (2 2 )k k k k k kt t t         ，故為 1 1(2 2 1) 1 2 2k k k k       

[性質 26]若a 為最佳位置，則 1-n a 也是最佳位置。 

這直接由對稱性 ( , ) ( , 1 )z n a z n n a   即得。 

因此，存在一個最佳位置 0a 滿足 0

1

2 2

n n
a

 
  
 

，又恰有唯一一個 k 值滿足

12 2
2

k k n
n    ，對於 3n  ，因此我們得到了一個最佳位置。 

[結論 27] 1 1 1( ) (2 2 ) ( - 2 2 1) 1 2 ( - 2 2 1) 1k k k k k k kh n d d n d n             . 

其中 ( )d n 的表達式如引理 18，且令 (0) 0d  。 

接著，我們要表達出然數隨著椅子的增加的變化，即探討 ( ) ( 1) ( )h n h n h n    ，於

是我們便可以來驗證前面的猜想。 

[引理 28] 

2 1 1

1

1 1

2 2  ,if =(2 2 ) (2 2 ) 1 ,2

1 ,if =(2 2 ) 5 ,2
( )

0 ,if =1 3 (2 2 ) (2 2 ) 2 ,2

1 ,if else.

t t k k t t

k k

k k k k

n t k

n t k
h n

n k

  



 

       

     
       




. 

證明:對於 5n  可以直接驗證，以下考慮 6n  的情況。 

先考慮當 12 2k kn   時，

( ) 2 (1) 1 2 , ( 1) 2 (2) 1 2 ( 1) ( ) 0k k k kh n d h n d h n h n             . 

對於其他的 n 則有 1 1( ) ( 1)y n y n        ， 

因此 1 1( 1) ( ) ( 1- 2 2 1) ( - 2 2 1)k k k kh n h n d n d n          ， 

令 1(2 2 )+1k km n    ，則 ( 1) ( ) ( 1) ( )h n h n d m d m     . 
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而由引理 18可以得到:

2 11 2 2  ,if 2 2 , 3

1 ,if 6
( 1) ( )

0 ,if 1 3

1 ,if 

t t t tm t

m
d m d m

m

else

      

   
  



  

將 ( ) ( 1) ( )h n d m d m    和 1(2 2 )+1k km n    代入整理即得。 

接著我們考慮二維度平面的情形。 

 [第二種情形]考慮二維度    2 1, 1,I n m  ，即 (2, , )P n m . 

  [角落情況] 

 我們先試填: 

3  4  2 

 3  4  

4  3  4 

 4  3  

1  4  3 

 

會發現每次都是填滿一整斜排，於是我開始著手驗證這件事是否會恆成立，答案是

肯定的。然而我們無法直接解決之，必須借助一些引理。事實上經由觀察會發現情

況並沒有想像中的複雜，因為外圍的點對最小點距並不影響，這和前面的性質 2是

類似的。 

[性質 29]推廣性質 2，若已填入的座位與邊界圍成閉區域，則此閉區域內任意點的

最小點距僅與區域邊界上的點有關。 

注意到 x y c  和 x y d  的圖形能與邊界構成閉區域。 

[引理 30]對於所有滿足 x y c  的點 ( , )x y 必同時坐下， c為常數。 

證明:我們對讓一群人坐下的次數n 採數學歸納法。初始狀況 1n  時坐下的是

2x y  上的點 (1,1) 。 

假設在n i 時，我們已填入了 k 條直線  (1 )jx y c j k    且 1 22 .. 2kc c c n    。 

3  4 4  2 

 3  4 4  

4  3  4 4 

4 4  3  4 

 4 4  3  

1  4 4  3 
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當 1n i  時，由於最小點距的計算只與前 i 次坐下的人有關，因此我們僅須證明對

於任意一個在這次被坐下的位置 ( , )a b ，設a b s  ，所有滿足 x y s  的 ( , )x y 都會

被坐到。假設
1p pc s c   ，以下證明 ( , )l s l 也會被填入。由三角不等式知，

( )x l y s l x y s       ，其中，我們僅需考慮兩種情況 1p px y c c     

。當取 x l 時，
1p py c l c l    ，無論哪種都會使 ( - )[ - ( - )]=0 0x l y s l  ，從而三

角不等式的等號成立，說明這個最小值是會被達到的。因此， ( , - )l s l 到其他點的最

小點距為 1min( , )p pc s c s  ，這個值是對 l 無關的。意即， l a 的最小點距與任

意 l 的最小點距相同，因此若 ( , )a b 在此次被坐下 ( , - )l s l 被坐下，對於所有 l 在範

圍中。從而由歸納法得證。 

於是我們可以把填入格子化歸為填入線束:  (2 2 )x y i i n    ，而且觀察發現(在

推論 32中說明):每次皆為在 x y p  及 x y q  之間填入
2

p q
x y

 
   

 
和

2

p q
x y

 
   

 
。這和一維的情況是類似的，事實上，我們可以證明這個問題是一

維的加權。 

[定義 31]定義線束 x y c  的最小點距為線上任意一點的最小點距。而在引理 27

的證明中以證明它在這種填法下，線上每點最小點距都相同。 

而在引理 30後半部利用三角不等式推導最小點距時即得到 x y a  上任一點對

x y b  的最短距離為 b a 。 

[推論 32]每次填入相當於在 x y p  及 x y q  之間填入
2

p q
x y

 
   

 
和

2

p q
x y

 
   

 
. 

接著要讓它能適用當初一維的推導過程，進而導出遞迴式。 

[性質 33]性質 16在二維情況下也會對，將點視為線束即可。 

於是，我們確實可以將二維的角落情況視為一維的加權，在  ( )n m n m  的方格中，

相當於有 1m n  條線束，且權數如下。 
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1 2 3 … … 1m   m  m  … … m  m  1m   … … 3 2 1 

值為 l 代表著填入那一格時，實際上坐下了 l 人。 

第一個坐下的為最左，其次為最右，接著是中間，於是把長條分為左右兩半，其中

最左和最右已被填入。 

1 2 3 … … 1m   m  m  … … m  

我們等價於要探討上表填入的結果，我們要計算所有被填入的格子之數字加總。 

[定義 34]假設上表末尾有 k 個m，總共有 n 個數，我們記其結果為 ( , )a n k ，且在n m

的方格中坐下的人數記為 ( , )d n m . 

 

[性質 35] , ,k m n 三者的關係為 1k m n   . 

 

[引理 36]當n m 時，

1
2 ( , 1) ,if 2 |

2
( , )

2 ( , 1)  ,if 2 |
2

n m
a n m n m

d n m
n m

a n m m n m

 
  

 
    



. 

證明: 

1
2 ( , ) ,if 2 | 1

2
( , )

( 1) 1
2 ( , )  ,if 2 | -1

2

n m
a k n m

d n m
n m

a k m n m

 
 

 
    



， 1k n m   帶入整理即得證。 

然而在實現遞迴時，會遇到兩種情況： 

(1)分成以下兩條，其中一條皆為m 。 

1 2 3 … … 1m   m  m  … … m  

 

 

  (2)分成以下兩條，其中一條為嚴格遞增的數列。 

1 2 3 … … k  

 

m  m  … … m  

1k    2k   3k   … … 1m   m  m  … … m  
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對於(1)出現皆為m 的情況，我們可以直接援引 ( )d n 的值再乘以m 倍。 

[引理 37-1]其遞迴式為: 

if 2 | , ( , ) ( , ) ( )
2 2 2

if 
1 1 12

if 2 | ,  ( , ) ( , ) ( )
2 2 2

if 2 | , ( , ) [ ( , ) ( )] ( ,1)
2 2 2 2

if 
1 1 1 1 12

if 2 | , ( , ) [ ( , ) ( )] ( ,1)
2 2 2 2 2

n n n
n a n k a k m d

n
k

n n n
n a n k a k m d m

n n n n
n a n k a k d a

n
k

n n n n n
n a n k a k d a

 
   

 
       




   

 
         














. 

然後再利用高斯符號稍作化簡合併，改成: 

[引理 37-2]這是引理 36-1的另一種形式 

1 1
( , ( )  ,if 

2 2 2 2
( , )

1 1 1 1
[ ( , ) ( )] ( ,1)  ,if 

2 2 2 2 2 2

n

n

n n n n
a k m d m f k

a n k
n n n n n n

a k d a f k

       
           

      
 

                                    

. 

其中在這裡 nf 是因為 n 為奇數時會被重複算的修正項，定義如定義 21. 

我們可能會想先計算出 ( ,1)a n 的值，因為如此我們便能保證在更少的操作次數下求

出 ( , )a n k 。(事實上如此我們能在不大於
2

2( log )O n   次操作下求得 ( , )a n k 。若在不

給定 n 的範圍下，要計算 1( )y n  的時間為 2( log )O n   次操作。)這裡符號 ( )O  為 big 

O . 
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接著我們討論二維度    2 1, 1,I n n  ，即 (2, , )P n n ，這等價要探討 ( ,1)a n 的情況。 

[定義 38]簡記 ( ,1) ( )a n b n . 

於是，可以利用引理 36-2表示 ( )b n ，

1 1 1 1 1
( ) [ ( ) ( )] ( ) 2 ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
n n

n n n n n n n
b n b d b q b d q

                 
                     

             
. 

 

[推論 39]
1 1

( ) 2 ( ) ( )
2 2 2

n

n n n
b n b d q

      
        

     
. 

先建表觀察規律: 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

( )b n   1 1 4 5 9 14 12 18 25 33 42 52 35 45 56 

n  16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

( )b n  68 81 95 110 126 143 161 180 200 117 135 154 174 195 217 

發現它只有在幾個特殊的點滿足 ( ) ( 1)b n b n  . 

我們收集1 10000n  中，滿足 ( ) ( 1)b n b n  的 n 值及 ( +1)b n 值。 

n  6  12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 6144 

( +1)b n  12  35 117 425 1617 6305 24897 98945 394497 1575425 6296577 

明顯地， n 的規則是能表示為 k+12 2k 的形式。於是我們要探討的是 k+1(2 2 1)kb   . 

我們利用先猜後證的手法，先試圖找規律。由於數字有點大，因此我先將其因數分

解成兩個相近的數字相乘：

12=3 4;35=5 7;117 9 13;425 17 25;1617 33 49;6305 63 97          。 

會發先假設第 i 項為 i ic d ，則有 1 12 1; 2 1k k k kc c d d     ，於是

1 1 (2 1)(2 1)=4c 2( ) 1k k k k k k k kc d c d d c d        ，其中 ,k kc d 是有遞迴關係的數列。因

此我們現在構造一個數列意圖複製這個規則，假設有一個數列 ix ，滿足 1 12x  ，

且令 1 4k k kx x y   ，其中數列 iy 是待定的。 

 



 19 

n  6  12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 6144 

nx  12  35 117 425 1617 6305 24897 98945 394497 1575425 6296577 

ny  13 23 43 83 163 323 643 1283 2563 5123 10243 

容易觀察到數列 iy 的規則是滿足 1 2 3k ky y   . 

於是我們要來解這兩個遞迴數列。 

 

[引理 40]遞迴數列 ix 和 iy 的解分別是: 1 1=6 4 5 2 1k k

kx      ， 5 2 3k

ky    . 

證明: 

1

1 1 1 12 3 3 2( 3) 3 2 ( 3) 3 2 10 5 2 3k k k

k k k k k k ky y y y y y y y

                   

1 4 (5 2 3)k

k kx x     ，這是一階非齊次線性遞迴方程。設它的特解 2p k

kx a b   ， 

+12 =4( 2 ) (5 2 3) (4 2 5) 2 (4 3) 0k k k ka b a b a a b b               ， 

得
5

, 1
2

a b  ，故 15
2 1 5 2 1

2

p k k

kx       。又假設它的齊解為 4h k

kx c  ，將其代回

14 5 2 1h p k k

k k k kx x x x c         .取 1k  ，
1

3
4 5 1 12 4 6

2
x c c c        . 

1 1 13
4 5 2 1 6 4 5 2 1

2

k k k k

kx              ，得證。 

[引理 41] 1(2 2 1)k k

kx b    . 

證明:記 1(2 2 1)k k

kz b    . 

採歸納法， 1 1z x 確實成立，假設 j jz x ，我們須證明 1 1j jz x  。 

2 +1

2 +1 1 1 1

1 2 2 1

1 1 1 +1

1

1

(2 2 1) 2 (2 2 1) (2 2 ) (2 2 1)

2 (6 4 5 2 1) (2 2 ) (2 1) (2 2 1)

3 4 5 2 2 (2 2 ) 2 1

3 4 5 2 2 3 4 1

6 4 5 2 1

k k

k k k k k k k k

j

k k k k k k k

k k k k k

k k k

k k

j

z b b d q

x



   

  

  





           

            

        

       

     

 

故得證。 
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接著要找全體數列的通式，然而規律並不明顯。有了之前的經驗，我們退而求其次

的觀察它的差分 ( ) ( 1) ( )b n b n b n    . 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

( )b n  0 3 1 4 5 -2 6 7 8 9 10 -17 10 11 12 

n  16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

( )b n  13 14 15 16 17 18 19 20 -83 18 19 20 21 22 23 

我們發現它的差分在 1 1(2 2 ,2 2 )k k k kn     中是以斜率 1 成長的，於是以下列舉出

110000, 2 2 1k kn n     的 ( )b n 。 

n  7 13 25 49 97 193 385 769 1537 3073 6145 

( )b n  6 10 18 34 66 130 258 514 1026 2050 4098 

規則看似是 1 1(2 2 1)=2 +2k k kb     ，於是我們可以列出通式，以下給予證明: 

[引理 42] 1 1 +1(2 2 ) 2 1,  ,1 2 +2k k k k kb m m k m           . 

證明:對k 應用歸納法， 1k  時， (7) 6b  ，成立。假設 k j 時成立。 

1k j  ，由
1 1

( ) 2 ( ) ( )
2 2 2

n

n n n
b n b d q

      
        

     
， 

當 1 +12 2 ,1 2 2k k k kn m m      時，有 -1 +11
2 2 1 2 2

2

k k k kn  
     

 
。 

因此對於 2 1 2 12 2 ,1 2 2j j j jn m m         ，有
1 1

( 1) ( ) 1
2 2

n n
d d

    
     

   
。 

由推論 39，可以列出 ( )b n 的遞迴式，

1

1
( )+  , if 2 |

2
( )=

1
2 ( )  , if 2 |

2 2

n

n

n
d q n

b n
n n

b q n

  
  

  
 

             

 

(i) 當2 | n 時，

1 1 21 1 1 1 1
( )= ( )+ = ( ) ( ) ( 2 ) ( ) 1 2 2 1

2 2 2 2 2

j j j

n

n n n n n
b n d q d n m       

           
 

(ii)當2 | n 時， 

1

1 2

1 2
( )=2 ( ) =2 ( )

2 2 2 2 2

2( 2 1) 1 2 1 2 1
2

n

j j j

n n n n n
b n b q b

n
n m



 

      
           

     

         

 

因而由歸納法得證。 

於是，我們便能導出 ( )b n 的一般式。 
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[結論 43]設 1 12 2 ,1 2 2k k k kn m m       ， 

則 1 1 ( 1)
( ) 6 4 (4 1) 2

2

k k m m
b n m  

      . 

證明:當 1m  時，

1 1
1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

( )= (2 2 1) (2 2 ) (6 4 5 2 1) (2 1)

( 1)
(6 4 5 2 1) ( 1)2 ( 1)

2

( 1)
6 4 (4 1) 2

2

m m
k k k k k k k

i i

k k k

k k

b n b b i i

m m
m m

m m
m

 
    

 

  

 

             


         


     

 

 

故得證。 

綜合引理 36即結論 43，我們可以得到 ( , )d n n 的表達式。 

[結論 44]設 1 12 2 ,1 2 2k k k kn m m       ，則 2( , ) 3 4 (4 2) 2k kd n n m m      . 

證明: 

1 1

2

( 1)
( , ) 2 ( ,1) 2 ( ) 2(6 4 (4 1) 2 ) (3 2 )

2

3 4 (4 2) 2

k k k

k k

m m
d n n d n n b n n m m

m m
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 [關於更高維度的情況] 

 先以同樣的方法給出基本定理: 

[結論 45] ( )
2 2 1

k k
f k
n n

   
       

，在 n 維度共計 k 個點的情況下。 

 證明:和性質一是類似的。 

若我們能找出表達式，則我們必能找出遞迴式。而前面提供了有效求遞迴式的方法。 

首先，如同「線束」一樣，要先把一個 n 維空間寫成多個形如 1 2 ... nx x x k    的 1n 維

空間組，二維如下。

1 2 3 … … 1m   m  m  … … m  m  1m   … … 3 2 1 

  

在一個 n 維長度為M 計算其權數相當於求 1 2 ... nx x x k    ，1 ix M  的正整數解數。 

[結論 46]對於一個正n 維的情況，當  , ( 1)k n i mM m M    ，其解數為

0 1 2 2 ....n n n n n n n n

i i M i M m i mMH H H H H H H H     . 

 證明:由排容原理公式得到。 

對於單一一項 n n

j i jMH H  ，當 j 固定時，確實有可能進行遞迴，方法是做轉

換: 1 1

1

n n n i jM n n i jM n

j i jM j i jM j nH H H C H C     

    ，其中唯一的變數為 i ，是 first Stirling number的

常數倍。對其進行多項式展開後，首項系數為定值，可以同減個數後消去；非首項係數(即

2n  次)者可以利用強歸納法，視為前幾項的線性組合(因為1~n次多項式各一的集合可視

為 n 次以下多項式集合的基底)。 

然而這種方法也表明了會得到多段的分段遞迴式，再者其分別的起始條件(第一個落入區間

 ,mM T 的點，T 是上界)亦未知，故難以直接求出表達式。 
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陸、研究結論 

(一)在一維 1數線上，  1 1,I n 中的 n 個格子點為座位，則這群人選擇座位的方式: 

    在第一種情形中: 

(1) 當第一個人坐在角落(座標 (1)A )時:能坐下的人數為

1 1

1 1 1

(2 1),if 2  ( 2,1 2 )
( )

(2 ),if 2 2  ( 2,1 2 )

k k k

k k k k

x m k m
c x

m x m k m

 

  

      
        

 對於 4x  . 

(2) 當第一個人任意決定位置時，選擇的座標為 2log ( 1)
2 1

n    時能坐下最多人。 

(3) 承上，此時能坐下的人數為
1

( ) ( ) ( 1)
2

x
g n c n x


    ，其中 2log ( 1)

2 1
n

x
    . 

(4) 承上，每增加一張座位時，能坐下的人數最大值之變化函數如下: 

1

1 1

0,if 2  ( 2,1 2 +1)
( ) ( 1)

1,if 2 2  ( 2,1 2 +1)

k k

k k k

x m k m
g n g n

x m k m



 

     
         

. 

   在一維 1數線上，  1 1,I n 中的 n 個格子點為座位，則這群人選擇座位的方式: 

   在第二種情形中: 

(1) 當第一個人坐在角落(座標 (1)A )時，能坐下的人數如下: 

 ( ) 2td n n  ，其中 t滿足 +1 12 2 2 2t t t tn     . 

(2) 當第一個人任意決定位置時，選擇的座標為 12 2k k 時能坐下最多人，其中

12 2
2

k k n
n    . 

(3) 承上，此時能坐下的人數為 1( ) 2 ( - 2 2 1) 1k k kh n d n      ，其中 12 2
2

k k n
n    . 

(4) 承上，每增加一張座位時，能坐下的人數最大值之變化函數如下: 

2 1 1

1

1 1

2 2  ,if =(2 2 ) (2 2 ) 1 ,2

1 ,if =(2 2 ) 5 ,2
( )

0 ,if =1 3 (2 2 ) (2 2 ) 2 ,2

1 ,if else.

t t k k t t

k k

k k k k

n t k

n t k
h n

n k

  



 

       

     
       


 . 
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(二)在二維 2 平面上， 2I 中的格子點為座位，則這群人選擇座位的方式: 

    只考慮第二種情形中: 

    (1)當    2 1, 1,I n n  時，當第一個人做角落時(座標 (1,1)A )，能坐下的人數為:     

2( , ) 3 4 (4 2) 2k kd n n m m      ，其中 1 12 2 ,1 2 2k k k kn m m       . 

(2)當    2 1, 1,I n m  時(n m )，能坐下的人數滿足

1
2 ( , 1) ,if 2 |

2
( , )

2 ( , 1)  ,if 2 |
2

n m
a n m n m

d n m
n m

a n m m n m

 
  

 
    



. 

其中， 

1 1
( , ( )  ,if 

2 2 2 2
( , )

1 1 1 1
[ ( , ) ( )] ( ,1)  ,if 

2 2 2 2 2 2

n

n

n n n n
a k m d m f k

a n k
n n n n n n

a k d a f k

       
           

      
 

                                     

，

= 2
2

n

n
f n

 
   

 
. 

且當 1 12 2 ,1 2 2k k k kn m m       時， 1 1 ( 1)
( ,1) 6 4 (4 1) 2

2

k k m m
a n m  

      . 

 

(三)在 n 維 n 空間中， nI 中的格子點為座位，則這群人選擇座位的方式: 

    只考慮第二種情形中: 

(1)在 n 維中共有 k 個人任意選擇能坐下的人數為 ( )f k
n

，則滿足不等式 ( )
2 2 1

k k
f k
n n

   
       

. 

 (2)當 n 個分量的範圍都相等時，每次填入的數必為 1 2 ... nx x x k    ，對於某個 k 。如   

       此，可以確定它是 P問題(目前最佳時間複雜度 3 3( )O n m ，其中 n 是維度，m 是每個分 

       量的上界)。 
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柒、未來展望 

 在較高維度 2n  的情況下，數據資料會變得很雜亂無序，甚至可能從中無法有一般規則

表達式。但我想我們可以努力的方向是針對更高維度的情況給出一個上界、下界作為一個部

分結果。在經過討論之後，我們發現另一個研究方向是優化計算它的時間複雜度，也會嘗試

著去改善其算法。 
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【評語】050419  

本科展作品討論一個非常有趣的組合問題，並探討其在高維度

的情況。作者利用一些有趣的數學方法，先從高維度降成一維，並

得到良好的結果。後續的發展也有趣及其可行性，為一相當完整的

數學科展作品。 
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