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摘要 

    本研究從「三角形的面積是其旁心三角形面積與內切圓切點三角形面積的等比中項」 

出發，我們發現圓外切多邊形如果也有外接圓時(雙心多邊形)，會有相對應的結果。其中的

關鍵因素是雙心多邊形的旁心多邊形和內切圓切點多邊形會相似。設雙心𝑛(𝑛 ≥ 3)邊形為

𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛，其旁心𝑛邊形為𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛，內切圓切點𝑛邊形為𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛， 

則𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏面積 = √𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏面積×𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑 ⋯𝑪𝒏面積。也就是說，這三個多邊形的

面積會形成一個等比數列，等比中項正好是雙心多邊形的面積，且此等比數列的公比為

𝒔𝒊𝒏⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

。 

    此外，雙心𝑛(𝑛 ≥ 3)邊形的外心𝑂正好是內切圓切點𝑛邊形的外心𝑂1和旁心𝑛邊形的外心

𝑂2的中點。且任意三角形的外接圓正好是其旁心三角形的九點圓，而其它雙心𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形

也有相對應的結果，其外接圓正好是其旁心𝑛邊形的𝟐𝒏點圓。 

 

壹、研究動機 

    在奧林匹亞數學中的幾何問題一書的第一篇第十五章性質 9 提到「三角形的面積是其 

旁心三角形面積與內切圓切點三角形面積的等比中項」。這讓我們想到此定理是否可以推廣 

到其它邊數的雙心多邊形，因此決定以此當作研究題材。 

 

貳、研究目的 

    本研究的目的在討論並尋找其它雙心𝑛邊形，使其符合上述性質：雙心𝒏邊形的面積是 

其旁心𝒏邊形面積與內切圓切點𝒏邊形面積的等比中項。並試著利用雙心𝑛邊形的性質，證明

此結果為真。 

 

參、研究設備及器材 

    本研究主要利用 GSP 與Geogebra 等電腦動態幾何軟體進行研究問題的幾何實驗，透過

實驗觀察、猜測與驗證，然後提出研究結果並加以證明。 
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肆、研究過程或方法 

 一、文獻探討 

       本研究範圍涉及兩圓內接多邊形的相似與雙心多邊形的外接圓和其旁心多邊形 

   之邊的相交問題，將引用有關位似變換、九點圓、八點圓、婆羅摩及多定理、雙心 

   四邊形的內切圓切點四邊形的兩對角線互相垂直的性質來探討： 

    (一)位似變換 

       1. 定義 

    𝑂是平面𝜋上一個定點，𝐻是平面上的變換。若對於任一對應點𝑃、𝑃′，都有 

𝑂𝑃′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑘𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑(𝑘為非零實數)，則稱𝑯為位似變換，記為𝐻(𝑂, 𝑘)，𝑂叫做位似中心， 

𝑘叫做位似比。 

定義中的條件 𝑂𝑃′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑘𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ 等價於如下三個條件： 

(1) 𝑂，𝑃，𝑃′共線； 

(2) 𝑂𝑃′̅̅ ̅̅ ̅ = |𝑘|𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ； 

(3) 當𝑘 > 0時，𝑃，𝑃′在𝑂點同側， 

   如圖 1，此時𝑂點叫做外位似中心； 

   當𝑘 < 0時，𝑃，𝑃′在𝑂點異側， 

   如圖 2，此時𝑂點叫做內位似中心。 

 

 

 

       2. 性質 

        (1) 位似變換是相似變換，所以位似變換具有相似變換的所有性質。 

        (2) 在位似變換下，位似中心是不變點，過位似中心的直線是不變直線。 

        (3) 在位似變換下，對應線段之比相等，對應角相等，不過中心的對應直線平行。 

        (4) 位似圖形一定是相似圖形，並且位似圖形的對應線段平行，對應線段之比等於 

位似比和對應點的連線過位似中心。 

◆圖 1 
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(二)九點圓 

         如圖 3，在∆𝑨𝑩𝑪中，如下的九點共圓：三邊的中點𝑷、𝑸、𝑹，從三個頂點 

向對邊所作垂線的垂足𝑨′、𝑩′、𝑪′，垂心到三個頂點所連線段的中點𝑨"、𝑩"、𝑪"  

     等九個點，且九點圓的圓心𝒇是其外心𝑭與垂心𝑬所連線段的中點，另外，九點圓 

     的半徑是∆𝑨𝑩𝑪外接圓半徑的一半。 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 如圖 3，𝑃、𝑄、𝑅三點是𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的中點，顯然的，∆𝑃𝑄𝑅的垂心剛好是∆𝐴𝐵𝐶 

的外心，並令𝐺為∆𝐴𝐵𝐶和∆𝑃𝑄𝑅的共同重心，由相關位置可以看出∆𝑃𝑄𝑅正是∆𝑨𝑩𝑪

繞重心𝑮旋轉𝟏𝟖𝟎°之後再縮小一半的結果。 

2. 現在假設∆𝐴𝐵𝐶的垂心𝐸，外心𝐹和重心𝐺，以及∆𝑃𝑄𝑅的垂心𝑒，外心𝑓和重心𝐺， 

 由於在旋轉和縮放時角度的關係不變，∆𝐴𝐵𝐶 的垂心𝐸自然變換到∆𝑃𝑄𝑅的垂心𝑒， 

 又𝑒同時也是∆𝐴𝐵𝐶的外心𝐹，所以𝑬、𝑮、𝑭三點共線(稱為尤拉線)且𝐸𝐺̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝐹̅̅ ̅̅ ； 

 又因𝐸𝐴̅̅ ̅̅ 透過旋轉180°和縮小一半之後，變換到𝐹𝑃̅̅ ̅̅，因此𝐸𝐴̅̅ ̅̅ = 2𝐹𝑃̅̅ ̅̅。接著再將∆𝐴𝐵𝐶  

的外心𝐹繞𝐺旋轉180°之後再縮小一半，得到∆𝑃𝑄𝑅的外心𝑓，因此𝐺𝐹̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝑓̅̅̅̅ 。 

3. 由於𝐸𝐺̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝐹̅̅ ̅̅ = 4𝐺𝑓̅̅̅̅ ，所以𝐸𝑓̅̅̅̅ = 𝐸𝐺̅̅ ̅̅ − 𝐺𝑓̅̅̅̅ = 3𝐺𝑓̅̅̅̅ ，𝐹𝑓̅̅̅̅ = 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ + 𝐺𝑓̅̅̅̅ = 3𝐺𝑓̅̅̅̅ ， 

          故𝐸𝑓̅̅̅̅ = 𝐹𝑓̅̅̅̅ ，即𝒇是𝑬𝑭̅̅ ̅̅ 的中點。 

4. 又𝐸𝐴̅̅ ̅̅ = 2𝐹𝑃̅̅ ̅̅ ，因此若將𝑃𝑓̅̅̅̅ 延長之後，會交到𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 的中點𝐴"，並且有𝑃𝑓̅̅̅̅ = 𝑓𝐴"̅̅ ̅̅ ̅， 

          在直角三角形∆𝑃𝐴′𝐴"中，𝑓是斜邊𝑃𝐴"̅̅ ̅̅ ̅的中點，所以有𝑓𝐴′̅̅̅̅̅ = 𝑓𝐴"̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓𝑃̅̅̅̅ 。 

          同理可證 𝑓𝐵′̅̅ ̅̅̅ = 𝑓𝐵"̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓𝑄̅̅ ̅̅ ，𝑓𝐶′̅̅ ̅̅ = 𝑓𝐶"̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓𝑅̅̅̅̅ 。 

          故以𝑓為圓心，𝑓𝑃̅̅̅̅ 為半徑的圓會通過 𝑷、𝑸、𝑹、𝑨′、𝑩′、𝑪′、𝑨"、𝑩"、𝑪"九個點。 

5. 連接𝐴𝐹̅̅ ̅̅ ，則在∆𝐴𝐸𝐹中，∵𝐴"和𝑓分別為𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 和𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 的中點，∴𝐴"𝑓̅̅ ̅̅ ̅ =
1

2
𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 。 

          即九點圓的半徑是∆𝑨𝑩𝑪外接圓半徑的一半。 

◆圖 3 
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(三)八點圓 

            如圖 4，如果圓內接四邊形𝑨𝑩𝑪𝑫的兩對角線互相垂直，𝑷、𝑸、𝑹、𝑺是各邊 

中點，𝑷𝑷′̅̅ ̅̅ ̅、𝑸𝑸′̅̅ ̅̅ ̅、𝑹𝑹′̅̅ ̅̅ ̅、𝑺𝑺′̅̅ ̅̅ 分別垂直於對邊，𝑷′、𝑸′、𝑹′、𝑺′為垂足， 

        則 𝑷、𝑸、𝑹、𝑺、𝑷′、𝑸′、𝑹′、𝑺′這八點共圓。 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 如圖 4，∵𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ，𝑃、𝑄、𝑅、𝑆為各邊的中點， 

        ∴𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑆𝑅̅̅̅̅ =
1

2
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝑃𝑆̅̅̅̅ = 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ =

1

2
𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ，故四邊形𝑷𝑸𝑹𝑺為矩形。 

2. 以其對角線為直徑作矩形𝑃𝑄𝑅𝑆的外接圓𝑂， 

        ∵∠𝑃𝑃′𝑅 = ∠𝑄𝑄′𝑆 = ∠𝑅𝑅′𝑃 = ∠𝑆𝑆′𝑄 = 90°，且都是直徑上的圓周角， 

        ∴點 𝑃′、𝑄′、𝑅′、𝑆′都在圓𝑂上，即 𝑷、𝑸、𝑹、𝑺、𝑷′、𝑸′、𝑹′、𝑺′ 這八點共圓。 

 

(四) 婆羅摩及多(Brahmagupta)定理 

            如圖 5，設內接於圓的四邊形𝑨𝑩𝑪𝑫的對角線𝑨𝑪̅̅ ̅̅ 與𝑩𝑫̅̅̅̅̅垂直相交於點𝑲，過點𝑲的 

        直線與邊𝑨𝑫̅̅ ̅̅ 、𝑩𝑪̅̅ ̅̅ 分別相交於點𝑯和𝑴， 

則𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑨𝑫̅̅ ̅̅ 的充要條件為𝑪𝑴̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑴𝑩̅̅ ̅̅ ̅。 
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【證明】 

1. 如圖 5，∵𝐾𝐻̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ，∴∠1 = ∠2 = ∠4。 

         又∠2 = ∠3，∴∠3 = ∠4，𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅ = 𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅。同理可證 𝑀𝐶̅̅̅̅̅ = 𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅，故𝑪𝑴̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑴𝑩̅̅ ̅̅ ̅。 

2. ∵𝐶𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅，即𝐾𝑀̅̅ ̅̅ ̅為直角三角形∆𝐵𝐾𝐶斜邊𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 上的中線， 

         因此有𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅ = 𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅，∠3 = ∠4。又∠3 = ∠2，∠4 = ∠1，∴∠1 = ∠2。 

         而∠1 + ∠5 = 90°，∴∠2 + ∠5 = 90°，即𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑨𝑫̅̅ ̅̅ 。 

 

(五) 雙心四邊形的內切圓切點四邊形的兩對角線互相垂直 

       如圖 6，若雙心四邊形𝑨𝑩𝑪𝑫四邊與內切圓依次切於𝑬、𝑭、𝑮、𝑯四點， 

        則𝑬𝑮̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑭𝑯̅̅ ̅̅ 。 

【證明】 

如圖 6，∵𝐴𝐵𝐶𝐷為雙心四邊形， 

∴∠𝑩𝑨𝑫 + ∠𝑩𝑪𝑫 = 𝟏𝟖𝟎°。 

⟹
1

2
(𝐸𝐹𝐺𝐻̂ − 𝐸𝐻̂) +

1

2
(𝐹𝐸𝐻𝐺̂ − 𝐹𝐺̂) = 180°， 

       ⟹ 
1

2
(360° − 2𝐸𝐻̂) +

1

2
(360° − 2𝐹𝐺̂) = 180°， 

       可推得𝑬𝑯̂ + 𝑭𝑮̂ = 𝟏𝟖𝟎°。 

      ∴∠𝐸𝑃𝐻 =
1

2
(𝐸𝐻̂ + 𝐹𝐺̂) = 90°，即𝐸𝐺̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐹𝐻̅̅ ̅̅ 。 

 

    二、探索過程 

    (一)原定理的證明 

       欲證明原定理，需先證明下面這個引理： 

     引理一：如圖 7，設∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑中，𝑨𝟏𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑽𝟏，𝑨𝟐𝑨𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑽𝟐，𝑨𝟑𝑨𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑽𝟑，其內切圓半徑 

             為 𝒓，𝑨𝟏𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑨𝟐𝑨𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑨𝟑𝑨𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的旁切圓半徑分別為 𝒓𝟏、𝒓𝟐、𝒓𝟑， 

             則 𝒓𝟏 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

= 𝒓(
𝒄𝒐𝒔

𝑨𝟏
𝟐

𝒄𝒐𝒔
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

)，𝒓𝟐 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐

= 𝒓(
𝒄𝒐𝒔

𝑨𝟐
𝟐

𝒄𝒐𝒔
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

)， 

                𝒓𝟑 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

= 𝒓(
𝒄𝒐𝒔

𝑨𝟑
𝟐

𝒄𝒐𝒔
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

)。 
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【證明】如圖 7，∵ ⁡𝑉1 = 𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐶1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= r(
𝑡𝑎𝑛

𝐴1
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

)， 

          且 𝑉1 = 𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1(𝑡𝑎𝑛
𝐴1

2
+ 𝑡𝑎𝑛

𝐴2

2
) 

                   ∴ 𝑟(
𝑡𝑎𝑛

𝐴1
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

) = 𝑟1(𝑡𝑎𝑛
𝐴1

2
+ 𝑡𝑎𝑛

𝐴2

2
)， 

故𝒓𝟏 (𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏

𝟐
+ 𝒕𝒂𝒏

𝑨𝟐

𝟐
) = 𝐫(

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

+𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

)，推得𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)。  

同理有𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

)，𝑟3 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

= 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)。 

 

      定理一：三角形的面積是其旁心三角形面積與內切圓切點三角形面積的等比中項。 

              設∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的旁心三角形為∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑，內切圓切點三角形為∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑， 

              則∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑面積 = √∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑面積× ∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑面積。 

【證明】 

1. 如圖 7，設∆𝐴1𝐴2𝐴3的面積為𝑆，其內切圓切點三角形∆𝐶1𝐶2𝐶3的面積為𝑆1， 

旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3 的面積為𝑆2，𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉1，𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉2，𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉3， 

◆圖 7 

rr
r

r3

r3

r3

r1

r1
r1

r2

r2

r2

V3

V2

V1

3

3
3

3

2

2

2

2

1

1

1
1

D2

D1

D3

B2

B1

B3

A2A1

A3

O1

C3
C2

C1



 7 

其內切圓半徑為 𝑟，𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的旁切圓半徑分別為 𝑟1、𝑟2、𝑟3， 

 則 𝑆 =
1

2
𝑉1𝑟 +

1

2
𝑉2𝑟 +

1

2
𝑉3𝑟 =

𝟏

𝟐
(𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑)𝒓。 

 且 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 

           = (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

) 

  = 2r(
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

) 

  = 2r(
𝑡𝑎𝑛

𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

) 

  又 
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

= 𝑐𝑜𝑡
𝐴1

2
= 𝑡𝑎𝑛

𝐴2+𝐴3

2
=

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

1−𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

， 

  推得 ⁡tan
𝐴2

2
𝑡𝑎𝑛

𝐴3

2
+ ⁡tan

𝐴1

2
𝑡𝑎𝑛

𝐴3

2
+ tan

𝐴1

2
𝑡𝑎𝑛

𝐴2

2
= 1。 

  ∴𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑 =
𝟐𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐

 ，故 𝑺 =
𝒓𝟐

𝟐
(

𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐

)。   

2. ∵∠𝐶3𝑂1𝐶1 = 𝜃1， ∠𝐶1𝑂1𝐶2 = 𝜃2， ∠𝐶2𝑂1𝐶3 = 𝜃3， 

    ∴ 𝑆1 =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃3 

                =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴3 

 =
𝒓𝟐

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝑨𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟑)。          

           且 𝑠𝑖𝑛𝐴1 + 𝑠𝑖𝑛𝐴2 + 𝑠𝑖𝑛𝐴3 = 2sin
𝐴1+𝐴2

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴1−𝐴2

2
+ 2𝑠𝑖𝑛

𝐴3

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴3

2
 

                                 = 2cos
𝐴3

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴1−𝐴2

2
+ 2𝑐𝑜𝑠

𝐴1+𝐴2

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴3

2
 

                                 = 2cos
𝐴3

2
(𝑐𝑜𝑠

𝐴1+𝐴2

2
+ 𝑐𝑜𝑠

𝐴1−𝐴2

2
)    

                                 = 2cos
𝐴3

2
(2𝑐𝑜𝑠

𝐴1

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
) = 4𝑐𝑜𝑠

𝐴1

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴3

2
， 

          推得 

          𝑆1 =
𝑟2

2
(4𝑐𝑜𝑠

𝐴1

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
𝑐𝑜𝑠

𝐴3

2
) =

𝑟2

2
(

2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

)(2𝑠𝑖𝑛
𝐴1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴2

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴3

2
) 

            = 𝑆(2sin
𝐴1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴2

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴3

2
)。 
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          因此有 
𝑺

𝑺𝟏
=

𝟏

𝟐𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

。 

3. 如圖 7，∵𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ (切線等長)，且𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平分∠C1A1C3，∴𝐶1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

         且𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，∴𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

同理有 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

故旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3和內切圓切點三角形∆𝐶1𝐶2𝐶3會相似。 

由引理一知 𝑟1 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)， 𝑟2 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

)，𝑟3 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)。 

         且 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑟1

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

+
𝑟2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

= 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

) + 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) 

                 = 𝑟 (
𝑠𝑖𝑛

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

+𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) = 𝑟
𝑠𝑖𝑛(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

= 𝑟
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

， 

         又 𝐶1𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
+ 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
= 2𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
， 

         故 
𝑩𝟏𝑩𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑪𝟏𝑪𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝟏

𝟐𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

，推得 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

1

2𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

)2。 

         又由 2.知 
𝑺

𝑺𝟏
=

𝟏

𝟐𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

， 

故 
𝑆2

𝑆
=

(
𝑆2
𝑆1

)

(
𝑆

𝑆1
)
=

1

2𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

，推得 
𝑆2

𝑆
=

𝑆

𝑆1
⇒ 𝑆 = √𝑆1𝑆2。 

即 ∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑面積 = √∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑面積 × ∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑面積。 

 

          為了證明雙心四邊形也有相對應的結果，我們試著找出其共通的幾何方法去證 

        原命題。接著將證明改寫如下： 

    【證明】 

1. 如圖 7，∵𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ (切線等長)，且𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平分∠C1A1C3，∴𝐶1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

且𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，∴𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

同理有 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

故旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3和內切圓切點三角形∆𝐶1𝐶2𝐶3會相似。 
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由引理一知 𝑟1 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)， 𝑟2 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

)，𝑟3 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)。 

         且 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑟1

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

+
𝑟2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

= 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

) + 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) 

                 = 𝑟 (
𝑠𝑖𝑛

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

+𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) = 𝒓
𝒔𝒊𝒏(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

，          

又 𝐶1𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
+ 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
= 2𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
， 

         故 
𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴1+𝐴3

2
)

2𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

。 

         同理有 
𝐵2𝐵3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶2𝐶3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴2+𝐴1

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴3

，
𝐵3𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶3𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴3+𝐴2

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

。 

         ∵旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3和內切圓切點三角形為∆𝐶1𝐶2𝐶3相似， 

∴ 
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

=
sin⁡(

𝐴2+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴3

=
sin⁡(

𝐴3+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

。 

         推得 
sin⁡(

𝐴2+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)𝒔𝒊𝒏𝑨𝟑

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

，
sin⁡(

𝐴3+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)𝒔𝒊𝒏𝑨𝟏

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

。 

         設旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3的面積為𝑆2，內切圓切點三角形∆𝐶1𝐶2𝐶3的面積為𝑆1 

         則 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

𝐬𝐢𝐧⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

)𝟐。 

      2. ∵∠𝐶3𝑂1𝐶1 = 𝜃1， ∠𝐶1𝑂1𝐶2 = 𝜃2，∠𝐶2𝑂1𝐶3 = 𝜃3， 

        ∴ 𝑆1 =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃3 

             =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴3 

             =
𝒓𝟐

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝑨𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟑)。 

         如圖 7，設∆𝐴1𝐴2𝐴3的面積𝑆，𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉1，𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉2，𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉3，    

 其內切圓半徑和三個旁切圓半徑依序為 𝑟，𝑟1，𝑟2，𝑟3， 
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         則 𝑆 =
1

2
𝑉1𝑟 +

1

2
𝑉2𝑟 +

1

2
𝑉3𝑟 =

𝟏

𝟐
(𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑)𝒓。 

         且 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 

          = (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

) 

        = 𝑟(
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

)                                                 

        = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)  

        ⁡= 𝑟(
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
sin(

𝐴2+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
sin(

𝐴3+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)  

        = 𝑟(
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴3

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴1

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

)  

        = 𝒓
𝐬𝐢𝐧(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

(𝐬𝐢𝐧𝑨𝟐 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟑 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟏)， 

        故 𝑆 =
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

r2

2
(sin𝐴1 + sin𝐴2 + sin𝐴3) =

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

𝑆1。 

       ∴
𝑆

𝑆1
=

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，且 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

𝐬𝐢𝐧⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

)𝟐， 

       因此有 
𝑆2

𝑆
=

(
𝑆2
𝑆1

)

(
𝑆

𝑆1
)
=

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，推得 
𝑆2

𝑆
=

𝑆

𝑆1
⇒ 𝑆 = √𝑆1𝑆2。 

        即 ∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑面積 = √∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑面積 × ∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑面積。 

 

(二)原定理的推廣 

        若是圓外切四邊形的情形，則對應邊平行並不能推得其旁心四邊形和內切圓切點 

四邊形會相似，於是我們考慮雙心四邊形，並證明它也有相對應的結果，證明如下： 
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    定理二：雙心四邊形的面積是其旁心四邊形面積與內切圓切點四邊形面積的 

            等比中項。 

    設雙心四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒的旁心四邊形為𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑𝑩𝟒，內切圓切點四邊形為𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑𝑪𝟒， 

    則𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒面積 = √𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑𝑩𝟒面積× 𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑𝑪𝟒面積。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 如圖 8，∵𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ (切線等長)，且𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平分∠C1A1C4，∴𝐶1𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

且𝐵1𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，∴𝐵1𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶1𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

同理有 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵3𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶3𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

故旁心四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4和內切圓切點四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4的對應角相等。 

         由引理一知 𝑟1 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)，𝑟2 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

)，𝑟3 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

)。 

         同理有 𝑟4 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴4
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)。 

         且 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑟1

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

+
𝑟2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

= 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

) + 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) 

◆圖 8 

r r
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r

r1

r2

r3

r
4 V4

V1

V2

V3

4

4

4

4

3

3

33

2

2

2
21

1

1
1

B2

B4

B3

B1

A1

A4

A2

A3

C1

C3

O1C4

C2



 12 

                = 𝑟 (
𝑠𝑖𝑛

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

+𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) = 𝑟
𝑠𝑖𝑛(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

，                     

又 𝐶1𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
+ 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
= 2𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
和圓內接四邊形對角互補， 

故 

         
𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴1+𝐴3

2
)

2𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

=
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

=
1

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

=
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1𝑠𝑖𝑛𝐴2
。 

         同理有 

 
𝐵2𝐵3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶2𝐶3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴2+𝐴4

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛𝐴3

=
1

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

=
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1𝑠𝑖𝑛𝐴2
， 

 
𝐵3𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶3𝐶4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴3+𝐴1

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴4

=
1

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

=
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1𝑠𝑖𝑛𝐴2
， 

 
𝐵4𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶4𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴4+𝐴2

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

=
1

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

=
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1𝑠𝑖𝑛𝐴2
。 

     因此旁心四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4和內切圓切點四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4的對應邊也成比例， 

 從而相似。 

         ∴ 
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

=
sin⁡(

𝐴2+𝐴4
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛𝐴3

=
sin⁡(

𝐴3+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴4

=
sin⁡(

𝐴4+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

。 

         推得 
sin⁡(

𝐴2+𝐴4
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)𝒔𝒊𝒏𝑨𝟑

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

，
sin⁡(

𝐴3+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)𝒔𝒊𝒏𝑨𝟒

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

， 

              
sin⁡(

𝐴4+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)𝒔𝒊𝒏𝑨𝟏

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

。 

          設旁心四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4的面積為𝑆2，內切圓切點四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4的面積為𝑆1 

          則 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

𝐬𝐢𝐧⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

)𝟐。 

2. ∵∠𝐶4𝑂1𝐶1 = 𝜃1，∠𝐶1𝑂1𝐶2 = 𝜃2，∠𝐶2𝑂1𝐶3 = 𝜃3，∠𝐶3𝑂1𝐶4 = 𝜃4， 

         ∴ 𝑆1 =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃3 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃4 
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              =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴3 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴4 

              =
𝒓𝟐

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝑨𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟑 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟒)。 

          如圖 8，設雙心四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的面積為𝑆，𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉1，𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉2，𝐴3𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉3， 

𝐴4𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉4，其內切圓半徑和五個旁切圓半徑依序為 𝑟，𝑟1，𝑟2，𝑟3，𝑟4， 

則 𝑆 =
1

2
𝑉1𝑟 +

1

2
𝑉2𝑟 +

1

2
𝑉3𝑟 +

1

2
𝑉4𝑟 =

𝟏

𝟐
(𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑 + 𝑽𝟒)𝒓。 

且 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 + 𝑉4 

        = (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴4
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴4
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

) 

        = 𝑟(
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴4
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴4
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

)                                                 

        = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)  

        ⁡= 𝑟(
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
sin(

𝐴2+𝐴4
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

+
sin(

𝐴3+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
sin(

𝐴4+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)  

         = 𝑟(
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴3

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴4

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴1

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

)  

           = 𝒓
𝐬𝐢𝐧(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

(𝐬𝐢𝐧𝑨𝟐 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟑 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟒 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟏)， 

         故 𝑆 =
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

r2

2
(sin𝐴1 + sin𝐴2 + sin𝐴3 + sin𝐴4) =

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

𝑆1。 

        ∴ 
𝑆

𝑆1
=

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，且 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

𝐬𝐢𝐧⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

)𝟐， 

        因此有 
𝑆2

𝑆
=

(
𝑆2
𝑆1

)

(
𝑆

𝑆1
)
=

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，推得 
𝑆2

𝑆
=

𝑆

𝑆1
⇒ 𝑆 = √𝑆1𝑆2。 

         即 𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒面積 = √𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑𝑩𝟒面積× 𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑𝑪𝟒面積。 

 

 



 14 

        為了證明其它雙心𝑛(𝑛 ≥ 5)邊形也有相對應的結果，我們試著證明圓外切𝑛邊形 

    如果也有外接圓時(雙心𝒏邊形)，就可以推得其旁心𝑛邊形和內切圓切點𝑛邊形會相似， 

    於是我們需先證明下面這個引理： 

    引理二：設雙心𝒏邊形為𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏，其旁心𝒏邊形為𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏，內切圓切點 

            𝒏邊形為𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑 ⋯𝑪𝒏，則旁心𝒏邊形和內切圓切點𝒏邊形會相似。且設三者的 

            外心依序為𝑶、𝑶𝟐、𝑶𝟏，則𝑶點為連心線𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 【證明】 

        1.(1)如圖 9，設∆𝐴1𝐴2𝐴3的旁心三角形為∆𝐵1𝐵2𝐵3，內切圓切點三角形為∆𝐶1𝐶2𝐶3， 

∵𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵3𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶3𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

∴旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3和內切圓切點三角形∆𝐶1𝐶2𝐶3會相似。 

 連接𝐵1𝐶1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝐵2𝐶2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，設交於𝑃點，則𝑷點為∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑和∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑的位似中心。 

            又三者的外心依序為𝑂、𝑂2、𝑂1， 

◆圖 9 
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∴連接𝑂1𝐶1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，必分別垂直𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐶1、𝐶2、𝐶3； 

再分別作𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線，則此三中垂線必相交於∆𝐴1𝐴2𝐴3的 

外心𝑂，且設其分別垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐸1、𝐸2、𝐸3。 

          (2)作𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑分別垂直𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐷1、𝐷2、𝐷3， 

則𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的旁切圓半徑。 

            設𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1，𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2，𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟3，∆A1A2A3的內切圓半徑為 𝑟， 

由引理一知 𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

，𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

，𝑟3 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

。 

∴𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1𝑡𝑎𝑛

𝐴1

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝐴2𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2𝑡𝑎𝑛
𝐴2

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

      𝐴3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟3𝑡𝑎𝑛

𝐴3

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

= 𝐴1𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

∵ 𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝐸1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐴3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐸3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

            且 𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴3𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

∴ 𝐴2𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐸1為𝐶1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點。 

             𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴2𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐸2為𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點。 

            𝐴1𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴3𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸3𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐸3為𝐶3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點。 

          設𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑂2
′， 

          則𝑂1、𝑂、𝑂2
′在𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的投影分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶2、𝐸2、𝐷2。 

            ∵𝑂1𝑂2
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅在兩條相交直線上的投影均被𝑂點的的投影所平分， 

            ∴𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點⋯⋯①。 

            同理，若設𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑂"2， 

          則𝑂1、𝑂、𝑂"2在𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的投影分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶3、𝐸3、𝐷3。 

            ∵𝑂1𝑂"2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 在兩條相交直線上的投影均被𝑂點的的投影所平分， 

            ∴𝑶點也是𝑶𝟏𝑶"𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點⋯⋯②。 

            由①、②可知：𝑂2
′ = 𝑂"2，即𝑩𝟏𝑫𝟏

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑩𝟐𝑫𝟐
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑩𝟑𝑫𝟑

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑶𝟐
′ 。 

(3)又∠A1B1D1 =
∠𝐴1

2
= ∠A1B3D3，∠A2B1D1 =

∠𝐴2

2
= ∠A2B2D2， 

             ∠A3B2D2 =
∠𝐴3

2
= ∠A3B3D3， 



 16 

∴𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑的交點𝑂2

′，滿足𝑂′2𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂′2𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂′2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

因此也是∆𝐵1𝐵2𝐵3的外心𝑂2，即𝑂2
′ = 𝑂2。 

故𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，且𝑷、𝑶𝟏、𝑶𝟐三點共線。 

  2. (1)如圖 10，雙心𝑛邊形為𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛(𝑛 ≥ 4)，其旁心𝑛邊形為𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛， 

內切圓切點𝑛邊形為𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛， 

連接𝐵1𝐶1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝐵2𝐶2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，設交於𝑃點，欲證明𝑃點即為旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛和 

切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛的位似中心。 

            又三者的外心依序為𝑂、𝑂2、𝑂1，∴連接𝑂1𝐶1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝑂1𝐶𝑛−1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  、𝑂1𝐶𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

            必分別垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑛−1、𝐶𝑛； 

            再分別作𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線，則此𝑛條中垂線必相交於 

            雙心𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的外心𝑂，且設其分別垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、 

            𝐴𝑛𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐸1、𝐸2、⋯、𝐸𝑛−1、𝐸𝑛。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          (2)作𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑分別垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐷1、𝐷2， 

則𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的旁切圓半徑。 

◆圖 10 

r
1 r

2

r3

r
n-1

r
n

n

n

n

n

n-1

n-1

n-1

n-1

3

3

3

3

2 22
2

1

1

1

1

E1

E
n-1

E
3

E
n

Dn

Dn-1

D3

D1 D2

O
2

P

Bn

Bn-1

B3

B2

B1

C2

Cn

Cn-1

O

E
2

An-1

C3

C1

O
1

A2

A1

A3

An



 17 

           設𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1，𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2，雙心𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的內切圓半徑為 𝑟， 

     由引理一知 𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

，𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

。 

∴𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1𝑡𝑎𝑛

𝐴1

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝐴2𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2𝑡𝑎𝑛
𝐴2

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

∵ 𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝐸1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，且 𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴3𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

∴ 𝐴2𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐸1為𝐶1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點。 

             𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴2𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐸2為𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點。 

          設𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑂2
′， 

          則𝑂1、𝑂、𝑂2
′在𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的投影分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶2、𝐸2、𝐷2。 

            ∵𝑂1𝑂2
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅在兩相交直線上的投影均被𝑂點的的投影所平分， 

∴𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點。 

  再作𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵𝑛𝐷𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 分別垂直𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐷3、⋯、 

  𝐷𝑛−1、𝐷𝑛， 

            則𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝑛𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的旁切圓半徑， 

設𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟3，⋯，𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟𝑛−1，𝐵𝑛𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟𝑛， 

同上可得 𝐸3為𝐶3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點，⋯，𝐸𝑛−1為𝐶𝑛−1𝐷𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點，𝐸𝑛為𝐶𝑛𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

            同 1(2)可得 𝑩𝟑𝑫𝟑
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝑩𝒏−𝟏𝑫𝒏−𝟏

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  、𝑩𝒏𝑫𝒏
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑶𝟐

′ 。 

         (3)又∠A1B1D1 =
∠𝐴1

2
= ∠A1B𝑛D𝑛，∠A2B1D1 =

∠𝐴2

2
= ∠A2B2D2， 

            ∠A3B2D2 =
∠𝐴3

2
= ∠A3B3D3，⋯∠A𝑛−1B𝑛−2D𝑛−2 =

∠𝐴𝑛−1

2
= ∠A𝑛−1B𝑛−1D𝑛−1， 

            ∠A𝑛B𝑛−1D𝑛−1 =
∠𝐴𝑛

2
= ∠A𝑛B𝑛D𝑛， 

            ∴𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵𝑛𝐷𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 的交點𝑂2

′， 

滿足𝑂′2𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂′2𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂′2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⋯ = 𝑂′2𝐵𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，因此也是旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛 

的外心𝑂2，即𝑂2
′ = 𝑂2。 

              故𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，且𝑷、𝑶𝟏、𝑶𝟐三點共線。 
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設旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛的外接圓為𝑅，切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛的外接圓為𝑟， 

 ∵𝑂2𝐵1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝑂1𝐶1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑都垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑂2𝐵2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝑂1𝐶2
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑都垂直𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

 ∴𝑂2𝐵1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∥ 𝑂1𝐶1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑且𝑂2𝐵2
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∥ 𝑂1𝐶2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。 

            推得𝑃𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑂1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑂1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅：𝑟， 

            又𝐵1𝐵2
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∥ 𝐶1𝐶2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ，推得𝑃𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

            ∴𝑩𝟏𝑩𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑪𝟏𝑪𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑹：𝒓。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4)如圖 11，∵𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，⋯，𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶𝑛−1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶𝑛𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

                   ∴∠B𝑛B1B2 = ∠C𝑛C1C2，∠B1B2B3 = ∠C1C2C3，∠B2B3B4 = ∠C2C3C4， 

                     ⋯，∠B𝑛−2B𝑛−1B𝑛 = ∠C𝑛−2C𝑛−1C𝑛，∠B𝑛−1B𝑛B1 = ∠C𝑛−1C𝑛C1。 

            在∆𝑂⁡2𝐵1𝐵2與∆𝑂1𝐶1𝐶2中， 

∵𝑂2𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑂1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑂1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

            ∴⁡∆𝑶⁡𝟐𝑩𝟏𝑩𝟐~∆𝑶𝟏𝑪𝟏𝑪𝟐，可得∠O2B1B2 = ∠O1C1C2，∠O2B2B1 = ∠O1C2C1。 

            推得∠O2B1B𝑛 = ∠O1C1C𝑛，∠O2B2B3 = ∠O1C2C3。  

 

◆圖 11 
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            作旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛各邊的中垂線，設其分別交𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、 𝐵3𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、⋯、 

            𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑛𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐹1、𝐹2、𝐹3、⋯、𝐹𝑛−1、𝐹𝑛， 

            也作內切圓切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛各邊的中垂線，設其分別交𝐶1𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅、𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅、𝐶3𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、 

            ⋯、𝐶𝑛−1𝐶𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑛𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ 於點𝐺1、𝐺2、𝐺3、⋯、𝐺𝑛−1、𝐺𝑛， 

            在∆O⁡2B2F2與∆O1C2G2中， 

∵∠O2B2F2 = ∠O1C2G2，∠O2F2B2 = 90° = ∠O1G2C2， 

            ∴∆𝐎⁡𝟐𝐁𝟐𝐅𝟐~∆𝐎𝟏𝐂𝟐𝐆𝟐，可得𝐵2𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐶2𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⁡𝑅：𝑟 ⇒ 𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅：⁡𝑟。 

            同理可證 ⁡𝐵3𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐶3𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⋯ = 𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐶𝑛−1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐶𝑛𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⁡𝑅：𝑟。 

            故旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛和內切圓切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛會相似。 

 

定理三：雙心𝒏邊形的面積是其旁心𝒏邊形面積與內切圓切點𝒏邊形面積的 

              等比中項。 

設雙心𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏的旁心𝒏邊形為𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏，內切圓切點𝒏邊形為 

𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑 ⋯𝑪𝒏，則𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏面積 = √𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏面積×𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑 ⋯𝑪𝒏面積。 
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【證明】 

1. 如圖 12，∵𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(切線等長)，且𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平分∠C1A1C𝑛，∴𝐶1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

且𝐵1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，∴𝐵1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

同理有 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，⋯，𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶𝑛−1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

又外切𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛為雙心𝑛邊形，從而其旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛和內切圓 

切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛會相似。 

由引理一知 𝑟1 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)， 𝑟2 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

)，𝑟3 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)。 

同理有    𝑟4 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴4
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴5
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴5
2

)，𝑟5 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴5
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴5
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)，⋯， 

               𝑟𝑛−1 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴𝑛−1
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛−1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴𝑛
2

)，𝑟𝑛 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴𝑛
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

)。 

且 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑟1

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

+
𝑟2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

= 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

) + 𝑟 (
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) 

                 = 𝑟 (
𝑠𝑖𝑛

𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴1
2

+𝑐𝑜𝑠
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

) = 𝒓
𝒔𝒊𝒏(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

， 

        又 𝐶1𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
+ 𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
= 2𝑟𝑐𝑜𝑠

𝐴2

2
， 

         故 
𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴1+𝐴3

2
)

2𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑐𝑜𝑠
𝐴2
2

=
𝐬𝐢𝐧⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

。 

         同理有 
𝐵2𝐵3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶2𝐶3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴2+𝐴4

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛𝐴3

，
𝐵3𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶3𝐶4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴3+𝐴5

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴5
2

𝑠𝑖𝑛𝐴4

，⋯， 

               
𝐵𝑛−1𝐵𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝑛−1𝐶𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

sin⁡(
𝐴𝑛−1+𝐴1

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛−1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴𝑛

，
𝐵𝑛𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝑛𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

sin⁡(
𝐴𝑛+𝐴2

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1

。 

         ∵旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛和內切圓切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛相似， 

∴
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

=
sin⁡(

𝐴2+𝐴4
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛𝐴3

= ⋯ =
sin⁡(

𝐴𝑛−1+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛−1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛𝐴𝑛

=
sin⁡(

𝐴𝑛+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛𝐴1
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         推得 
sin⁡(

𝐴2+𝐴4
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

=
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴3

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，⋯， 

             
sin⁡(

𝐴𝑛−1+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛−1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴1
2

=
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴𝑛

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，
sin⁡(

𝐴𝑛+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

=
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴1

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

。 

 設旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛的面積為𝑆2，內切圓切點𝑛邊形𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛的面積為𝑆1， 

         則 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

𝐬𝐢𝐧⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

)𝟐。 

      2. ∵∠𝐶𝑛𝑂1𝐶1 = 𝜃1， ∠𝐶1𝑂1𝐶2 = 𝜃2，∠𝐶2𝑂1𝐶3 = 𝜃3，⋯，∠𝐶𝑛−2𝑂1𝐶𝑛−1 = 𝜃𝑛−1， 

          ∠𝐶𝑛−1𝑂1𝐶𝑛 = 𝜃𝑛， 

        ∴ S1 =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃3 + ⋯+

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑛−1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑛 

            =
1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴2 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴3 + ⋯+

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴𝑛−1 +

1

2
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝐴𝑛 

            =
𝒓𝟐

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝑨𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝟑 + ⋯+ 𝒔𝒊𝒏𝑨𝒏−𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝑨𝒏)。 

        如圖 12，設雙心𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的面積為𝑆，𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉1，𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉2，⋯， 

        𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑉𝑛−1，𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉𝑛， 

        其內切圓半徑和𝑛個旁切圓半徑依序為 𝑟，𝑟1，𝑟2，𝑟3，⋯，𝑟𝑛−1，𝑟𝑛， 

則 𝑆 =
1

2
𝑉1𝑟 +

1

2
𝑉2𝑟 +

1

2
𝑉3𝑟⋯+

1

2
𝑉𝑛−1𝑟 +

1

2
𝑉𝑛𝑟 

=
𝟏

𝟐
(𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑 + ⋯+ 𝑽𝒏−𝟏 + 𝑽𝒏)𝒓。 

且 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 + ⋯+ 𝑉𝑛−1 + 𝑉𝑛 

        = (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴4
2

) + ⋯+ 

          (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴𝑛−1

2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴𝑛
2

) + (
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴𝑛
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

)          

 = 𝑟(
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴4
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴5
2

+  

                                   +
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴𝑛−1

2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴𝑛
2

+
1

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

)                                              
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 = 𝑟(
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴4
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴5
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴5
2

+ ⋯    

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴𝑛−1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛−1

2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)  

⁡= 𝑟(
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
sin(

𝐴2+𝐴4
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴4
2

+
sin(

𝐴3+𝐴5
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴5
2

+ ⋯+
sin(

𝐴𝑛−1+𝐴1
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛−1

2
𝑠𝑖𝑛

𝐴1
2

+
sin(

𝐴𝑛+𝐴2
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴𝑛
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴2
2

)  

= 𝑟(
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴3

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴4

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

+ ⋯+
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴𝑛

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

  

                                            +
sin⁡(

𝐴1+𝐴3
2

)𝑠𝑖𝑛𝐴1

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

) 

 = 𝒓
𝐬𝐢𝐧(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

(𝐬𝐢𝐧𝑨𝟐 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟑 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟒 + ⋯+ 𝐬𝐢𝐧𝑨𝒏 + 𝐬𝐢𝐧𝑨𝟏)， 

   故 𝑆 =
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

r2

2
(sin𝐴1 + sin𝐴2 + sin𝐴3 + sin𝐴4 + ⋯+ sin𝐴𝑛) 

        =
sin(

𝐴1+𝐴3
2

)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

𝑆1。 

     ∴
𝑆

𝑆1
=

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，且 
𝑆2

𝑆1
=

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

𝐶1𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2
= (

𝐬𝐢𝐧⁡(
𝑨𝟏+𝑨𝟑

𝟐
)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

)𝟐， 

因此有 
𝑆2

𝑆
=

(
𝑆2
𝑆1

)

(
𝑆

𝑆1
)
=

sin(
𝐴1+𝐴3

2
)

𝑠𝑖𝑛
𝐴1
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴3
2

𝑠𝑖𝑛𝐴2

，推得 
𝑆2

𝑆
=

𝑆

𝑆1
⇒ 𝑆 = √𝑆1𝑆2。 

即 𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏面積 = √𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏面積×𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑 ⋯𝑪𝒏面積。 
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伍、討論 

  一、設∆𝐴1𝐴2𝐴3的旁心三角形為∆𝐵1𝐵2𝐵3，內切圓切點三角形為∆𝐶1𝐶2𝐶3， 

      則∆𝐴1𝐴2𝐴3的外接圓正好是∆𝐵1𝐵2𝐵3的九點圓，且其半徑恰為∆𝐵1𝐵2𝐵3的外接圓之半。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 如圖 13，𝐴1𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵1𝐵3

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)， 

且𝐴1𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑必過旁心𝐵2(一內角平分線和另兩內角的外角平分線必相交於旁心)， 

∴𝐵2𝐴1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為𝐵1𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的垂線。 

   同理有 𝐵3𝐴2
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的垂線，𝐵1𝐴3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為𝐵2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的垂線。 

 故𝑂1為∆B1B2B3的垂心，𝐴1、𝐴2、𝐴3 分別為𝐵3𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的垂足。 

 設𝑀3、𝑀1、𝑀2分別為𝐵3𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點， 

 連接𝑂1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅並延長至𝑀3

′；作𝑂1關於𝐵3𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的對稱點𝐴1

′ ， 

   ∵∠B1O1B3 = ∠𝐴2𝑂1𝐴3 = 180° − ∠𝐵1𝐵2𝐵3， 

   且∠B1𝐴1
′ B3 = ∠B1O1B3 = 180° − ∠𝐵1𝐵2𝐵3， 

 ∴𝐵1、𝐵2、𝐵3、𝐴1
′ 四點共圓。 

 又𝐵3𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝑂1𝑀3

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅互相平分於𝑀3，∴四邊形B1O1B3M3
′為平行四邊形。 

   故∠B1𝑀3
′B3 = ∠B1O1B3 = 180° − ∠𝐵1𝐵2𝐵3，∴𝐵1、𝐵2、𝐵3、𝑀3

′四點共圓。 

◆圖 13 
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   由上可知 𝐵1、𝐵2、𝐵3、𝐴1
′ 、𝑀3

′五點共圓。 

   同理，對於𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上的𝐴2、𝑀1和𝐴3、𝑀2也會有同樣的結論。 

 故𝐵1、𝐵2、𝐵3、𝐴1
′ 、𝐴2

′ 、𝐴2
′ 、𝑀1

′、𝑀2
′、𝑀3

′九點共圓。 

 此圓即為∆𝐵1𝐵2𝐵3的外接圓圓𝑂2。 

2. 接著，將圓𝑂2上的九個點和點𝑂2本身，以垂心𝑂1為位似中心，
1

2
為位似比作位似變換。 

   那麼𝐴1
′ 變成𝐴1，𝐴2

′ 變成𝐴2，𝐴3
′ 變成𝐴3(三高的垂足)；𝑀1

′變成𝑀1，𝑀2
′變成𝑀2，𝑀3

′  

   變成𝑀3(三邊的中點)；𝐵1變成𝑁1，𝐵2變成𝑁2，𝐵3變成𝑁3(垂心與各頂點連線的中點)， 

        ∵位似變換將圓仍映射為圓，∴圓𝑂2上的九個點變成了圓𝑂上的九個點， 

        且圓𝑂的半徑是圓𝑂2的一半。故∆A1A2A3的外接圓正好是∆B1B2B3的九點圓。 

 

          雙心四邊形也有相對應的結果，其外接圓會通過其「內切圓的圓心在旁心四邊形 

      各邊的垂足」和「旁心四邊形各邊的中點」。只是此時外接圓不再通過「內切圓的圓心 

      至旁心四邊形各頂點的中點」，且其半徑不為旁心四邊形的外接圓之半。 

 

  二、設雙心四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的旁心四邊形為𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4，內切圓切點四邊形為𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4， 

      則四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的外接圓正好通過四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4各邊的中點，也就是四邊形 

      𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4的八點圓。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
◆圖 14 
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【證明】 

1. 如圖 14，∵雙心四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的內切圓切點四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4的兩對角線互相 

 垂直，∴𝐶1𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐶2𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 且四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4內接於圓𝑂1。 

        又旁心四邊形為𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4和內切圓切點四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4會相似， 

        ∴𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵2𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 且四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4內接於圓𝑂2。 

2. 由婆羅摩及多定理知 ∵𝐴4𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑交𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝑀1且⁡𝐴4𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵3𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，∴𝐵1𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅； 

       ∵𝐴1𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑交𝐵2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝑀2且𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵4𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，∴𝐵2𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅； 

       ∵𝐴2𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑交𝐵3𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝑀3且𝐴2𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ ⁡𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，∴𝐵3𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀3𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅； 

       ∵𝐴3𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑交𝐵4𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝑀4且𝐴3𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，∴𝐵4𝑀4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀4𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

       故由八點圓性質知：𝐴1、𝐴2、𝐴3、𝐴4、𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4這八點共圓。 

 

  為了證明雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟓)邊形也有相對應的結果，我們試著找出其共通的幾何方法 

去證原命題。接著將證明改寫如下： 

【證明】 

1. 如圖 15，由𝑂1點向旁心四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4的各邊作垂線，則𝐴1、𝐴2、𝐴3、𝐴4分別 

        為𝐵4𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵3𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的垂足， 

設𝑀4、𝑀1、𝑀2、𝑀3分別為𝐵4𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵3𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點， 

∵𝑂2為旁心四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4的外心， 

        ∴𝑂2𝑀4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑀3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝐵4𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵3𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中垂線。 

2. 連接𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則𝑂1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵4𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。再連接𝑂2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則𝑂2𝑀4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵4𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

 再過四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的外心𝑂，作𝑂𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵4𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。推得𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝑂𝐻4

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂2𝑀4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 又𝑂點為𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，∴𝐴1𝐻4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀4𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 故𝑂𝐻4
⃡⃑ ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 為𝐴1𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線，推得𝑂𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。即𝑀4在四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的外接圓上。 

        同理可證 𝑀1、𝑀2、𝑀3也在四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的外接圓上。 

        故雙心四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的外接圓正好通過其旁心四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4各邊的中點。 

也就是四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4的八點圓。 
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         雙心𝑛(𝑛 ≥ 5)邊形也有相對應的結果，其外接圓會通過其「內切圓的圓心在旁心𝒏邊 

     形各邊上的垂足」和「旁心𝒏邊形各邊的中點」。只是此時外接圓不再通過「內切圓的 

     圓心至旁心𝒏邊形各頂點的中點」，且其半徑不為旁心𝑛邊形的外接圓之半。 

 

  三、設雙心𝑛(𝑛 ≥ 5)邊形為𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛，其旁心𝑛邊形為𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛，內切圓切點𝑛邊 

      形為𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛，則𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的外接圓正好通過𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛各邊的 

      中點，我們不妨稱它是𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛的2𝑛點圓。 

【證明】 

1. 如圖 16，由𝑂1點向旁心𝑛邊形為𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛的各邊作垂線，則𝐴1、𝐴2、𝐴3、⋯、𝐴𝑛−1、𝐴𝑛 

分別為𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐵𝑛−2𝐵𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的垂足， 

設𝑀𝑛、𝑀1、𝑀2、⋯、𝑀𝑛−2、𝑀𝑛−1分別為𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、̅𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、̅𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、̅⋯、𝐵𝑛−2𝐵𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、̅𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點， 

∵𝑂2為旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛的外心， 

        ∴𝑂2𝑀𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝑂2𝑀𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 分別為𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐵𝑛−1𝐵𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的 

中垂線。 

2. 連接𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則𝑂1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。再連接𝑂2𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則𝑂2𝑀𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵𝑛𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

   再過𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的外心𝑂，作𝑂𝐻𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵𝑛𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，推得𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝑂𝐻𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂2𝑀𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

◆圖 15 
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   又𝑂點為𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，∴𝐴1𝐻𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀𝑛𝐻𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

   故𝑂𝐻𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  為𝐴1𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線，推得𝑂𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

   即M𝑛在𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的外接圓上。 

        同理可證 𝑀1、𝑀2、⋯、𝑀𝑛−2、𝑀𝑛−1也在𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的外接圓上。 

        故雙心𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的外接圓正好通過其旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛各邊的中點。 

也就是𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏的𝟐𝒏點圓。 
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陸、結論 

一、 雙心𝑛(𝑛 ≥ 3)邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛和內切圓切點𝑛邊形 

     𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛會相似。  

二、 雙心𝑛(𝑛 ≥ 3)邊形的外心𝑂正好是內切圓切點𝑛邊形的外心𝑂1和旁心𝑛邊形的外心𝑂2 

     的中點。 

三、 任意三角形的外接圓正好是其旁心三角形的九點圓，且其半徑恰為旁心三角形的外接 

     圓之半。而其它雙心𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形也有相對應的結果，其外接圓正好是其旁心𝑛邊形的 

     𝟐𝒏點圓。只是雙心𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形的外接圓，除了過其頂點(內切圓的圓心在旁心𝒏邊形 

     各邊上的垂足)外，也通過旁心𝒏邊形各邊的中點。但不再通過其「內切圓的圓心至旁心 

     𝒏邊形各頂點的中點」，且其半徑不為旁心𝑛邊形的外接圓之半。  

四、 如圖 17，設雙心𝑛(𝑛 ≥ 3)邊形𝐴1𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛的旁心𝑛邊形為𝐵1𝐵2𝐵3 ⋯𝐵𝑛，內切圓切點 

     𝑛邊形為𝐶1𝐶2𝐶3 ⋯𝐶𝑛，則𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏面積 = √𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑 ⋯𝑩𝒏面積×𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑 ⋯𝑪𝒏面積。 

     也就是說，這三個多邊形的面積會形成一個等比數列，等比中項正好是雙心多邊形的 

     面積，且此等比數列的公比為
𝒔𝒊𝒏⁡(

𝑨𝟏+𝑨𝟑
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒔𝒊𝒏𝑨𝟐

=
𝒔𝒊𝒏⁡(

𝑨𝒌+𝑨𝒌+𝟐
𝟐

)

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝒌
𝟐

𝒔𝒊𝒏
𝑨𝒌+𝟐

𝟐
𝒔𝒊𝒏𝑨𝒌+𝟏

, 𝑘 = 1,2,⋯ , n， 

其中A𝑛+1 = 𝐴1，A𝑛+2 = 𝐴2。   
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【評語】050418  

本科展作品討論一平面幾何的問題，其動機來自數奧的一個幾

何課題。問題本身是求取旁心與面積的關係，並利用面積會形成一

個等比數列的特性，得到一數學上的公比，是一件在幾何上數學科

展的良好作品。 
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