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壹、 摘要： 

  研究拋物線的切線求法，發現拋物線切線的三個有趣定理，再從拋物線的切線求法中，

重新思考多項式函數與切線之間的意義，引入切點代表重根的想法，算出切線方程式、極值

與反曲點，以此替代微分方法求切線。 

  接著由切線延伸到弦，以此發展幾個問題，如：弦交角問題、中心轉弦問題 …。進行更

深入的探討，求出問題的解答。 

  最後焦點放在拋物線的弧長上，希望利用以上探討，與阿基米德的窮盡法，進一步的求

出或推估出拋物線的弧長。 

 

貳、研究動機： 

  國中會考前一、兩個月我和另一位同學決定幫大家出一份模擬考卷，其中我負責出數學， 

正當我在出有關二次函數的題目，突然覺得很奇怪，參考書總是只叫我們算過頂點的切線方

程式，這樣會不會太無聊？難道過任一點的算不出來嗎？開始懷疑的我，第一個簡單的想法

就是切線只與二次函數交於一點，沒想到解答出來了！ 

  回到家中，我開始利用網路搜尋有關函數與切線的問題，但這些方法都是用到微積分才

有辦法了解的，一直到忙完會考後，閒暇時間碰了一下高中數學，才勾起了這個問題，開始

研究，打從國中老師在教二次函數時，我就有點好奇這種特別的曲線，總覺得國中教的不夠

深，我使用繪圖軟體來發現更多值得討論的問題，就決定藉由這次的科展好好了解一番。 

  觀察了一點切線，發現早在阿基米德時，就利用了「窮盡法」來求拋物線的面積，覺得

這個方法很妙，於是開始思考有關拋物線弧長的問題，很顯然的，比面積複雜許多，原本想

利用弦與切線長度之間的不等式關係來逼近拋物線的弧長，不知不覺的也就發現了幾個很有

趣的現象，也衍伸出更多能研究的話題，更開啟了此次科展新的樂章。 

參、名詞定義與解釋： 

1. 此說明書內的若無特別說明拋物線都置於這樣的座標系中： 

x 軸為過拋物線頂點的切線，y 軸為拋物線的對稱軸 
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2. 已知二次函數 y = mx2，經計算後得知焦點座標為(0,
1

4m
)  

3. 弦交角： 

(1) 本說明書若標示 𝐴𝐵𝑃̂，即拋物線 P 上的 AB 弧 

(2) 拋物線 P 兩弦AB̅̅ ̅̅ 、BC̅̅̅̅ 且 B ∈ 𝐴𝐶𝑃̂，則稱∠𝐀𝐁𝐂為對於 𝐀𝐂𝐏̂  或 𝐀𝐂̅̅ ̅̅  弦的弦交角 

(3) 等角問題：拋物線有一弦AB̅̅ ̅̅ ，同對AB̅̅ ̅̅ 弦的所有弦交角中，找出角度相同的一組 

(4) 極角問題：拋物線有一弦AB̅̅ ̅̅ ，同對AB̅̅ ̅̅ 弦的所有弦交角中，找出最大與最小的角度 

4. 阿基米德三角形： 

(1) 過拋物線兩點 A、B 作其切線，兩切線交於 D，則定義 ∆ABC 為阿基米德三角形 

本說明書內所指阿基米德三角形的頂點皆為 𝐃 

(2) AB̅̅ ̅̅ 為拋物線的一弦，亦定義為阿基米德三角形的弦邊 

(3) AD̅̅ ̅̅ 、BD̅̅ ̅̅ 為拋物線的切線，亦定義為阿基米德三角形的切邊 

(4) 弦邊的中位線即為切邊中點連線 

5. 中心轉弦：在拋物線的內部取一點C (C即為中心)，以過 C 的所有弦為弦邊作阿基米德三

角形，找出三角形頂點的集合方程式與此集合的性質 

6. 本說明書若有使用到定理，可翻閱結論進行對照 

 

肆、研究目的： 

一、研究出一些有關拋物線切線與弦的定理 

二、不用微積分，求出： 

1. 二次函數切線方程式的各種解法 

2. 多次函數切線方程式與極值 

三、發展延伸問題並解決之： 

1. 弦交角的等角與極角問題 

2. 中心轉弦問題 
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※本說明書架構圖： 
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伍、研究過程與內容： 

第一部分：談 “切線” 

一、基本解法： 

首先，這是最基本的，我們將由二次函數的切線問題出發： 

Qu: 𝐟(𝐱) = 𝐲 = 𝐱𝟐，過 (𝟏,𝟏)作其切線，求切線方程式為? 

(一) 高三生解法: 

在 f(x)上取一點P (1 + k, f(1 + k)) 

當k → 0 時，AP̅̅̅̅ 斜率即為過 A 的切線斜率 

∴ 切線方程式斜率為： lim
k→0

𝑓(1 + 𝑘) − 𝑓(1)

(1 + 𝑘) − 1
 

                                         = lim
k→0

(1 + 𝑘)2 − 1

𝑘
 

                                         = lim
k→0

(𝑘 + 2) 

                                         = 2 

 切線方程式為 y = 2x − 1 

 

(二) 我的解法一： 

設切線方程式為 y = ax + b 

則聯立方程式 : {
𝑦 = 𝑥2

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏
  的解應只有一組 (此解即為切點) 

將上式代入下式得 : x2 = 𝑎𝑥 + 𝑏    即 ∶ x2 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0 

∵ 解只有一個  ∴ x2 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0 中， 𝐷（判別式） = 0   

a2 + 4𝑏 = 0 ， 𝑏 = −
1

4
𝑎2── ① 

又 y = ax + b 也過 A (1,1) 

∴ 1 = a + b ── ② 

將①代入②解得 a = 2，且b = −1 

 切線方程式為 y = 2x − 1 

註：亦可令切線方程式為 y − 1 = m(x − 1) (m 為斜率) 
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1. 公式解：設二次函數為：y = mx2 ，一次函數為：y = ax + b，兩函數相切於(x1, mx1
2) 

{
𝑦 = 𝑚𝑥2

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏
 應只有一個交點 → mx1

2 − 𝑎x1 − 𝑏 = 0 （∵ y = ax + b 過 A(x1, mx1
2)） 

且 mx2 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0 中，D＝a2 + 4𝑚𝑏 = 0 （∵ x 只能有一個解） 

b＝ −
a2

4m
 代入 mx1

2 − 𝑎x1 − 𝑏 = 0  

得：
1

4m
𝑎2 − x1𝑎 + 𝑚x1

2 = 0 

解得：a =
x1 ± √D

1
2m

= 2𝑚x1，b = −
a2

4m
= −

4 m2 x1
2

4m
= −𝑚x1

2 

     →  過 𝐲 = 𝐦𝐱𝟐上一點  (𝐱𝟏,𝐦𝐱𝟏
𝟐)作其切線，則切線方程式為 𝐲 = 𝟐𝐦𝐱𝟏𝐱 − 𝐦𝐱𝟏

𝟐  (定理

一) 

2. 不過若是過 y = mx2外一點 (x1, y1)作其切線，其公式就不大一樣了 

b＝ −
a2

4m
仍成立，但另一式應將(x1, y1)代入 y = ax + b 

y1 = 𝑎x1 + 𝑏，b＝ −
a2

4m
代入得：

1

4m
a2 − x1𝑎 + y1 

      解得 a =
x1 ± √x1

2 −
y1

𝑚

1
2m

= 2m (x1 ± √x1
2 −

y1

𝑚
)，b = m (x1 ± √x1

2 −
y1

𝑚
)

2

 

不過這公式有點太複雜，不夠漂亮，乾脆直接算，值得注意的是它的判別式： 

當 D < 0 時，x1
2 −

y1

𝑚
< 0   (如 A) 

→ 切線斜率不屬於實數， 

因此此點在 y = mx2內部 

當 D > 0 時，x1
2 −

y1

𝑚
> 0  (如 B)   

→ 切線解出來有 2 條， 

因此此點在 y = mx2外部 

當 D = 0 時，x1
2 −

y1

𝑚
= 0  (如 C)  

→ y1 = mx1
2，因此 A 在 y = mx2上 
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我們也可以這樣說：x1
2 −

y1

𝑚
的正負為判斷一點在y = mx2上、內部或外部的根據 

二、 難道拋物線長得都一樣？ 

(一) 討論同切線斜率下的切點關係： 

 

如上圖，A, B, C, D, E分別為a, b, c, d, e上的點，a, b, c, d, e 頂點皆為 F，過A, B, C, D, E分別作

a, b, c, d, e的切線f, g, h, i, j，其中f, g, h, i, j切線斜率皆相同 

則：𝐀, 𝐁, 𝐂, 𝐃, 𝐄, 𝐅共線                               (定理二) 

 

證法一： 

欲證 A, B, C, D, E, F共線，即證FA̅̅ ̅、FB̅̅̅̅ 、FC̅̅ ̅、FD̅̅̅̅ 、FE̅̅̅̅ 斜率相等 

設 a: y = k𝑎𝑥2，b: y = k𝑏𝑥2；A(𝑥𝐴, k𝑎𝑥𝐴
2)，B(𝑥𝐵, k𝑏𝑥𝐵

2)； 

  FA̅̅ ̅斜率 = 𝑚𝐹𝐴̅̅ ̅̅ ，FB̅̅̅̅ 斜率 = 𝑚𝐹𝐵̅̅ ̅̅  

FA̅̅ ̅: y = 𝑚𝐹𝐴̅̅ ̅̅ x，A(𝑥𝐴, k𝑎𝑥𝐴
2)代入得：𝑚𝐹𝐴̅̅ ̅̅ = k𝑎𝑥𝐴 

同理，𝑚𝐹𝐵̅̅ ̅̅ = k𝑏𝑥𝐵 

又因f, g斜率相等，由定理一知：2k𝑎𝑥𝐴 = 2k𝑏𝑥𝐵，即 FA̅̅ ̅斜率 = FB̅̅̅̅ 斜率 

同理亦可證 FA̅̅ ̅、FB̅̅̅̅ 、FC̅̅ ̅、FD̅̅̅̅ 、FE̅̅̅̅ 斜率相等 
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故A, B, C, D, E, F共線 

證法二： 

欲證 A, B, C, D, E, F共線，即證FA̅̅ ̅、FB̅̅̅̅ 、FC̅̅ ̅、FD̅̅̅̅ 、FE̅̅̅̅ 斜率相等 

根據定理四(見結論) 

FA̅̅ ̅ 斜率 = 0.5(f 斜率) = 0.5(g 斜率) = FB̅̅̅̅  斜率 

同理可證FA̅̅ ̅、FB̅̅̅̅ 、FC̅̅ ̅、FD̅̅̅̅ 、FE̅̅̅̅ 斜率相等 

故A, B, C, D, E, F共線 

 

(二) 新想法： 

根據上一點所提的，針對為什麼A, B, C, D, E, F共線進一步的推廣，真的只是如我們所看到的那

麼簡單嗎？我大膽的猜測，拋物線都相似 

如右圖：m: y = x2，n: y = ax2 

A 為 m, n 的頂點，B, C 分別為 m, n 上的點，且

A, B, C 共線，BE̅̅̅̅ , CD̅̅ ̅̅ 皆垂直AD̅̅ ̅̅  

則：n 為 m 的 
1

a
倍縮放圖   

𝐩𝐟： n 為 m 的 
1

a
倍縮放圖 ↔ 

AC̅̅̅̅ 為AB̅̅ ̅̅ 的
1

a
倍縮放圖 ↔ 

AC̅̅̅̅ =
1

a
AB̅̅ ̅̅ ↔ AE̅̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = a: 1 

設C(x1, ax1
2) , D(x2, x2

2)，A, B, C 共線 y = kx 

C, D 代入 y = kx分別得： 

k = ax1 = x2 → x1: x2 = 1: 𝑎 

故AE̅̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = a: 1          n 為 m 的 
1

a
倍縮放圖 得證 

 

亦可利用高中的定義簡單的得證： 

拋物線定義：給定焦點 F,準線 L(F 不在 L 上)與動點 P，在平面上 P 滿足d(P, L) = FP̅̅̅̅ ，此時 P
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所形成的軌跡即為拋物線。利用集合表示：拋物線 c =  {P|d(P, L) = FP̅̅̅̅ , 𝐹 ∉ 𝐿}。 

    拋物線簡單的來說就是由 F 和 L 控制開口大小的，將一個拋物線放大就是讓 F 和 L 距離

放大，所以要得到任何一個拋物線，我只要將 F 和 L 距離放大或縮小即可 

    所以拋物線的確都相似        (定理三) 

 

三、 拋物線的切線定理： 

    切線對於拋物線來講實在是很特別，我利用電腦程式和紙筆發現了一些十分有趣的數據，

拿來整理一下，便整理出三個有趣的結果。 

(一) 二次函數的切線斜率定理： 

 

 

 

Pf: 由定理一知：L 斜率為 2mx1 

且  AP̅̅̅̅ 斜率 =
y1 − 0

x1 − 0
=

mx1
2

x1
=  mx1 

L 斜率為AP̅̅̅̅ 斜率的 2 倍  得證 

 

讓我們回到最到最初的問題 

Qu: 𝐟(𝐱) = 𝐲 = 𝐱𝟐，過𝐀 (𝟏,𝟏)作其切線，求切線方程式為? 

我的解法二： 

設其頂點為 P，則AP̅̅̅̅ 斜率 = 1 

由定理四切線斜率性質知：過 A 的切線斜率 = 2 × AP̅̅̅̅ 斜率 = 2 

令切線方程式為y = 2x + b 

A 代入即可得其切線方程式為 y = 2x − 1 

 

(二) 拋物線的焦切點定理： 

 

過 y = mx2上一點 A (x1, y1)作其切線 L，連接 A 與y = mx2的頂點 P 

則：𝐋斜率為𝐀𝐏̅̅ ̅̅ 斜率的𝟐倍                           (定理四) 

過 y = mx2上一點 A (x1, y1)作其切線交其對稱軸於 P，已知 F 為其焦點， 

則：𝐅𝐀̅̅ ̅̅ = 𝐅𝐏̅̅̅̅                                             (定理五) 
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1. Pf:   設y = mx2的準線為 L，且 L 上有一點 H 使 AH 垂直 L 

由拋物線定義得知：FA̅̅ ̅ = AH̅̅ ̅̅ → ∆FAH 為等腰三角形 

∵ F 為y = mx2焦點  ∴ F(0,
1

4m
)  

又 ∵ L 為y = mx2準線 ∴ L：y = −
1

4m
 

由此得知 H 座標為：(x1, −
1

4m
) 

FH̅̅̅̅ 斜率 =

1
4m − (−

1
4m)

0 − x1
= −

1

2mx1
 

又由定理一知：AP̅̅̅̅ 斜率為2mx1 

                               → AP̅̅̅̅ 斜率 × FH̅̅̅̅ 斜率 = −1 

以上反推得AP̅̅̅̅ 垂直FH̅̅̅̅ → AP̅̅̅̅ 平分∠FAH 

AH ⃡    //FP̅̅̅̅  (AH、FP 同時垂直 y 軸)，由內錯角相等知：∠FPA = ∠PAH 

 ∠FPA = ∠FAP   →    FA̅̅ ̅ = FP̅̅̅̅    得證，推廣至拋物線得定理五 

 

2. 討論：𝐀𝐏̅̅ ̅̅ 、𝐅𝐇̅̅ ̅̅ 、𝐱軸是不是恰交於一點？ 

∵ FP̅̅̅̅ = FA̅̅ ̅ = AH̅̅ ̅̅   且  FP̅̅ ̅̅ //AH̅̅ ̅̅        ∴ AFPH 為菱形 → AP̅̅̅̅ 平分FH̅̅̅̅  

d(F, x 軸) = d(準線, x 軸)，又 x 軸與準線平行，是故 x 軸也平分FH̅̅̅̅  

由此知：𝐀𝐏̅̅ ̅̅ 、𝐅𝐇̅̅ ̅̅ 、𝐱軸恰交於一點，且此點為𝐅𝐇̅̅ ̅̅ 中點 

 

3. Qu: 𝐟(𝐱) = 𝐲 = 𝐱𝟐，過𝐀 (𝟏,𝟏)作其切線，求切線方程式為? 

我的解法三： 

F 為其焦點，F (0,
1

4
) (解釋見參之 2) 

則有FA̅̅ ̅ = √(
3

4
)

2

+ 12 =
5

4
 = FP̅̅̅̅   (根據定理五焦切點連線性質) 

由此可知 P 座標為(0, −1)，而AP̅̅̅̅ 即為其切線， 
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已知直線上相異兩點即可求出切線方程式 

(三) 拋物線的焦弦切線定理： 

如右下圖，作拋物線 c 的焦弦 A、B(A、B ∈ c)，F 為其焦點，分別過 A、B 做切線 AC、BC 

L 為其準線，再過 A、B 作 L 

垂線交其於 M、N，則下列 

四種性質成立： 

(1) 𝐀𝐂 ⃡    、𝐁𝐂 ⃡    、𝐋交於一點 

(2) ∠𝐀𝐂𝐁 = ∠𝐂𝐅𝐁 

              = 𝟗𝟎° 

(3) 𝐁𝐂 ⃡    平分∠𝐅𝐂𝐍， 

且𝐀𝐂 ⃡    平分∠𝐅𝐂𝐌 

(4) 𝐂為𝐌𝐍̅̅ ̅̅ ̅中點      (定理六) 

證明： 

如右下圖，拋物線 c 的焦弦 A、B(A、B ∈ c)，F 為其焦點， 

分別過 A、B 做切線AC2
 ⃡       、BC1

 ⃡     ，L 為其準線，再過 A、B 作 L 垂線交其於 M、N 

假設C1 ≠ C2 

 

( 1 ) BC1
 ⃡     交對稱軸於 P，則： 

∠C1BN 

= ∠C1PF (內錯角相等) 

= ∠FBC1 (由定理五得知) 

{

BN̅̅ ̅̅ = FB̅̅̅̅   (拋物線定義)

∠C1BN = ∠FBC1

BC1
̅̅ ̅̅ ̅ = BC1

̅̅ ̅̅ ̅(共用邊)

    

由SAS知：∆FBC1 ≅ ∆NBC1 

 BC1
̅̅ ̅̅ ̅平分∠FC1N   … ○1  

 FC1
̅̅ ̅̅ ̅垂直 AB      … ○2  
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 C1N̅̅ ̅̅ ̅ = C1F̅̅ ̅̅ ̅       … ○3  

( 2 ) AC2
̅̅ ̅̅ ̅交對稱軸於 Q，則： 

   ∠C2AM = ∠AQF (內錯角相等) 

                    = ∠QAF (由定理五得知) 

同理，由SAS知：∆FAC2 ≅ ∆MAC2 

 AC2
̅̅ ̅̅ ̅平分∠FC2M   … ○4  

 FC2
̅̅ ̅̅ ̅垂直AB̅̅ ̅̅        … ○5  

 C2M̅̅ ̅̅ ̅̅ = C2F̅̅ ̅̅ ̅        … ○6  

( 3 ) ∠AFB = ∠AFC2 + ∠C2FC1 + ∠C1FB (= 180 + ∠C2FC1) 

由○2 ○5 知：∠AFB > 180°；但 F 在 AB 上，∠AFB 應為 180° 

∴ 假設錯誤，C1 = C2(= C) → (1) AC ⃡   、BC ⃡   、L 交於一點     得證 

( 4 ) 結合上述與○1 ○4 則可得：BC̅̅̅̅ 平分∠FCN 且 AC̅̅ ̅̅ 平分∠FCM       (3)  得證 

( 5 ) ∠ACB = ∠FCA + ∠FCB 

                =
1

2
(∠FCM + ∠FCN)  = 90°   (∵ BC̅̅̅̅ 平分∠FCN 且 AC̅̅ ̅̅ 平分∠FCM)   

又由○2 結合上述知：FC ⃡   垂直AB ⃡     → (2) ∠ACB = ∠CFB = 90°   得證 

( 6 ) 由○3 ○6 結合上述知：CM̅̅ ̅̅ = CN̅̅ ̅̅ = CF̅̅̅̅ → (4)C 為MN̅̅ ̅̅̅中點   得證 

 

Qu: 𝐟(𝐱) = 𝐲 = 𝐱𝟐，過𝐀 (𝟏,𝟏)作其切線，求切線方程式為? 

我的解法四： 

F 為其焦點，F (0,
1

4
) (解釋見參之 2)；FA ⃡   ：y =

3

4
x +

1

4
 

{
y = x2

y =
3

4
x +

1

4

          上式代入下式後，得x2 −
3

4
x −

1

4
= 0 →  (x − 1)(x −

1

4
) = 0 

→  其與 y = x2另一交點的 x 座標為 
1

4
 

由定理六之(4)：C 的 x 座標 = 兩焦點的 x 座標相加 ÷ 2 =
3

8
 

C 在準線 y = −
1

4
上，C 的 y 座標 = −

1

4
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AC ⃡   就是過 A 的切線，兩點代入便能求解 

五、延伸～多項式函數切線與極值問題： 

  我們都知道一個多次函數可以拐好幾個彎，但高一卻沒談過這種問題，以重根的觀點探

討三、四次函數的切線似乎是可行的，且可再利用切線來探討極值問題。 

前論、重新思考切線對於函數的意義： 

    我們都知道過線上一點作拋物線的切線時，此直線與拋物線只交與一點，但若討論多項

式函數的切線交點時並沒有那麼單純，以下是我由三次函數切線的討論所得的結果： 

設三次函數切線方程式為y = mx + n，三次函數y = mx + n 

經觀察得知，三次函數與切線方程式(不包括過反曲點的切線)必有兩交點 ∴

{
f(x) = y = ax3 + bx2 + cx + d
g(x) = y = mx + n                        

中，x 有兩解 

 ax3 + bx2 + cx + d = mx + n 這方程式中，x 有兩實數解 

由虛根成對定理知：其虛根可能有 0 或 2 個(由代數基本定理：三次方程式中根共有三個) 

但 ax3 + bx2 + cx + d = mx + n 中 x 有兩實數解(f(x)與 g(x)有兩交點) ∴ 其此方程式無虛根 

因此可推知：此方程式有一雙重根與另一實根 

F(x)(= f(x) − g(x))是一個三次函數，其與 x 軸切於 P(xP, yP)、並交於另一點 Q(xQ, yQ) 

由勘根定理：P 兩旁的點皆在 x 軸的同一側，代表這兩個點之間有偶數個根使F(x) = 0 

                           ∴ xP為𝐹(𝑥) = 0 的雙重根 

      同理：Q 兩旁的點分別在 x 軸的不同側，代表這兩個點之間有其數個根使F(x) = 0 

                           ∴ xQ為𝐹(𝑥) = 0 的另一實根 

 

推廣： 

1. 若多項式函數f(x)的切線g(x)於 x = A1時相切，則A1兩旁的點在 g(x)的同一側 

同理亦可知A1為 f(x) − g(x) = 0 的重根，且為偶數重根(不一定為雙重根)，得： 

一多項式函數f(x)的切線g(x)交其於𝐴1(𝑥𝐴1, 𝑦𝐴1), 𝐴2(𝑥𝐴2, 𝑦𝐴2), 𝐴3(𝑥𝐴3, 𝑦𝐴3) … 𝐴𝑛(𝑥𝐴𝑛 , 𝑦𝐴𝑛) 

且A1為其切點且不為f(x)的反曲點，則：𝑥𝐴1為 f(x) − g(x) = 0 之偶數重根   

                                   𝑥𝐴2、𝑥𝐴3 … 𝑥𝐴𝑛為f(x) − g(x) = 0 之另外幾個實根 
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2. 再利用切線定理討論多項式函數的極值，我們知道若函數在x = xA , xB … xn時有極值， 

則過這些出現極值的點作切線時，所有切線皆為水平線 

設f(x)過 A(m, 𝑓(𝑚))的切線方程式為y = k，則由推廣 1：m 為𝑓(𝑥) − k = 0 的雙重根 

故有：多項式函數 f(x)，若 x = m 時有極值 k，則：𝐦為𝐟(𝐱) − 𝐤 = 𝟎的偶數重根 

 

(一) 三次函數的切線方程與極值： 

𝐐𝐮𝟏：過𝐀(𝟏, 𝟏)作𝐟(𝐱) = 𝐲 = 𝐱𝟑的切線，求切線方程式？ 

設f(x) = y = x3，切線方程式 g(x) = y = ax + b 

由推廣 1：解方程式 f(x) − g(x) = 0，其中會有一重根 x = 1，還有另一實根 m 

    →   x3 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0 有一重根 x = 1，還有另一實根 m 

設 x3 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = (𝑥 − 1)2(𝑥 − 𝑚) 

(𝑥 − 1)2(𝑥 − 𝑚)乘開得x2係數： − m − 2 

又 x3 − ax − b 中x2係數 = 0 

∴ −m − 2 = 0，m = −2 

將 m 代回求得 b = −2 

又y = ax + b 過(1,1)，得切線方程式：y = 3x − 2 

 

 

𝐐𝐮𝟐：試求𝐟(𝐱) = 𝐲 = 𝐱𝟑 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐𝐱 − 𝟏中，在𝐱為多少時有極值？ 

設f(x)在 x = m 時有極值 k，由推廣2：𝐱𝟑 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐𝐱 − 𝟏 − 𝐤 = 𝟎的一重根為𝐦 

再設x3 + 2x2 − 2x − 1 − k = (x − m)2(x − t) = x3 − 2mx2 − tx2 + m2x + 2mtx + m2t 

對應係數得：{
−2m − t = 2      
m2 + 2mt = −2

 

上式整理為 − 2m − 2 = t 代入下式：m2 + 2m(−2m − 2) = −2 

→  3m2 + 4m − 2 = 0 ，解得：m =
−4 ± √16 + 4 × 3 × 2

6
=

−2 ± √10

3
 

x =
−2 ± √10

3
時有極值 
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(二) 討論反曲點： 

切線 g(x)在 x = a 時與多項式函數 f(x)相切，a 象徵著函數相減 = 0 的偶數重根 

那 a 若象徵著函數相減 = 0 的奇數重根呢？我們立即想到反曲點。在多項式函數 f(x)凹向變

換一次的片段作切線g(x)，切於 A、交於 B，我們若將 A 不斷地靠近 B，使 A、B 重合，則重

合的那一點便為f(x)在此片段的反曲點 (因為反曲點為凹向改變的點，因此過反曲點的切線

不能與此片段有任何交點) 

 

因此我們可以說： 

一多項式函數f(x)的切線g(x)交其於𝐴1(𝑥𝐴1, 𝑦𝐴1), 𝐴2(𝑥𝐴2, 𝑦𝐴2), 𝐴3(𝑥𝐴3, 𝑦𝐴3) … 𝐴𝑛(𝑥𝐴𝑛 , 𝑦𝐴𝑛) 

且A1為其反曲點，則：𝑥𝐴1為 f(x) − g(x) = 0 之奇數重根   

                    𝑥𝐴2、𝑥𝐴3、𝑥𝐴4 … 𝑥𝐴𝑛為f(x) − g(x) = 0 之另外幾個實根 

 

(三) 歸納： 

綜合上述進行整理，可得以下結論： 

1. f(x)為一多項式函數，g(x)為其在 x = a1時的切線，則f(x) − g(x)均可以此一般式表示： 

k(x − a1)m(x − a2)(x − a3) … (x − an)     ( m ∈ N ≥ 2，k ∈ R) 

2. k 為首係數，k 的值由 f(x)的首係數決定，無特殊意義，只是拿來使一般式合理化 

3. 一般式可能有數種寫法，但一種g(x)就只有一種一般式 

4. 若m為偶數，則a1不是反曲點；若 m 為奇數，則a1必為反曲點；且反之皆成立 

5. 若m為偶數，則有兩種情況：(1)解出 g(x)為斜直線，則a1僅代表兩函數的切點 x 座標 

                            (2)解出 g(x)為水平線，則代表 f(x)在 x = a1時有極值 
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(四) 處理簡易根式： 

𝐐𝐮𝟏：過𝐀(𝟖, 𝟐)作𝐟(𝐱) = 𝐲 = √𝒙𝟑  的切線，求切線方程式？ 

Sol：y = √𝑥3 = 𝑥
1

3 

    將 x、y 互換：x = y
1

3 →  𝑦 = 𝑥3 

    ∴ y = x3與 y = √x3  互為反函數 → 兩函數對稱於 y = x 

以 y = x 為對稱軸，A 的對稱點為(2,8)過(2,8)作 y = x3的切線，依據前述歸納： 

設 g(x)為其過 x = 2 時的切線，則可再設 y − g(x) = (x − 2)2(x − a) = x3 − g(x) 

→ −a − 4 = 0 (x2項相等)，𝑎 = −4 ，乘開得：g(x) = 12x − 16 

又可知 g(x)過(0, −16), (1, −4) 

以 y = x 為對稱軸，g(x)的對稱直線即為過(0, −16), (1, −4)對稱點的直線 

得切線方程式：y − 1 =
1

12
(x + 4) → y =

1

12
x +

4

3
 

 

 

第二部分：討論 “弦” 

一、 平行弦定理： 

 

設一拋物線方程式為y = mx2 

兩平行弦為AB ⃡    : y = ax + b、CD ⃡   : y = ax + c 

A、B 為 y = ax + b 與 y = mx2之交點 

→  A、B 的 x座標分別為 

  mx2 − ax − b = 0 的兩解 

由根與係數關係： 

A、B 中點 P 之 x 座標為

a
m

  2  
=

a

2m
 

同理：C、D 中點 Q 之 x 座標也為
a

2m
 

→ QP ⃡   平行於對稱軸                            推廣至拋物線得定理七 

作拋物線兩相互平行的弦，並取這兩條弦的中點，則：其中點連線平行於軸 
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二、 弦交角問題： 

    若圓周角對到同一個弧，則角度都相等；我將圓周角的概念引入拋物線，新定義一個新

的角稱弦交角(定義見參之 3)，很顯然的，弦交角不可能遵守這個規律，但他一定有個範圍，

此節就以此為中心發展理論。首先，在找出弦交角問題的解法前要先介紹我最初的想法： 

(一) 基本想法：若弦交角與圓扯得上關係，弦交角的大小便可容易的求得 

(二) 等角問題：(定義見參之 3) 

1. Qu：有一拋物線 P：y = 0.5x2與 A(−3,4.5) , B(2,2)，ABP̂上有一點 M(1,0.5)與另一點 N 

其中，∠AMB = ∠ANB，求 N 之座標。 

Sol：求過A、B、M 得圓方程式得：x2 + 𝑦2 + 1.5𝑥 − 5.5𝑦 = 0 

{ 
 x2 + 𝑦2 + 1.5𝑥 − 5.5𝑦 = 0

 y = 0.5x2                                
 

→ 𝑥2 + 0.25𝑥4 + 1.5𝑥 − 2.75𝑥2 = 0 

→ x4 − 11x2 + 6x = 0 

∵ A, B, M 皆為其交點 ∴ x = −3,2,1 解為以上方程式之解 

→ (x + 3)(x − 2)(x − 1)為 x4 + 𝑥2 − 5𝑥 的因式 

相除易得另一因式為x → N(0,0) 

1. 等角問題：(定義見參之 3) 

拋物線有弦AB̅̅ ̅̅，作一圓 O 交拋物線於 A、B、

D、E，則 α = β = 0.5 AB̂  

2. 極角問題：(定義見參之 3) 

拋物線有弦AB̅̅ ̅̅ ，作一圓 O 交拋物線於 A、

B，切於 C，在拋物線AB̂上取另一點 D， 

則：α < β  (∵ 同對AB̂但 α 在圓上 β 在圓內) 
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(三) 極角問題：(定義見參之 3) 

1. 用切線解最大值： 

如圖：AB̅̅ ̅̅ 為拋物線 y = x2的一弦 

∠ACB 為同對AB̂P的最小弦交角 

∠ADB、∠AEB、∠AFB 皆為對 

AB̂P的弦交角 

隨著弦交角頂點越遠離C， 

弦交角的角度似乎就跟著變大 

所以若要找最大弦交角的頂點座

標的話，就是找同對AB̂P的弦交角

中的頂點，距離最小弦交角頂點

最遠的，但又不能違背定義，因此最大弦交角的頂點應該極接近B 

那角度呢？如果F 極接近 B 的話，FB ⃡   不就可視為拋物線過 B 點的切線？ 

故切線就是解最大值的關鍵 

 

2. 單點切圓定理： 

 

 

證明： 

(1)引理：圓切拋物線切於相異兩點，則此兩點連線垂直於對稱軸 

  引理證明： 

拋物線方程為 y = mx2，設兩切點座標為A(a, ma2), B(b, mb2)， 

兩切線分別為L、M 且交於 P   L、M同時是圓也是拋物線的切線 

則由定理一，L：y = 2max − ma2，G：y = 2mbx − mb2 

求 L、M 交點得 P (
a + b

2
, mab)   ∵ 圓切線段等長 ∴ AP = BP 

(a −
a + b

2
)

2

+ (ma2 − mab)2 = (b −
a + b

2
)

2

+ (mb2 − mab)2 

一拋物線，作圓 O 使其交拋物線於 A、B，切於 C，作AB̅̅ ̅̅ 中垂線，交圓 O 於 M、N，

連接CM ⃡    、CN ⃡    ，則兩直線之中：其中一條垂直對稱軸，另一條平行對稱軸  (定理八) 
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化簡得 a2 = b2 → a = ±b(正不合)，ma2 = mb2，故 AB 垂直於對稱軸   得證 

延伸性質：圓的圓心 O(因 OA = OB)與 P(因
a + b

2
= 0)皆在對稱軸上  

 

 

(2) 如右圖，圓O切拋物線於C，交

於A、B，L為拋物線過C的切線，H

為AB上一點，且OH為AB中垂線，

OH      交圓O於D，HO      交圓於E，則  

∵ 圓 O 切拋物線於 C 

∴ L 也為圓 O 過 C 的切線 

 切圓圓心必在垂直L且 

   通過C的直線上 

 

(3) 以C為中心縮小圓O，得圓O’(O′ ∈ OC)使AB̅̅ ̅̅ → 0， 

此時 D 被縮小至D′ (d(D′, AB) ← 0 )  可視拋物線切於另一異於 C 的點 D’ 

由引理：CD′垂直對稱軸   即 CD 垂直對稱軸 

又∠DCE = 0.5∠DAE = 90°， ∴ CE 平行對稱軸     命題得證 
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3. 用單點切圓定理解最小值： 

Qu：如圖，AB̅̅ ̅̅ 為拋物線 y = x2的一弦(A(−1,1), B(2,4))，∠ACB 為同對AB̂P 

弦交角中的最小角，求 C 座標？ 

Sol： 

(1) 求AB̅̅ ̅̅ 中垂線方程式得： 

DE ⃡    ：y = −x + 3 

令 C(x, x2)，則由單點切圓定理知： 

D(x, −x + 3)、E(−x2 + 3, x2) 

易得圓 O 圓心 O 座標： 

(
x − x2 + 3

2
,
−x + 3 + x2

2
) 

 

(2) ∵ OA̅̅ ̅̅ (= OB̅̅ ̅̅ ) = OC̅̅̅̅  

      ∴ √(
x − x2 + 3

2
+ 1)

2

+ (
−x + 3 + x2

2
− 1)

2

= √(
x − x2 + 3

2
− 𝑥)

2

+ (
−x + 3 + x2

2
− 𝑥2)

2

 

→ (
x2 − x − 5

2
)

2

+ (
x2 − x + 1

2
)

2

= (
x2 + x − 3

2
)

2

+ (
x2 + x − 3

2
)

2

  

→ (x2 − x − 5)2 + (x2 − x + 1)2 = (x2 + x − 3)2 + (x2 + x − 3)2 

→ 2x4 − 4x3 − 6x2 + 8x + 26 = 2x4 + 4x3 − 10x2 − 12x + 18 

→ 8x3 − 4x2 − 20x − 8 = 0 

→ (x + 1)(x − 2)(2x + 1) = 0 

故得 x = −
1

2
             →   C (−

1

2
,
1

4
) 

     也就是當 C 在 (−
1

2
,
1

4
)時，∠ACB 即為同對AB̂P的最小弦交角 
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三、 中心轉弦問題：  (定義見肆之 5)  

1. 發現： 

定理六告訴我們過焦點做拋物線的弦，並以此為弦邊做阿基米德三角形，則三角形頂點

必在準線上，那把焦點變成任意一個拋物線內部的點呢？我們發現阿基米德三角形的頂

點軌跡永遠在一直線上，這條直線將受拋物線的縮放與點(中心)位置的改變影響，值得好

奇的是這條直線有什麼特殊的性質，方程式又是什麼？ 

 

2. 性質： 

拋物線上有兩動點 A、B，連接得弦AB̅̅ ̅̅   

並在上面取一定點C，已知以ACB̅̅ ̅̅ ̅̅ 為弦邊的所

有阿基米德三角形(定義見參之 4)頂點集合

為一直線(L)： (定理九) 

(1) 其中必有一弦垂直於對稱軸： 

d(此弦,拋物線頂點) =  

d(L 與對稱軸的交點,拋物線頂點) 

(2) 其中必有一弦被 C 平分：此弦平行於 L 

 

3. 性質證明： 

(1) 由定理十之(2)、(3)可推得：阿基米德三角形弦邊

的中點與頂點的連線被拋物線所平分------ ① 

如右圖，∵ BC 垂直對稱軸 ∴ BC 中點 D 在對稱軸上 

E 為阿基米德三角形的頂點，由定理十之(1)： 

E 也在對稱軸上 → DE 交對稱軸於拋物線頂點 

d(BC,拋物線頂點) = d(D,拋物線頂點) 

                   = d(E,拋物線頂點)  (∵ ①) 

                                     = d(L(頂點集合)與對稱軸的交點,拋物線頂點)  命題得證 
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(2) 如右圖，拋物線有弦BC̅̅̅̅ ，A 平分此弦， 

以BC̅̅̅̅ 為弦邊的阿基米德三角形頂點為 D 

L 為「頂點集合」，M 為拋物線對稱軸

， 

AF̅̅̅̅ 、DE̅̅ ̅̅ 垂直M，M、B交於H，拋物線頂

點為J，KJ ⃡  亦垂直 M，AD ⃡    交拋物線於 I， 

M、L 交於 G，N 為拋物線過 I 的切線： 

A. 由定理十知： 

   AI = ID(①)，FJ = JG(②)，N//BC(③

) 

由定理四知：N 斜率為 IJ 的兩倍 

結合③ → BC 斜率為 IJ 的兩倍 → −
FH

AF
= 2 (−

IK

KJ
)   → FH = 2IK  (④) 

B. EG = FG − AD = 2FJ − 2AI  (由①、②得知) = 2IK = FH  (由④得知) 

C. 綜合上述：AD = FH + HE = HE + EG = HG 

又由定理十之(1)：AD//HG 

故ADGH 為平行四邊形，命題得證 

4.  找出頂點集合的方程式： 

Qu：拋物線y = 0.5x2上有兩動點 A、B，連接得弦AB̅̅ ̅̅  ，並在上面取一定點C(1,1)，已知以ACB̅̅ ̅̅ ̅̅

為弦邊的所有阿基米德三角形頂點集合為一直線，求此直線的方程式： 

Sol：我們當然可以用軌跡的方法進行處理，但算式太過複雜，這條直線的性質變成了解題工具， 

剛才在證明第二個性質時，我們就發現BC 斜率為 IJ 的兩倍 (圖請見此節 3 − (2)) 

現在又知道 L//BC ，L 斜率便為 IJ 的兩倍，應用在此題： 

直線的斜率為(1,0.5)與頂點(0,0)連線斜率的 2 倍，即此直線斜率為 0.5 × 2 = 1 

又由定理九之(1)知：直線也通過 (0, −1) 

如此一來，我們便可簡便的算出此直線的方程式為 y = x − 1 
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陸、結論： 

一、定理研究 

定理一 過 y = mx2上一點 A (x1, mx1
2)作其切線，則：切線方程式為 𝐲 = 𝟐𝐦𝐱𝟏𝐱 − 𝐦𝐱𝟏

𝟐 

定理二 A, B, C, D, E分別為二次函數 a, b, c, d, e上的點，a, b, c, d, e 頂點皆為 F，過A, B, C, D, E分

別作a, b, c, d, e的切線f, g, h, I, j，其中f, g, h, I, j斜率皆相同， 

則：𝐀, 𝐁, 𝐂, 𝐃, 𝐄, 𝐅共線                    

定理三 所有拋物線都相似 

 

定理四 過二次函數上一點 A 作其切線 L，連接 A 與二次函數的頂點 P， 

 則：𝐋斜率為𝐀𝐏̅̅ ̅̅ 斜率的𝟐倍 

定理五 過拋物線上一點 A 作其切線交其對稱軸於 P，已知 F 為其焦點， 

則：𝐅𝐀̅̅ ̅̅ = 𝐅𝐏̅̅̅̅  

定理六 作拋物線 c 的焦弦AB̅̅ ̅̅ (A、B ∈ c)，F 為其焦點，分別過 A、B 做切線AC ⃡   、BC ⃡   ， 

L 為其準線，再過 A、B 作 L 垂線交其於 M、N，則有下列四種性質： 

(𝟏)𝐂 ∈ 𝐋                                                               (𝟐)∠𝐀𝐂𝐁 = ∠𝐂𝐅𝐁 = 𝟗𝟎° 

(𝟑)𝐁𝐂平分∠𝐅𝐂𝐍，且𝐀𝐂平分∠𝐅𝐂𝐌        (𝟒)𝐂為𝐌𝐍中點  

 

定理七 作拋物線兩相互平行的弦，並取這兩條弦的中點，則：中點連線平行於軸 

定理八 一拋物線，作圓 O 使其交拋物線於 A、B，切於 C，作AB̅̅ ̅̅ 中垂線，交圓 O 於 M、N， 

連接CM ⃡    、CN ⃡    ，則兩直線之中：其中一條垂直對稱軸，另一條平行對稱軸 

定理九 拋物線上有兩點 A、B，連接得弦AB̅̅ ̅̅  並在上面取一定點C， 

以ACB̅̅ ̅̅ ̅̅ 為弦邊的所有阿基米德三角形中： 

(1) 滿足上述條件的所有阿基米德三角形頂點的集合為一直線(L) 

(2) d(通過 C 垂直於對稱軸的弦,頂點) = d(L 與對稱軸的交點,頂點) 

(3) ACB̅̅ ̅̅ ̅̅ 若平行於 L，則𝐂平分弦 𝐀𝐁̅̅ ̅̅  
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定理十 阿基米德三角形三大定理：(本說明書之參考定理，證明略) 

(1)  阿基米德三角弦邊的中線平行拋物線的軸 

(2)  阿基米德三角形弦邊的中位線為拋物線的切線 

(3)  阿基米德三角弦邊的中線、拋物線與弦邊的中位線交於一點 

 

二、點與拋物線的位置關係： 

已知 y = mx2與一點 (x1, y1)，則：x1
2 −

y1

𝑚
{

< 0 → 點在 y = mx2內部

= 0 → 點在 y = mx2上     

> 0 → 點在 y = mx2外部

    

 

三、重根觀點看切線： 

(1) f(x)為多項式函數，g(x)為其在 x = a1時的切線，則f(x) − g(x)均可以此一般式表示： 

        k(x − a1)m(x − a2)(x − a3) … (x − an)     ( m ∈ N ≥ 2，k ∈ R) 

(2) k 為首係數，k 的值由 f(x)的首係數決定，無特殊意義，只是拿來使一般式合理化 

(3) 一般式可能有數種寫法，但一種g(x)就只有一種一般式 

(4) 若m為偶數，則a1不是反曲點；若 m 為奇數，則a1必為反曲點；且反之皆成立 

(5) 若m為偶數，則有兩種情況：(1)解出 g(x)為斜直線，則a1僅代表兩函數的切點 x 座標 

                           (2)解出 g(x)為水平線，則代表 f(x)在 x = a1時有極值 

 

四、 問題與解決： 

1. 弦交角等角問題：關鍵在於作圓，並觀察是否符合弦交角的定義 

2. 弦交角極角問題：最小角頂點座標可利用單點切圓定理找出，但仍需觀察是否符合弦交角 

                的定義，最大角頂點座標則找距離最小角頂點座標最遠且仍符合定義者 

                (若欲找出角度，則可利用反三角函數) 

3. 中心轉弦問題：利用直線的性質可以非常簡便的算出此直線的方程式，進而避免許多經由                

              軌跡而產生的複雜運算 
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柒、未來展望： 

一、發展出更多有關拋物線的定理 

二、利用重根觀點來解更特殊函數圖形的切線，如指數函數、對數函數與三角函數…等 

三、發展重根觀點解多項式函數的切線時的規律性，統整後使其更為好用 

四、將弦交角做更多不同的延伸使其在拋物線上更為實用 

五、研究拋物線各種特殊點的軌跡方程式，歸納並整理之 

六、深入研究各種拋物線上的三角形 

七、利用窮盡法求拋物線的長 
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【評語】050401  

這篇文章從研究拋物線的切線開始，它未使用微積分的知識，

直接由切線與拋物線恰好交於一點的方法進入，推導出切線方程式，

之後並探討焦弦切線定理。 

接著將思路延伸到多項式函數的切線，以重根解讀水平切線並

討論極值問題。甚至處理開立方函數的切線方程式。這些部分已經

有微積分初步的想法，將來有機會學習微積分，必能更深入地了解

其用意。 

這篇論文另有第二部分，討論拋物線的平行弦、弦交角、單點

切圓、中心轉弦等相關性質、極其用心。整體來說是一篇用心的作

品，日後累積更多數學知識之後，應該可以深入數學殿堂。 

050401-評語 
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