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摘要 

三角形內心中，我們發現新理論將內心沿角平分線至頂點放大"特定倍率"產生新三角形其重

心與原三角形內心共點。內心沿角平分線點放大另一"倍率"產生另一三角形又和原三角形內

心共點，並稱為頂內與邊內三角形，兩三角形不僅全等且圖形疊代形成完美心對稱圖形。再

利用向量理論創出新三角形通式使原三角形垂心或外心變換成新三角形重心。內心能變重

心，重心也能變內心嗎?我們再找出並與原三角形合稱三共軛三角形，討論三者關係。最後

在角平分線上找出和原三角形共圓的三角形，發現原三角形內心和新三角形垂心共點且兩三

角形外心亦共點的特殊現象，進行重複疊作三角形最終將收斂為正三角形，並修正第 52 屆

科展高中組心心相印類似研究的錯誤。 

 

壹、 研究動機 

在寒假期間，我們研讀了第54屆中小學科展第一名的作品，他們是以重心作發展，所以

我們就想說從內心試試看，於是再參考陳建燁老師”角比例共軛點”這份報告，學到"共軛"的

觀念，就開始了我們的研究，一開始我們將原三角形由內心到頂點的距離放大對應邊長倍畫

出三點，連線形成放大三角形，發現原三角形與放大三角形內心和重心共點，我們定義為共

軛三角形，後來再以代數式證明出任意三角形也是如此，驚喜之餘我們去探討共軛三角形之

間的面積比例關係，後來還發展出其頂內與邊內三角形，且此兩三角形呈現完美的心對稱圖

形，面積比為1: 1，不過我們對此仍不滿足，於是又參考了第52屆科展高中組之作品

”心心相印”以及有關三角形的各類高中書籍(南一、三民、龍騰出版社)，後來我們利用向量

理論作出了一套創新的通式，可以把垂心、外心、內心都換成重心，並且還研究出三共軛三

角形彼此內心、重心互換以及面積比例的探討，最後我們還作出了共圓三角形和其重複疊作

圖形的性質，不過在交出報告之前，我們終於發現一個一直困擾我們很久的問題的答案，我

們找出了第 52 屆科展高中組”心心相印”的錯誤之處，詳細舉出並且訂正，作為一個震撼的

結束。 
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貳、 研究目的 

一、以尺規作圖法探討特殊三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與內心的關係 

(一) 探討邊長為3，4，5單位長之三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三 

    角形內心的關係。 

(二) 探討邊長比1，1，√2單位長之三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與原 

    三角形內心的關係。 

(三) 探討邊長比1，√3，2單位長之三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與原 

三角形內心的關係。 

(四) 探討任意三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三角形內心的關係 

(五) 由原三角形內心與角平分線延伸，連接至大三角形頂點所切割之三塊三角形中，小 

    三角形與大三角形的面積比探討。 

   (六)由原三角形內心與角平分線延伸連接至大三角形頂點所切割之三塊大 

       三角形面積比。 

   (七) 共軛三角形中大三角形和原三角形的面積關係。 

二、以代數式證明確認出：任意三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三角形內

心的關係 

三、探討任意三角形:頂內三角形與邊內三角形兩者之面積比例關係，並形成完美的心對稱

圖形關係 

四、共軛三角形之中，大三角形和原三角形的面積關係再論 

五、垂心，內心，重心，外心，此四心互換之向量座標研究 

六、三共軛三角形彼此之間內心與重心互換性質探討 

七、將原三角形做外接圓，並以原三角形三條角平分線延長，和原三角形的外接圓相交所得

到的三個交點，再將這 3 個點連線形成另一個三角形，此三角形與原三角形的關係探討 

八、重複疊作上述第七點之共圓的三角形彼此之間的性質探討 

九、找出第52屆科展高中組"心心相印"類似研究錯誤 
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參、 研究設備及器材 

筆、紙、描圖紙、電腦(AutoCAD，GeoGebra)、三角板、圓規、直尺 

 

肆、研究過程與方法 

一、名詞定義： 

(一) 共軛三角形：從原三角形內心至三頂點的距離，放大對應邊長的倍率， 

             將其連線形成的三角形(原三角形內心與放大三角形重心 

             共點)，則我們定義此兩三角形為共軛三角形(如圖 1)。 

    (二)頂內三角形：和原三角形形成共軛三角形的這個三角形，稱為頂內三角 

                    形，因為此三角形，係由原三角形內心和原三角形三頂 

                    點，向外延伸特定倍率後(註 1)所作成的三角形(如第4頁 

                    圖1：∆A′ B′ C′)。 

                    (註 1：所謂的特定倍率係指乘上其對應邊長倍數之倍率) 

    (三)邊內三角形：從原三角形的內心至三個角平分線點的距離，放大兩側邊 

            長相加的倍率，將三點連線形成的三角形，則此三角形 

            為邊內三角形，因為此三角形，係由原三角形內心和三 

            邊(角平分線點)，向外延伸特定倍率(註 2)所作成的三角 

            形，故稱為邊內三角形。 

                   (註2:所謂的特定倍率，係指乘上其兩側邊長相加的倍率) 

  (四)三共軛三角形：原三角形內心與其放大三角形重心共點，稱為共軛三 

            角形，再加入原三角形的內心至三頂點連線所切割出 

            的三塊三角形中，各重心連線所形成之三角形，此三 

            角形的內心與原三角形重心共點，因為這三個三角形 

            有著內心變重心、重心變內心的互換關係，因此定義 

            此三個三角形為三共軛三角形。 
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二、尺規作圖法探討特殊三角形與其放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三角形內心關係 

 (一)邊長 3，4，5 的原三角形內心與其放大後三角形之重心共點(圖 1) 

       △ A’B’C’：放大三角形 

       △ ABC：原三角形 

        D. E. F：角平分線點 

         D’. E’. F’：中點 

       I：原三角形內心 

         G：放大三角形重心 

             

       1.尺規作圖:先作出原三角形的內心 

  ( 1 ) 作出△ ABC 之角平分線： 

○1 以 A 點為圓心，適當的長度為半徑畫弧 

○2 交角的兩邊於P、Q兩點 

○3 再以P、Q兩點為圓心，大於
1

2
PQ 的 弧長為半徑畫弧 

○4 兩弧交於ℓ 點 

○5 連接Aℓ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗為角平分線 

      ( 2 ) ∠B、∠C 之角平分線亦可照此法畫出 

        ( 5 )三條角平分線之交點即為  ABC 之內心 (點 I ) 

      2.由內心至各頂點之長度為基準，並且將此長度放大其所對應的三角形邊長倍， 

      以此稱為"延伸長度" 

      ( 1 )先作出GA′̅̅ ̅̅ ̅ = GA̅̅ ̅̅ × 4 

○1 任意作出一角度，頂點標示為 A，在角的一邊作出1: 4的倍率，分別為  

              AH̅̅ ̅̅ =1 和HJ̅̅ ̅=4個單位長 

○2 在角的另一邊，以 A 點為圓心，並以頂點 A 到內心 I 半徑，畫出AI̅̅̅ 

A 

B C 

P Q 

ℓ 

圖 1-1 

圖 1-2 
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○3 利用平行線截等比例性質，作出GA′̅̅ ̅̅ ̅ = GA̅̅ ̅̅ × 4 

      ( 2 ) 內心與 B、C 兩點之距離放大對應邊長倍亦可照此法畫出 

      ( 3 ) 連接 A’、B’、C’， △ A’B’C’即為放大對應邊長倍後之三角形(畫完及前頁之圖 1) 

      ※此後作圖皆以上述之方法作出，亦不贅述。 

 本文尺規作圖法，作圖研究後發現”原三角形內心和放大後三角形的重心將重合”。 

(二) 探討等腰直角三角形與其放大對應邊長倍之三角形重心與原三角形內心的關係，即 

邊長為1，1，√2單位長的原三角形內心與其放大後三角形重心共點 

 

      證明: I 為 △ ABC的內心，G 為 △ A′B′C′的重心 

          1. 利用尺規作圖法 

           2. 根據尺規作圖做出長度為1，1，√2單位長(圖 3.4) ，再畫出1，1，√2 

             單位長的原三角形△ ABC， 

          3. 再畫出△ ABC 之角平分線AD̅̅ ̅̅ 、BE̅̅̅̅ 、CF̅̅̅̅ 得到點 I 為 △ ABC之內心，同 

            樣由內心至各頂點之長度為基準，並且將此長度放大其所對應的三 

            角形邊長倍，以此稱為"延伸長度"，作出△ A′B′C′ 

         4. 經尺規作圖法檢測B′C′̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中點，A′C′̅̅ ̅̅ ̅之中點，A′B′̅̅ ̅̅ ̅之中點後，發現D′為 

            B′C′̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中點，E′為A′C′̅̅ ̅̅ ̅之中點，F′為A′B′̅̅ ̅̅ ̅之中點，即點G為△  A′B′C′之 

            重心  (圖 2)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3 

圖 2 

 

圖 4 

 

G(I) 
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(三) 探討邊長為𝟏，√𝟑，𝟐單位長之三角形與其放大對應邊長倍後之三角形的重心與原 

    三角形內心的關係(圖 6) 

        仍發現邊長為1，√3，2 單位長的原三角形內心與放大三角形重心共點 

    證明: 

 1. G為△ ABC之內心，根據尺規作圖(圖 5.6.7)得:BF̅̅̅̅ . AE̅̅ ̅̅ . DC̅̅ ̅̅  為△ ABC 之 

   三角平分線，即 G點為△ ABC 之內心， 

      2.同理經尺規作圖法檢測B′C′̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中點，A′C′̅̅ ̅̅ ̅之中點，A′B′̅̅ ̅̅ ̅之中點後，發現D′為B′C′̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中 

點，E′為A′C′̅̅ ̅̅ ̅之中點，F′為A′B′̅̅ ̅̅ ̅之中點，即點I為△  A′B′C′之重心，E’為B′C′̅̅ ̅̅ ̅̅

之中點，D’ 

為 A’B’̅̅ ̅̅ ̅ 之中點，F’為A′C′̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中點，即I 為 △ A’B’C’之重心。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         △ ABC:原三角形   △ A’B’C’:放大三角形    D. E. F:角平分線點    

          D’. E’. F’:中點             I:內心(原三角形)         G:重心(放大三角形)  

(四) 探討任意三角形:頂內三角形與邊內三角形兩者之面積比例關係，並形成完美的新

對稱圖形 

        請參考第11頁 四、 

圖 5 

 

圖 6 

 

圖 7 

 

6



 

    (五) 三角形彼此間的面積比探討 

        探討由原三角形內心與角平分線延伸，連接至大三角形頂點所切割之三塊三角形中 

        小三角形與大三角形彼此間的面積比 

        由第 11 頁三、(二)得知 △ ABC 之內心與 △ A’B’C’重心共點(圖 8) 

     在△ ABC 與 △ A’B’C’之中 

     △ AGB：△ A′GB′ =
1

2
kℓ sinθ: 

1

2
(aℓ)(bk)sinθ =  1 ∶  ab 

     △ AGC： △ A′GC′ =
1

2
 mℓ sinδ: 

1

2
 (aℓ)(cm) sinδ = 1 ∶ ac 

     △ CGB：△ C′GB′ =
1

2
km sinΦ: 

1

2
(kb)(cm) sinΦ = 1: bc 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得到由原三角形之角平分線延伸連接大三角形頂點所切割之三塊三角形中 

小三角形與大三角形面積比為 1：兩側的邊長乘積倍 

(六)探討由原三角形內心與角平分線延伸連接至大三角形頂點所切割之三塊大三角形面積比 

    (圖𝟖) 

 由(二)的證明中△ A’B’C’之中 

    △ A’GC’的面積 =△ A’GB’的面積 = B’GC’的面積=1: 1: 1 

 所以得到 △ A’B’C’的重心為點 G 

 

圖 8 
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  所以我們可得到原三角形從內心分別與各角的角平分線延伸出與各對 

 應邊長相等倍數的”延伸長度 ”時可分別在延長線中截出三點，將此三點 

 連接所形成之三角形其重心與原三角形之內心共點，故原內心與連接大三角 

    形頂點所切割之三塊大三角形面積比為𝟏：𝟏：𝟏 

(七)在共軛三角形中放大三角形和原三角形的面積關係(圖𝟗) 

    △ CGB =
ar

2
 ,△ AGC =  

br

2
 ,△ AGB =

cr

2
---- ① 

    (其中 r 為原三角形的內切圓半徑) 

    由第 7 頁 二、(五)知: △ A′G′B′ = ab ×△ AGB,將①式代入，得 

    △ A′G′B′ = ab × (
cr

2
) =

abcr

2
同理 

    △ A′G′C′ = ac × (
br

2
) =

abcr

2
 

    △ C′G′B′ = bc × (
ar

2
) =

abcr

2
 

    故△ A′G′B′ ×△ A′G′C′ ×△ C′G′B′ =
a3b3c3r3

8
---- ② 

    △ AGB ×△ AGC ×△ CGB =
abcr3

8
 ------③ 

   
②

③
= a2b2c2 = (abc)2 

   我們得到 3 塊大三角形面積相乘是 3 塊小三角形面積相乘的"原三角形邊長 

   相乘的平方倍”也就是三塊大三角形面積相乘與三塊小三角形面積相乘，僅 

   和原三角形的三邊長相乘的平方有關。 

 

 

 

 

 

 圖 9 

 

8



 

三、探討任意三角形將它放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三角形內心重合：利用 

    數學代數式運算證明之 

    (一)利用△ ABC 面積 =
ah

2
＝

a×b sin∠ACB

2
(圖 8) 

        ∵(sin∠ACB＝
h

b
⇒  b sin∠ACB＝ h) 

        △ ABC ＝
ah

2
＝

a×b sin∠ACB

2
 

    同理△ 𝐀𝐁𝐂 ＝
𝟏

𝟐
𝐚𝐛 𝐬𝐢𝐧 ∠𝐀𝐂𝐁＝

𝟏

𝟐
𝐛𝐜 𝐬𝐢𝐧 ∠𝐂𝐀𝐁＝

𝟏

𝟐
𝐚𝐜 𝐬𝐢𝐧 ∠𝐀𝐁𝐂 

    △ ABC：原三角形 

    △ A’B’C’：放大三角形 

        I：原三角形之內心 

        G：大三角形之重心 

        ℓ：AG̅̅̅̅            k：BG̅̅̅̅  

        m：CG̅̅̅̅  

        θ：∠AGB 

        Φ：∠BGC 

        δ：∠AGC 

        aℓ：A’G̅̅ ̅̅̅ 

        bk：B’G̅̅̅̅̅ 

        cm：C’G̅̅ ̅̅  

        c：AB̅̅ ̅̅  

        a：BC̅̅̅̅  

        b：AC̅̅̅̅  

        S △ AGB：cs 

        S △ AGC：bs 

        S △ BGC：as 

 

圖 8 
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   (二)∵ 點 G 為 △ ABC 之內心，故點 G到△ ABC三邊等距離(角平分線定義) 

      ∴△ AGB： △ AGC： △ BGC =
1

2
ch：

1

2
bh：

1

2
ah= c：b：a 

  又△ AGB：△ A′GB′ =
1

2
kℓ sinθ: 

1

2
(aℓ)(bk)sinθ =  1 ∶  ab = c ∶  abc 

 △ AGC： △ A′GC′ =
1

2
 mℓ sinδ: 

1

2
 (aℓ)(cm) sinδ = 1 ∶ ac = b ∶  abc 

△ CGB：△ C′GB′ =
1

2
km sinΦ: 

1

2
(kb)(cm) sinΦ = 1: bc = a ∶  abc 

             所以當 △ AGB： △ AGC： △ BGC =
1

2
ch：

1

2
bh：

1

2
ah = c：b：a時 

         則△ A’B’C’之中△ A’GC’的面積 :△ A’GB’的面積 ∶ △ B’GC’的面積 = 1: 1: 1 

         所以得到 △ A’B’C’的重心為點 G 

             即𝐈(𝐆)為△ 𝐀𝐁𝐂的內心，且亦為△ 𝐀’𝐁’𝐂’的重心，得證。 

 

四、探討任意三角形:頂內三角形與邊內三角形兩者之面積比例關係，並形成完美的心對稱

圖形(圖𝟏𝟎) 

    先定義本文所設定之頂內三角形及邊內三角形的名詞定義。 

(一) 頂內三角形：和原三角形形成共軛三角形的這個三角形，稱為頂內三角形，因為此 

                三角形，係由原三角形內心和原三角形三點，向外延伸特定倍率後 

                (註 1)所作成的三角形(如第4頁圖1：∆A′ B′ C′)。 

                     (註 1：所謂的特定倍率係指乘上其對應邊長倍數之倍率) 

(二) 邊內三角形：從原三角形的內心至三個角平分線點的距離，放大兩側邊長相加的倍 

                率，將三點連線形成的三角形，則此三角形為邊內三角形，因為此三 

                角形，係由原三角形內心和三邊(角平分線點)，向外延伸特定倍率 

                (註 2)所作成的三角形，故稱為邊內三角形。 

                    (註2:所謂的特定倍率，係指乘上其兩側邊長相加的倍率) 

     頂內三角形∆𝐀′𝐁′𝐂′面積：邊內三角形∆𝐀′′𝐁′′𝐂′′面積 = 𝟏：𝟏 

     求證：∆A′B′C′ ≅ ∆A′′B′′C′′ 

 

10



 

     證明：1.因為IA̅̅̅：ID̅̅ ̅ = (b + c)：a(角平分線段分割比例) 

             令IA̅̅̅ = (b + c) × k，ID̅̅ ̅ = a × k，k ∈ R 

              IA′̅̅ ̅̅ = a × IA̅̅̅ = a × (b + c)k −○1  

              IA′′̅̅ ̅̅̅ = (b + c) × ID̅̅ ̅ = (b + c) × a × k −○2  

             ○1 = ○2  

     故IA′′̅̅ ̅̅̅ = IA′̅̅ ̅̅ ,同理IB′′̅̅ ̅̅̅ = IB′̅̅̅̅ ,又∠A′IB′ = ∠A′′IB′′(對頂角) 

     所以∆IA′B′ ≅ ∆IA′′B′′(SAS) 

     2.同理∆IA′B′ ≅ ∆IA′′B′′且∆IB′C′ ≅ ∆IB′′C′′ 

       又 ∆A′B′C′ = ∆IA′B′ + ∆IB′C′ + ∆IC′A′ 

       ∆ A′′B′′C′′ = ∆IA′′B′′ + ∆IB′′C′′ + ∆IC′′A′′ 

       故∆A′B′C′ ≅ ∆A′′B′′C′′ 

      且我們發現 G 點成為該星形圖形中完美的心對稱點 

      (∵ A′和A′′的中點為 I 且B′和B′′的中點為 I 且C′和C′′的中點為 I) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 10 
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伍、研究結果與討論 

五、共軛三角形兩者之間的面積比再論(圖 9) 

    r 代表原三角形的內切圓半徑，R 代表原三角形的外接圓半徑 

    △ GAB： △ GA′B′ = 1：ab ⇒△ GA′B′ = ab ×△ GAB = ab ×
cr

2
=

abcr

2
 

    △ GBC： △ GB′C′ = 1：bc ⇒△ GB′C′ = bc ×△ GBC = bc ×
ar

2
=

abcr

2
 

    △ GCA： △ GC′A′ = 1：ac ⇒△ GC′A′ = ac ×△ GCA = ac ×
br

2
=

abcr

2
 

    
abcr

2
＋

abcr

2
＋

abcr

2
=△ A′B′C′ =

3

2
abcr ⇒

2△A′B′C′

3r
= abc 

    △ ABC =
abc

4R
⇒△ ABC × 4R = abc 

    
2△A′B′C′

3r
=△ ABC × 4R = abc 

    △ ABC × 4R =
2△A′B′C′

3r
 

    △ ABC × 12Rr = 2 △ A′B′C′ 

    6Rr =
△A′B′C′

△ABC
    (R 代表外接圓半徑，r 代表內切圓半徑) 

    得到:△ 𝐀’𝐁’𝐂’:△ 𝐀𝐁𝐂 = 𝟔𝐑𝐫: 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 9 
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    我們發現:共軛三角形的這兩者三角形，面積之間的關係，僅和原三角形的外接圓半徑 

    以及內切圓半徑相乘有關。 

六、垂心，內心，外心，重心，此四心互換之向量座標理論研究 

    在偶然的機會中，我們有幸地發現將三角形中三條角平分線部分長度(內心到三頂點線段 

    長，乘上對邊的邊長倍後)，即可將原三角形內心轉換成另一個三角形的重心，那麼三角 

    形中其他的心(垂心、外心)是否也有機會，運用此方法轉換成另一個三角形的重心呢 ? 要 

    推導出此種關係，我們先尋找有關垂心與外心的資料後，發現在高中第三冊第三章—平 

面向量理論，其中有詳細說明，於是我們開始研究並引入外心與垂心的向量及向量的座 

標表示法: 

 垂心 H:在三角形中，三條高的交點，稱為垂心。(圖 11) 

 外心 O:在三角形中三條垂線的交點，稱為外心。(圖 12) 

               

   

 

 

 

 

 

    目前各類書籍，僅止於將重心及內心以直角坐標寫出重心(
𝒳1+𝒳2+𝒳3

3
，

𝒴1+𝒴2+𝒴3

3
)，及內 

    心(
𝒶𝒳1+b𝒳2+𝒸𝒳3

3
，

𝒶𝒴1+b𝒴2+𝒸𝒴3

3
)座標，重心向量:OG⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 且 0⃗⃗⃗  = GA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + GB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 

    GC⃗⃗⃗⃗  ⃗，內心向量:OI⃗⃗⃗⃗ =
a

a+b+c
OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

b

a+b+c
OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

c

a+b+c
OC⃗⃗⃗⃗  ⃗且 0⃗⃗⃗  = aOA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + bOB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + cOC⃗⃗⃗⃗  ⃗，如果我們能 

夠將垂心 H 調整成某一個△ A’B’C’的重心，那麼必然會出現HA′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  那麼這 

個時候，原△ ABC的垂心 H 就是另一個△ A′B′C′的重心了，還有如果能夠將外心 O 調整成 

    △ A′B′C′的重心，則同樣也會出現OA′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + OB′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + OC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ 那麼這個時候原△ ABC的外心就是 

圖 11 

 

圖 12 
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    另一個△ A′B′C′的重心了。 

    所以接下來我們試著推導出三角形外心、垂心向量座標: 

    (一)為了探討三角形的垂心，如何仿照內心延伸的方法，變成另一個三角形的重 

        心，首先先導入垂心的向量表示法: (垂心：三條高的交點，並假設BC̅̅̅̅ = a, CA̅̅̅̅ = 

        b, AB̅̅ ̅̅ = c) 

        1.                                                                         2.  

                         AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗| × cos θ         三角形的餘弦定理知(圖 13)    

                 = c× b × (
b2+c2−a2

2bc
)                         cos θ = 

b2+c2−a2

2bc
                            

                =  
b2+c2−a2

2
                         代回左式 

         3. 

                      AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × cos 0° = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
 (圖 14) 

           故 AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
 

           AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗| × cos 0° = |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
  

           故 AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
 

                    {
AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AH⃗⃗⃗⃗  ⃗| × cos∠BAH = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AD⃗⃗⃗⃗  ⃗|

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗| × cos θ = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |AD⃗⃗⃗⃗  ⃗|
 

            故  AH⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 同理 AH⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

            設垂心為 H，令AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

               

                        {
AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳|AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|

2
+ 𝒴AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

b2+𝒸2−𝒶2

2
 

AH⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
b2+𝒸2−𝒶2

2

 

        所以                                                   (由 1.可知) 

        {
𝒸2𝒳 + (

b2+𝒸2−𝒶2

2
)𝒴 =

b2+𝒸2−𝒶2

2

(
b2+𝒸2−𝒶2

2
)𝒳 + b2𝒴 =

b2+𝒸2−𝒶2

2

      解聯立並求出 

圖 13 

 

圖 14 
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        𝒳 =
(b2+𝒸2−𝒶2)(b2+𝒶2−𝒸2)

2(𝒶2b2+b2𝒸2+𝒸2a2)−(𝒶4+b4+𝒸4)
 

        𝒴 =
(b2+𝒸2−𝒶2)(𝒶2+𝒸2−b2)

2(𝒶2b2+b2𝒸2+𝒸2a2)−(𝒶4+b4+𝒸4)
 

        4.我們姑且先以𝒳,𝒴來表示AB⃗⃗⃗⃗  ⃗和AC⃗⃗⃗⃗  ⃗前方的係數，即AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗，再 

        調整向量起始點，改以 O 為起點 

        則  OH⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳(OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ − OA⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝒴(OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ − OA⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

            OH⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝒳 − 𝒴)OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒳OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 再將 O 代號，改成 H 為代號 

         ∴   HH⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ = (1 − 𝒳 − 𝒴)HA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒳HB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴HC⃗⃗⃗⃗  ⃗  

        再假設 

            HA′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝒳 − 𝒴)HA⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

            HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳HB⃗⃗⃗⃗  ⃗     

            HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝒴HC⃗⃗⃗⃗  ⃗  得 HA′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ，並連接 A'B'C'，形成△A'B'C' 

          5. 此時我們就可將 H 點看成另一 △ A′B′C′的重心了 

        因為在△ A′B′C′，只有重心到三頂點之向量和為 0⃗   

        即HA′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ (若 H 為△ A′B′C′的重心) 

        6.因此只要給定任一三角形的邊長，我們即可計算出𝒳和𝒴，還有(1 − 𝒳 − 𝒴)      

      的值，套入向量之中，形成(1 − 𝒳 − 𝒴)HA′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ，再將 

 HA⃗⃗⃗⃗  ⃗延伸(1 − 𝒳 − 𝒴) 倍，得到A′ 

 HB⃗⃗⃗⃗  ⃗延伸𝒳倍得到 B′，HC⃗⃗⃗⃗  ⃗延伸𝒴倍得到C′，最後HA′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

           此時 H 即可看成∆A′B′C′的重心了 

         7.例如:假設△ ABC的三邊長為 a=3,b=3,c=4，則由△ ABC的垂心延長”邊長的    

           特定倍率”後，垂心也能變成重心了。(如下頁圖 15)代入通式之中， 

           得: 𝒳 =
1

10
 , 𝒴 = 

1

10
 , (1 − 𝒳 − 𝒴) =

8

10
，即

8

10
HA′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

10
HB′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

10
HC′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗   

           同乘 10，得8HA′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 1HB′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 1HC′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  再將HA⃗⃗⃗⃗  ⃗延伸 8 倍，得到A′， 
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           HB⃗⃗ ⃗⃗  ⃗延伸 1 倍得到B′，HC⃗⃗⃗⃗  ⃗延伸 1 倍得到C′，最後HA′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ，因此原 

           △ ABC的垂心即變換成△ A′B′C′的重心了!    

           代入以尺規作圖法，得出:垂心與重心共點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      8.但是若是原三角形為直角三角形，則因為垂心恰好落在三角形的頂點上， 

        故形成零向量，將導致乘上“倍率”也會失效，而無法變化需捨棄。 

      9.若原三角形為鈍角三角形，則因為垂心會落在原三角形外部，在放大倍率 

        上仍可使用，只不過根據向量的定義，乘上“負的倍率”將改成與原向量 

        相反方向放大即可。 

    (二)再來探討三角形的外心如何仿照內心的方法變換成另一三角形的重心 

        1.外心:三條中垂線的交點(設 K 為垂心) 

       設AK⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

       AK⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
|AB|2 

       AK⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
|AC|2 

       ⇒ {
𝒸2𝒳 + (

b2+𝒸2−𝒶2

2
)𝒴 =

1

2
𝒸2

(
b2+𝒸2−𝒶2

2
)𝒳 + b2𝒴 =

1

2
b2

       解聯立並求出 

A(A’) 

B(B’) 

 
C(c’) 

圖 15 
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       𝒳 =
b2∙(𝒶2+𝒸2−b2)

4b2𝒸2−(b2+𝒸2−𝒶2)2
           𝒴 =

𝒸2∙(𝒶2+b2−𝒸2)

4b2𝒸2−(b2+𝒸2−𝒶2)2
 

        2.我們姑且先以𝒳,𝒴來表示係數 

       即AK⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ OK⃗⃗⃗⃗  ⃗ − OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒳(OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ − OA⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝒴(OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ − OA⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

       OK⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝒳 − 𝒴)OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒳OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴OC⃗⃗⃗⃗  ⃗，再將 O 代號，改成 K 代號 

       ∴ KK⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ = (1 − 𝒳 − 𝒴)KA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒳KB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴KC⃗⃗ ⃗⃗   

       作 KA′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝒳 − 𝒴)KA⃗⃗⃗⃗  ⃗       KB′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝒳KB⃗⃗⃗⃗  ⃗     KC′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒴KC⃗⃗ ⃗⃗                

       得 KA′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + KB′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + KC′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

        3.則此時 K 點就變成三角形A′B′C′的重心了 

        4.例如:假設△ ABC的三邊長為 a=3,b=3,c=4，則由△ ABC的外心延長”邊長的    

          特定倍率”後，外心也能變成重心了。(如下頁圖 16) 

          代入通式之中，得: 𝒳 =
9

20
 , 𝒴 =

9

20
 , (1 − 𝒳 − 𝒴) =  

18

20
，同乘以 20       

          代入以尺規作圖法，得出:外心與重心共點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      5.但是若是原三角形為直角三角形，則因為外心的三邊長代入後，特定倍率為0，將 

        導致乘上0倍率也會失效，而無法變化需捨棄。 

      6.若原三角形為鈍角三角形，則因為外心會落在原三角形外部，在放大倍率 

        上仍可使用，只不過根據向量的定義，乘上“負的倍率”將改成與原向量 

圖 16 
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        相反方向放大即可。 

六、三共軛三角形內心與重心互換性質探討 

    利用內心與重心互換方法，推廣垂心與重心及外心與重心互換方法後，我們希望能收回   

觸角，改成共軛三角形內心與重心概念的深入探討，於是我們想說內心與重心能夠共點，那

麼是否有另一個三角形的內心和原三角形的重心能夠共點呢？於是我們將共軛三角形開創成

三共軛三角形 

    (一)先定義本文所設定之三共軛三角形的名詞定義 

    𝟏.三共軛三角形：原三角形內心與其放大三角形重心共點，稱為共軛三角形，再加 

     入原三角形的內心至三頂點連線所切割出的三塊三角形中，各重心連線所形成之三 

     角形，此三角形的內心與原三角形重心共點，因為這三個三角形有著內心變重心、 

     重心變內心的互換關係，因此定義此三個三角形為三共軛三角形。 

         ∆ABC的內心與∆A′B′C′重心共點⟹此兩三角形為上述之"共軛三角形"，我們 

       又研究出∆ABC的重心與∆A′′B′′C′′內心共點，所以定義∆ABC 及∆A′B′C′及 

       ∆A′′B′′C′′為三共軛三角形。 

     (二)三共軛三角形中各三角形面積比例(圖 17) 

       ∆𝐀′𝐁′𝐂′：∆𝐀𝐁𝐂 =  𝟔𝐑𝐫：𝟏(參考第 13 頁 五、) 

       ∆𝐀𝐁𝐂：∆𝐀′′𝐁′′𝐂′′ = 𝟏：
𝟏

𝟗
 (∆𝐀′′𝐁′′𝐂′′~∆𝐀𝐁𝐂,且∆𝐀′′𝐁′′𝐂′′邊長 =

𝟏

𝟑
∆𝐀𝐁𝐂的邊長) 

       ∆𝐀′𝐁′𝐂′：∆𝐀𝐁𝐂：∆𝐀′′ 𝐁′′ 𝐂′′ = 𝟔𝐑𝐫：𝟏：
𝟏

𝟗
=  𝟓𝟒𝐑𝐫：𝟗：𝟏 

         (其中 R 為原三角形外接圓半徑，r 為原三角形內切圓半徑) 

 

 

 

 

 圖 17 

 

18

Shari
矩形



20 
 

 

七、 共圓三角形：將原三角形作外接圓，並以原三角形的三條角平分線延長，和原三角形的 

     外接圓相交所得到的三個交點，再將這 3 個點連線形成另一個三角形，此三角形和原三 

     角形將會形成共圓三角形。(圖 18) 

(一)說明兩三角形的外心同點:兩三角形因為外接圓共圓，故兩三角形的外心共點，皆為 

   外接共圓的圓心 

   (二)說明原三角形的內心是新三角形的垂心 

       ∵△ ABC = 2𝒳 + 2𝒴 + 2𝒵 = 180° ，故𝒳 + 𝒴 + 𝒵 = 90°(如下圖) 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

         ∠A′B′D =
1

2
A′B̂ = ∠A′AB = 𝒳 −① 

         ∠B′A′A =
1

2
AB′̂ = ∠ABB′ = 𝒵 −② 

         ∠AA′C′ =
1

2
AC′̂ = ∠ACC′ = 𝒴 −③ 

         ①+②+③ = 90° 

         故在∆A′B′D中∠A′B′D + ∠B′A′D = 90°，所以∠B′DA′ = 90°， 

         換句話說B′D̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ A′C′̅̅ ̅̅ ̅，故B′D̅̅ ̅̅ ̅為∆A′B′C′在A′C′̅̅ ̅̅ ̅邊上的高 

         同理 C′F̅̅ ̅̅ ⊥ B′A′̅̅ ̅̅ ̅，故C′F̅̅ ̅̅ 為∆A′B′C′在B′A′̅̅ ̅̅ ̅邊上的高 

              A′G̅̅ ̅̅̅ ⊥ B′C′̅̅ ̅̅ ̅，故A′G̅̅ ̅̅̅為∆A′B′C′在B′C′̅̅ ̅̅ ̅邊上的高 

圖 18 
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          故I點形成∆A′B′C′的三條高的交點，即I 為∆A′B′C′的垂心 

          又I為原∆ABC的內心 

          ∴ ∆𝐀𝐁𝐂的內心和∆𝐀′𝐁′𝐂′的垂心共點 

八、共圓三角形彼此關係的深入探討，共圓三角形的重覆疊作(圖 20) 

    在共圓三角形的觀念中，可知不斷地重覆疊作三角形，其所得三角形彼此都會共圓，因 

    此我們想研究這一系列的三角形之間會有什麼關聯性！ 

    (一)計算共圓三角形的角度 

 1.可用代數式直接計算 

      設原∆ABC中∠A = 𝒳，∠B = 𝒴，∠C = 𝒵 

         第1個共圓∆A1B1C1中(圖 18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         ∠A1 =
1

2
(∠B + ∠C) =

1

2
(𝒴 + 𝒵) 

         ∠B1 =
1

2
(∠A + ∠C) =

1

2
(𝒳 + 𝒵) 

         ∠C1 =
1

2
(∠B + ∠A) =

1

2
(𝒳 + 𝒴) 

         第2個共圓∆A2B2C2中(圖 19) 

         ∠A2 =
1

2
[
1

2
(𝒳 + 𝒵)] +

1

2
[
1

2
(𝒳 + 𝒴)] =

1

2
𝒳 +

1

4
𝒴 +

1

4
𝒵 

圖 18 

 

圖 19 
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         ∠B2 =
1

4
𝒳 +

1

2
𝒴 +

1

4
𝒵 

         ∠C2 =
1

4
𝒳 +

1

4
𝒴 +

1

2
𝒵 

    由第一個共圓△ A1B1C1，再進行重複疊作三角形，因為這些三角形都被困在同一個共圓

的圓之中，如果我們不斷地進行重複疊作後，大角將不斷地被平均降低化，而小角將不斷地

被平均增加化，以平均化的概念來看，似乎重複疊作的最終結果，將演變成正三角形，也就

是三角形三個角的所有的角度將會呈現一樣，而形成穩定，如同馬可夫鍊矩陣中的穩定狀態

(參考高中第四冊第三章—矩陣) 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

       2.也可用轉移矩陣 

        設作 n 次共圓三角形之名稱為△ AnBnCn 

        [
下一個

三角形度數
] = [轉移矩陣] × [

前一個

三角形度數
] 

        (1)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A1，∠B1，∠C1 

          [
∠A1

∠B1

∠C1

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

× [
∠A
∠B
∠C

] ⇒

{
 
 

 
 ∠A1 =

1

2
∠B +

1

2
∠C

∠B1 =
1

2
∠A +

1

2
∠C

∠C1 =
1

2
∠A +

1

2
∠B

 

        (2)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A2，∠B2，∠C2 

圖 20 
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          [
∠A2

∠B2

∠C2

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

× [
∠A1

∠B1

∠C1

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
1

2
∠B +

1

2
∠C

1

2
∠A +

1

2
∠C

1

2
∠A +

1

2
∠B]

 
 
 
 

 =

[
 
 
 
 
1

2
∠A +

1

4
∠B +

1

4
∠C

1

4
∠A +

1

2
∠B +

1

4
∠C

1

4
∠A +

1

4
∠B +

1

2
∠C]

 
 
 
 

 

        (3)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A3，∠B3，∠C3 

          [
∠A3

∠B3

∠C3

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
1

2
∠A +

1

4
∠B +

1

4
∠C

1

4
∠A +

1

2
∠B +

1

4
∠C

1

4
∠A +

1

4
∠B +

1

2
∠C]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1

4
∠A +

3

8
∠B +

3

8
∠C

3

8
∠A +

1

4
∠B +

3

8
∠C

3

8
∠A +

3

8
∠B +

1

4
∠C]

 
 
 
 

 

        (4)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A4，∠B4，∠C4 

          [
∠A4

∠B4

∠C4

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
1

4
∠A +

3

8
∠B +

3

8
∠C

3

8
∠A +

1

4
∠B +

3

8
∠C

3

8
∠A +

3

8
∠B +

1

4
∠C]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
3

8
∠A +

5

16
∠B +

5

16
∠C

5

16
∠A +

3

8
∠B +

5

16
∠C

5

16
∠A +

5

16
∠B +

3

8
∠C]

 
 
 
 

 

        (5)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A5，∠B5，∠C5 

          [
∠A5

∠B5

∠C5

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 

6

16
∠A +

5

16
∠B +

5

16
∠C

5

16
∠A +

6

16
∠B +

5

16
∠C

5

16
∠A +

5

16
∠B +

6

16
∠C]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
10

32
∠A +

11

32
∠B +

11

32
∠C

11

32
∠A +

10

32
∠B +

11

32
∠C

11

32
∠A +

11

32
∠B +

10

32
∠C]

 
 
 
 

 

        (6)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A6，∠B6，∠C6 

          [
∠A6

∠B6

∠C6

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
10

32
∠A +

11

32
∠B +

11

32
∠C

11

32
∠A +

10

32
∠B +

11

32
∠C

11

32
∠A +

11

32
∠B +

10

32
∠C]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
22

64
∠A +

21

64
∠B +

21

64
∠C

21

64
∠A +

22

64
∠B +

21

64
∠C

21

64
∠A +

21

64
∠B +

22

64
∠C]

 
 
 
 

 

        (7)利用轉移矩陣運算時，也可得∠A7，∠B7，∠C7 

          [
∠A7

∠B7

∠C7

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
22

64
∠A +

21

64
∠B +

21

64
∠C

21

64
∠A +

22

64
∠B +

21

64
∠C

21

64
∠A +

21

64
∠B +

22

64
∠C]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

42

128
∠A +

43

128
∠B +

43

128
∠C

43

128
∠A +

42

128
∠B +

43

128
∠C

43

128
∠A +

43

128
∠B +

42

128
∠C]

 
 
 
 

 

    由第 52 屆高中組”心心相印”報告中，他們在不斷地重覆疊作時，(雖然他們的數列討論過

程有明顯錯誤)，求出∠An, ∠Bn, ∠Cn的一般式並利用數列極限與算幾不等式，求出收斂於正三

角形，但是我們覺得在重覆疊作過程中似乎用馬可夫鍊轉移矩陣，更能夠傳神地表達轉移的

精神與變化結果，因此我們創新改用轉移矩陣的穩定狀態來探討不斷重覆疊作後∠An, ∠Bn, 

∠Cn的結果作為結束。 
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        (8)穩定狀態時: 

       1.𝒳 + 𝒴 + 𝒵 = 180° 

       2.前一個三角形內角度度數為[
𝒳
𝒴
𝒵

]，轉移後下一個三角形內角度數仍然為[
𝒳
𝒴
𝒵

] 

        [
𝒳
𝒴
𝒵

] =

[
 
 
 
 0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0]
 
 
 
 

× [
𝒳
𝒴
𝒵

] 矩陣乘法運算後，得到: 

        𝒳 =
1

2
𝒴 +

1

2
 𝒵 ----- ① , 𝒴 =

1

2
𝒳 +

1

2
 𝒵 , 𝒵 =

1

2
𝒳 +

1

2
 𝒴 

            𝒳 + 𝒴 + 𝒵 = 180°，
1

2
𝒳 +

1

2
𝒴 +

1

2
𝒵 = 90° 

           所以
1

2
𝒴 +

1

2
 𝒵 = 90° −

1

2
𝒳 代回 ---- ① 

           
3

2
𝒳 = 90° ,𝒳 = 60° 

           同理 𝒴 = 60°, 𝒵 = 60° 

           故最後穩定狀態下，  

           𝒳 =  𝒴 =  𝒵 = 60° 

           最終轉移穩定後的三角形， 

           將出現正三角形。 

 

          3.再假設正三角形外接圓半徑 R，可反求正三角形面積，所以我們就可得到 

            正三角形面積=
3√3

4
× (外接圓半徑)2 

九、分析第 52 屆科展高中組”心心相印”類似研究的錯誤 

    心心相印第 17.18 頁原文: 

為研究方便，我們將原三角形定義為△ A0B0C0，設∠A0 = α、∠B0 = β、∠C0 = γ，

△ AnBnCn為做 n次內心的外心三角形。 

設∠A0 = an × α + bn × β + cn × γ我們將其一連串生成的三角形角度寫成一個數列的

圖 21 
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話可得下表 

 

 an bn cn 

∠A0 1 0 0 

∠A1 0 
1

2
 

1

2
 

∠A2 
1

2
 

1

4
 

1

4
 

∠A3 
1

4
 

3

8
 

3

8
 

∠A4 
3

8
 

5

16
 

5

16
 

 

將「α 的係數」表成一個數列稱之為數列{an}，則我們發現恆有 2an+1 = 1 − an， 

利用此關係是可推得此數列的一般項：an+1 =
1

3
−

1

3
(−

1

2
)n−1，n ≥ 0 且 nϵN，同理推

得{bn}及{cn}的一般項： 

 bn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)n-1，n ≥ 0 且 nϵℕ，cn+1 =

1

3
−

1

6
(−

1

2
)n-1，n ≥ 0 且 nϵN 

由此可知∠An = an × α + bn × β + cn × γ 且 limn→∞ ∠An =
1

3
(α + β + γ) = 60° 

     錯誤: an+1 =
1

3
−

1

3
(−

1

2
)n−1，n ≥ 0 且 nϵN， 

                  

     錯誤點(1)心心相印第 18 頁第 1 行      

     bn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)n-1，n ≥ 0 且 nϵℕ，cn+1 =

1

3
−

1

6
(−

1

2
)n-1，n ≥ 0 且 nϵN 

 

     錯誤點(2)心心相印第 18 頁第 3 行     錯誤點(3)心心相印第 18 頁第 3 行 

 

     修正:(1) an =
1

3
−

1

3
(−

1

2
)
n−1

 (必須將原先的an+1改成an才對)   

     同理推得bn及cn應重新計算並驗證 
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         (2) bn =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)n−1   (原先bn+1必須改成bn且" − "必須改成" + ") 

         (3) cn =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)n−1   (原先cn+1必須改成cn且" − "必須改成" + ") 

       

 

     解析:  藉由他們研究出的通式: 

    (4) bn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
n−1

，cn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
n−1

，算出的答案與他們所列之 

       表格的答案完全不同!(通式錯誤，且不符合他們自己原先所列出之答案) 

    (5)由我們轉移矩陣之後的結果，可歸納出: 

       {

2an+1 = 1 − an(和他們相同)

2bn = 1 − an(我們修正)

2cn = 1 − an(我們修正)

⇒

{
 
 

 
 an =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)n−1

bn =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)n−1

cn =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)n−1

 

            重新代回數字小心作驗證 

     (6)驗證測試依照他們所研究出的通式，n = 2 代入，求出a3, b3, c3 

            

{
 
 

 
 a3 =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)
1

=
1

3
+

1

6
=

3

6
=

1

2

b3 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
1

=
1

3
+

1

12
=

5

12

c3 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
1

=
1

3
+

1

12
=

5

12

   錯誤! 

          (和上述他們表格所列之答案根本不同!) 

        再用我們所修正之通式，n = 3 代入，求出a3, b3, c3 

             

{
 
 

 
 a3 =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)
2

=
1

3
−

1

12
=

1

4

b3 =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)
2

=
1

3
+

1

24
=

9

24
=

3

8

c3 =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)
2

=
1

3
+

1

24
=

9

24
=

3

8

    正確! 

    (7)驗證測試依照他們所研究出的通式，n=3 代入，求出a4, b4, c4 

        

{
 
 

 
 an+1 =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)
n−1

bn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
n−1

cn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
n−1

  ⇒ 

{
 
 

 
 a4 =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)
2

=
1

3
−

1

12
=

3

12
=

1

4

b4 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
2

=
1

3
−

1

24
=

7

24

c4 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)
2

=
1

3
−

1

24
=

7

24

    錯誤! 

(詳見下面解析) 
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       (和上述他們表格所列之答案根本不同!) 

      再用我們所修正之通式，n=4 代入，求出a4, b4, c4 

            

{
 
 

 
 a4 =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)
3

=
1

3
+

1

24
=

9

24
=

3

8

b4 =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)
3

=
1

3
−

1

48
=

15

48
=

5

16

c4 =
1

3
+

1

6
(−

1

2
)
3

=
1

3
−

1

48
=

15

48
=

5

16

    正確! 

    由於他們在推導出2an+1 = 1 − an通式所得到: an+1 =
1

3
−

1

3
(−

1

2
)n−1 (錯誤的)後，我們猜

想他們應該是順勢就認定bn及cn的通式就是如此，而沒有重新代入驗算，進行驗證，確認一

般式正確與否，所以讓我們在研究的過程中浪費了無數時間與精力，所幸我們堅信指導老師

一直提醒我們的數學核心態度:凡事思考，推理邏輯，小心求證，最後終於在交出報告前發現

了這個震驚的結果，並將它完全的呈現給評審以及世人們知道! 
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陸、結論 

一、 特殊三角形與其放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三角形的內心關係 

(一)邊長比3：4：5的原三角形內心與其放大三角形之重心共點。 

(二)等腰三角形(邊長比1：1：√2)的原三角形內心與其放大三角形之重心共點。 

(三)邊長比1：√3：2的原三角形內心與其放大三角形之重心共點。 

二、任意三角形與其放大對應邊長倍後之三角形的重心與原三角形的內心共點 

(一)由原三角形之角平分線延伸連接大三角形頂點所切割之三塊三角形中小三角形與大 

  三角形面積比 

    任意三角形之小三角形面積：大三角形面積= 1：原三角形兩側的邊長乘積倍。 

(二)由原三角形角平分線延伸，連接大三角形頂點所切割之三塊三角形面積比        

 原三角形內心與大三角形重心共點，則三塊大三角形面積比為1：1：1。 

(三)共軛三角形中被角平分線所切割之小三角形與大三角形的面積關係 

       3個小三角形面積相乘再乘上三邊長相乘平方倍= 3個大三角形面積相乘。 

三、探討任意三角形：頂內三角形與邊內三角形兩者之面積比例關係 

  頂內與邊內三角形全等且面積比為1：1，此疊置圖形以原三角形的內心成為完美的心對 

    稱圖形。 

四、垂心變換成重心向量座標理論(不包含直角三角形，詳見第 17 頁、8.) 

 在垂心到三角形各頂點長度，所乘上的”特定倍率”通式為 

 𝓧 =
(𝐛𝟐+𝓬𝟐−𝓪𝟐)(𝐛𝟐+𝓪𝟐−𝓬𝟐)

𝟐(𝓪𝟐𝐛𝟐+𝐛𝟐𝓬𝟐+𝓬𝟐𝐚𝟐)−(𝓪𝟒+𝐛𝟒+𝓬𝟒)
 

 𝓨 =
(𝐛𝟐+𝓬𝟐−𝓪𝟐)(𝓪𝟐+𝓬𝟐−𝐛𝟐)

𝟐(𝓪𝟐𝐛𝟐+𝐛𝟐𝓬𝟐+𝓬𝟐𝐚𝟐)−(𝓪𝟒+𝐛𝟒+𝓬𝟒)
 以及(1 − 𝒳 − 𝒴)， 

使得(1 − 𝒳 − 𝒴)HA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒳HB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒴HC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 變成HA′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + HB′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ +   HC′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ，即可讓H 變成 △

A′B′C′的重心了。 

   外心變換成重心向量座標理論(不包含直角三角形，詳見第 18 頁、5.) 

在外心到三角形各頂點長度，所乘上的”特定倍率”通式為 

27

Shari
矩形



29 
 

  𝓧 =
𝐛𝟐∙(𝓪𝟐+𝓬𝟐−𝐛𝟐)

𝟒𝐛𝟐𝓬𝟐−(𝐛𝟐+𝓬𝟐−𝓪𝟐)𝟐
 

   𝓨 =
𝓬𝟐∙(𝓪𝟐+𝐛𝟐−𝓬𝟐)

𝟒𝐛𝟐𝓬𝟐−(𝐛𝟐+𝓬𝟐−𝓪𝟐)𝟐
 以及(1 − 𝒳 − 𝒴)， 

   使得(1 − 𝒳 − 𝒴)IA⃗⃗  ⃗ + 𝒳IB⃗⃗  ⃗ + 𝒴IC⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 變成IA′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + IB′⃗⃗⃗⃗  ⃗ + IC′⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ，即可讓I 變成 △ A′B′C′的重 

   心了。 

五、三共軛三角形彼此之間內心與重心互換性質探討 

  原三角形內心與大三角形重心共點，原三角形重心與小三角形內心共點，且大三角形： 

    原三角形：小三角形面積比為54Rr：9：1(r：原三角形內切圓半徑，R：原三角形外接圓 

    半徑)。 

六、共圓三角形與重覆疊作圖形之性質探討 

  (一)由原三角形角平分線與原三角形外接圓的三個交點連線，形成新的三角形，這個三角 

       形垂心與原三角形內心共點，且新三角形和原三角形外接圓共圓，故兩個三角形的外 

       心也共點。 

  (二)重複疊作上一點之共圓的三角形，發現其穩定狀態時呈現正三角形，面積為 

       
𝟑√𝟑

𝟒
× (原三角形外接圓半徑)𝟐。 

七、分析第 52 屆科展高中組”心心相印”類似研究的錯誤 

   (一)第 18 頁第一行 

     錯誤： an+1 =
1

3
−

1

3
(−

1

2
)n−1，必須修改成如右：an  =

1

3
−

1

3
(−

1

2
)n−1 

   (二)第 18 頁第 3 行 

     錯誤: bn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)n-1，必須修改成如右：bn =

1

3
+

1

6
(−

1

2
)n−1 

   (三)第 18 頁第 3 行 

     錯誤: cn+1 =
1

3
−

1

6
(−

1

2
)n-1，必須修改成如右：cn =

1

3
+

1

6
(−

1

2
)n−1 
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 柒、未來展望 

一、過程中我們的重點，圍繞在內心與重心互換的面積關係上，實已無精力再探討三角形彼

此之間邊長的變化，之後先進有機會可再結合孟氏或西瓦定理，討論邊長之間的關聯性。 

二、外心和垂心變成重心的變化通式中，我們必須捨棄直角三角形，因為通式代入後等於 0，

無法乘上”倍率”放大，之後先進可再思考其他方法解決直角三角形。 

三、能否將本研究各種轉換成另一三角形的重心的方法，應用在其他科學上，相當值得深思。 

四、尤拉線的特殊關係，也是我們有機會非常想去嘗試的神祕區域。 

五、平面中的三角形就這麼有趣了，那空間中的三角錐呢?必然變化更多也十分值得去研究! 

六、發現前人研究有誤時，有何辦法或機制可告知以及提醒他人，下次在閱讀時能立刻發現，

不用再一次虛耗光陰、精力？ 
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3.鄭容濤、郭立生(民 103)。三角型等角、等截、角比例共軛點之推廣研究。中華民國第 54

屆中小學科學展覽會，國中組，數學科，第三名 030401。 
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【評語】030426  

本作品討論由已知三角形按某些邊長比例規則建構三角形的

性質，雖有一些推導出的幾何結論，但大半的結果可以用向量的方

式得到，是比較可惜之處，建議專注少數規則做深入討論。 

030426-評語 
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