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摘要 

本研究主要探討多邊形數字方塊，以一組具相同公差或公比的數字，運用加、減、乘、

除等不同運算符號，計算各邊中點的新數字且不斷往內層演算。為了快速獲得結果，導入 Excel

軟體來輔助，並進一步觀察最後結果是否收斂或具規律性？過程中發現加法運算，可以首項、

公差、多邊形邊數、層數四個量去推導出一般式，以獲得多邊形每一層的數字總和，也可以

利用其反求相關數值。減法運算，在 2 的 m+2 次方多邊形且具相同公差時，其運算結果都可

以在𝑁 + 2層時歸零。除法運算，將相鄰的二數以大數除以小數後，採用不同的進位法，在 2

的 m+2 次方多邊形且具相同公比時，其運算結果都會收斂至 1。至於乘法運算在五邊形以上，

具相同公差或費氏數列所產生的數字都會收斂至 0。 

壹、 研究動機 

有一天，在國立科學教育館的網站上恰好看到有關數字方塊的文章，覺得它很神奇。為

何在正方形的四個頂點寫下任意正整數，並算出其相鄰兩頂點的差值，放在兩點間的中點位

置，隨後不斷的再往內層計算，最後確會出現一模一樣的數字或規律？ 

於是，搜尋了相關的文章後，發現為什麼都只有在討論減法運算，僅在去年有一篇全國

科展報告中談論了乘法運算。當下我們就想先來觀察減法運算的數字方塊，是否尚具存在什

麼樣其他的特性。 

如果將運算方式換成加法、乘法、與除法，再加上一些限制條件，並延伸至其他多邊形

是否可行呢？結果會不會也跟正方形是一樣，還是會有新的規律產生？就在這一霎那間，我

們決定以此為科展的研究主題，繼續展開我們的發現之旅。 

貳、 研究目的 

一、 以數字方塊的減法運算規則，採用等差(等比)數列的數字，填入四邊形以外的多邊形，

觀察結果是否仍會具有相同的特性？若不相同，觀察結果是否會產生新的規律？ 

二、 除運用減法運算規則外，也採用加法、乘法與除法運算，並延伸至其他多邊形的研究。 

三、 探討多邊形數字方塊，在不同的運算模式下給予限制條件，有哪些多邊形的演算結果

有收斂的狀況？ 
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四、 採用其他有規律的數字如公比數列、費波納契數列等，放在多邊形的各個頂點，採用

減法、加法、乘法與除法運算等不同的運算規則探討其規律性及結果。 

參、 研究設備及器材 

一、 事務性設備：紙、筆、橡皮擦、筆記型電腦、印表機。 

二、 電腦軟體：GSP5 繪圖軟體、EXCEL 2010、WORD 2010。 

肆、 研究過程及方法 

一、 研究方法 

(一) 數字方塊的基本運算規則 

1. 在正方形的四個角，分別寫下四個整數的數

字。 

2. 將相鄰兩個頂角數字的差值，寫在正方形邊的

中點。 

3. 以四個中點作為新的頂點，連成一個正方形，

如圖 4-1-1 所示。 

4. 重複上述過程，直到某一個正方形的四個頂點

的數字都歸 0 為止。 

圖 4-1-1 正方形數字方塊 

(二) 將基本運算規則延伸至多邊形數字方塊 

1. 將正方形數字方塊的規則沿用至多邊形，直到多邊形頂點的數字可全部收斂至

固定數字或出現循環規律為止。 

2. 運用相同運算規則，將相鄰頂角的數字分別用二數的差、和、積或商填入多邊

形邊的中點，依序往多邊形內部逐層加以計算。 

3. 本研究主要利用一組具有公差或公比的整數數字，填在多邊形的各個頂角，分

別採用減法、加法，乘法、除法運算模式所產生的變化結果，並將相鄰頂角的

數字分別用二數的差、和、積或商填入多邊形邊的中點，依序往多邊形內部逐
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層加以計算，探討其規律性或不變性。 

   

  

圖 4-2-1 多邊形的數字方塊-減法運算模式 

(三) 名詞定義 

1. 頂角編號：為了在 Excel 軟體中方便計算，我們將每個多邊形的頂角賦予編

號，奇數多邊形頂角編號的起始在圖形正上方的頂角(如圖 4-3-2)，偶數多邊形

頂角編號的起始在圖形左上方的頂角(如圖 4-3-1)，編號方向為順時針方向。當

層頂角編號 1 與頂角編號 2 的中點則為下一層頂角編號的起始點，因此每一層

頂角編號的起始點，將會繞著多邊形成順時針方向位移。 

  

圖 4-3-1 頂角編號說明 圖 4-3-2 循環的定義 

2. 循環：每一層數字的第一項和末項會圍成一個圈，當該圈的數字組成及排列次
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序和外圈的某一層相同時，即視為循環。 

例 1：四邊形數字方塊四個頂點數字為(A,B,C,D)，若往內層演算而產生

(B,C,D,A) 、(C,D,A,B) 、(D,A,B,C)皆視為同一數字排列方式。 

例 2：以圖 4 五邊形除法模式為例，以公比 2，首項 1 的數字填入，第三層(淺

綠色圖塊)數列(1,1,1,8,8)，第六層(深綠色圖塊)數列(8,1,1,1,8)排列方式相同，

視為循環。 

3. 收斂：指多邊形數字方塊往內層的運算中，數字的組成逐漸趨向於單一數字，

在研究過程中發現，在採用減法模式時可收斂至 0，採用除法模式時可收斂至

1，而乘法模式因採取積的個位數，在平方的關係下可分別收斂至 0、1、5、

6，若採用乘積的末 2 位數會發現，所組成的數字會形成個位數為 1、5、6 等

單一數字不再變化，但十位數字仍不斷的變化組合，此時可因其個位數字已不

再變化而將其視為收斂。 

4. 減法模式：指相鄰二個頂角上的數字相減後，將差填入二數間多邊形邊的中

點。 

5. 加法模式：指相鄰二個頂角上的數字相加後，將和填入二數間多邊形邊的中

點。 

6. 除法模式：指相鄰二個頂角上的數字相除後(大數/小數)，將商填入二數間多邊

形邊的中點。 

7. 乘法模式：指相鄰二個頂角上的數字相乘後，將積(取個位數或整數末二位數)

填入二數間多邊形邊的中點。 

(四) 使用 Excel 軟體輔助計算 

為了快速求出結果，我們使用了 Excel 的函數來幫助我們快速找出答案與規

律，我們在 Excel 表格設計的時候，分別建置適用於除法、加法、減法、乘法等不

同運算模式的表格，並利用邏輯函數在其中加入第 1 層所需數字的選項，選項內容

如下： 
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1. 輸入 1 採用公差數列，可自由填入首項及公差。 

2. 輸入 2 採用公比數列，可自由填入首項及公比。 

3. 輸入 3 自動產生任意數，可設定任意數產生的區間。 

4. 輸入 4 自行輸入數字。 

5. 輸入 5 採用費波納契數列。 

 

圖 4-4-1 Excel 函數計算表-除法運算模式 

在第 2 層以後使用函數來計算相鄰二數的商、和、差、積等下一層的數字，直

到歸零、收斂為 1、或出現規律為止。另外，為了使運算能順利運行，不至於產生

快速膨脹或無法運算的狀況，在不同的運算模式下，加入了取捨的條件，在除法部

分以(大數/小數)來進行運算；在乘法部分，取整數的個位數或末二位數來進行運

算。 

二、 研究過程 

我們想將正方形改成多邊形及數字間的加、減、乘、除等運算規則，於是我們

就開始朝這個方向往下發展。 

一開始研究時，我們從最基本的規則相鄰二數相減著手，我們先設定數字間的

公差為 1，然後先改變多邊形數，從 5 邊形發展，發現 5 邊形不能歸零。同時我們

也知道了 Excel 的函數功能可以幫我們做運算，解決一直用手寫的不便。接著，我



6 
 

們試了 3~8 邊形，發現可歸零的只有 4 邊形和 8 邊形，其他多邊形的數字則會呈

現循環的規律。 

再來，我們往正方形繼續深入研究，發現正方形有其他特殊規律，整個研究的

過程是一件令人開心的事。我們想說，既然正方形有其他特殊規律，其他多邊形是

否也會有呢?但經過研究後，尚未發現其他通則。 

接著，我們開始尋找不同多邊形運算後的結果。慢慢地我們找出只要是2m+2

邊形都會歸零，其中：m = 1,2,3, ⋯ ⋯，而且是在N + 2層歸零，其中：N為多邊形

的邊數，這是一個很棒的結果。 

(一)、 頂角數字相減的研究 

透過設置公差的方式，來研究數字方塊，有別於以往他人的研究方式。從一開

始假設公差為 1，慢慢的從正方形推展到其他多邊形，公差的數字也從 1 變為 2、

3……，利用 Excel 快速找出它的規律性，並將其表格化歸納整理於結果與討論，也

從這裡引發了我們的興趣。 

在試過特定公差後，我們發想如果換成有規律的差，例如 1、2、1，也就是頂

角和頂角間的數字差按照一定的規律，因此我們將正方形的四個數字設為 1、3、

4、5，接著帶入 Excel 的函數中，發現結果仍然是 0。另外，在歸零的前一步時，

差 1、2、1 的圖形為 2、2、2、2，但如果是差為 100，200，100 的圖形，在歸零

前一步是 200，200，200，200，具有倍數關係。 

(二)、 頂角數字相除的研究 

將相鄰的二數以前項除以後項的方式做演算，發現一但發生整數除以小數的情

況時，數會變很大，因此將演算方法調整為相鄰的兩數以大數除以小數的方式進行

演算及研究。 

在演算過程中分別使用無條件進位法、無條件捨去法及四捨五入法來取到整數

位，避免 0 的情況發生，將相鄰的數以大數除以小數，並比較這三種方法的差異。 
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(三)、 頂角數字加法的研究 

這項研究在探討相鄰二數相加，二數相加會一層一層的堆疊，數字也會越來越

大，只是沒有像乘法那樣會快速膨脹，在研究的過程中，我們試著去找出它們存在

其中的規律變化，從歸納的表格中找到它變化的方式，在每一層總和中發現它的特

殊性，試著利用學過的歸納法去推導不同首項、不同公差及不同邊數的多邊形，其

每一層數字和的公式。 

(四)、 頂角數字相乘的研究 

相鄰二數相乘是一件惱人的事，因為數字會越來越大，只要經過幾次的運算，

數字就會變得非常可怕，但我們還是發現第 𝑛 層的所有數相乘後的積的平方是下

一層所有數相乘後的積。(a1 × a2 × a3 × ⋯ × an)2 = (b1 × b2 × b3 × ⋯ × bn)，a代

表第一層的數字，b代表第二層的數字。 

我們試著採用乘積的個位數來做為下一層填入的數字，也另外採用乘積的末二

位數字來做為比較。 

伍、 研究結果與討論 

一、 頂角數字相除的研究 

(一) 數字相除的成果歸納 

為了避免出現 0 的情況發生，這裡將分別使用無條件進位法、無條件捨去法及

四捨五入法來取到整數位，並分別比較這三種方法的差異。另外也將相鄰的數以大

數除以小數來運算，以免造成如同乘法模式般快速膨脹的結果。 

1. 三角形除法模式 

項目 無條件進位法 
循環

層數 
無條件捨去法 

循環

層數 
四捨五入法 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,2,2) 
1 

第 3 層同第 1 層 
2 

第 3 層開始循環

(1,2,2)  
1 

公差 1 

首項 2 

第 2 層(2,2,2)，

後收斂為(1,1,1) 
 

第 3 層開始循環

(1,2,2)  
1 

第 2 層開始循環

(2,1,2)  
1 

公差 2 

首項 1 

第 4 層開始循環

(2,2,1) 
1 

第 3 層同第 1 層 
2 

第 4 層開始循環

(2,2,1) 
1 
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公差 2 

首項 2 

第 3 層開始循環

(1,2,2) 
1 

第 2 層開始循環

(2,1,3)  
2 

第 3 層開始循環

(1,2,2)  
1 

公比 2 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,2,2) 
1 

第 3 層開始循環

(1,2,2)， 
1 

第 3 層開始循環

(1,2,2)  
1 

公比 3 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,3,3) 
1 

第.3 層開始循環

(1,3,3) 
1 

第 3 層開始循環

(1,3,3)  
1 

費波那契

數列 

第 2 層開始循環

(1,2,2) 
1 

第 2 層開始循環

(1,2,2) 
1 

第 2 層開始循環

(1,2,2) 
1 

 

 

 

 

 

取出第 5 層

以後的圖形 

 

 

公差 2，首項 1，採無條件進位法 

 

 

 

 

取出第 5 層

以後的圖形 

 

 

等比數列 1,2,4 之演算圖形 

2. 四邊形除法模式 

項目 無條件進位法 
循環

層數 
無條件捨去法 

循環

層數 
四捨五入法 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  第 5 層收斂為 1  

公差 1 

首項 2 
第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  

公差 2 

首項 1 
第 8 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  第 7 層收斂為 1  

公差 2 

首項 2 
第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  第 5 層收斂為 1  

2

1 2

2 1

2

2 2

3

3

5

1

2 35

2

2

1

1

2

2

2 21

2

2 1

1 2

2

2 1

2

2

4

1

2 24

21

2

2 12
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公比 2 

首項 1 
第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  

公比 3 

首項 1 
第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  第 6 層收斂為 1  

費波那契

數列 
第 5 層收斂為 1  第 4 層收斂為 1  第 5 層收斂為 1  

 

 

 

 

 

 

公差 2，首項 1，採無條件進位法 公差 2，首項 1，採無條件捨去法 

 

 

 

 

 

 

公比 2，首項 1 之演算圖形 公比 3，首項 1 之演算圖形 

3. 五邊形除法模式 

項目 無條件進位法 
循環

層數 
無條件捨去法 

循環

層數 
四捨五入法 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,1,1,3,3) 
3 

第 6 層開始循環

(2,2,1,1,1) 
3 

第 8 層開始循環

(2,1,1,1,2) 
3 

公差 1 

首項 2 

第 3 層開始循環

(1,1,1,2,2) 
3 

第 3 層開始循環

(1,1,1,3,3) 
3 

第 6 層開始循環

(2,2,1,1,1) 
3 

公差 2 

首項 1 

第 8 層開始循環

(1,2,2,1,1) 
3 

第 6 層開始循環

(3,3,1,1,1) 
3 

第 9 層開始循環

(1,1,2,2,1)  
3 

公差 2 

首項 2 

第 3 層開始循環

(1,1,1,3,3) 
3 

第 6 層開始循環

(2,2,1,1,1) 
3 

第 6 層開始循環

(2,1,1,1,2)  
3 

公比 2 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,1,1,8,8) 
3 

第 3 層開始循環

(1,1,1,8,8) 
3 

第 3 層開始循環

(1,1,1,8,8) 
3 

公比 3 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,1,1,27,27) 
3 

第 3 層開始循環

(1,1,1,27,27) 
3 

第 3 層開始循環

(1,1,1,27,27) 
3 

1

1

1

1

2

22

2

1

2

1

2

22

1 1

2

4

2

2 2

14

3

2

3

7 2

7 5

31

1

1

1

1

22

3 3

3

7

3

1 3

17

2

1

3

7 1

7 5

31

1

1

1

1

44

4 4

1

4

1

4 1

14

4

2

2

8 2

8 4

21

1

1

1

1

99

9 9

1

9

1

9 1

19

9

3

3

27 3

27 9

31
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費波那契

數列 

第 6 層開始循環

(2,2,1,1,1,) 
3 

第 6 層開始循環

(1,2,2,1,1) 
3 

第 6 層開始循環

(2,2,1,1,1) 
3 

 

 

 

 

取出第 6 層

以後的圖形 

 

 

公差 1，首項 1，採四捨五入法   

 

 

 

 

取出第 6 層

以後的圖形 

 

 

費波那契數列，採四捨五入法  

4. 六邊形除法模式 

項目 無條件進位法 
循環

層數 
無條件捨去法 

循環

層數 
四捨五入法 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 

第 4 層開始循環

(1,1,1,3,1,3) 
3 

第 8 層開始循環

(1,1,2,1,2,1) 
3 

第 7 層開始循環

(2,2,1,2,2,1) 
3 

公差 1 

首項 2 

第 4 層開始循環

(1,1,1,2,1,2) 
3 

第 4 層開始循環

(1,1,1,3,1,3) 
3 

第 7 層開始循環

(2,2,2,1,1,2) 
3 

公差 2 

首項 1 

第 10 層開始循環

(2,1,1,2,2,2)  
3 

第 7 層開始循環

(3,3,3,1,1,3) 
3 

第 13 層開始循環

(2,2,2,2,1,1)  
3 

公差 2 

首項 2 

第 4 層開始循環

(1,1,1,3,1,3) 
3 

第 8 層開始循環 

(1,1,2,1,2,1) 
3 

第 7 層開始循環

(2,2,1,2,2,1) 
3 

公比 2 

首項 1 

第 4 層開始循環

(1,1,1,1,1,16)  
3 

第 4 層開始循環

(1,1,1,1,1,16)  
3 

第 4 層開始循環

(1,1,1,1,1,16) 
3 

公比 3 

首項 1 

第 4 層開始循環

(1,1,1,81,1,81) 
3 

第 4 層開始循環

(1,1,1,81,1,81) 
3 

第 4 層開始循環

(1,1,1,81,1,81) 
3 

費波那契

數列 

第 7 層開始循環

(2,2,2,1,1,2) 
3 

第 8 層開始循環

(1,2,1,1,1,2) 
3 

第 7 層開始循環

(2,2,2,1,1,2) 
3 

3

21

2 1

2

13

3

2 3

2

2

5

2

3

1

21

5

1

2

25

1

2

1

5

4 3

2

1 2

11

2

2 1

2

21

2

1

1

2

2

2

1 1

1

2

2

3 2

2

1

3

2

2 1

2

12

1 1

2

23

2

2 3

2

1

3

2

5

2

11

3

2

2

15

2

2

1

1

5

3

1

1

2

2

1

2

2

2 1

2

1

2

1 2

1

1

2

2

1

1
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5. 七邊形除法模式 

項目 無條件進入法 
循環

層數 
無條件捨去法 

循環

層數 
四捨五入法 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,4,4) 
7 

第 10 層開始循環

(2,1,1,1,1,1,3) 
14 

第 10 層開始循環

(1,2,1,1,1,2,1) 
7 

公差 1 

首項 2 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,2,2) 
7 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,4,4) 
7 

第 8 層開始循環

(2,2,1,2,1,2,1) 
7 

公差 2 

首項 1 

第 10 層開始循環

(1,1,2,1,2,2,2)  
7 

第 10 層開始循環

(3,1,1,1,1,1,4) 
14 

第 9 層開始循環

(2,1,2,2,2,2,2) 
7 

公差 2 

首項 2 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,4,4) 
7 

第 8 層開始循環 

(3,2,1,2,1,2,1) 
14 

第 10 層開始循環

(1,2,1,1,1,2,1) 
7 

公比 2 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,32,32) 
7 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,32,32)  
7 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,32,32)  
7 

公比 3 

首項 1 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,243,243) 
7 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,243,243) 
7 

第 3 層開始循環

(1,1,1,1,1,243,243) 
7 

費波那契

數列 

第 9 層開始循環

(2,1,1,1,1,1,2) 
7 

第 13 層開始循環

(1,3,2,1,3,1,3) 
14 

第 9 層開始循環

(2,1,1,1,1,1,2) 
7 

6. 八邊形除法模式 

項目 無條件進位法 
循環

層數 
無條件捨去法 

循環

層數 
四捨五入法 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 10 層收斂為 1  第 16 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  

公差 1 

首項 2 
第 10 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  第 16 層收斂為 1  

公差 2 

首項 1 
第 12 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  第 15 層收斂為 1  

公差 2 

首項 2 
第 10 層收斂為 1  第 16 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  

公比 2 

首項 1 
第 10 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  

公比 3 

首項 1 
第 10 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  第 10 層收斂為 1  

費波那契

數列 
第 16 層收斂為 1  第 14 層收斂為 1  第 16 層收斂為 1  
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取出第 10 層

以後的圖形 

 

 

公差 1，首項 1，採無條件捨去法 

 

 

 

 

取出第 10 層

以後的圖形 

 

 

公差 2，首項 1，採無條件進位法 

 

 

 

公比 2，首項 1，採無條件進位法 公比 3，首項 1，採無條件進位法 

(二) 除法模式的研究發現 

1. 從上述表格中，我們可以知道，只有該數列成等比，則不論任何邊形，無條件

進位法、無條件捨去法還是四捨五入法，其最後結果都沒有分別。 

2. 此外，只有正方形和八邊形可收斂成 1，因此我們推測，除法和減法一樣會有

收斂的情況，只要在2𝑚+2的多邊形放入等比數列就可在𝑁 + 2層收斂至 1。 

 2𝑚+2
邊形其結果可以收斂至「1」；其中： 𝒎 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, ⋯ ⋯ 

在𝑵 + 𝟐層時收斂至「1」；其中：𝑵為多邊形邊數 

1

1

1

1

1

4 4

1

1

1

1

44

1

1

1
2

2

2

2

8

2

2

2

4 2

1

2

18

4

2

2

2

1

1

8

2

4

1 1

2

1

11

8

4

1

2

2

1

1

1

1

8

2

4
2

1

1

11

1

8

1

11

2

1

1
8

1

4

3

21

8

7

6 5

1

1

1

4

1

4

1

1 4

4

4

1

1

1

1

4

44

4

4

1

4

1

4

1

4

1

4

11

4

4

1

1

4

1

1

1

4

1

4

1 1

4

1 1

44

1

1

1

1

4

11

4

1

1

1

1

1

2

2

2

1

2

2

44

2

2

1
2

2

1

2

8

2

4

2

2 1

2

2

18

4

1

1

2

1

1

8

2

2

1 2

2

1

11

8

4

2

3

2

1

1

1

1

8

2

5 2

1

1

11

1

8

2

22

3

2

215

2

7

5

31

15

13

911

1

11

1

2

12

1

1

1

2

2

2

2

22

1

1

1

1

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1 1

1

64

64

64

6464

64

64

64
64

1

64

1

64

1

64

1

1 64

64

1

164

64

1

64

1

1

1

64

1

1

1 64

1

1

11

64

64

64
64

1

1

1

1

1

64

1

64 1

1

1

11

1

64

2

22

2

2

2128

2

8

4

21

128

64

1632

1

1

1

1

1

1 1

1

243

243

243

243243

243

243

243

243

1

243

1

243

1

243

1

1 243

243

1

1243

243

1

243

1

1

1

243

1

1

1 243

1

1

11

243

243

243

243

1

1

1

1

1

243

1

243 1

1

1

11

1

243

3

33

3

3

32187

3

27

9

3
1

2187

729

243 81
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3. 在演算數字採用等比數列的情況下，若 N 邊形的每個頂角數字差為 r 倍，則結

果為 1 和rN−2組成的數字排列。 

4. 在給予公差數字的條件下，進入第二層演算就會開始出現大量的 1 與 2 二個數

字，當開始出現循環時，只有四捨五入法在循環層的數字組成由 1 與 2 二個數

字來組合，因其在演算過程中會因捨去和進位交替運用而產生偶數，尤其是 2

的出現，會讓演算的數字一直保持為偶數狀態，進而逐漸將演算數字收斂至 1

與 2。 

5. 在給予公差數字的條件下，無條件捨去法在運算過程中，因為只能捨去，而喪

失了許多出現 2 的機會，因此循環層由 1 與其它數字組成，數字組合至多三

種，其中包含 1。 

二、 頂角數字相減的研究 

(一)、 數字相減的成果歸納 (公差) 

我們做了許多有關公差的數字研究，從其中發現，如果經過多層演算後不能歸零，

它也會出現一些特別的規律，會由 0 與公差倍數的數字組成一個規律循環的模式，我

們將三角形至八邊形所產生的規律整理分析如下表： 

1. 三角形減法模式 

公差 1：結果由 0、1 組成      公差 2：結果由 0、2 組成 

公差 d：結果由 0、d 組成 

頂角編號 1 2 3 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d 

第 2 層 d d 2d 

第 3 層 0 d d 

第 4 層 d 0 d 

第 5 層 d d 0 

從第 3 層每層數字排列方式相

同。 
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2. 四邊形減法模式 

在運用公差的方式下，正方形頂角的 4 個數字運算到最後都會在第六層收斂至零。 

頂角編號 1 2 3 4 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d a1+3d 

第 2 層 d d d 3d 

第 3 層 0 0 2d 2d 

第 4 層 0 2d 0 2d 

第 5 層 2d 2d 2d 2d 

第 6 層 0 0 0 0 

3. 五邊形減法模式 

公差 1：結果由 0、3 組成      公差 2：結果由 0、4 組成 

公差 d：結果由 0、3d 組成 

頂角編號 1 2 3 4 5 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d a1+3d a1+4d 

第 2 層 d d d d 4d 

第 3 層 0 0 0 3d 3d 

第 4 層 0 0 3d 0 3d 

第 5 層 0 3d 3d 3d 3d 

第 6 層 3d 0 0 0 3d 

從第 3 層開始規律循環，每 3 層循環一次 

4. 六邊形減法模式 

公差 1：結果由 0、4 組成      公差 2：結果由 0、4 組成 

公差 d：結果由 0、4d 組成 

頂角編號 1 2 3 4 5 6 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d a1+3d a1+4d a1+5d 

第 2 層 d d d d d 5d 

第 3 層 0 0 0 0 4d 4d 

第 4 層 0 0 0 4d 0 4d 

第 5 層 0 0 4d 4d 4d 4d 

第 6 層 0 4d 0 0 0 4d 

從第 4 層開始規律循環，每 2 層循環一次 

5. 七邊形減法模式 

公差 1：結果由 0、5 組成      公差 2：結果由 0、10 組成 
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公差 d：結果由 0、5d 組成 

頂角編號 1 2 3 4 5 6 7 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d a1+3d a1+4d a1+5d a1+6d 

第 2 層 d d d d d d 6d 

第 3 層 0 0 0 0 0 5d 5d 

第 4 層 0 0 0 0 5d 0 5d 

第 5 層 0 0 0 5d 5d 5d 5d 

第 6 層 0 0 5d 0 0 0 5d 

第 7 層 0 5d 5d 0 0 5d 5d 

第 8 層 5d 0 5d 0 5d 0 5d 

第 9 層 5d 5d 5d 5d 5d 5d 0 

第 10 層 0 0 0 0 0 5d 5d 

從第 3 層開始規律循環，每 7 層循環一次 

6. 八邊形減法模式 

由下表得知，不管填入的數字如何，八邊形如同正方形一樣，其結果都會收斂至

0。 

頂角編號 1 2 3 4 5 6 7 8 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d a1+3d a1+4d a1+5d a1+6d a1+7d 

第 2 層 d d d d d d d 7d 

第 3 層 0 0 0 0 0 0 6d 6d 

第 4 層 0 0 0 0 0 6d 0 6d 

第 5 層 0 0 0 0 6d 6d 6d 6d 

第 6 層 0 0 0 6d 0 0 0 6d 

第 7 層 0 0 6d 6d 0 0 6d 6d 

第 8 層 0 6d 0 6d 0 6d 0 6d 

第 9 層 6d 6d 6d 6d 6d 6d 6d 6d 

第 10 層 0 0 0 0 0 0 0 0 

(二)、 數字相減的成果歸納 (費波那契數列) 

邊形數

關係 
邊形數 

費波那契數列運用在減法模式 

收斂或循環起始層 

循環

層數 

3 的 

倍數 

3 角形 第 2 層(0,1,1)；第 3 層(1,0,1) 1 

6 邊形 第 11 層(0,1,1,0,1,1)；第 12 層(1,0,1,1,0,1) 1 

9 邊形 第 24 層(1,0,1,1,0,1,1,0,1)；第 25 層(1,1,0,1,1,0,1,1,0) 1 

12 邊形 第 31 層(1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0) 1 

15 邊形 第 73 層(1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0) 1 

18 邊形 第 63 層(1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1) 1 

21 邊形 第 131 層(0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1) 1 
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24 邊形 
第 140 層

(0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1) 
1 

𝟐𝒎+𝟐 

邊形 

4 邊形 第 5 層收斂至 0  

8 邊形 第 14 層收斂至 0  

16 邊形 第 46 層收斂至 0  

32 邊形 第 150 層收斂至 0  

64 邊形 第 1010 層收斂至 0  

其他邊

形數 

5 邊形 第 8 層(0,0,0,1,1)；第 11 層(1,0,0,0,1) 3 

7 邊形 第 15 層(0,0,1,0,0,1,0)；第 22 層(0,0,1,0,0,1,0) 7 

10 邊形 第 21 層(0,1,1,0,1,0,1,0,1,1) 6 

11 邊形 第 45 層(1,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1) 33 

13 邊形 第 58 層(0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,1,1) 63 

14 邊形 第 36 層(0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0) 14 

25 邊形 第 158 層(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1) 1023 

研究費波那契數列運用在減法模式時我們可以發現： 

1. 在2m+2邊形其結果可以收斂至「0」；其中：m=0,1,2,3,…… 

2. 除了2m+2邊形外，其他的多邊形最後的結果會由 1 與 0 二個數字所組成的數

列來進行循環；我們同時以隨機整數運用 Excel 軟體來進行測試，最後的結果

也是由 1 與 0 二個數字所組成的數列來進行循環。 

3. 當邊形數是 3 的倍數時，進入循環後，其循環層數為每一層不斷重複循環，而

其數字組合是以(0,1,1)這組數字乘以 3 的倍數所組成，例如三角形循環層數字

組合為(0,1,1)；六邊形循環層數字組合為(0,1,1,0,1,1)，如此在尋找循環起始層

時方便許多，只要判斷該層數字總和就可以從計算表單中輕易發現。 

N 邊形循環層數字總和=N÷3×2；其中：N 為多邊形邊數 

(三)、 可收斂至零的多邊形 

我們為了找出哪些多邊形可以收斂至 0，於是測試了其他的多邊形，發現除了正

方形與八邊形外，16 邊形、32 邊形等都可以收斂至 0，因此我們推測，邊數為「2𝑚+2」

次方的多邊形都可以收斂至 0，為了驗證這個假設，我們又試了 64 邊形和 128 邊形，

發現減法運算時，只要在2𝑚+2的多邊形放入等差數列就可在𝑁 + 2層收斂至 0。 

2𝑚+2邊形其結果可以收斂至「0」；其中：m=0,1,2,3,…… 

在𝑵 + 𝟐層時收斂至「0」，；其中：N 為多邊形邊數 



17 
 

 

(四)、 除法模式與減法模式的共通性 

比較除法模式以等比數列進行研究時發現，其與上述減法模式以等差數列進行

研究有共通性之關係，同樣在2m+2邊形其結果可以分別收斂至「1」(除法)或「0」

(減法)；其中： m = 1,2,3, ⋯ ⋯，在N + 2層時收斂至「1」(除法)或「0」(減法)；

其中：N為多邊形邊數。 

1. 比較三角形運用除法模式(等比)與減法模式(等差)之結果 

頂角編號 1 2 3 

三角形除法模式採用等比數列 

第 1 層 a1 a1r a1r2 

第 2 層 r r r2 

第 3 層 1 r r 

第 4 層 r 1 r 

第 5 層 r r 1 

第 6 層 1 r r 

 

頂角編號 1 2 3 

三角形減法模式採用等差數列 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d 

第 2 層 d d 2d 

第 3 層 0 d d 

第 4 層 d 0 d 

第 5 層 d d 0 

第 6 層 0 d d 

2. 比較正方形運用除法模式(等比)與減法模式(等差)之結果 

頂角編號 1 2 3 4 

第 1 層 a1 a1r a1r2 a1r3 

第 2 層 r r r r3 

第 3 層 1 1 r2 r2 

第 4 層 1 r2 1 r2 

第 5 層 r2 r2 r2 r2 
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第 6 層 1 1 1 1 

正方形除法模式採用等比數列 

 

頂角編號 1 2 3 4 

正方形減法模式採用等差數列 

第 1 層 a1 a1+d a1+2d a1+3d 

第 2 層 d d d 3d 

第 3 層 0 0 2d 2d 

第 4 層 0 2d 0 2d 

第 5 層 2d 2d 2d 2d 

第 6 層 0 0 0 0 

(五)、 以歸納法證明𝟐𝒎+𝟐邊形其結果可以收斂 

1. 除法模式 (等比數列) 

2𝑚+2
邊形其結果可以收斂至「1」；其中： 𝒎 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, ⋯ ⋯ 

在𝑵 + 𝟐層時收斂至「1」；其中：𝑵為多邊形邊數 

2. 減法模式 (等差數列) 

2𝑚+2
邊形其結果可以收斂至「0」；其中：𝒎 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, ⋯ ⋯ 

在𝑵 + 𝟐層時收斂至「0」；其中：𝑵為多邊形邊數 

3. 從 Excel 表單中整理歸納 

當 n 邊形可以被下表最大數整除時，代表可收斂至 0 

n 邊形 3-4 5-8 9-16 17-32 33-64 65-128 … 

須被整除

的最大數 
2 4 8 16 32 64 … 

4. 以歸納法證明 
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Step1 

四邊形(令𝑚 = 0) 

22 ÷ 21 = 21 (成立) 
Step3 

n 邊形(令𝑚 = 𝑛) 

2𝑛 ÷ 21 = 2𝑛+1 

⋮ 

2𝑛 ÷ 2𝑛−1 = 21 (成立) 

Step2 

八邊形(令𝑚 = 1) 

23 ÷ 21 = 22 

23 ÷ 22 = 21 (成立) 
Step4 

n+1 邊形(令𝑚 = 𝑛 + 1) 

2𝑛+1 ÷ 21 = 2𝑛 

⋮ 

2𝑛+1 ÷ 2𝑛 = 21 (成立) 

由以上結果可知，不論除法(等比數列)或減法(等差數列)都可以在2𝑚+2邊形於

第𝑁 + 2層時，其結果可以分別收斂至「1」及「0」。 

(六)、 邊形特性研究 

1. 正方形的特性 

在相鄰頂角相減的研究裡，經過整理分析，我們發

現正方形除了第一層外，會有以下三項規律的其中一

項： 

(1). 對角線的數字和相等。(右圖第 3 層 2+0=2+0) 

(2). 對角線的數字差相等。(右圖第 3 層 2-0=210) 

(3). 最大數=其他三數和。(右圖第 3 層 3=1+1+1) 

2. 三角形的特性 

(1). 不論三角形最大數是奇數還是偶數，只要是以n、1、(n − 1)的數字填入格

子，結果會在n層循環。 

(2). 最大數為奇數時：n、
n

2
 (捨去)、

n

2
 (進位)，最後結果會在 

n

2
 (進位)+1 層結

束。 

(3). 最大數為偶數時：n、
n

2
、

n

2
，最後結果會在第 2 層循環。 

(4). 只要其中一數是最大數的因數，則開始的循環層數=最大數/因數。 

三、 頂角數字相乘的研究 

(一)、 數字相乘的成果歸納 

乘法模式因採乘積的個位數，在02 = 0、12 = 1、52 = 25、62 = 36平方的關係

下可分別收斂至 0、1、5、6，若採用乘積的末 2 位數時會發現，其所組成的數字個

位數會是 1、5、6 等不再變化的單一數字，但十位數字仍不斷的變化組合，此時可因

0

0

0

0 2

22

2

0

2

0

2 0

02

2

13

1

1

21

34
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其個位數字已不再變化而將其視為收斂。下列歸納分析除了採用「乘積取末 1 位」、

「乘積取末 2 位」另加入「乘積取末 2 位運算，但只看末 1 位」的方式來增加收斂情

況的比較分析。 

 

 

1. 三角形乘法模式 

項目 乘積取末 1 位 
循環

層數 

乘積取末 2 位運

算，只看末位 

循環

層數 
乘積取末 2 位 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 

第 3 層開始循環 

(2,8,6) 
2 

第 3 層開始循環 

(12,18,6) 
2 第 4 層(16,8,72) 4 

公差 1 

首項 2 

第 2 層開始循環 

(6,2,8) 
2 

第 2 層開始循環 

(6,12,8) 
2 第 3 層(72,96,48)  4 

公差 2 

首項 1 
第 3 層收斂至 5  

第 3 層收斂至 5 

(45,75,15)  
 第 4 層(75,25,75)  1 

公差 2 

首項 2 

第 3 層開始循環 

(2,8,6) 
2 

第 3 層開始循環 

(92,88,96) 
2 

第 3 層起每 4 層

一循環週期 
4 

公比 2 

首項 1 

第 3 層開始循環 

(6,2,8) 
2 

第 3 層開始循環 

(16,32,8) 
2 

第 3 層起每 4 層

一循環週期 
4 

公比 3 

首項 1 

第 3 層開始循環 

(1,3,7) 
2 

第 3 層開始循環 

(81,43,27) 
2 

第 3 層起每 4 層

一循環週期 
4 

費波那契

數列 

第 3 層開始循環 

(2,4,2) 
2 

第 3 層開始循環 

(2,4,2) 
2 第 4 層(8,8,4)  4 

2. 四邊形乘法模式 

項目 乘積取末 1 位 
循環

層數 

乘積取末 2 位運

算，只看末位 

循環

層數 
乘積取末 2 位 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 6 層收斂至 6  

第 6 層收斂至 6 

(36,56,16,96) 
 

第 6 層起每 1 層

皆相同 
1 

公差 1 

首項 2 
第 4 層收斂至 0  

第 4 層收斂至 0 

(80,0,0,20) 
 第 5 層收斂至 0  

公差 2 

首項 1 
第 4 層收斂至 5  

第 4 層收斂至 5 

(25,25,45,45) 
 

第 5 層收斂至 25 
 

公差 2 

首項 2 
第 6 層收斂至 6  

第 6 層收斂至 6 

(56,76,36,16) 
 

第 7 層

(56,36,76,96) 
4 

公比 2 

首項 1 
第 3 層收斂至 6  

第 3 層收斂至 6 

(16,56,56,16)，  
 

第 3 層起每 4 層

一循環週期 
4 
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公比 3 

首項 1 
第 3 層收斂至 1  

第 3 層收斂至 1 

(81,61,61,81)  
 

第 3 層起每 4 層

一循環週期 
4 

費波那契

數列 
第 6 層收斂至 6  

第 6 層收斂至 6 

(76,36,56,96)  
 

第 6 層起每 4 層

一循環週期 
4 

3. 五邊形乘法模式 

從 5 邊形開始，因組成的數字增多，可收斂至 0 的狀況開始增加，只要數字中

有 5、10 等數字出現，就有機會收斂至 0。 

項目 乘積取末 1 位 
循環

層數 

乘積取末 2 位運

算，只看末位 

循環

層數 
乘積取末 2 位 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 5 層收斂至 0  

第 5 層收斂至 0 

(20,0,0,0,80) 
 第 6 層收斂至 0  

公差 1 

首項 2 
第 5 層收斂至 0  

第 5 層收斂至 0 

(0,0,0,80,20) 
 第 6 層收斂至 0  

公差 2 

首項 1 
第 5 層收斂至 5  

第 5 層收斂至 5 

(25,75,15,35,75) 
 

第 6 層

(75,25,25,25,75) 
3 

公差 2 

首項 2 
第 5 層收斂至 0  

第 5 層收斂至 0 

(20,0,0,0,80) 
 第 6 層收斂至 0   

公比 2 

首項 1 

第 2 層開始循環 

(2,8,2,8,6) 
6 

第 2 層開始循環 

(2,8,32,28,16) 
6 

第 3 層

(16,56,96,48,32)  
12 

公比 3 

首項 1 

第 2 層開始循環 

(3,7,3,7,1) 
6 

第 2 層開始循環 

(3,27,43,87,81) 
6 

第 2 層 

(3,27,43,87,81) 
12 

費波那契

數列 
第 5 層收斂至 0  

第 5 層收斂至 0 

(20,0,50,50,40) 
 第 6 層收斂至 0  

4. 六邊形乘法模式 

項目 乘積取末 1 位 
循環

層數 

乘積取末 2 位運

算，只看末位 

循環

層數 
乘積取末 2 位 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 6 層收斂至 0  

第 6 層收斂至 0 

(0,0,0,0,40,20) 
 第 7 層收斂至 0  

公差 1 

首項 2 
第 6 層收斂至 0  

第 6 層收斂至 0 

(0,0,0,60,40,0) 
 第 7 層收斂至 0  

公差 2 

首項 1 
第 6 層收斂至 5  

第 6 層收斂至 5 

(25,25,5,45,25,25,) 
 第 7 層收斂至 25  

公差 2 

首項 2 
第 6 層收斂至 0  

第 6 層收斂至 0 

(0,0,0,0,40,20) 
 第 7 層收斂至 0  

公比 2 

首項 1 

第 4 層開始循環 

(6,6,6,4,6,4) 
2 

第 4 層開始循環 

(96,76,56,24,76,24) 
2 

第 4 層 

(96,76,56,24,76,24) 
8 
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公比 3 

首項 1 

第 4 層開始循環 

(1,1,1,9,1,9) 
2 

第 4 層開始循環 

(41,1,61,49,1,49) 
2 

第 4 層 

(41,1,61,49,1,49) 
8 

費波那契

數列 
第 6 層收斂至 0  

第 6 層收斂至 0 

(0,0,0,0,40,80) 
 第 7 層收斂至 0  

 

 

 

 

 

 

公差 2，首項 1，採乘積取末 1 位 公差 2，首項 1，採乘積取末 2 位 

 

 

 

 

取出第 7 層

以後的圖形 

 

 

公比 2，首項 1，採乘積取末 2 位 

(紫色與綠色為每 2 層其個位數數字排列同，單看紫色為末 2 位數每 8 層數字排列相

同) 

5. 七邊形乘法模式 

項目 乘積取末 1 位 
循環

層數 

乘積取末 2 位運

算，只看末位 

循環

層數 
乘積取末 2 位 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 7 層收斂至 0  

第 7 層收斂至 0 

(0,0,0,0,20,40,0) 
 第 8 層收斂至 0  

公差 1 

首項 2 
第 7 層收斂至 0  

第 7 層收斂至 0 

(0,0,0,20,80,0,0) 
 第 8 層收斂至 0  

公差 2 

首項 1 
第 7 層收斂至 5  

第 7 層收斂至 5 

(25,75,55,65,25,75,

75) 

 

第 8 層

(75,25,75,25,75,25,

75) 

7 

公差 2 

首項 2 
第 7 層收斂至 0  

第 7 層收斂至 0 

(0,0,0,0,20,40,0) 
 第 8 層收斂至 0  

公比 2 

首項 1 

第 3 層開始循環 

(6,6,6,6,6,2,8) 
14 

第 3 層開始循環 

(16,56,96,36,76,72,

28) 

14 

測試至 1600 層未

發現二位數相同

數字排列的週期 

 

5

5

5

5 5

5

25

5

55

1

5

5

5

5

53

7

5

5

57

9

3

3

3

5

51

9

7

5

31

11

9

2525

25

2525

25
25

25

45

5 25

25

25

25

255

41

45

85

85

25

2593

37

45

25

537

89

33

63

3

35

1511

99

7

5

31

11

9

8456

64

6484

96
96

64

76

56 76

84

4

96

5644

24

24

24

56

96

7624

76

16

56

9636

84

64

28

2

32

832

12

8

4

21

32

16

36

24

56

76

24 76

96

84

44

464

16

36

4

44

7616

76

44

76

764

4

44

76

44

76

7676

4

64

84

6496

56

84
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公比 3 

首項 1 

第 3 層開始循環 

(1,1,1,1,1,3,7) 
14 

第 3 層開始循環 

(81,61,41,21,1,63,8

7) 

14 

測試至 1600 層未

發現二位數相同

數字排列的週期 

 

費波那契

數列 
第 7 層收斂至 0  

第 7 層收斂至 0 

(0,0,0,0,80,20,0) 
 第 8 層收斂至 0  

 

 

 

 

 

 

公差 2，首項 2，採乘積取末 1 位 公差 2，首項 2，採乘積取末 2 位 

 

 

 

 

 

 

費波那契數列，採乘積取末 1 位 費波那契數列，採乘積取末 2 位 

6. 八邊形乘法模式 

項目 乘積取末 1 位 
循環

層數 

乘積取末 2 位運

算，只看末位 

循環

層數 
乘積取末 2 位 

循環

層數 

公差 1 

首項 1 
第 8 層收斂至 0 

 第 8 層收斂至 0 

(0,0,0,0,20,20,0,0) 
 第 9 層收斂至 0  

公差 1 

首項 2 
第 8 層收斂至 0 

 第 8 層收斂至 0 

(0,0,0,80,80,0,0,0) 
 第 9 層收斂至 0  

公差 2 

首項 1 
第 5 層收斂至 5 

 第 5 層收斂至 5 

(25,25,65,5,25,25,2

5,25) 

 第 6 層收斂至 25  

公差 2 

首項 2 
第 8 層收斂至 0 

 第 8 層收斂至 0 

(0,0,0,0,20,20,0,0) 
 第 9 層收斂至 0  

公比 2 

首項 1 
第 3 層收斂至 6 

 第 3 層收斂至 6 

(16,56,96,36,76,16,

76,56)  

 

第 3 層 

(16,56,96,36,76,16,

76,56) 

24 

0

0 0

0

0

0

6

0

0

0

0

8

0

0

00 0

0

2

6 8

0

0

0

0

0

4

4

0 2

00 0

2

4

0

48

8

88

0

6

4

2

14

12

10 8

0

0

0

0

0

0

0
40

0

00

0

0

20 96

40

0

0

0

0

20

40

0

0 0

20

72

68

40

0

0

80

84

896

24

92

52

400

60

4

80

2468

48

828

20

6

4

2

14

12

10 8

0

0

00

0

0

0 4

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0

0

4

6

0

0

0

0

4

66

3

2

2

00

0

2

5

24

6

13

0

2

1

1

13

8

35

0

0

0

0

0

0

0
20

0

00

0

0
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公比 3 

首項 1 
第 3 層收斂至 1 

 第 3 層收斂至 1 

(81,61,41,21,1,81,1,

61)  

 

第 3 層 

(81,61,41,21,1,81,1,

61) 

24 

費波那契

數列 
第 8 層收斂至 0 

 第 8 層收斂至 0 

(0,0,0,0,20,20,0,0) 
 第 9 層收斂至 0  

(二)、 乘法模式研究發現 

1. 因02 = 0、12 = 1、52 = 25、62 = 36，若運算結果遇上 0、1、5、6 這四個

數字時，因其相乘所取出之個位數皆不斷重複，因此乘法模式的運算會收斂至

0、1、5、6 這四個數字。 

2. 由於是相鄰二數相乘的因素，無論是取個位數或取末二位數，演算結果這二種

方式的個位數皆相同，因此從上述表格歸納可得知，不管是採用「乘積取末 1

位」或「乘積取末 2 位運算，只看末位」其結果皆相同。 

3. 在 5 邊形以上的運算，由於填入的數字有 5 個以上，不論是採用公差 1 首項

1、公差 1 首項 2、公差 1 首項 3，因所產生的數字會包含 5、10 及偶數等數

字組合，進而產生個位數是 0 的數字，因此皆會收斂至 0。且在 5 邊形以上的

運算，公差 1 首項 1 與公差 2 首項 2 二項條件，無論是採乘積取末 1 位或乘

積取末 2 位等方法，公差 1 首項 1 與公差 2 首項 2 二項條件的結果相同。 

4. 在公差 2 首項 1 的狀況下都會收斂至 5，在此條件下所填入的數字皆為奇數，

且會有 5 的倍數，因而在演算過程中會逐漸產出 5 的倍數的數字。 

5. 當收斂至 0 時，乘積取 2 位者需多做一層演算，乘積取末 1 位的層數+1=乘積

取末 2 位的層數。 

6. 經由下圖 5-3-2-1 數字 0~9 平方過程關聯圖，我們發現在採用公比條件的數字

時，當公比為偶數(10 除外)時，會收斂至 6；當公比為奇數(5 除外)時，會收

斂至 1；當公比為 10 時，會收斂至 0；當公比為 5 時，會收斂至 5。 
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圖 5-3-2-1 數字 0~9 平方過程關聯圖(取個位數運算) 

7. 「乘積取末 2 位」之運算，隨著多邊形數越大，雖然末 1 位數皆相同，但二位

數字的組成要尋找出相同數字且排列方式相同的循環週期則越加困難，前述表

格歸納，在採用公比的條件下，7 邊形測試至第 1600 層仍未發現二位數相同

數字排列的週期，8 邊形在第 27 層即產生與第 3 層相同數字組成且排列方式

相同的數列，而 16 邊形則須 624 層後方才尋獲。 

四、 頂角數字相加的研究 

(一)、 數字相加的成果歸納 

假設第 1 個頂角數字為 1，其餘頂角依公差數填入，此為第 1 層數字。將相鄰頂角

的數字相加往內層演算，依序作業至第 N 層，將各個多邊形相關數據資料整理如

下 

1. 三角形加法模式 

公差 1 2 …… d 

第 1 層總

和 

6 9  21-1x(3+3d)  

第 2 層總

和 

12 18  22-1x(3+3d)  

第 3 層總

和 

24 36  23-1x(3+3d)  

…… …… ……  …… 

第 n 層總

和 

2n-1x6 2n-1x9 …… 2n-1x(3+3d)  

2. 正方形加法模式 

12=192=81
32=9

72=49
52=25

02=0

62=3642=16
22=4

82=64
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公差 1 2 …… d 

第 1 層總

和 

10 16  21-1x(4+6d) 

第 2 層總

和 

20 32  22-1x(4+6d)  

第 3 層總

和 

40 64  23-1x(4+6d)  

…… …… ……  …… 

第 n 層總

和 

2n-1x10 2n-1x16 …… 2n-1x(4+6d) 

3. 五邊形加法模式 

公差 1 2 …… d 

第 1 層總

和 

15 25  21-1x(5+10d)  

第 2 層總

和 

30 50  22-1x(5+10d) 

第 3 層總

和 

60 100  23-1x(5+10d)  

…… …… ……  …… 

第 n 層總

和 

2n-1x15 2n-1x25 …… 2n-1x(5+10d)  

4. 六邊形加法模式 

公差 1 2 …… d 

第 1 層總

和 

21 36  21-1x(6+15d)  

第 2 層總

和 

42 72  22-1x(6+15d)  

第 3 層總

和 

84 144  23-1x(6+15d)  

…… …… ……  …… 

第 n 層總

和 

2n-1x21 2n-1x36 …… 2n-1x(6+15d)  

5. 七邊形加法模式 

公差 1 2 …… d 

第 1 層總

和 

28 49  21-1x(7+21d)  
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第 2 層總

和 

56 98  22-1x(7+21d)  

第 3 層總

和 

112 196  23-1x(7+21d)  

…… …… ……  …… 

第 n 層總

和 

2n-1x28 2n-1x49 …… 2n-1x(7+21d)  

6. 八邊形加法模式 

公差 1 2 …… d 

第 1 層總

和 

36 64  21-1x(8+28d)  

第 2 層總

和 

72 128  22-1x(8+28d)  

第 3 層總

和 

144 256  23-1x(8+28d)  

…… …… ……  …… 

第 n 層總

和 

2n-1x36 2n-1x64 …… 2n-1x(8+28d)  

(二)、 加法模式的研究發現 

從上述表格歸納，若起始數字是 1，在公差 2 時，第一層總和是 N 邊形的平方。 

例如：六邊形在公差 2 時， 

第一層數字加總為 1+3+5+7+9+11=36，36 正好是 6 的平方。 

例如：七邊形在公差 2 時， 

第一層數字加總為 1+3+5+7+9+11+13=49，49 正好是 7 的平方。 

另外，我們分別將公差 1、公差 2 與公差 3 時的多邊形圖形及總和計算式整理如下： 

1. 以三角形為例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

23

34

5

1

23

9 8

7 34

5

1

23
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21-1x(3+3x1)=6  22-1x(3+3x1)=12  23-1x(3+3x1)=24 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(3+3x2)=9  22-1x(3+3x2)=18  23-1x(3+3x2)=36 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(3+3x3)=12  22-1x(3+3x3)=24  23-1x(3+3x3)=48 

2. 以六邊形為例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(6+6x2.5)=21  22-1x(6+6x2.5)=42  23-1x(6+6x2.5)=84 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(6+6x5)=36  22-1x(6+6x5)=72  23-1x(6+6x5)=144 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(6+6x7.5)=51  22-1x(6+6x7.5)=102  23-1x(6+6x7.5)=204 

3. 以七邊形為例 

1

35

46

8

1

35

14 12

10 46

8

1

35

1

47

58

11

1

47

19 16

13 58

11

1

47

3

21

6

5 4

3

9

7

57

11

3

21

6

45

1218

8

1620

10

3

9

7

57

11

3

21

6

5 4

5

31

11

79

4

16

12

812

20

5

31

11

9 7

32 20

12

2836

16

4

16

12

812

20

5

31

11

79

7

41

16

13 10

5

23

17

1117

29

7

41

16

1013

46 28

16

4052

22

5

23

17

1117

29

7

41

16

13 10
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21-1x(7+7x3)=28  22-1x(7+7x3)=56  23-1x(7+7x3)=102 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(7+7x6)=49  22-1x(7+7x6)=98  23-1x(7+7x6)=196 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21-1x(7+7x9)=70  22-1x(7+7x9)=140  23-1x(7+7x9)=280 

4. 公式推導 

根據上述分析，可以推導出多邊形加法公式： 

發現後一層皆是前一層的兩倍，並將第一層的數總和分解，得以上結果，再由

以上結果找出規律，得以下式子 

三角形第 n 層總和2𝑛−1 × [3 + 3 × (3 − 1) × 0.5 × 𝑑] 

四方形第 n 層總和2𝑛−1 × [4 + 4 × (4 − 1) × 0.5 × 𝑑] 

五邊形第 n 層總和2𝑛−1 × [5 + 5 × (5 − 1) × 0.5 × 𝑑] 

六邊形第 n 層總和2𝑛−1 × [6 + 6 × (6 − 1) × 0.5 × 𝑑] 

七邊形第 n 層總和2𝑛−1 × [7 + 7 × (7 − 1) × 0.5 × 𝑑] 

八邊形第 n 層總和2𝑛−1 × [8 + 8 × (8 − 1) × 0.5 × 𝑑] 

…… 

N 邊形第 n 層總和𝟐𝒏−𝟏 × {𝒂𝟏 × 𝑵 + [𝑵 × (𝑵 − 𝟏) × 𝟎. 𝟓] × 𝒅} 

其中：𝑛為層數，𝑎1為首項，𝑁為多邊形的邊數，𝑑為公差 
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陸、 結論與未來研究方向 

過去數字方塊是一個從正方形和減法運算開始的遊戲。而我們在研究中採用以等差(等比)

數列為主的數字，當中也測試過以任意整數、費氏數列等，搭配改變運算符號為加法、乘法

和除法去進行運算，並延伸至其他多邊形的研究。 

綜合上述研究結果顯示，可得如下結論： 

1. 除法運算時，將相鄰的兩數(任意整數或等差/等比數列的數字)，以大數除以小數

後，採用無條件進入法、無條件捨去法與四捨五入法時發現，當在2𝑚+2的多邊形

上採用等比數列的數字時，m為從 0 開始的整數，其結果都可以在第𝑁 + 2層使得

每一個數字都收斂至 1，N 為多邊形邊數，其餘多邊形的運算結果，都會依多邊形

邊數在特定某一層開始出現循環。 

2. 減法運算時，獲得的結論除前人的研究結果外，當在2𝑚+2的多邊形上採用等差數列

的數字時，m為從 0 開始的整數，其結果都可以在第𝑁 + 2層使得每一個數字都收斂

至 0，N 為多邊形邊數，其餘多邊形的運算結果，都會依多邊形邊數在特定某一層開

始出現循環。再者，當公差乘以 r 倍時，其最後循環數字也會乘以 r 倍。 

3. 乘法運算時，因02 = 0、12 = 1、52 = 25、62 = 36，其相乘所取出之個位數皆不斷

重複，因此運算結果會收斂至 0、1、5、6 這四個數字，不論是「乘積取末 1 位」或

「乘積取末 2 位」其運算結果的個位數皆相同。5 邊形以上由於填入的數字有 5 個

以上，公差或費氏數列所產生的數字會包含 5、10 及偶數等，進而產生個位數是 0

的數字，因此皆會收斂至 0。 

4. 加法運算時，雖然每一層的數字總和會以 2 倍的方式遞增，但我們推導出當首項、

公差、多邊形邊數改變時，可代入𝟐𝒏−𝟏 × {𝒂𝟏 × 𝑵 + [𝑵 × (𝑵 − 𝟏) × 𝟎. 𝟓] × 𝒅}公式

中，獲得多邊形每一層的數字總和，相對也可以利用此公式反求首項、公差、多邊

形邊數、層數等數值。 

5. 我們用具相同公差或公比的整數數字來進行研究，並且導入 Excel 軟體來輔助計算，

另外也利用 GSP 繪圖軟體來進行圖形的建構，運用科技的幫忙讓我們可以快速地進

行各種測試，並在表格化的資料中尋找出規律。 
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    由於時間及版面有限，未來我們將朝下列方向繼續深入研究： 

1. 加入某些限制條件並利用四則運算交互運用，去觀察其規律性及收斂可能。目前我

們使用乘除交替運算，去避免單獨使用乘法時的數字不斷放大問題；使用加減交替

運算，去避免單獨使用加法時的數字不斷放大問題。 

2. 對於填入任意整數的運算部份之研究做的更完整。 

3. 利用科學化及嚴謹的數學方法，去證明所獲得的結果，以更具說服力。 

4. 將研究成果與生活連結，例如圖形鎖之開發運用等。 
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【評語】030423  

本件作品考慮在多邊形頂點上賦值後，給定一規則是否可連續

操作後得新生成的頂點賦值歸於一致。再減法時是古典的結果，其

他規則略顯人工。可試著考慮加強特殊數列為值的部分，應有另一

番發現。 
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