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摘要 

象棋和國際象棋都是由正方格所組成的棋盤，而棋盤覆蓋的研究也大多以正方形為主，

那是不是只有正方形才可以當成棋盤的基本圖形呢？事實上，如果只採用一種圖形，那正三

角形、正方形、正六邊形都可以舖滿平面，而達爾文稱讚蜂巢為「在已知的僅憑本能的建構

中是最令人驚奇的成就」，各蜂窩的六個側面緊連其他六個蜂窩，這是自然界中所能找到最節

省空間及建材的建築設計。本篇研究主要是利用實際操作的過程中來找尋四格六邊形覆蓋平

行四邊形、三角形、六邊形，再將發現的結果做歸納分析並深入探討，找出其規則。 

 

 

壹、研究動機 

    本研究始於偶然的情形下，在學校圖書館看到了「數學放輕鬆」書裡有一道題目為下面

7 種四格六邊形中: 各取一個，請問哪些能拼成下面之

圖案? 

  

 

 

 

 

因為完成了這個問題的挑戰,而覺得有趣,想要繼續發展。在我們拼湊圖形的時候發現,如果我

們只取其中一種四格六邊形來覆蓋平行四邊形、六邊形或三角形棋盤也有機會完成。 

 

貳、研究目的 

一、證明 I 形、P 形、L 形或 O 形的四格六邊形是否可以不重疊地覆蓋平行四邊形棋盤。 

二、證明 P 形的四格六邊形是否可以不重疊地覆蓋三角形棋盤。 

三、證明正六邊形棋盤去除中間的正六邊形後，是否可以被 I 形、P 形或 L 形四格六邊 

形不重疊地覆蓋。 

四、證明 Y 形、Z 形或 U 形的四格六邊形為何無法不重疊地覆蓋平行四邊形棋盤。 

五、證明 Y 形、Z 形、O 形、U 形或 I 形的四格六邊形為何無法不重疊地覆蓋三角形棋盤。 

六、證明 Y 形、Z 形或 O 形的四格六邊形為何無法不重疊地覆蓋去除中間的正六邊形棋盤。 

七、特殊情況的討論。 

 

參、研究設備及器材 

自製六邊形棋盤、六邊形紙片、筆、電腦軟體 Microsoft Office Excel 

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Tetracomb.svg
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肆、名詞介紹及研究方法 

一、多六邊形的種類： 

(一) 二格六邊形只有 1 種。 

 

 (二) 三格六邊形共有 3 種。 

                   

 (三) 四格六邊形共有 7 種。我們分別稱它們為 I 形、L 形、P 形、Y 形、U 形、O 形、Z 形。 

 

 I L P Y U O Z 

 (四) 五格六邊形共有 22 種。 

 

   

(五) 六格六邊形共有 82 種。 
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二、名詞定義： 

  (一) 平行四邊形棋盤（Parallelogram）：將數個全等的正六邊形不重疊且緊密排列，外層正

六邊形中心可形成平行四邊形的棋盤，我們稱為平行四邊形棋盤。如果平行四邊形棋

盤最上層的正六邊形個數為 n，共有 m 層，我們稱為 n×m 平行四邊形棋盤。 

           

               23 平行四邊形棋盤            34 平行四邊形棋盤 

(二) 三角形棋盤（Triangle）：將數個全等的正六邊形以三角形數排列方式組成的棋盤，我

們稱為三角形棋盤，每邊 n 個正六邊形組成的稱為 n 階三角形棋盤。 

              

                3 階三角形棋盤                 4 階三角形棋盤 

  (二) 六邊形棋盤（Hexagon）：將數個全等的正六邊形以中心六邊形數排列方式組成的棋

盤，我們稱為六邊形棋盤，由最外層每邊 n 個正六邊形組成的稱為 n 階六邊形棋盤。 

               

     3 階六邊形棋盤                    4 階六邊形棋盤 

 

三、研究方法： 

1.先分割後連結法:在比較大的棋盤中,可分解成數個相同的小棋盤相連結,只需找出小棋盤的

覆蓋方式即可推出整個大棋盤的覆蓋情況。 
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2.利用旋轉對稱去找出排列的方法。 

 

3. 塗色說明無法覆蓋棋盤之原因。 

例. 用 9 個 Z 形四格六邊形不能覆蓋 4 階的六邊形棋盤(中空)。 

我們將棋盤如圖的方式塗上黑色或白色，由於任一片 Z 形的四格六邊形蓋住 2 個黑格 2 個白

格，所以棋盤中黑格與白格的個數應當相等，但圖中的棋盤卻有 16 個黑格，20 個白格，所以

9 個 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形無法覆蓋 4 階的六邊形棋盤(中空)。 

 
4.將棋盤塗上紫色及白色，再利用方程式計算出不同覆蓋情況所需數量。 

例:如圖之塗色方法，我們可以得知 U 形四格六邊形無論如何擺放必定覆蓋住 4 白或 2 紫 2 白。 

 

 

 

  

 

 

 

假設 4 白需 x 個，則 2 紫 2 白需 9-x 個 

x 1 2 3 4 5 6 

9-x 8 7 6 5 4 3 

4x+2(9-x)[共需 24 白] 20 22 24 26 28 30 

2(9-x)[共需 12 紫] 16 14 12 10 8 6 

  不合 不合 合 不合 不合 不合 
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伍、研究過程與討論 

一、平行四邊形棋盤 

1.設 n 是正整數， n4 平行四邊形棋盤可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

 【證明】 

   (1) 當 1n  時，如圖為 4×1 平行四邊形棋盤，可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命題

成立。 

 

   (2) 設n k 時，命題成立，即 k4 平行四邊形棋盤，可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

   (3)當 1n k  時，圖形為 1)(k4  平行四邊形棋盤。可以分成兩個部份，一個 k4 平行四

邊形棋盤，一個 14 平行四邊形棋盤。 

由假設知， K4 平行四邊形棋盤，可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由圖知，

一個 14 平行四邊形棋盤顯然可以被 I 形四格多六邊形不重疊地覆蓋。 

       所以當 1n k  時，命題也成立。 

       由(1)(2)及數學歸納法原理得證， n4 平行四邊形棋盤可以被 I 形四格多六邊形不重

疊地覆蓋。 

2.設 n 是正整數，4×2n 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

    (1) 當 n=1 時，如圖為 4×2 平行四邊形棋盤，可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命

題成立。 

 

 

 

    (2) 設 n=k 時，命題成立，即 4×2k 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       當 n=k+1 時，圖形為 4×(2k+2)平行四邊形棋盤。 

其中<4,2k+2>=<4,2k>+<4,2> 

       即圖形可分為一個 4×2k 平行四邊形棋盤和一個 4×2 平行四邊形棋盤，由假設知 4× 

2k 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由(1)知，4×2 平行四邊形棋

盤也可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。故兩個部分都可以被 P 形四格六邊形不重

疊地覆蓋，所以當 n=k+1 時，命題也成立。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由(1) (2)及數學歸納法原理得證，4×2n 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 
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3.設 m、n 是正整數，4m×2n 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

   (1) 當 m=1 時，圖形為 4×2n 平行四邊形棋盤，由 2 得知，命題成立。 

    (2) 設 m=k 時，命題成立，即 4k×2n 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆

蓋。 

       當 m=k+1 時，圖形為(4k+4)×2n 平行四邊形棋盤。 

       其中<4k+4,2n>=<4k,2n>+<4,2n> 

       即圖形可分為一個 4k×2n 平行四邊形棋盤和一個 4×2n 平行四邊形棋盤。由假設知，

4k×2n 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由 2 知，4×2n 平行四邊形

棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。所以當 1n k  時，命題也成立。 

由(1) (2)及數學歸納法得證，4m×2n平行四邊形棋盤可以被P形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

 

  

 

 

 

4.設 n 是正整數，4×(2n+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

    (1) 當 n=1 時，如圖為 4×3 平行四邊形棋盤，可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命

題成立。 

   

 

    (2) 設 n=k 時，命題成立，即 4×(2k+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆 

蓋。 

       當 n=k+1 時，圖形為 4×(2k+3)平行四邊形棋盤。 

其中<4,2k+3>=<4,2k+1>+<4,2> 

       即圖形可分為一個 4×(2k+1)平行四邊形棋盤和一個 4×2 平行四邊形棋盤，由假設知   

4×(2k+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由 2(1)知，4×2 平行

四邊形棋盤也可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。故兩個部分都可以被 P 形四格六

邊形不重疊地覆蓋，所以當 n=k+1 時，命題也成立。  

      由(1) (2)及數學歸納法原理得證，4×(2n+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重 

疊地覆蓋。 

5.設 m、n 是正整數，4m×(2n+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

   (1) 當 m=1 時，圖形為 4×(2n+1)平行四邊形棋盤，由 4 得知，命題成立。 

    (2) 設 m=k 時，命題成立，即 4k×(2n+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地

覆蓋。 

       當 m=k+1 時，圖形為(4k+4)×(2n+1)平行四邊形棋盤。 

       其中<4k+4,2n+1>=<4k,2n+1>+<4,2n+1> 

       即圖形可分為一個 4k×(2n+1)平行四邊形棋盤和一個 4×(2n+1)平行四邊形棋盤。由假設
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知，4k×(2n+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由 4 知，4×(2n+1)

平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。所以當 1n k  時，命題也成立。 

由(1) (2)及數學歸納法得證，4m×(2n+1)平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地

覆蓋。 

 

    <附加說明>由 2~5 的證明，可以得知 P 形的四格六邊形可以不重疊地覆蓋 1)n(n4m  平   

             行四邊形棋盤，另外同理可證 I 形的四格六邊形可以不重疊地覆蓋 n4m 平行 

             四邊形棋盤。 

6.設 n 是正整數，4×2n 平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

    (1) 當 n=1 時，圖形為 4×2 平行四邊形棋盤，可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命

題成立。 

 

 

    (2) 設 n=k 時，命題成立，即 4×2k 平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       當 n=k+1 時，圖形為 4×(2k+2)平行四邊形棋盤。 

其中<4,2k+2>=<4,2k>+<4,2> 

       即圖形可分為一個 4×2k 平行四邊形棋盤和一個 4×2 平行四邊形棋盤，由假設知 4×2k

平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由(1)知，4×2 平行四邊形棋盤也

可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。故兩個部分都可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆

蓋，所以當 n=k+1 時，命題也成立。  

       由(1) (2)及數學歸納法原理得證，4×2n 平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊

地覆蓋。 

 

7.設 m、n 是正整數，4m×2n 平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

   (1) 當 m=1 時，圖形為 4×2n 平行四邊形棋盤，由 6 得知，命題成立。 

    (2) 設 m=k 時，命題成立，即 4k×2n 平行四邊形棋盤可以 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       當 m=k+1 時，圖形為(4k+4)×2n 平行四邊形棋盤。 

       其中<4k+4,2n>=<4k,2n>+<4,2n> 

       即圖形可分為一個 4k×2n 平行四邊形棋盤和一個 4×2n 平行四邊形棋盤。由假設知，

4k×2n 平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋；由 6 知，4×2n 平行四邊形

棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。所以當 1n k  時，命題也成立。 

由(1) (2)及數學歸納法得證，4m×2n 平行四邊形棋盤可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆

蓋。 

8.設 m、n 是正整數，4m×2n 平行四邊形棋盤可以被 O 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 
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二、三角形棋盤 

我們利用等差級數公式可以得到，n 階三角形棋盤的六邊形個數為: 

2

n)n(1
n321


 ，而可以不重疊地覆蓋棋盤的必要條件是棋盤中的六邊形個數是 4

的倍數，為便於計算我們利用 excel 去尋找是 4 的倍數的 n 階三角形棋盤。 

n 1+n n(1+n)/2 n(1+n)/2/4 

1 2 1 0.25 

2 3 3 0.75 

3 4 6 1.5 

4 5 10 2.5 

5 6 15 3.75 

6 7 21 5.25 

7 8 28 7 

8 9 36 9 

9 10 45 11.25 

10 11 55 13.75 

11 12 66 16.5 

12 13 78 19.5 

13 14 91 22.75 

14 15 105 26.25 

15 16 120 30 

16 17 136 34 

17 18 153 38.25 

18 19 171 42.75 

19 20 190 47.5 

20 21 210 52.5 

21 22 231 57.75 

22 23 253 63.25 

23 24 276 69 

24 25 300 75 

9. 設 n 是正整數，8n-1 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

  (1) 當 1n  時，圖形為 7 階三角形棋盤，由下圖可以得知，命題成立。 
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  (2) 設n k 時，命題成立，即 8k-1 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       當 1n k  時，圖形為 8k+7 階三角形棋盤，可以分成三個部份，分別是 8k-1 階三角

形棋盤、8k×8 平行四邊形棋盤、以及 7 階三角形棋盤。 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

由假設知，8k-1 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，  

       由 3 知，8k×8 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       由(1)知，7 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       因此，三個部分都可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，所以當 1n k  時，命題也     

       成立。由(1) (2) 及數學歸納法得證，8n-1 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重 

       疊地覆蓋。 

 

10. 設 n 是正整數，8n 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

【證明】 

  (1) 當 1n  時，圖形為 8 階三角形棋盤，由下圖可以得知，命題成立。 

 

 

 

 

 

 

  (2) 設n k 時，命題成立，即 8k 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       當 1n k  時，圖形為 8k+8 階三角形棋盤，可以分成三個部份，分別是 8k 階三角形

棋盤、(8k+1)×8 平行四邊形棋盤、以及 7 階三角形棋盤。 

由假設知，8k 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，  

       由 5 知，(8k+1)×8 平行四邊形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       由(1)知，7 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

       因此，三個部分都可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，所以當 1n k  時，命題也

成立。由(1) (2) 及數學歸納法得證，8n 階三角形棋盤可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

8k×8 平行四邊形棋盤

 

7 階三角形棋盤 

8k-1 階三角形棋

盤 
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三、六邊形棋盤(中空) 

我們利用等差級數公式可以得到，n 階六邊形棋盤(中空)的六邊形個數為: 

nn)1(3n)2(16n618126  ，而可以不重疊地覆蓋棋盤的必要條件是棋盤

中的六邊形個數是 4 的倍數，為便於計算我們利用 excel 去尋找是 4 的倍數的 n 階六邊形棋盤

(中空)。 

n 1+n 3n(1+n) 3n(1+n)/4 

1 2 6 1.5 

2 3 18 4.5 

3 4 36 9 

4 5 60 15 

5 6 90 22.5 

6 7 126 31.5 

7 8 168 42 

8 9 216 54 

9 10 270 67.5 

10 11 330 82.5 

11 12 396 99 

12 13 468 117 

13 14 546 136.5 

14 15 630 157.5 

15 16 720 180 

16 17 816 204 

17 18 918 229.5 

18 19 1026 256.5 

19 20 1140 285 

20 21 1260 315 

 

11. 設 n 是正整數，4n 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

  【證明】 

     (1) 當 1n  時，4 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命題成立。 

 

      (2) 設n k 時，命題成立，即 4k 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地

覆蓋。 

       當 1n k  時，4k+4 階六邊形棋盤可以分成兩個部分，一個是 4k 階六邊形棋盤，一
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個是最外層 4 階六邊形環，如圖之方式分成七個 4×n 的平行四邊形棋盤。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       由假設知，4k 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋；又已知最外

層 4 階六邊形環可以被 I 形骨牌不重疊地覆蓋，所以當 1n k  時，命題也成立。 

       由(1) (2)及數學歸納法原理得證，在 4n 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不

重疊地覆蓋。 

 

12. 設 n 是正整數，4n+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

  【證明】 

     (1) 當 1n  時，5 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命題成立。 

 

      (2) 設n k 時，命題成立，即 4k+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊

地覆蓋。 

       當 1n k  時，4k+5 階六邊形棋盤可以分成兩個部分，一個是 4k+1 階六邊形棋盤，

一個是最外層 4 階六邊形環，如 11 圖之方式分成七個 4×n 的平行四邊形棋盤。 

       由假設知，4k+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形不重疊地覆蓋；又由 1 知

最外層 4 階六邊形環可以被 I 形骨牌不重疊地覆蓋，所以當 1n k  時，命題也成立。 

       由(1) (2)及數學歸納法原理得證，在 4n+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 I 形四格六邊形  

    不重疊地覆蓋。 
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13. 設 n 是正整數，4n 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

  【證明】 

     (1) 當 1n  時，4 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命題成立。 

 

      (2) 設n k 時，命題成立，即 4k 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地

覆蓋。 

       當 1n k  時，4k+4 階六邊形棋盤可以分成兩個部分，一個是 4k 階六邊形棋盤，一

個是最外層 4 階六邊形環，將其分成七個 4×n 的平行四邊形棋盤。 

       由假設知，4k 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋；又由 2 知最

外層 4 階六邊形環可以被 P 形骨牌不重疊地覆蓋，所以當 1n k  時，命題也成立。 

       由(1) (2)及數學歸納法原理得證，在 4n 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不

重疊地覆蓋。 

 

14. 設 n 是正整數，4n+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

  【證明】 

     (1) 當 1n  時，5 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋，命題成立。 

 
      (2) 設n k 時，命題成立，即 4k+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊

地覆蓋。 

       當 1n k  時，4k+5 階六邊形棋盤可以分成兩個部分，一個是 4k+1 階六邊形棋盤，

一個是最外層 4 階六邊形環，如圖之方式分成七個 4×n 的平行四邊形棋盤。 

       由假設知，4k+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋；又由 2

知最外層 4 階六邊形環可以被 P 形骨牌不重疊地覆蓋，所以當 1n k  時，命題也成立。 

       由(1) (2)及數學歸納法原理得證，在 4n+1 階六邊形棋盤(中空)可以被 P 形四格六邊形

不重疊地覆蓋。 
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8 階六邊形棋盤(中空)                          9 階六邊形棋盤(中空) 

 

 

 

四、其他 

15. 設 n 是正整數，用 2n+1 個 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋(2n+1)×4 的

平行四邊形棋盤。 

  【說明】 

我們將棋盤如圖的方式塗上黑色或白色，由於任一片 Y 形、Z 形或 O 形的四格六邊形蓋住 2

個黑格 2 個白格，所以棋盤中黑格與白格的個數應當相等，但圖中的棋盤卻有 12 個黑格，8

個白格，所以 5 個 Y 形無法不重疊地覆蓋這個棋盤。

 

  【證明】 

我們將棋盤如上圖的方式塗上黑色或白色，由於任一片 Y 形、Z 形或 O 形的四格六邊形蓋住

2 個黑格 2 個白格，所以棋盤中黑格與白格的個數應當相等，但圖中的棋盤卻有 4n+4 個黑格，

4n 個白格，所以 2n+1 個 Y 形無法不重疊地覆蓋這個棋盤。 

 

16. 設 n 是正整數，用 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 n 階的三角形棋盤。 

  【證明】 

若六邊形個數不能被 4 整除，四格六邊形必然無法不重疊地覆蓋三角形棋盤。故只需討論 n=8t

及 n=8t-1 的情況。若 n=8t，我們將棋盤下圖的方式塗上黑色或白色，由於任一片 Y 形、Z 形

或 O 形的四格六邊形蓋住 2 個黑格 2 個白格，所以棋盤中黑格與白格的個數應當相等，但圖

中的棋盤卻有 tt
tt

t 416
2

4)82(
8642 2 


 個黑格，

216
2

4)181(
18531 t

tt
t 


 個白格，所以 tt 28 個 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形
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無法不重疊地覆蓋 n=8t 階的三角形棋盤。若 n=8t-1，我們將棋盤如圖的方式塗上黑色或白色，

由於任一片 Y 形、Z 形或 O 形的四格六邊形蓋住 2 個黑格 2 個白格，所以棋盤中黑格與白格

的個數應當相等，但圖中的棋盤卻有 tt
tt

t 4-16
2

1)-4()2-82(
2-8642 2


 個黑格，

216
2

4)181(
18531 t

tt
t 


 個白格，所以 tt -8 2 個 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形無

法不重疊地覆蓋 n=8t-1 階的三角形棋盤。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

17. 設 n 是正整數，用 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 n 階的六邊形棋盤(中 

    空)。 

  【證明】 

若六邊形個數不能被 4 整除，四格六邊形必然無法不重疊地覆蓋三角形棋盤。故只需討論 n=4t

及 n=4t+1 的情況。若 n=4t，我們將棋盤如圖的方式塗上黑色或白色，由於任一片 Y 形、Z 形

或 O 形的四格六邊形蓋住 2 個黑格 2 個白格，所以棋盤中黑格與白格的個數應當相等，但圖

中的棋盤黑格與白格的差為(8t+8t-4)-(4t+4t-1-1)-2t=6t-4，所以 Y 形、Z 形或 O 形四格六邊形無

法不重疊地覆蓋 n=4t 階的六邊形棋盤(中空)。若 n=4t+1，我們將棋盤如圖的方式塗上黑色或

白色，由於任一片 Y 形、Z 形或 O 形的四格六邊形蓋住 2 個黑格 2 個白格，所以棋盤中黑格

與白格的個數應當相等，但圖中的棋盤黑格與白格的差為(4t+4t+1-1)-(4t) =4t，所以 Y 形、Z

形或 O 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 n=4t 階的六邊形棋盤(中空)。。 
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18. 用 U 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋平形四邊形棋盤。 

  【證明】 

因右上角的格子僅有如圖的兩個放法，不論如何擺放均會發現有一格無法再放 

 

 

 

 

 

 

19. 用 U 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋三角形棋盤。 

  【證明】 

因右上角的格子僅有如圖的兩個放法，不論如何擺放均會發現有一格無法再放 

 

 

 

 

 

 

 

20. 用 I 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 7 階三角形棋盤。 

  【證明】 

 
因 A 格放入 I 形四格六邊形後，B 格僅有一種放法，此時 C 格無法覆蓋，故 I 形四格六邊形

無法不重疊地覆蓋 7 階三角形棋盤。 

 

 

21. 用 I 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 8 階三角形棋盤。 

  【證明】 

如下圖之塗色方法，我們可以得知 I 形四格六邊形無論如何擺放必定覆蓋住 2 黑 2 白或 4  

白。 
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假設 2 黑 2 白需 x 個，則 4 白需 9-x 個 

x 9 8 7 6 5 4 

9-x 0 1 2 3 4 5 

2x+4(9-x) [共需 18 白] 18 20 22 24 26 28 

2x[共需 18 黑] 18 16 14 12 10 8 

  合 不合 不合 不合 不合 不合 

由此可以得出唯有九個 2 黑 2 白，才會成立。 

先放入 A 格，可得如下的圖形 

 

接著放入 B 格，可得下面 3 種情況: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

綜合以上得知，I 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 8 階三角形棋盤。 

 

 

右下角的格子格數不夠，所以

不能成功。 

因僅需 2 黑 2 白，所以此覆蓋

方式不合。 

因為填滿了 8 格後，剩下 7 階，

上面我們已經證明出 7 階不能

成功。 

 



 17 

 

22.用 9 個 U 形四格六邊形可以不重疊地覆蓋 4 階的六邊形棋盤(中空)。 

 

 

 

 

 

 

 

23. 用 15 個 U 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 5 階的六邊形棋盤(中空)。 

  【證明】 

如圖之塗色方法，我們可以得知 U 形四格六邊形無論如何擺放必定覆蓋住偶數個白格(4 白或

2 黑 2 白)，然而圖中白格的總數是奇數個(39 個)，所以 U 形四格六邊形無法不重疊地覆蓋 5

階的六邊形棋盤(中空)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

24.用 9 個 L 形四格六邊形可以不重疊地覆蓋 4 階、5 階、8 階及 9 階的六邊形棋盤(中空)。 
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陸、研究結果 

一、I 形的四格六邊形可以不重疊地覆蓋 n4m 平行四邊形棋盤。 

二、P 形的四格六邊形可以不重疊地覆蓋 1)n(n4m  平行四邊形棋盤。 

三、L 形或 O 形的四格六邊形可以不重疊地覆蓋 n24m 平行四邊形棋盤。 

四、P 形的四格六邊形可以不重疊地覆蓋 8n+1 階及 8n 階三角形棋盤。 

五、4n 階及 4n+1 正六邊形棋盤(中空)，可以被 I 形或 P 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

六、Y 形、Z 形或 U 形的四格六邊形無法不重疊地覆蓋平行四邊形棋盤。 

七、Y 形、Z 形、O 形或 U 形的四格六邊形無法不重疊地覆蓋三角形棋盤。 

八、Y 形、Z 形、O 形或 U 形的四格六邊形無法不重疊地覆蓋三角形棋盤。 

九、 I 形的四格六邊形無法不重疊地覆蓋 7 階及 8 階三角形棋盤。 

十、4 階六邊形棋盤(中空)，可以被 U 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

十一、5 階六邊形棋盤(中空)，無法被 U 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

十二、4 階、5 階、8 階及 9 階六邊形棋盤(中空)，可以被 L 形四格六邊形不重疊地覆蓋。 

 

 

柒、未來發展 

    多六邊形的覆蓋在我們搜尋的資料中，大多是採用多種圖形來完成指定的圖形覆蓋，而

我們在這次的作品中，採用的是用單一形狀的四格六邊形，來不重疊地覆蓋指定的圖形。本

來我們想從二格、三格六邊形開始研究，但已有人討論，至於單一形狀的五格多六邊形或者

是更多格的情況，亦或是指定各種不同的圖形覆蓋則是未來可以再研究的方向。 
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七塊四格六邊形組合而成的造型拼圖: 
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【評語】030422  

有趣的圖形拼貼問題。作者們利用簡單的分析技巧，說明了用

哪些形式的四格六邊形可以拼出三角形、平行四邊形和六邊形棋盤。

分析方式精簡且能充分掌握處理問題的關鍵點，十分難得。稍嫌美

中不足的是，部分的結果不是太完整，如果能將所有的情形作完整

的討論，結果會更好。 

030422-評語 
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