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摘要

本文探究是否能將三堆石頭移動成數量皆相等的狀態（稱之為「穩定狀態」），因為遊

戲進行中，石頭的總數不變，故以石頭數量總和進行分類觀察，我們逐步探討得到：數量總

和不是 6的倍數之非穩定狀態數對無法形成穩定狀態，進而得到形成穩定狀態的充要條件，

並且利用二進位表法歸納三堆時的移動次數型態，得到不須二進位即可操作的移動方法。最

後，我們將此結果擴展到多堆石頭時，形成穩定狀態的充要條件及移動方法。

壹、 研究動機：

老師介紹一個學長探索過的數學遊戲，遊戲條件是：「有 2堆石頭，每次進行移動時，

都從數量較多的那一堆拿出當下較少數量那堆個數，將其放到數量較少的那一堆，反覆進行

這種動作，直至因 2堆數量相等而無法移動」。我們嘗試從 2堆變成 3堆，平分 2堆石頭的

移動方式總是由多的一堆移動至少的一堆，但 3堆時，移動的方法不只一種，該移動哪兩堆

是一個很大的考驗，我們試圖找出可形成穩定狀態的條件及移動方法與次數。

貳、 研究目的：

1. 探索數對可形成穩定狀態的條件。

2. 探索數對形成穩定狀態所需的移動次數。

叁、  研究設備及器材：紙、筆、Word。

肆、  研究過程或方法結果：

第一部分：文獻探討

陳奕均探討是否能將分別有 x, y顆的兩堆石頭，記為數對 (x, y)，移動成兩堆皆為
2

yx 

顆的狀態（稱為『穩定狀態』），並探討其移動次數。其移動方法為從數量較多的那ㄧ堆拿

出當下較少數量那堆的個數，將其放到數量較少的那堆，反覆進行這種動作，直到兩堆個數

相等。以兩堆石頭分別有 5顆、3顆為例，其移動過程如下圖所示。
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陳奕均觀察數對變化過程中，二進位制表法的規律，得到結論如下：

兩堆石頭分別有 x、 y顆，記為 (x, y)。

若 x+y=q2
k 
(q為奇數)，且 x,  y的最大公因數為 r×2

m，則：

1. q＝r時，(x, y) 形成穩定狀態的次數為 k－1－m次。

2. q ≠ r時，(x, y)無法形成穩定狀態。

第二部分：初步探討

一、符號定義與移動方式探討

本文延伸陳奕均的研究，探討三堆石頭是否能形成數量均分的狀態，定義符號如下：

定義：

1. 三堆石頭分別有 x , y, z個，以數對(x, y, z)表示。

2. 若三堆石頭的個數相等，即 x = y = z，則 (x, y, z) 稱為「穩定狀態」。

  反之，則稱為「非穩定狀態」。

因為三堆石頭並無編號，當三堆數量分別有 1, 2, 3顆時，記為(1, 2, 3)或(2, 3, 1)或(3, 2, 1)

等狀態都視為同一種，一般而言，我們通常規定 x ≧ y ≧ z≧1。

僅有兩堆石頭時，其移動方法總是由多的一堆移至少的一堆，但當有三堆石頭時，其移

動方法有更多可能性，例如：數對(5, 3, 2)有三種移動方式如下：

有 3種移動方式 形成 3種數對

當其中兩堆數量相同時，雖然有多種移動方式，但因為不允許將某堆全部移完，而且某

些移動方式形成的數對會相同，因此僅能形成 1種數對。

有 2種移動方式                          形成 1種數對
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有 2種移動方式 形成 1種數對

當某堆數量恰為另一堆的 2倍時，雖然有多種移動方式，但因為不允許將某堆全部移

完，且某些移動方式形成的數對會相同，因此儘能形成 2種數對。

有 3種移動方式 形成 2種數對

二、可形成穩定狀態的條件

首先，我們將檢驗是否所有數對皆能形成穩定狀態，依序探討幾個基本問題。

問題 1：所有非穩定狀態數對皆能形成「穩定狀態」嗎？

一個非穩定狀態的數對(x, y, z)，經過干次移動後變成穩定狀態 (k, k, k)，

因為移動過程中，石頭數量總和不會改變，我們得到：

x+y+z=3k，

即：數量總和 x + y+ z為 3的倍數，數對(x, y, z) 才能形成穩定狀態。由此可知數對(2, 1, 1)、

(2, 2, 1)、(3, 1, 1)無法形成穩定狀態。歸納如下。

結論 1：

數量和不是 3的倍數之非穩定狀態數對無法形成穩定狀態。
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問題 2：數量和為 3的倍數之非穩定狀態數對皆能形成「穩定狀態」嗎？

所有數量和為 3的倍數的非穩定狀態數對都能形成穩定狀態嗎？觀察和為 6、9的情況。

1、x+y+z＝6

當 x+y+z＝6且 x ≧ y ≧ z≧1時，(x, y, z)可能的情況有：(4,1,1), (3,2,1), (2,2,2)，其經

過一次移動可能的數對如下：

數對 經過一次移動可能數對

(4,1,1) (3,2,1)

(3,2,1) (2,2,2)  (4,1,1)  (3,2,1)

其中(4,1,1)可能形成(3,2,1)，而(3,2,1)也可能形成(4,1,1)，用圖形表示如下：

因此得到：當 x+y+z＝6時，所有數對皆能形成穩定狀態。

數對 形成穩定狀態的過程 次數

(4,1,1)  (3,2,1)  (2,2,2) 2

(3,2,1)  (2,2,2) 1

(2,2,2) 0

2、x+y+z＝9

當 x+y+z＝9且 x ≧ y ≧ z≧1時，(x, y, z)可能的情況有：(7,1,1), (6,2,1), (5,3,1) 

(5,2,2), (4,4,1), (4,3,2), (3,3,3)，其經過一次移動可能的數對如下：

數對 經過一次移動可能數對

(7,1,1) (6,2,1)

(6,2,1) (6,2,1)  (4,4,1)  (5,2,2)

(5,3,1) (6,2,1)  (5,2,2)  (4,3,2)

(5,2,2) (4,3,2)

(4,4,1) (4,3,2)

(4,3,2) (6,2,1)  (4,4,1)  (4,3,2)
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用圖形表示如下：

因此得到：當 x+y+z＝9時，僅有(3,3,3)能形成穩定狀態。歸納如下。

結論 2：

並非所有數量和為 3的數對之非穩定狀態皆能形成穩定狀態。

我們接著探討，當三堆石頭總量為 3的倍數時，何時無法形成穩定狀態。

問題 3：數量和為 3的倍數之非穩定狀態數對，何時無法形成穩定狀態？

移動時，自三堆中選定兩堆進行移動，所選定的兩堆之奇偶性變化有以下四種：

（奇數、奇數）（偶數、偶數）；

（偶數、偶數）（偶數、偶數）；

（偶數、奇數）（奇數、偶數）；

（奇數、偶數）（偶數、奇數）。

我們發現：移動後至少有一堆的數量為偶數。

當三堆數量和 x+y+z為奇數時，其穩定狀態的各堆數量為奇數，分兩類討論如下：

1. 數對(x, y, z)即為穩定狀態（不須經任何移動）。

2. 數對(x, y, z)為非穩定狀態，需經過移動才有可能形成穩定狀態，但不論經過多少次移

動，至少有一堆的數量為偶數（無法形成三堆皆為奇數），即無法形成穩定狀態。

因此一個非穩定狀態的數對(x, y, z)，數量和 x + y+ z須為偶數，數對(x, y, z) 才能形成穩定狀

態。歸納如下。

結論 3：

數量和為奇數的非穩定狀態的數對無法形成穩定狀態。
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由此可說明前述總和為 9時的數對 (7, 1, 1)、(6, 2, 1)、(5, 3, 1)…等皆無法形成穩定狀

態。因為 x + y+ z為 2和 3的倍數，故為 6的倍數，接下來的探討僅討論 x+y+z為 6的倍數

的情形。

問題 4：數量和為 6的倍數之非穩定狀態數對一定能形成穩定狀態嗎？

以下針對 x+y+z＝12,18,24進行探討：

1、x+y+z＝12

當 x+y+z＝12且 x ≧ y ≧ z≧1時，所有(x, y, z)數對經過一次移動後可能的數對如下：

數對 經過一次移動可能數對

(10,1,1) (9,2,1)

(9,2,1) (7,4,1)  (9,2,1)  (8,2,2)

(8,3,1) (6,5,1)  (8,2,2)  (7,3,2)

(8,2,2) (6,4,2)

(7,4,1) (8,3,1)  (7,3,2)  (6,4,2)

(7,3,2) (6,4,2)  (7,4,1)  (5,4,3)

(6,5,1) (10,1,1)  (6,4,2)  (5,5,2)

(6,4,2) (8,2,2)  (6,4,2)  (4,4,4)

(6,3,3) (6,3,3)

(5,5,2) (5,4,3)

(5,4,3) (8,3,1)  (6,5,1)  (6,4,2)

用圖形表示如下：
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因此我們得到當 x+y+z＝12時，除了(6,3,3)之外，所有數對皆能形成穩定狀態。

數對 形成穩定狀態的過程 次數

(10,1,1)  (9,2,1)  (8,2,2)  (6,4,2)  (4,4,4) 4

(9,2,1)  (8,2,2)  (6,4,2)  (4,4,4) 3

(8,3,1)  (7,3,2)  (6,4,2)  (4,4,4) 3

(5,5,2)  (5,4,3) (6,4,2)  (4,4,4) 3

(5,4,3)  (6,4,2)  (4,4,4) 2

(8,2,2)  (6,4,2)  (4,4,4) 2

(7,4,1)  (6,4,2)  (4,4,4) 2

(7,3,2)  (6,4,2)  (4,4,4) 2

(6,5,1)  (6,4,2)  (4,4,4) 2

(6,4,2)  (4,4,4) 1

(4,4,4) 0

(6,3,3) － －

2、x+y+z＝18

當 x+y+z＝18且 x ≧ y ≧ z≧1時，所有(x, y, z)數對經過一次移動後可能的數對如下：

數對 經過一次移動可能數對

(16,1,1) (15,2,1)

(15,2,1) (13,4,2)  (15,2,1)  (14,2,2)

(14,3,1) (11,6,1)  (14,2,2)  (13,3,2)

(14,2,2) (12,4,2)

(13,4,1) (9,8,1)  (13,3,2)  (12,4,2)

(13,3,2) (10,6,2)  (13,4,1)  (11,4,3)

(12,5,1) (10,7,1)  (12,4,2)  (11,5,2)

(12,4,2) (8,8,2)  (12,4,2)  (10,4,4)

(12,3,3) (9,6,3)

(11,5,2) (10,6,2)  (11,4,3)  (9,5,4)

(11,4,3) (8,7,3)  (11,6,1)  (8,6,4)

(10,7,1) (14,3,1)  (10,6,2)  (9,7,2)
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(10,6,2) (12,4,2)  (10,4,4)  (8,6,4)

(10,5,3) (10,5,3)  (10,6,2)  (7,6,5)

(10,4,4) (8,6,4)

(9,8,1) (16,1,1)  (9,7,2)  (8,8,2)

(9,7,2) (14,2,2)  (9,5,4)  (7,7,4)

(9,6,3) (12,3,3)  (9,6,3)  (6,6,6)

(9,5,4) (10,4,4)  (9,8,1)  (8,5,5)

(8,8,2) (8,6,4)

(8,7,3) (14,3,1)  (8,6,4)  (7,6,5)

(8,6,4) (12,4,2)  (8,8,2)  (8,6,4)

(8,5,5) (10,5,3)

(7,7,4) (8,7,3)

(7,6,5) (12,5,1)  (10,7,1)  (10,6,2)

用圖形表示如下：
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我們得到當 x+y+z＝18時，僅有下列數對能形成穩定狀態。

數對 形成穩定狀態的過程 次數

(12, 3, 3)  (9,6,3)  (6,6,6) 2

(9,6,3)  (6,6,6) 1

(6,6,6) 0

3、x+y+z＝24

當 x+y+z＝24且 x ≧ y ≧ z≧1時，(x, y, z)可能的情況及其經過一次移動可能的數

對如下：

數對 經過一次移動可能數對

(22,1,1) (21,2,1)

(21,2,1) (19,4,1)  (21,2,1)  (20,2,2)

(20,3,1) (17,6,1)  (20,2,2)  (19,3,2)

(20,2,2) (18,4,2)

(19,4,1) (15,8,1)  (19,3,2)  (18,4,2)

(19,3,2) (16,6,2)  (19,4,1)  (17,4,3)

(18,5,1) (13,10,1)  (18,4,2)  (17,5,2)

(18,4,2) (14,8,2)  (18,4,2)  (16,4,4)

(18,3,3) (15,6,3)

(17,6,1) (16,6,2)  (12,11,1)  (17,5,2)

(17,5,2) (12,10,2)  (17,4,3) (15,5,4)

(17,4,3) (13,8,3)  (17,6,1)  (14,6,4)

(16,7,1) (14,9,1)  (16,6,2)  (15,7,2)

(16,6,2) (12,10,2)  (16,4,4)  (14,6,4)

(16,5,3) (11,10,3)  (16,6,2)  (13,6,5)

(16,4,4) (12,8,4)

(15,8,1) (16,7,1)  (15,7,2)  (14,8,2)

(15,7,2) (14,8,2)  (15,5,4)  (13,7,4)

(15,6,3) (12,9,3)  (15,6,3)  (12,6,6)

(15,5,4) (10,10,4)  (15,8,1)  (11,8,5)

(14,9,1) (18,5,1)  (14,8,2)  (13,9,2)

(14,8,2) (16,6,2)  (14,6,4)  (12,8,4)

(14,7,3) (14,7,3)  (14,6,4)  (11,7,6)

(14,6,4) (12,8,4)  (14,8,2)  (10,8,6)

數對 經過一次移動可能數對

(14,5,5) (10,9,5)

(13,10,1) (20,3,1)  (13,9,2)  (12,10,2)

(13,9,2) (18,4,2)   (13,7,4)   (11,9,4)

(13,8,3) (16,5,3)  (13,6,5)  (10,8,6)

(13,7,4) (14,6,4)  (13,8,3)  (9,8,7)

(13,6,5) (12,7,5)  (13,10,1)  (10,8,6)

(12,11,1) (22,1,1)  (12,10,2)  (11,11,2)

(12,10,2) (20,2,2)  (12,8,4)  (10,10,4)

(12,9,3) (18,3,3)  (12,6,6)  (9,9,6)

(12,8,4) (16,4,4)  (12,8,4)  (8,8,8)

(12,7,5) (14,5,5)  (12,10,2)  (10,7,7)

(12,6,6) (12,6,6)

(11,11,2) (11,9,4)

(11,10,3) (20,3,1)  (11,7,6)  (10,8,6)

(11,9,4) (18,4,2)  (11,8,5)  (9,8,7)

(11,8,5) (16,5,3)  (11,10,3)  (10,8,6)

(11,7,6) (14,6,4)  (12,11,1)  (12,7,5)

(10,10,4) (10,8,6)

(10,8,6) (16,6,2)  (12,10,2)  (12,8,4)

(10,9,5) (18,5,1)  (10,10,4)  (10,9,5)

(10,7,7) (14,7,3)

(9,9,6) (12,9,3)

(9,8,7) (16,7,1)  (14,9,1)  (14,8,2)
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  用圖形表示如下：
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  我們得到當 x+y+z＝24時，各數對形成穩定狀態的過程與次數如下表：

數對 形成穩定狀態的過程 次數

(22,1,1) (21,2,1)(19,4,1)(15,8,1)(14,8,2,)(12,8,4)(8,8,8) 6

(14,5,5) (10,9,5)(18,5,1)(18,4,2)(16,4,4)(12,8,4)(8,8,8) 6

(21,2,1) (19,4,1)  (15,8,1) (14,8,2)(12,8,4) (8,8,8) 5

(20,3,1)  (19,3,2)(17,4,3)  (14,6,4)(12,8,4) (8,8,8) 5

(10,9,5) (18,5,1)(18,4,2)(14,8,2) (12,8,4)(8,8,8) 5

(11,11,2) (11,9,1)(18,4,2)(16,4,4)(12,8,4)(8,8,8) 5

(20,2,2)  (18,4,2)(14,8,2)  (12,8,4)(8,8,8) 4

(19,4,1)  (15,8,1)(14,8,2)  (12,8,4)(8,8,8) 4

(19,3,2)  (16,6,2)(16,4,4)  (12,8,4)(8,8,8) 4

(18,5,1)  (18,4,2)(14,8,2)  (12,8,4)(8,8,8) 4

(17,6,1)  (16,6,2)(16,4,4)  (12,8,4) (8,8,8) 4

(17,5,2)  (17,4,3)(14,6,4)  (12,8,4) (8,8,8) 4

(16,7,1) (16,6,2)  (16,4,4) (12,8,4)(8,8,8) 4

(16,5,3) (11,10,3)(10,8,6) (12,8,4)(8,8,8) 4

(15,5,4) (10,10,4)(10,8,6)(12,8,4) (8,8,8) 4

(13,9,2) (14,9,1)(14,8,2)(12,8,4) (8,8,8) 4

(13,8,3) (13,6,5)(10,8,6)(12,8,4) (8,8,8) 4

(11,9,4) (18,4,2)(14,8,2)(12,8,4)(8,8,8) 4

(10,7,7) (14,7,3)(14,6,4)(12,8,4) (8,8,8) 4

(18,4,2)  (14,8,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(17,4,3) (14,6,4)(12,8,4)(8,8,8) 3

(16,6,2) (16,4,4)(12,8,4)(8,8,8) 3

(15,8,1) (14,8,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(15,7,2) (14,8,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(14,9,1) (14,8,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(14,7,3) (14,6,4)(12,8,4)(8,8,8) 3

(13,10,1) (12,10,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(13,7,4) (14,6,4)(12,8,4)(8,8,8) 3

(13,6,5) (10,8,6)(12,8,4)(8,8,8) 3

(12,11,1) (12,10,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(12,7,5) (12,10,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(11,10,3) (10,8,6)(12,8,4)(8,8,8) 3

(11,8,5) (10,8,6)(12,8,4)(8,8,8) 3
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數對 形成穩定狀態的過程 次數

(11,7,6) (14,6,4)(12,8,4)(8,8,8) 3

(10,10,4) (10,8,6)(12,8,4)(8,8,8) 3

(9,8,7) (14,8,2)(12,8,4)(8,8,8) 3

(16,4,4) (12,8,4) (8,8,8) 2

(14,8,2) (12,8,2)(8,8,8) 2

(14,6,4) (12,8,4)(8,8,8) 2

(12,10,2) (12,8,4)(8,8,8) 2

(10,8,6) (12,8,4)(8,8,8) 2

(12,8,4) (8,8,8) 1

(8,8,8) 0

(18,3,3) ---

(15,6,3) ---

(12,6,6) ---

(12,9,3) ---

(9,9,6) ---

4、綜合討論：

我們列出數量和為 6、12、18、24的倍數時，能否形成穩定狀態的情形歸納如下：

和 6 12 18 24

能

否

形

成

穩

定

狀

態

所有數對

皆可形成

無法形成的數對

(6,3,3)

其餘皆可形成

可以形成的數對

(12,3,3)

(9,6,3)

(6,6,6)

其餘皆無法形成

無法形成的數對

(18,3,3)

(15,6,3)

(12,6,6)

(12,9,3)

(9,9,6)

其餘皆可形成

探究原因之前，需先探討兩項性質：

(a) 三堆數量的公因數與數量總和的關係：

若 x, y, z的最大公因數為 q，三數可假設為 qa, qb, qc，三數和= q(a+b+c)，

故可得 q為三數和的因數，歸納如下：

性質 1：

若 pzyx  ，x, y, z的最大公因數為 q，則 q為 p的因數。
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(b) 數對的化簡：

由下圖可看出數對(qa, qb, qc)的移動過程與(a, b, c) 的移動過程相對應。

我們得到：

性質 2：

數對(qa, qb, qc)的移動過程與(a, b, c) 的移動過程相對應。

當 22312  zyx 時，令 gcd(x, y, z)=q，討論如下：

 根據性質 1，q=1,2,3,4,6,12，x, y, z三數可假設為 qa, qb, qc，

根據性質 2，(x, y, z)的移動過程與(a, b, c)的移動過程相對應，

我們藉由(a, b, c)是否能形成穩定狀態來判斷(x, y, z)是否能形成穩定狀態。

 其中，當 q=1時，x, y, z三數之中必有 2個奇數、1個偶數，

而因最後的穩定狀態為(4,4,4)，在過程中，必會形成 3個偶數的狀態，

亦即(x, y, z)  (2a, 2b, 2c), a+b+c=6，

因任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態，

得：當 q=1，任意(x, y, z) 皆可形成穩定狀態。

例如：2奇 1偶的數對(9,2,1) 3偶的數對(8,2,2) 

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

1
(2a, 2b, 2c) a+b+c=6 任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態 皆可

2

3 (3a, 3b, 3c) a+b+c=4 任意(a, b, c)無法形成穩定狀態 皆否

4 (4a, 4b, 4c) a+b+c=3 (a, b, c)=(1,1,1) (4,4,4)

6 (6a, 6b, 6c) a+b+c=2
a,b,c無正整數解 皆否

12 (12a, 12b, 12c) a+b+c=1
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當 12918  zyx 時，令 gcd(x, y, z)=q，仿照前述方式討論如下：

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

1
(2a, 2b, 2c) a+b+c=9 任意(a, b, c)無法形成穩定狀態 皆否

2

3 (3a, 3b, 3c) a+b+c=6 任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態 皆可

9 (9a, 9b, 9c) a+b+c=2
a,b,c無正整數解 皆否

18 (18a, 18b, 18c) a+b+c=1

當 32324  zyx 時，令 gcd(x, y, z)=q，仿照前述方式討論如下：

 當 q=1時，x, y, z三數之中必有 2個奇數、1個偶數，

形成穩定狀態的過程中，必會形成 3個偶數的狀態，即(x, y, z)  (2l, 2m, 2n)，

由性質 2，問題轉變為：考慮(l, m, n) , l+m+n=12是否能形成穩定狀態？

若 l, m, n三數必為 3個偶數或 2個奇數、1個偶數，

同理，三數在形成穩定狀態過程中，必形成 3偶數，即(l, m, n)  (2a, 2b, 2c) 

得到：(x, y, z) (2l, 2m, 2n) (4a, 4b, 4c)。即經多次移動後三數的公因數為 4。

 同理，當 q=2時，(x, y, z) (2l, 2m, 2n) (4a, 4b, 4c)。經多次移動後三數的公

因數為 4。

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

1
(4a, 4b, 4c) a+b+c=6 任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態 皆可

2

3 (3a, 3b, 3c) a+b+c=8 任意(a, b, c)無法形成穩定狀態 皆否

4 (4a, 4b, 4c) a+b+c=6 任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態 皆可

6 (6a, 6b, 6c) a+b+c=4 任意(a, b, c)無法形成穩定狀態 皆否

8 (8a, 8b, 8c) a+b+c=3 (a, b, c)=(1,1,1) (8,8,8)

12 (12a, 12b, 12c) a+b+c=2
a,b,c無正整數解 皆否

24 (24a, 24b, 24c) a+b+c=1

上表中，我們排除 a,b,c無正整數解的狀況，重新排序如下：

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

1

(4a, 4b, 4c) a+b+c=6 任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態 皆可2

4

8 (8a, 8b, 8c) a+b+c=3 (a, b, c)=(1,1,1) (8,8,8)

3
(3a, 3b, 3c) a+b+c=8 任意(a, b, c)無法形成穩定狀態 皆否

6
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5、推論：

當 kzyx 26 時，仿照前述方式討論如下：

 當 q=1時，x, y, z三數之中必有 2個奇數、1個偶數，

形成穩定狀態的過程中，必形成 3個偶數的狀態，即(x, y, z)  (2l1, 2m1, 2n1)，

問題轉變為：考慮(l1, m1, n1) ,
1

111 26  knml 能否形成穩定狀態？

同理，(l1, m1, n1) 必為 3個偶數或 2個奇數、1個偶數，

在形成穩定狀態過程中，必形成 3偶數，即(l1, m1, n1)  (2l2, 2m2, 2n2) 

同理， (l2, m2, n2) (2l3, 2m3, 2n3)；(l3, m3, n3) (2l4, 2m4, 2n4)；…

得到：(x, y, z) (2l1, 2m1, 2n1) (4l2, 4m2, 4n2) (8l3, 8m3, 8n3) …

因此，當 q=1,2,4,…,2
k時，在形成穩定狀態的過程中，q會變成 2

k+1，

亦即(x, y, z) … )2,2,2( cba kkk , a+b+c=6任意(a, b, c)皆可形成穩定狀態。

 當 q=3,3×2, 3×4,…, 3×2
k+1時，

(x, y, z) (3a, 3b, 3c), a+b+c=2
k 不是 6的倍數，任意(a, b, c)無法形成穩定狀態。

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

1

)2,2,2( cba kkk a+b+c=6
任意(a, b, c)

皆可形成穩定狀態
皆可

2

...

2
k

2
k+1

)2,2,2( 111 cba kkk  a+b+c=3 (a, b, c)=(1,1,1) )2,2,2( 111  kkk

3×1

)3,3,3( cba a+b+c=2
k 任意(a, b, c)

無法形成穩定狀態
皆否

3×2

...

3×2
k

3×2
k+1

當 kpzyx 23  , p≠3為奇質數時，仿照前述方式討論如下：

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

p×2
r

r =0~k
)2,2,2( cpbpap kkk a+b+c=3

任意(a, b, c)

皆可形成穩定狀態
皆可

2
r

r =0~k
)2,2,2( cba kkk a+b+c=3p

任意(a, b, c)

無法形成穩定狀態
皆否

3×2
r

r =0~k
(3a, 3b, 3c) a+b+c= p×2

k

3p×2
r

r =0~k
(3a, 3b, 3c) a+b+c= 2

k
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當 kpzyx 23  , p=3時，仿照前述方式討論如下：

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

3×2
r

r =0~k
)2,2,2( cpbpap kkk a+b+c=3

任意(a, b, c)

皆可形成穩定狀態
皆可

2
r

r =0~k
)2,2,2( cba kkk a+b+c=9

任意(a, b, c)

無法形成穩定狀態
皆否

3
2
×2

r

r =0~k
(9a, 9b, 9c) a+b+c= 2

k

當 kptzyx 23  , p與 t為奇質數時，仿照前述方式討論如下：

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

pt×2
r

r =0~k
)2,2,2( cptbptapt kkk a+b+c=3

任意(a, b, c)

皆可形成穩定狀態
皆可

2
r

r =0~k
)2,2,2( cba kkk a+b+c=3pt

任意(a, b, c)

無法形成穩定狀態
皆否

p×2
r

r =0~k
)2,2,2( cpbpap kkk a+b+c=3t

t×2
r

r =0~k
)2,2,2( ctbtat kkk a+b+c=3p

當 kpzyx 23  , spppp  ...21 , spp ~1 為奇質數時，仿照前述方式討論，

得到僅有當 q= p×2
r
, r =0~k時可以形成穩定狀態。

q (x, y, z) 關係式 說明 穩定狀態

p×2
r

r =0~k
)2,2,2( cpbpap kkk a+b+c=3

任意(a, b, c)

皆可形成穩定狀態
皆可

經由上述討論，我們得到：

定理 1：

當 kpzyx 23  , p為奇數，

(x, y, z) 形成穩定狀態的充要條件為 gcd (x, y, z) = p
r2 , r ≦ k。
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第二部分：形成穩定狀態的次數

以下將利用觀察二進位的變化，求得數對形成穩定狀態的次數，而因為定理 1及性質

2，以下只需討論 kzyx 23 ， tzyx 2),,gcd(  , t≦k的狀況。

首先，我們觀察數對(x, y, z)二進位表法


























0

0

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

22...2

22...2

22...2

cccz

bbby

aaax

k

k

k

k

k

k

的特徵：

 2

0

)00000011(23 
個k

kzyx  。

 可以找到一個 m，使得








2

0 ,0

mmm

iii

cba

micba

不失一般性，假設 0,  1  mmm cba ，以表格表示如下：

2
k+1

2
k

2
k-1

2
k-2

…… 2
m+1

2
m

2
m-1

… 2
0

x 0 或 1 1 0 … 0

y 0 或 1 1 0 … 0

z 0 或 1 0 0 … 0

x+y+z 1 1 0                              0 0 0 0 0 … 0

形成穩定狀態的過程為(x, y, z) …  (2
k
, 2

k
, 2

k
)，

最後三堆數量皆為 k2 ，以二進位表法為 2

0

)0000001( 
個k

，

移動的過程是要將三數二進表法中，依序讓 2
0、2

1、…、2
k-1的位值 ai、bi、ci 變為 0，

在上面的表格中，首要的移動要使得 am及 bm變為 0，因此，我們得到移動的規則如下：

定理 2：移動規則

以二進位表法來表示 x, y, z三數，令 





1

0

2
k

i

i

iax , 





1

0

2
k

i

i

iby , 





1

0

2
k

i

i

icz ,

若(1) ai =bi =ci =0, i < m (2) cm=0, am=bm=1 (3) x > y，  則將(x, y, z) 移動為 ),2,( zyyx  .
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我們實際做出所有數對(x, y, z), 24 zyx 的移動過程，從中得到形成穩定狀態所需

移動次數之公式，分成 6個型態討論如下：

型態 1：(x, 2
r
, 2

s
)：

當有兩個數是 2
r及 2

s時，形成穩定狀態的過程為：

krrr 2...222 21   ，二進位表法 
0 

0...01
個r

 
0 

0...01
個k

，需要 rk  次；

ksss 2...222 21   ，二進位表法 
0 

0...01
個s

 
0 

0...01
個k

，需要 sk  次；

2
k+1

2
k

…… 2
r

… 2
s

… 2
0

x 0或 1 … 1 … 0

y 0 0 1 … 0 … 0

z 0 0 0 … 1 … 0

x+y+z 1 1 0 0 0 0 … 0

合計需要 srk 2 次。歸納如定理 3-1(a)。

型態 2：(x, 2
r
+2

s
, 2

s
)

以表格表示數對(x, 2
r
+2

s
, 2

s
)如下

2
k+1

2
k

…… 2
r

… 2
s+1

2
s

… 2
0

x 0或 1 … 1 0 … 0

y 0 0 1 … 0 1 … 0

z 0 0 0 … 0 1 … 0

x+y+z 1 1 0 0 0 0 0 … 0

經過 1次移動變成(x, 2
r
, 2

s+1
)如下表：

2
k+1

2
k

…… 2
r

… 2
s+1

2
s

… 2
0

x 0或 1 … 1 0 … 0

y 0 0 1 … 0 0 … 0

z 0 0 0 … 1 0 … 0

x+y+z 1 1 0 0 0 0 0 … 0

由定理 3(a)，再經 )1(2  srk 次移動即為穩定狀態。

因此，形如(x, 2
r
+2

s
, 2

s
)的數對合計經過 srk 2 次移動即為穩定狀態。

歸納如定理 3-1(b)。
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型態 3：(x, 2
r
+x, 2

s
)，x為奇數

若 x為奇數，則 x, 2
r
+x為 2奇數，根據移動規則，先做兩個奇數間的移動，而若此

兩個奇數相差 2
r，則可得到此型態的移動次數如下：

(x, x +2
r
, 2

s
)經過 1次移動變成(2x, 2

r
, 2

s
)，

由定理 3(a)，再經 srk 2 次移動即為穩定狀態，

因此，形如(x, x +2
r
, 2

s
)的數對合計經過 12  srk 次移動即為穩定狀態。

歸納如定理 3-1(c)。

定理 3-1：移動次數型態 1

kzyx 23 ，s < r < k

(a) 若(x, y, z) = (x, 2
r
, 2

s
)，則移動次數為 srk 2 ；

(b) 若(x, y, z) = (x, 2
r
+2

s
, 2

s
)，則移動次數為 srk 2 ；

(c) 若(x, y, z) = (x, 2
r
+x, 2

s
)，x為奇數，則移動次數為 12  srk 。

型態 4：(x, y, 2
k 
)

有一堆已達穩定狀態，僅需做兩堆間的移動，

其形成穩定狀態的次數等於(x, y )(2
k
, 2

k 
)的次數，

若 ryx 2),gcd(  ，則形成穩定狀態需 rk  次移動。歸納如定理 3-2(a)。

2
k+1

2
k

… 2
r

… 2
0

x 0 0 0或 1 1 0 0

y 0 0 0或 1 1 0 0

z 0 1 0或 1 0 0 0

x+y+z 1 1 0 0 0 0

型態 5：(x, y, 2
k
+y)，y為奇數

若 y為奇數，則 y, 2
k
+y為 2奇數，根據移動規則，先做兩個奇數間的移動，而若此

兩個奇數相差 2
k，則可得到此型態的移動次數如下：

(x, y, 2
k
+y)經過 1次移動變成(x, 2y, 2

k
)，

一堆已達穩定狀態，僅需將(x,2y)移動為(2
k
, 2

k
), 若 gcd(x,2y)=2

t
, 需 tk  次移動。

因此，形如(x, y, 2
k
+y)，y為奇數的數對合計經過 1 tk 次移動即為穩定狀態。

歸納如定理 3-2(b)。
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型態 6：(x,y,2
k+1

), ryx 2),gcd( 

若數對的情形為(x,y,2
k+1

)時， kkkkkyx 22223223 1   , 所以先讓(x,y)

達到穩定狀態 )2 ,2( 11  kk ，則 )2 ,2 ,2( 111  kkk 再經 2次移動也會達到穩定狀態。

若(x,y,2
k+1

), ryx 2),gcd(  ，其二進位表法如下：

2
k+1

2
k

2
k-1

… 2
r

… 2
0

x 0 0 0或 1 0或 1 1 0 0

y 0 0 0或 1 0或 1 1 0 0

z 1 0 0 0 0 0 0

x+y+z 1 1 0 0 0 0 0

經過(k-1-r)次移動變成下表：

2
k+1

2
k

2
k-1

… 2
r

… 2
0

x 0 0 1 0 0 0 0

y 0 0 1 0 0 0 0

z 1 0 0 0 0 0 0

x+y+z 1 1 0 0 0 0 0

再經過 2次移動 )2 ,2 ,2()22 ,2 ,2()2 ,2 ,2( 11111 kkkkkkkkkk   得到穩定狀態。

因此，形如(x, y, 2
k+1

), ryx 2),gcd(  的數對合計經過 1 rk 次移動即為穩定狀態。

歸納如定理 3-2(c)。

定理 3-2：移動次數型態 2

kzyx 23 ， ryx 2),gcd(  , tyx 2)2,gcd(  ,

(a) 若(x, y, z) = (x, y, 2
k 
)，則形成穩定狀態的移動次數為 rk  ；

(b) 若(x, y, z) = (x, y, 2
k
+y ), y為奇數，則移動次數為 1 tk ；

(c) 若(x, y, z) = (x, y, 2
k+1

)，則移動次數為 1 rk 。
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我們利用二進位表法歸納了上述 6個型態的移動次數，進一步嘗試得到共通性（不須判

斷數量的型態）、快速、具體的移動方法，根據定理 2，我們得到以下兩個操作方法：

 操作方法 1：(即定理 2之中，二進位表法 a0+b0+c0=2, m=0的情況)

三數為 2個奇數、1個偶數時，必先做兩堆奇數間的移動。

例如：將(21,2,1) 移動為 (20,2,2)，二進位表法為


















00010

00010

10100

00001

00010

10101

。

 操作方法 2：(即定理 2之中，二進位表法之 m > 0的情況) 

三數皆為偶數時，則利用性質 2，將三數除以最大公因數，得 2個奇數、1個偶數，

再根據操作方法 1，做兩堆奇數間的移動。

例如：將 (18,4,2)除以最大公因數 2，得到(9,2,1)，再移動為(8,2,2) ，

   二進位表法為





























0010

0010

1000

0001

0010

1001

00010

00100

10010
2 。

根據以上兩種操作方法，(9, 11, 28)需要四次移動才能形成穩定狀態，過程如下：

和 3×2
4

3×2
3

3×2
2

3×2
1

數對 (9,11,28) (18,2,28) (9,1,14) (8,2,14) (4,1,7) (4,2,6) (2,1,3) (2,2,2)

上述過程紀錄為：

)2,2,2()3,1,2()14,2,8()14,1,9(

||||||

)6,2,4()7,1,4()28,2,18()28,11,9(





更多的例子如下：

(3, 15, 54)經過 4次移動形成穩定狀態：

)2,2,2()3,1,2()4,1,1()18,4,2()18,5,1(

||||||

)8,2,2()9,2,1()54,15,3(





(25, 100, 115)經過 5次移動形成穩定狀態：

)2,2,2(

    

)4,6,2()4,3,5()2,5,5()18,20,10()23,20,5(

||||||||

)2,3,1()4,10,10()9,10,5()115,100,25( 




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第三部分：超過三堆的推廣

當石頭的堆數超過三堆時，我們探討數對(x1,…, xn)形成穩定狀態的充要條件。

首先，若可以形成穩定狀態，則數量總和


n

i

ix
1

為 n的倍數，另外，除非一開始即為穩

定狀態，只要經過一次有意義的移動，至少有兩堆的數量變為偶數，亦即穩定狀態時每堆的

數量為偶數，我們得到數量總和


n

i

ix
1

為偶數，因此，初步得到 k
n

i

i npx 2
1




, p為奇數。

根據性質 1, gcd(x1,…, xn)為
k

n

i

i npx 2
1




的因數，根據前節相似的探討過程，得到：

定理 4：多堆均分問題動態穩定的充要條件

當 k
n

i

i npx 2
1




, p為奇數，

則(x1,…, xn)可形成穩定狀態的充要條件為 gcd(x1,…, xn)= p r2 , r≦k。

例 1：給定四堆石頭，數對(3,6,12,75)能否形成穩定狀態？

解：因 gcd(3,6,12,75)=3且 3+6+12+75=96=4×3×2
3，

  由定理 4，得可形成穩定狀態。

例 2：給定五堆石頭，數對(1,3,11,20,85)能否形成穩定狀態？

解：因 gcd(1,3,11,20,85)=1且 1+3+11+20+85=120=5×3×2
3，

  由定理 4得無法形成穩定狀態。

例 3：給定五堆石頭，數對(1,7,12,18,42)能否形成穩定狀態？

解：因 gcd(1,7,12,18,42)=1且 1+7+12+18+42=80=5×1×2
4，

  由定理 4得可形成穩定狀態。

根據性質 2及定理 4, 僅需討論 k
n

i

i nx 2
1




且 gcd(x1,…, xn)=1時的數對移動次數。

定理 5：多堆均分問題的移動規則

當 k
n

i

i nx 2
1




且 gcd(x1,…, xn)=1，以二進位制表示 





1

1

, 2
k

j

j

jii ax

若(1) ai,j =0, i =1,…, n, j < m  (2) a1,m=a2,m=1, ai,m=0, 3≦i≦ k+1  (3) x1 > x2，

則將(x1, x2, x3, …, xn) 移動為 (x1－x2, 2x2, x3, …, xn).
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伍、研究結果：

本文探究是否能將三堆石頭經過若干次移動形成數量皆相等的狀態，稱之為「穩定狀

態」。用數對(x, y, z)來表示三堆石頭分別有 x, y, z顆的情況，而因為遊戲進行中，石頭的總

數不變，故以數量總合進行分類觀察。

首先，我們發現總合需為 2、3的倍數，即為 6 的倍數才能形成穩定狀態，在探究數量

總合為 6、12、24的情況後，藉由兩個性質：

性質 1：若 pzyx  ，x, y, z的最大公因數為 q，則 q為 p的因數。

性質 2：數對(qa, qb, qc)的移動過程與(a, b, c) 的移動過程相對應。

進而得到：

定理 1：當 kpzyx 23  , p為奇數，

       (x, y z)形成穩定狀態的充要條件為 gcd(x,y,z)=p r2 , r≦k。

以二進位表示 x, y, z，得到移動規則為：

定理 2：三堆均分問題的移動規則

若 



n

i

i

iax
1

2 , 



n

i

i

iby
1

2 , 



n

i

i

icz
1

2 ,

且滿足(1) ai =bi =ci =0, i < m (2) cm=0, am=bm=1 (3) x > y，

則將(x, y, z) 移動為 ),2,( zyyx  .

進而得到：

定理 3-1：三堆移動次數型態 1
kzyx 23 ，s < r < k,

(a) 若(x, y, z) = (x, 2
r
, 2

s
)，則移動次數為 srk 2 ；

(b) 若(x, y, z) = (x, 2
r
+2

s
, 2

s
)，則移動次數為 srk 2 ；

(c) 若(x, y, z) = (x, 2
r
+x, 2

s
)，x為奇數，則移動次數為 12  srk 。

定理 3-2：三堆移動次數型態 2
kzyx 23 ， ryx 2),gcd(  , tyx 2)2,gcd(  ,

(a) 若(x, y, z) = (x, y, 2
k 
)，則形成穩定狀態的移動次數為 rk  ；

(b) 若(x, y, z) = (x, y, 2
k
+y ), y為奇數，則移動次數為 1 tk ；

(c) 若(x, y, z) = (x, y, 2
k+1

)，則移動次數為 1 rk 。
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當石頭堆數更多時，我們探討形成穩定狀態的充要條件與移動方法，得到以下結果：

定理 4：多堆均分問題動態穩定的充要條件

當 k
n

i

i npx 2
1




, p為奇數，

則(x1,…, xn)可形成穩定狀態的充要條件為 gcd(x1,…, xn)= p r2 , r≦k。

定理 5：多堆均分問題的移動規則

當 k
n

i

i nx 2
1




且 gcd(x1,…, xn)=1，以二進位制表示 



t

j

j

jii ax
1

, 2 ,

若(1) ai,j =0, i =1,…, n,  j < m  (2) a1,m=a2,m=1, ai,m=0, 3≦i≦ k+1  (3) x1 > x2，

則將(x1, x2, x3, …, xn) 移動為(x1－x2, 2x2, x3, …, xn).

陸、未來展望：

藉由本實驗所得到的結果，未來可以討論更多堆石頭時，能形成穩定狀態之數對的次數

關係式。
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附錄：x+y+z=24時，數對(x,y,z)形成穩定狀態的二進位過程

(x,y,z)=(20,3,1)時，(20)10=(10100)2，(3)10=(00011)2，(1)10=(00001)2





















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

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

01000

01000

01000

00100

01000

01100

00100

00100
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00010

00100

10010

00010

00010

10100

00001

00011

10100

(x,y,z)=(14,5,5)時，(14)10=(1110)2，(5)10=(0101) 2，(5)10=(0101) 2


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(x,y,z)=(11,11,2)時，(11)10=(1011)2，(11)10=(1011) 2，(2)10=(0010) 2
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(x,y,z)=(18,5,1)時，(18)10=(10010)2，(5)10=(00101)2，(1)10=(00001)2
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(x,y,z)=(19,3,2)時，(19)10=(10011)2，(3)10=(00011)2，(2)10=(00010)2













































01000

01000

01000

00100

01000

01100

00100

00100

10000

00010

00110

10000

00010

00011

10011

(x,y,z)=(17,6,1)時，(17)10=(10001)2，(6)10=(00110)2，(1)10=(00001)2
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(x,y,z)=(16,5,3)時，(16)10=(10000)2，(5)10=(00101)2，(3)10=(00011)2
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(x,y,z)=(15,5,4)時，(15)10=(1111)2，(5)10=(0101)2，(4)10=(0100)2
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(x,y,z)=(13,9,2)時，(13)10=(1101)2，(9)10=(1001)2，(2)10=(0010)2
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(x,y,z)=(11,9,4)時，(11)10=(1011)2，(9)10=(1001)2，(4)10=(0100)2
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(x,y,z)=(10,9,5)時，(10)10=(1010)2，(9)10=(1001)2，(5)10=(0101)2
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(x,y,z)=(10,7,7)時，(10)10=(1010)2，(7)10=(0111)2，(7)10=(0111)2
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(x,y,z)=(16,6,2)時，(16)10=(10000)2，(6)10=(00110)2，(2)10=(00010)2
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(x,y,z)=(17,5,2)時，(17)10=(10001)2，(5)10=(00101)2，(2)10=(00010)2
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(x,y,z)=(17,4,3)時，(17)10=(10001)2，(4)10=(00100)2，(3)10=(00011)2
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(x,y,z)=(14,7,3)時，(14)10=(1110)2，(7)10=(0111)2，(3)10=(0011)2
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(x,y,z)=(13,10,1)時，(13)10=(1101)2，(10)10=(1010)2，(1)10=(0001)2




































1000

1000

1000

0100

1000

1100

0010

1010

1100

0001

1010

1101

(x,y,z)=(13,8,3)時，(13)10=(1101)2，(8)10=(1000)2，(3)10=(0011)2
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(x,y,z)=(13,6,5)時，(13)10=(1101)2，(6)10=(0110)2，(5)10=(0101)2
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(x,y,z)=(12,7,5)時，(12)10=(1100)2，(7)10=(0111)2，(5)10=(0101)2
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(x,y,z)=(11,10,3)時，(11)10=(1011)2，(10)10=(1010)2，(3)10=(0011)2
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(x,y,z)=(11,7,6)時，(11)10=(1011)2，(7)10=(0111)2，(6)10=(0110)2




































1000

1000

1000

1100

1000

0100

0110

1110

0100

0110

0111

1011

(x,y,z)=(9,8,7)時，(9)10=(1001)2，(8)10=(1000)2，(7)10=(0111)2
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【評語】030417  

一個有趣的問題。作者們藉由小數字的分析、觀察規則，給出

了一個簡化問題的方式。並由此得出了一般化的結論。分析問題的

方式精簡而巧妙，十分難得。作者給出達到穩定狀態的一種移動方

式，但對於這樣的方式是最佳結果說明的不夠清楚，是美中不足之

處。此作品是第 55屆全國科展國中組佳作作品『從平分問題到動

態穩定』內容的延伸。應把先前作品明確的列在參考資料中。 
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