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摘要 

  我們利用遞迴式求 n 個不同球放入 k 個相同箱子的方法數，得到形如巴斯卡

三角的數值表，並發現在遞迴關係裡求得的數與落階乘多項式的係數恰好相同。 

接著我們將形如巴斯卡三角的數值表轉換成矩陣表示，求出其反方陣，此反方陣

竟然是 Stirling numbers of the first kind；再將反方陣中的元素取絕對值得 Stirling 

numbers of the second kind；Stirling numbers of the second kind 表中的第 n 列第 x 行

的元素，竟是將 n 個人分成 x 圈的方法數。 

  接著我們找出: Stirling numbers of the first kind 與調和級數的關係式、Stirling 

numbers of the second kind與 n

mP 的關係式、Stirling numbers of the second kind與 n

mC 的

關係式及 Stirling numbers of the second kind 與 n

mH 的關係式，並利用數學歸納法與

gamma 函數證明上述關係式；並尋找到響鈴數字與 n 個不同球放入 k 個相同箱子

的方法數的連結。 
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壹、動機 
 

    國中課程中，有數學專題研究，指導老師提前教授我們高中排列組合的課程。

課程內容仿若一個有趣且奧妙的數學遊戲，不同的類型，有不同的思維，有些可

以公式解題，有些卻甚為複雜，沒有可以直接帶入求解。對於這些複雜的題型，

引起我們深刻的好奇心，進而去探討有沒有較易的解法。 

    排列組合題目當中我們可以歸結於下述的例題，並加以整理了解其不同的解

題思考方式和公式。 

Ex:將 6 顆球丟入 4 個箱子的方法數: 

題型 1:6 顆不同的球丟入 4 個不同的箱子,有幾種不同的放法？ 

解法:相當於每顆球都有 4 種不同的選擇，所以 6 顆球則有
64 =4096 種排法。 

 

題型 2:6 顆相同的球丟入 4 個不同的箱子,有幾種不同的放法? 

解法:此題即是四個不同的箱子去選取六顆相同球的重複組合， 

     可由公式: 1-ba

b

a

b CH  得 84CCCH 9

3

9

6

1-64

6

4

6   種排法。 

題型 3:6 顆相同的球丟入 4 個相同的箱子,有幾種不同的放法? 

  解法: 

可以依下列個數分堆: 

     (0,0,0,6)  

     (0,0,1,5)  

     (0,0,2,4)  

     (0,0,3,3)  

     (0,1,1,4) 

     (0,1,2,3) 

     (0,2,2,2) 

     (1,1,2,2) 

     所以共八種排法 

題型 4:六顆不同的球丟入四個相同的箱子,有幾種不同的放法? 

  解法:我們可以先分堆,再選擇球丟入: 



3 

     (0,0,0,6):不同的球丟入箱子,則還是只有 1C6

6  種放法。 

     (0,0,1,5):不同的球丟入箱子,則有 6CC 5

5

6

1  種放法。 

     (0,0,2,4):不同的球丟入箱子,則有 15CC 4

4

6

2  種放法 

     (0,0,3,3):不同的球丟入箱子,則有 10
2!

1
CC 3

3

6

3  種放法。 

     (0,1,1,4):不同的球丟入箱子,則有 15
2!

1
CCC 4

4

5

1

6

1  種放法。 

     (0,1,2,3):不同的球丟入箱子,則有 60CCC 3

3

5

2

6

1  種放法。 

     (0,2,2,2):不同的球丟入箱子,則有 15
3!

1
CCC 2

2

4

2

6

2  種放法。 

     (1,1,2,2):不同的球丟入箱子,則有 45
2!

1

2!

1
CCCC 2

2

4

2

5

1

6

1  種放法。 

     所以共有 167 種放法。 

    由上述的例題,可知題型 3 與題型 4，即箱子相同時,沒有特定的公式可以很

快的解題，所以我們進一步想去探討此種題目，是否能有特殊的方式或規律可以

得到答案。 

 

貳、研究目的 

  解排列組合的問題，ｎ人排成一列有 n!種排法、n 人中選 m 人排成一列有 n

mP

種排法、n 人中選 m 人出來有 n

mC 種方法、m 個相同物分給 n 人有 n

mH 種分法……，

對於較一般的題目，很多都可以符號概念，代入公式即可求解，但對於一些較複

雜或特定的題目，有時要分很多種情況去討論，無法利用上述的符號概念一次到

位，於是我們去搜尋與推導是否有其他的方法或公式，也可以應用在排列組合

中。 

 

參、研究設備與器材 

紙、筆、電腦。 
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肆、 研究方法與過程 
一、遞迴規律  

我們把 n 個球放入 x 個箱子依四種題型列表，表中運算符號定義如下： 

S(n,x)=n 個不同球恰放入 x 個相同箱子的方法數(此 x 個箱子每個箱子至少 

       放入 1 個)。 

(n)Px =把 n 分成 x 項的方法數(partition 數)，即把 n 個相同球恰放入 x 個相 

      同箱子的方法數。 

 

表(一)：將 n 個球放入 x 個箱子各種題型列表如下:  

球(n 個) 箱子(x 個) 任意(無限制) 
每個箱子最多

裝一個球 
不可有空箱 

不同 不同 x
n
 

x(x-1)…(x-n+1) 

(C x

n
n!) 

S(n,x) x! 

相同 不同 H x

n
 C x

n
,x n H x

xn
 

不同 相同 S(n,1)+S(n,2)+…+S(n,x) 
1  x n 

0   n>x 

S(n,x) 

沒有公式，但

有遞迴關係

式。 

相同 相同 (n)P(n)P(n)P x21   
1  x n 

0   n>x 

P
x
(n) 

沒有公式。 

其中有關 S(n,x)的求值法，我們討論如下： 

S(0,0)=1 

S(n,1)=1 

S(n,n)=1 

S(n,2)=
2

CCCC n

1-n

n

3

n

2

n

1  
 

        =
2

2-1)(1 n

 

        
=

2

2-2n

   

        
= 2

1n
-1 

S(n,n-1)=C n

2  

S(n,n-2)=C n

3
+3C n

4  
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  在求 S(n,3)、S(n,4)、S(n,5)……時會更繁複，無公式，所以我們嘗試利用

遞迴觀念來尋找其規律性: 

n 個不同球恰丟入 k 個箱子，我們可以用第 n 個球分成兩類來討論: 

1.前 n-1 個球丟入前 k-1 個箱子且每箱至少一球，而第 n 個球恰丟入第 k 個箱

子。 

2.前 n-1 個球丟入 k 個箱子且每箱至少一球，而第 n 個球再選擇其中一個箱

子丟入。由上述 1、2 可得如下遞迴式: 

 

S(n,k)=S(n-1,k-1)+k‧S(n-1,k) 

 

利用上述遞迴式,算出: 

S(1,1)=1
 

S(2,1)=S(1,0)+1‧S(1,1)
       =0+1

 
      =1 

S(2,2)=S(1,1)+2‧S(1,2)
       =1+2‧0 

      =1+0 

      =1 

S(3,1)=S(2,0)+1‧S(2,1) 

      =0+1‧1 

      =0+1 

      =1 

S(3,2)=S(2,1)+2‧S(2,2) 

      =1+2‧1 

      =1+2 

      =3 

S(3,3)=S(2,2)+3‧S(2,3) 

      =1+3‧0 

      =1+0 

      =1 
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S(4,1)=S(3,0)+1‧S(3,1) 

      =0+1‧1 

      =0+1 

      =1 

S(4,2)=S(3,1)+2‧S(3,2) 

      =1+2‧3 

      =1+6 

      =7 

S(4,3)=S(3,2)+3‧S(3,3) 

      =3+3‧1 

      =3+3 

      =6 

S(4,4)=S(3,3)+4‧S(3,4) 

      =1+4‧0 

      =1+0 

      =1 

S(5,1)=S(4,0)+1‧S(4,1) 

      =0+1‧1 

      =0+1 

      =1 

S(5,2)=S(4,1)+2‧S(4,2) 

      =1+2‧7 

      =1+14 

      =15 

S(5,3)=S(4,2)+3‧S(4,3) 

      =7+3‧6 

      =7+18 

      =25 

S(5,4)=S(4,3)+4‧S(4,4) 

      =6+4‧1 

      =6+4 

      =10 

S(5,5)=S(4,4)+5‧S(4,5) 

      =1+5‧0 

      =1+0 

      =1 

S(6,1)=S(5,0)+1‧S(5,1) 

      =0+1‧1 

      =0+1 

      =1 
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S(6,2)=S(5,1)+2‧S(5,2) 

      =1+2‧15 

      =1+30 

      =31 

S(6,3)=S(5,2)+3‧S(5,3) 

      =15+3‧25 

      =15+75 

      =90 

S(6,4)=S(5,3)+4‧S(5,4) 

      =25+4‧10 

      =25+40 

      =65 

S(6,5)=S(5,4)+5‧S(5,5) 

      =10+5‧1 

      =10+5 

      =15 

S(6,6)=S(5,5)+6‧S(5,6) 

      =1+6‧0 

      =1+0 

      =1 

S(7,1)=S(6,0)+1‧S(6,1) 

      =0+1‧1 

      =0+1 

      =1 

S(7,2)=S(6,1)+2‧S(6,2) 

      =1+2‧31 

      =1+62 

      =63 

S(7,3)=S(6,2)+3‧S(6,3) 

      =31+3‧90 

      =31+270 

      =301 

S(7,4)=S(6,3)+4‧S(6,4) 

      =90+4‧65 

      =90+260 

      =350 

S(7,5)=S(6,4)+5‧S(6,5) 

      =65+5‧15 

      =65+75 

      =140 
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S(7,6)=S(6,5)+6‧S(6,6) 

      =15+6‧1 

      =15+6 

      =21 

S(7,7)=S(6,6)+7‧S(6,7) 

      =1+7‧0 

      =1+0 

      =1 

S(8,1)=S(7,0)+1‧(7,1) 

      =0+1 

      =1 

S(8,2)=S(7,1)+2‧(7,2) 

      =1+2‧63 

      =1+126 

      =127 

S(8,3)=S(7,2)+3‧(7,3) 

      =63+3‧301 

      =63+903 

      =966 

S(8,4)=S(7,3)+4‧(7,4) 

      301+4‧350 

      =301+1400 

      =1701 

S(8,5)=S(7,4)+5‧(7,5) 

      =350+5‧140 

      =350+700 

      =1050 

S(8,6)=S(7,5)+6‧(7,6) 

      =140+6‧21 

      =140+126 

      =266 

S(8,7)=S(7,6)+7‧(7,7) 

      =21+7‧1 

      =21+7 

      =28 

S(8,8)=S(7,7)+8‧(7,8) 

      =1+8‧0 

      =1+0 

      =1 
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S(9,1)=S(8,0)+1‧(8,1) 

      =0+1‧1 

      =0+1 

      =1 

S(9,2)=S(8,1)+2‧(8,2) 

      =1+2‧127 

      =1+254 

      =255 

S(9,3)=S(8,2)+3‧S (8,3) 

      =127+3‧966 

      =127+2898 

      =3025 

S(9,4)=S(8,3)+4‧(8,4) 

      =966+4‧1701 

      =966+6804 

      =7770 

S(9,5)=S(8,4)+5‧S (8,5) 

      =1701+5‧1050 

      =1701+5250 

      =6951 

S(9,6)=S(8,5)+6‧(8,6) 

      =1050+6‧266 

      =1050+1596 

      =2646 

S(9,7)=S(8,6)+7‧(8,7) 

      =266+7‧28 

      =266+196 

      =462 

S(9,8)=S(8,7)+8‧(8,8) 

      =28+8‧1 

      =28+8 

      =36 

S(9,9)=S(8,8)+9‧(8,9) 

      =1+9‧0 

      =1+0 

      =1 

S(10,1)=S(9,0)+1‧S(9,1) 

       =0+1‧1 

       =0+1 

       =1 
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S(10,2)=S(9,1)+2‧S(9,2) 

       =1+2‧255 

       =1+510 

       =511 

S(10,3)=S(9,2)+3‧S(9,3) 

       =255+3‧3025 

       =255+9075 

       =9330 

S(10,4)=S(9,3)+4‧S(9,4) 

       =3025+4‧7770 

       =3025+31080 

       =34105 

S(10,5)=S(9,4)+5‧S(9,5) 

       =7770+5‧6951 

       =7770+34755 

       =42525 

S(10,6)=S(9,5)+6‧S(9,6) 

       =6951+6‧2646 

       =6951+15876 

       =22827 

S(10,7)=S(9,6)+7‧S(9,7) 

       =2646+7‧462 

       =2646+3234 

       =5880 

S(10,8)=S(9,7)+8‧S(9,8) 

       =462+8‧36 

       =462+288 

       =750 

S(10,9)=S(9,8)+9‧S(9,9) 

       =36+9‧1 

       =36+9 

       =45 

S(10,10)=S(9,9)+10‧S(9,10) 

       =1+10‧0 

       =1+0 

       =1 

 

接著我們將其方法數列表如下: 
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表(二) 

N   K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 …… 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 

3 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 …… 

4 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0 …… 

5 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0 …… 

6 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0 …… 

7 1 63 301 350 140 21 1 0 0 0 …… 

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0 …… 

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0 …… 

10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1 …… 

… … … … … … … … … … … … 

二、落階乘多項式 

dcx1)-bx(x2)-1)(x-ax(xxf(x) 3  ，求整數 a,b,c,d 之值。 

上述多項式即為落階乘多項式,我們將各落階乘計算出其係數,如下: 

0x1x   

0x11)-x(x1x 2   

0x11)-x(x32)-1)(x-x(x1x3   

0x11)-x(x72)-1)(x-x(x63)-2)(x-1)(x-x(x1x 4   

2)-1)(x-x(x253)-2)(x-1)(x-x(x104)-3)(x-2)(x-1)(x-x(x1x5   

    0x11)-x(x15   

4)-3)(x-2)(x-1)(x-x(x155)-4)(x-3)(x-2)(x-1)(x-x(x1x 6   

    0x11)-x(x312)-1)(x-x(x903)-2)(x-1)(x-x(x65   

觀察落階乘多項式,發現竟然與表(二)的數值完全一致(由右向左看)。 

   當發現落階乘的係數與 S(n,k)的方法數相同時，讓我們很驚訝，尋找文獻與網

路搜尋，有類似關係式卻無討論兩者的關係原因，於是我們開始著手討論研究，

最後得到其關聯性： 

     以 0x11)-x(x72)-1)(x-x(x63)-2)(x-1)(x-x(x1x4  為例： 

可視為： 
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    4 個不同球丟入 x 個不同箱子的方法數 

    =


4

0k
(4 個不同球恰丟入 4-k 個相同箱)(x 個箱子中選 4-k 個排列) 

即 

x

k-4

4

0k

4 P)k4,4(Sx 


 

     

依此觀點可知：n 個不同球丟入 x 個不同箱子的方法數 

    =


n

0k

)k-n)(xk-n(n 個排列個箱子中選個相同箱個不同球恰丟入  

即 

x

k-n

n

0k

n P)kn,n(Sx 


 

 

    因為我們發現這種關係，所以我們欲求 6 個不同球恰丟入 4 個相同箱，我們

便有 2 種方法可以採用 

    方法一：利用遞迴式 

            S(n,k)=S(n-1,k-1)+k‧S(n-1,k)  

         依序最後得 

         S(6,4)= S(5,3)+4‧S(5,4) =25+4‧10 

     =25+40=65 

    或方法二：利用落階乘 

4)-3)(x-2)(x-1)(x-x(x155)-4)(x-3)(x-2)(x-1)(x-x(x1x 6                

               0x11)-x(x312)-1)(x-x(x903)-2)(x-1)(x-x(x65   

        得 S(6,4)=65 

三、與矩陣的連結 

    我們定義:第一套基底 },x,,x,x{x, k32   

             第二套基底 }2),-1)(x-x(x1),-x(x{x,   
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    則 k)][S(n, 即為自 變換到的變換矩陣， 

    即   k)][S(n, 。 

    於是，我們求出變換到 的變換矩陣，即求出 ]k)[S(n, -1
 ，得如下表: 

 (表三) 

K 

N 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 …… 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 

2 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 

3 2 -3 1 0 0 0 0 0 0 0 …… 

4 -6 11 -6 1 0 0 0 0 0 0 …… 

5 24 -50 35 -10 1 0 0 0 0 0 …… 

6 -120 274 -225 85 -15 1 0 0 0 0 …… 

7 720 -1764 1624 -735 175 -21 1 0 0 0 …… 

8 -5040 13068 -13132 6769 -1960 322 -28 1 0 0 …… 

9 40320 -109584 118124 -67284 22449 -4536 546 -36 1 0 …… 

10 -362880 1026576 -1172700 723680 -269325 63273 -9450 870 -45 1 …… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

 

計算過程如下: 







































1000000000

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

145750588022827425253410593305111

013646226466951777030252551

00128266105017019661271

000121140350301631

00001156590311

0000011025151

0000001671

0000000131

0000000011

0000000001

 



14 

























































1000000001

0100000001

0010000001

0001000001

0000100001

0000010001

0000001001

0000000101

0000000011

0000000001

145750588022827425253410593305110

013646226466951777030252550

00128266105017019661270

000121140350301630

00001156590310

0000011025150

0000001670

0000000130

0000000010

0000000001

 

























































10000000511510

01000000255254

00100000127126

000100006362

000010003130

000001001514

0000001076

0000000132

0000000011

0000000001

145750588022827425253410593305110

013646226466951777030252550

00128266105017019661270

000121140350301630

00001156590310

0000011025150

0000001670

0000000130

0000000010

0000000001

























































100000093302747918150

0100000302588205796

001000096627711806

0001000301840540

000010090239150

0000010256036

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

1457505880228274252534105000

0136462264669517770000

0012826610501701000

000121140350000

000011565000

00000110000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001
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























































10000034105195300347676186480

0100007770435957665040824

00100017019240159408400

000100350179930101560

00001065300476240

00000110355024

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

145750588022827425250000

0136462264669510000

0012826610500000

0001211400000

00001150000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

 

























































100004252539114512930751778574834120

0100069516174019969027090012600

0010010508799275103656016800

000101401050310139901800

000011585225274120

00000110355024

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

14575058802282700000

0136462264600000

0012826600000

00012100000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

























































1000228272998801549150384300044760241905120

0100264632739163710395660454104191520

0010266294013811323403632415120

00012117573516241764720

000011585225274120

00000110355024

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

1457505880000000

0136462000000

00128000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001
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























































10058801006537291202772650570612058962962328480

010462705648111175860354628360864141120

001283221960676913132130685040

00012117573516241764720

000011585225274120

00000110355024

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

1457500000000

01360000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

 

























































10750151201408477408802304100414288039047041451520

01365464536224496782411812410958440320

001283221960676913132130685040

00012117573516241764720

000011585225274120

00000110355024

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

14500000000

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

























































14587094506327326932574798011727001026576362880

01365464536224496782411812410958440320

001283221960676913132130685040

00012117573516241764720

000011585225274120

00000110355024

00000016116

0000000132

0000000011

0000000001

1000000000

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

觀察表(三)得下列關係式：( k)(n,S1 為表(三)中第 n 列第 k 行之數值) 

1. (1,1)S0!1 1  

(2,1)S-1!1- 1  

(3,1)S2!2 1  

(4,1)S-3!6- 1  

(5,1)S4!24 1  

(6,1)S-5!120- 1  

………………… 
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所以可以得到關係式:(我們於五、Stirling numbers 一節中證明之) 

 

 

2. 
1

1
1

1-

1
-

(2,1)S

(2,2)S
-

1

1   

2

1

1

1

2

3

2

3-
-

(3,1)S

(3,2)S
-

1

1   

3

1

2

1

1

1

6

11

6-

11
-

(4,1)S

(4,2)S
-

1

1   

4

1

3

1

2

1

1

1

12

25

24

50-
-

(5,1)S

(5,2)S
-

1

1   

………………… 

 

所以可以得到關係式：(我們於五、Stirling numbers 一節中證明之) 

 

1,1)(nS

1,2)(nS
-

k

1

1

1
n

1k 






 

 

3. 由上述 1.與 2.可以得到關係式: 

n!

1,2)(nS(-1)

k

1 1

1nn

1k








  

 

4. 2

21 -C-1(2,1)S   

3

21 -C-3(3,2)S   

4

21 -C-6(4,3)S   

5

21 -C-10(5,4)S   

………………… 

所以可以得到關係式：(我們於五、Stirling numbers 一節中證明之) 

2n1),-n(n,-SC 1

n

2   

 

5. 將表(三)之表格內數值取絕對值可得下表： 

1,1)(nS(-1)n! 1

n   
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表(四) 

K 

N 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 …… 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 

3 2 3 1 0 0 0 0 0 0 0 …… 

4 6 11 6 1 0 0 0 0 0 0 …… 

5 24 50 35 10 1 0 0 0 0 0 …… 

6 120 274 225 85 15 1 0 0 0 0 …… 

7 720 1764 1624 735 175 21 1 0 0 0 …… 

8 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1 0 0 …… 

9 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1 0 …… 

10 362880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 870 45 1 …… 

… … … … … … … … … … … … 

  接著,我們討論把 n 個人圍成 k 圈的方法數(1 個人可以自己圍一圈): 

(1)將 4 個人圍成 1 圈的方法數= 6
4

4!
  

(2)將 4 個人圍成 2 圈的方法數= 11
2!

1

2

2!
C

2

2!
C

3

3!
CC 2

2

4

2

3

3

4

1   

(3)將 4 個人圍成 3 圈的方法數= 6
2!

1

2

2!
CCC 2

2

3

1

4

1 
 
 

(4)將 4 個人圍成 4 圈的方法數=1 

 

發現,表（四）之第ｎ列第ｋ行之數值即為把ｎ個人圍成ｋ圈的方法數。 

此第ｎ列第ｋ行之數值以 k)(n,S2
表之，即 

 

k)(n,S2
＝把 n 個人圍成 k 圈的方法數(1 個人可以自己圍一圈) 

 

Ex. (5,2)S2
= 502030

2

2!
C

3

3!
C1C

4

4!
C 2

2

5

3

1

1

5

4   

 

四、 k)(n,S,H,C,P 2

n

m

n

m

n

m 的關係式 

  接著，我們解下列排列計算之問題時，又發現其關係式： 
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1. 解 012 3c3b3a34  ,a,b,c 為非負整數， 

得 a=1,b=1,c=0 

0

2

1

2

2

2

4

2 3(2,0)S3(2,1)S3(2,2)S34P   

2. 解 0123 4d4c4b4a456  ,a,b,c,d 為非負整數， 

得 a=1,b=3,c=2,d=0 

0

2

1

2

2

2

3

2

6

3 4(3,0)S4(3,1)S4(3,2)S4(3,3)S456P   

3. 解 0123 5d5c5b5a567   ,a,b,c,d 為非負整數， 

得 a=1,b=3,c=2,d=0 

0

2

1

2

2

2

3

2

7

3 5(3,0)S5(3,1)S5(3,2)S5(3,3)S567P   

4. 解 01234 6e6d6c6b6a6789  ,a,b,c,d,e 為非負整數， 

得 a=1,b=6,c=11,d=6,e=0 

0

2

1

2

2

2

3

2

4

2

9

4 6(4,0)S6(4,1)S6(4,2)S6(4,3)S6(4,4)S6789P 

……………… 

    依此規律我們發現： 

 
k

m

0k

2

n

m 1)m-(nk)(m,SP 


 

   

    欲證明此一發現，我們需要藉由 gamma 函數證明之： 

    (定義) 1)!-(n(n)  ,n 為正整數, (n) 稱為 gamma 函數。 

    (引理) 





 h

0k
k

2

h j

k)-h(h,S

(j)j

h)(j
 

    (公式) k
m

0k

2

n

m 1)m-(nk)(m,SP 

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    證明： 
 




 m

0k
k

2

m 1)m-(n

k)-m(m,S

1)m-(n1)m-(n

1)(n
 

          
 





m

0k
k

2

m 1)m-(n

k)-m(m,S

m)!-(n1)m-(n

n!
 

          
 


m

0k
k

2m

1)m-(n

k)-m(m,S
1)m-(n

m)!-(n

n!
 

          



m

0k

k-m

2 1)m-(nk)-m(m,S
m)!-(n

n!
 

          



m

0k

k

2 1)m-(nk)(m,S
m)!-(n

n!
 

          



m

0k

k

2

n

m 1)m-(nk)(m,SP  

     

     又由 m!CP n

m

n

m  ，我們得到： 

 

 

  又由 1-mn

m

n

m CH  ，我們得到： 

 

k
m

0k

2

n

m nk)(m,S
m!

1
H  



 

         

五、Stirling numbers 

1. Stirling numbers of the first kind 

  Stirling numbers of the first kind 符合下列公式： 

  n)1,-(m1)S-(m-1)-n1,-(mSn)(m,S 111   

 k
m

0k

2

n

m 1)m-(nk)(m,S
m!

1
C  


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  依此公式可得下表： 

 n   \      k  1  2  3  4  5 

 1  1  0  0  0  0 

 2  -1  1  0  0  0 

 3  2  -3  1  0  0 

 4  -6  11  -6  1  0 

 5  24  -50  35  -10  1 

  與表(三)完全相同，所以表(三)之數值即為 Stirling numbers of the first kind。所

以我們可以 Stirling numbers of the first kind 的公式證明之前歸納出的公式： 

(公式) 1,1)(nS(-1)n! 1

n   

證明：(1)當 n=1 時: 1(-1)(-1)(2,1)S(-1)1,1! 1

1  ,公式成立。 

      (2)設 n=k 時成立，即 1,1)(kS(-1)k! 1

k   

         則 n=k+1 時： 

           1 ) k !(k1)!(k                    

                  1 , 1 )(kS1)(-1)(k 1

k   

                 1 , 1 ) ](k1)S(k-(-1)[0(-1) 1

k   

                 1 , 1 ) ](k1)S(k-1,0)(k[S(-1) 11

1k    

                 2 , 1 )(kS(-1) 1

1k    

          由數學歸納法原理，故得證。 

(公式) 
1,1)(nS

1,2)(nS
-

k

1

1

1
n

1k 





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證明：(1)當 n=1 時， 1
1-

1
-

(2,1)S

(2,2)S
1,-

k

1

1

1
1

1k




,公式成立。 

      (2)設 n=m 時成立,即
1,1)(mS

1,2)(mS
-

k

1

1

1
m

1k 






 

         則 n=m+1 時: 

         










m

1k

1m

1k k

1

1m

1

k

1
 

              
1 , 1 )(mS

1,2)(mS
-

1m

1

1

1






  

              
1 , 1 )(m1)S(m

1,2)(m1)S(m-1,1)(mS

1

11




  

              
1 , 1 )(m1)S(m-1,0)(mS

1,2)(m1)S(m-1,1)(mS
-

11

11




  

              
2 , 1 )(mS

2,2)(mS
-

1

1




  

          由數學歸納法原理，故得證。 

(公式) 2n1),-n(n,-SC 1

n

2   

證明：(1)當 n=2 時: 1-(-1)(2,1)1,-SC 1

2

2  ,公式成立。 

      (2)設 n=k 時成立,即 1)-k(k,-SC 1

k

2   

         則 n=k+1 時: 

         
12

k1)(k
C 1k

2



  

             
12

2k1)-(kk




  
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             1k
12

1)-(kk





  

             k)(k,Sk1)-k(k,-S 11   

             k ) )( k ,Sk-1)-k(k,-(S 11   

             k)1,(k-S1    

      由數學歸納法原理，故得證。 

2. Stirling numbers of the second kind  

  Stirling numbers of the second kind 符合下列公式： 

  n)1,-(m1)S-(m-1)-n1,-(mS  n)(m,S n)(m,S 1112   

  依此公式可得下表： 

n    \     k 1  2  3  4  5 

 1  1  0  0   0  0 

 2  1  1  0  0  0 

 3  2  3  1  0  0 

 4  6  11  6  1  0 

 5  24  50  35  10  1 

  與表(四)完全相同，所以表(四)之數值即為 Stirling numbers of the second kind，

且都形如巴斯卡三角： 
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    在 Stirling numbers of the second kind 中，S(5,2)可視為下圖的方法數： 

 

＜上圖截自網路＞ 

六、響鈴數字 

(定義) k) ,P(n 即為響鈴數字中描述 n 個元素可以被分入 k 個弄亂方式，即非空的 

      子集的數量。 

(定義) 



n

1k

k) ,P(n P(n) 即為響鈴數字。 

例如：集合{1， 2， 3}可以被分入三個子集:  

  {{1}， {2}， {3}}，即 1P(3,3)  。 

     可以分入下列二個子集: 

  {{1， 2}， {3}}  

  {{1， 3}， {2}}  

  {{1}， {2， 3}}，即 3P(3,2)   

     可以分入一個子集: 

  {{1， 2， 3}}，即 1P(3,1)  。 

所以 5131P(3)  ，又其可以遞迴式計算: 
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k)1,-P(nk1)-k1,-P(nk)P(n,   

    我們計算出響鈴數字為( 1， 2， 5， 15， 52， 203， 877， 4140， 21147， 

115975， 678570， 4213597，…) ，過程如下:                                                                     

下列圖示代表集合可以不同的方式被分開：連線上的點表在同一個子集，並且不

在連線上的點代表自成一個子集。 

{1， 2， 3}， 5 分開： 

 

{1， 2， 3， 4}， 15 分開： 

 

{1， 2， 3， 4， 5}， 52 分開： 
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{1， 2， 3， 4， 5， 6}， 203 分開：                            

 

＜上圖截自網路 PlanetMath 貼文＞ 

http://66.163.168.225/babelfish/translate_url_content?.intl=tw&lp=en_zt&trurl=http%3a%2f%2fen.wikipedia.org%2fwiki%2fPlanetMath
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  響鈴數字的遞迴式與表(二)之 S(n,k)的遞迴式相同，我們發現： 

        P(n,k)=S(n,k) 

所以二者之間有下列關係式： 

      



n

1k

)k,n(S    P(n)  

 

伍、研究結果 

一、S(n,x)=n 個不同球恰放入 x 個相同箱子的方法數(此 x 個箱子至少 1 個) 

  S(n,k)=S(n-1,k-1)+k‧S(n-1,k) 

二、
x

k-n

n

0k

n P)kn,n(Sx 


 

三、 1,1)(nS(-1)n! 1

n  ， 1,1)(nS1  為 Stirling numbers of the first kind。 

四、
1,1)(nS

1,2)(nS
-

k

1

1

1
n

1k 






， 1,1)(nS1  、 1,2)(nS1  為 Stirling numbers of the first   

  kind。 

五、
n!

1,2)(nS(-1)

k

1 1

1nn

1k








 ， 1,2)(nS1  為 Stirling numbers of the first kind。 

六、 1)-n(n,-SC 1

n

2  ， 1)-n(n,S1 為 Stirling numbers of the first kind。 

七、 k)(n,S2
為 Stirling numbers of the second kind 

     k)(n,S2
＝把 n 個人圍成 k 圈的方法數(1 個人可以自己圍一圈)。 

八、 k
m

0k

2

n

m 1)m-(nk)(m,SP 


， k)(m,S2
為 Stirling numbers of the second kind。 
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九、 k
m

0k

2

n

m 1)m-(nk)(m,S
m!

1
C  



， k)(m,S2
為 Stirling numbers of the second  

     kind。 

十、 k
m

0k

2

n

m nk)(m,S
m!

1
H  



， k)(m,S2
為 Stirling numbers of the second kind。 

十一、 



n

1k

)k,n(SP(n) ，P(n)為響鈴數字。 

 

陸、討論與結論 

  我們求高中排列組合中「不同球投入相同箱」的方法數，我們利用遞迴式，

求出如同巴斯卡三角的數值。又於落階乘多項式中，發現其係數與表內數值相同，

再將型如巴斯卡三角的數值表，依矩陣方式，求出其反方陣，發現又與 Stirling 

numbers 相同，而 Stirling numbers 與 n 個物圍成 k 圈的方法數也相同，並且可以

列出排列公式與Stirling numbers的關係式、組合公式與Stirling numbers的關係式、

重複組合公式與 Stirling numbers 的關係式、調和級數與 Stirling numbers 的關係式

等並加以證明。 

  一個排列組合無法直接代入公式解決的問題，在以不同的數學觀點來解釋時，

卻可以牽扯到遞迴關係、多項式係數、矩陣、反方陣、Stirling numbers、……， 而

輕易的從中解答，這深刻的讓我們體會到數學的奧妙，或許在這裡被困惑住了，

但卻又可以在不同的角度解除疑惑，一個目前無法解出的謎，或許會在往後無意

中不同處揭曉謎底，而這正是我們所想要表達的原來數學四處流竄。 

 

 



29 

柒、參考資料及其他 

1. Combinatorial Analysis D. M. BressoudMacalester College, Saint Paul,  

    Minnesota. 

2. q-Stirling numbers: A new view Yue CAI and Margaret A.  

    READDY May 6, 2015  

3. M. Abramowitz， I. Stegun，編輯(1972)。 「§24.1.3。 第一種類的 

    Stirling 數字」。 數學函數手冊與慣例、圖表和數學表的。  

    紐約： 多弗。 p. 824。   

4. 第一種類的 Stirling 數字， S(n,k)在 PlanetMath。  

5. 高中數學第 1 冊第 2 章、第 2 冊第 2 章。 

6. Wolfram Mathworld：Stirling Number of the First Kind. 

7. Wolfram Mathworld：Stirling Number of the Second Kind. 

http://dlmf.nist.gov/about/bio/DMBressoud
http://66.163.168.225/babelfish/translate_url_content?.intl=tw&lp=en_zt&trurl=http%3a%2f%2fplanetmath.org%2f%3fop%3dgetobj%26from%3dobjects%26id%3d2809
http://66.163.168.225/babelfish/translate_url_content?.intl=tw&lp=en_zt&trurl=http%3a%2f%2fen.wikipedia.org%2fwiki%2fPlanetMath


【評語】030416  

能找出遞迴規律、多項式係數、矩陣、反方陣、Stirling numbers 

等關聯性實屬難得，但 Stirling number of the first kind和 Stirling 

number of the second kind的一些基本性質其實是廣為人知而且

常被拿來使用的。作者們大概還沒有機會接觸到相關的內容，以致

於誤以為所討論的是一些新的發現。投入大部分的心力在探討已有

的結果上，頗為可惜。 

030416-評語 
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