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摘    要 

以2 × 1的方塊進行排列，探討排列成 m × n (其中 m 為 2、3、4，n 為所有自然數)的長

方形時，所有的排列方法數；分別以𝐴𝑛、𝐵𝑛、𝐷𝑛分別表示2 × n、3 × 2n、4 × n的所有情況，

並比較之間的關聯性。因為2 × 1方塊無法完整排成3 × n的圖形 (其中 n 為奇數) ，故不討論。

研究最後結果，我們得出𝐴𝑛、𝐵𝑛、𝐷𝑛的遞迴關係式與𝐴𝑛的通式解。 

另外，還嘗試用3 × 1方塊，探討3 × n的結果，並與𝐴𝑛比較，發現之間的關係頗為類似；

也因此能類推至利用m × 1的方塊，排成m × n的長方形之情況。 
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壹、 研究動機 

在 103 學測題目中，我們看到這樣的一題數學題目： 

 

此時，我們對於這好像遊戲似的題目給深深吸引，身邊疊疊樂的積木成了我們最大的幫

手，讓我們樂於操作。然而在某次收拾方塊時，不經意將方塊排成一連串的長方形，卻對此

問題產生很大的疑問？於是展開了我們對於這次科學研究的主題。我們很好奇地是否能找出

所有的排放方法呢？市面上的疊疊樂都是長寬比為3：1的方塊；因此，我們自製2：1的方塊，

以利我們對此問題的研究。 

在研究的過程中，我們有初步的想法，例如2 × n長方形必由兩塊方塊橫放  或一塊

方塊直放  所配對而成的，中間不存在  此種斜放的放法。在2 × 10以內，我們很順利

地列出全部排法，並試著找出其中的關連性。然而，隨著長方形越長，我們越感困難找到全

部的排法；也因此，請教指導老師對於這部分的數學觀念。 

後來，老師跟我們介紹了路徑走法、乘法原理、階乘、與重複排列等相關概念，以利我

們能運用這些數學原理來解決問題；也發現簡單的遊戲中，所包含的數學是無所不在的。而

不是那麼簡單的拿與放罷了。隨著問題解決，我們對於這部分尚未滿足，更去改變了方塊形

狀與圖形形狀，可惜對於師長所說的，對於整個平面的推廣還有點落差，但我們會繼續去研

究深入的。 

貳、 研究目的 

一、 探討𝐴𝑛數列：以2 × 1方塊排列成2 × n長方形的所有排法，找尋𝐴𝑛各項之間的關聯

性，並探討通式解的存在與否。 

二、 探討𝐵𝑛數列：以2 × 1方塊排列成3 × 2n長方形的所有排法，並找尋𝐵𝑛各項之間的關

聯性。 

三、 探討𝐷𝑛數列：以2 × 1方塊排列成4 × n長方形的所有排法，並找尋𝐷𝑛各項之間的關

聯性 

四、 探討𝑀𝑛數列：以m × 1方塊排列成m × n長方形的所有排法，並找尋𝑀𝑛各項之間的

關聯性。 

參、 研究設備及器材 

一、 筆、紙、電腦、Excel 程式、自製積木  
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肆、 研究過程或方法 

一、 符號定義： 

𝐴𝑛： 是指利用2 × 1方塊排列成2 × n長方形的所有排法。( n 為自然數) 

𝐵𝑛： 是指利用2 × 1方塊排列成3 × 2n長方形的所有排法。( n 為自然數) 

𝐷𝑛： 是指利用2 × 1方塊排列成4 × n長方形的所有排法。( n 為自然數) 

𝑀𝑛： 是指利用m × 1方塊排列成m × n長方形的所有排法。( n 為自然數) 

(𝑚 × 𝑛)： 為利用2 × 1方塊排成m × n長方形的方法。 

備註： 𝐴0、𝐵0、𝐷0可看成完全不放方塊的情形，因此均為 1 

排列組合： 不盡相異物直線排列；若有 n 個不同的事物, 將相同的事物歸為一

組，可歸成 k 組，且每組有𝑚𝑖個事物, 其中 𝑖 = 1、2、… 𝑘，且

∑ 𝑚𝑖
𝑘
𝑖=1 = 𝑛，則此 n 個事物做『不盡相異物直線排列』之方法數為 

𝑛!

𝑚1! 𝑚2! … 𝑚𝑘!
 

備註：因為此篇只可分為二類情形：其中有 m 個 A，n 個 B；故 

排列數為 
(𝑚+𝑛)!

𝑚!𝑛!
，因此亦可將其視為 𝐶𝑚

𝑚+𝑛(方便合併計算) 

二、 問題介紹： 

    偶然間發現積木的排列頗具奧妙！ 

我們想要以找出【全部的方法】、想要知道【共有幾種方法】為目標！首先我們

先利用 2cm1cm 的方塊若干塊，去排列成 2cm1cm、2cm2cm、2cm3cm…等

等的長方形形狀，之後逐次增加長方形的長度 1cm；試圖找出所有排法。 

 例如：2cm1cm  有三塊，排成 2cm3cm 的長方形，有以下排列方法： 

 

   例如：2cm1cm  有四塊，排成 2cm4cm 的長方形，則有以下排列方法： 
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三、 目的一以2 × 1方塊排列成2 × n長方形的所有排法，並找尋𝐴𝑛各項之間的關聯性： 

一開始，為了找尋之間的關係，我們窮舉𝐴1到𝐴6的所有方法： 

邊長關係 排列情形 方法數 

2cm1cm  1 

2cm2cm    2 

2cm3cm      3 

2cm4cm          5 

2cm5cm 

         

     
8 

2cm6cm 

          

         

     

13 

    在組合的過程中，我們知道長方形必由兩塊方塊橫放  或一塊方塊直放  

所配對而成的，中間不存在  此種斜放的排法。由上表可說明，圖形均可由 m

個「 」與 n 個「 」所組成﹝m、n 為 0 或自然數﹞，因此其方法數為
(𝑚+𝑛)!

𝑚!𝑛!
；可

將上表表示為： 

邊長關係 分類 方法數 排列數 

2cm1cm 方法 1： 1  0 
1!

1! 0!
= 1 𝐴1 = 1 

2cm2cm 

方法 1： 2  0 

方法 2： 0  1 

2!

2! 0!
= 1 

1!

0! 1!
= 1 

𝐴2 = 2 

2cm3cm 方法 1： 3  0 
3!

3! 0!
= 1 𝐴3 = 3 
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方法 2： 1  1 
2!

1! 1!
= 2 

2cm4cm 

方法 1： 4  0 

方法 2： 2  1 

方法 3： 0  2 

4!

4! 0!
= 1 

3!

2! 1!
= 3 

2!

0! 2!
= 1 

𝐴4 = 5 

2cm5cm 

方法 1： 5  0 

方法 2： 3  1 

方法 3： 1  2 

5!

5! 0!
= 1 

4!

3! 1!
= 4 

3!

1! 2!
= 3 

𝐴5 = 8 

2cm6cm 

方法 1： 6  0 

方法 2： 4  1 

方法 3： 2  2 

方法 4： 0  3 

6!

6! 0!
= 1 

5!

4! 1!
= 5 

4!

2! 2!
= 6 

3!

0! 3!
= 1 

𝐴6 = 13 

    由上可知，我們可以整理而知： 

𝐴𝑛 𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 𝐴5 𝐴6 

排法 1 2 3 5 8 13 

 由上述排法的資料中，我們發現似乎前兩項之和會等於後項，因此，我們希望

證明出 𝐴𝑛+2 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1。 

    為了證明出 𝐴𝑛+2 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1的完整，我們將 n 分為奇數與偶數二種情形；如

下所示： 
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性質一：當 n 為奇數： 

若 

n 

為 

奇 

數 

情形 n   0   n − 2   1   n − 4   2 …  1   𝑛−1

2
 

方法數 
𝑛!

𝑛! 0!
 

(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 2)! 1!
 

(𝑛 − 2)!

(𝑛 − 4)! 2!
 … 

(1 +
𝑛 − 1

2
) !

1! (
𝑛 − 1

2
) !

 

組合數 
nC0

 1-n

1C  
2-n

2C  … 𝐶𝑛−1
2

𝑛+1
2  

𝐴𝑛 總排列方法 =  𝐶0
𝑛  +  𝐶1

𝑛−1  + 𝐶2
𝑛−2 + … +  𝐶𝑛−3

2

𝑛+3

2 +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+1

2  

則 

n+1 

為 

偶 

數 

情形  n+1   0  n-1   1  n-3   2 …  0   𝑛+1

2
 

方法數 
(𝑛 + 1)!

(𝑛 + 1)! 0!
 

𝑛!

(𝑛 − 1)! 1!
 

(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 3)! 2!
 … 

(
𝑛 + 1

2
) !

0! (
𝑛 + 1

2
) !

 

組合數 
1

0

nC  n

1C  
1-n

2C  … 𝐶𝑛+1
2

𝑛+1
2  

𝐴𝑛+1 總排列方法 =  𝐶0
𝑛+1  +  𝐶1

𝑛  + 𝐶2
𝑛−1  + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+3

2 +  𝐶𝑛+1

2

𝑛+1

2  

n+2 

為 

奇 

數 

情形  n+2   0  n   1  n-2   2 …  1   𝑛+1

2
 

方法數 
(𝑛 + 2)!

(𝑛 + 2)! 0!
 

(𝑛 + 1)!

𝑛! 1!
 

𝑛!

(𝑛 − 2)! 2!
 … 

(1 +
𝑛 + 1

2
) !

1! (
𝑛 + 1

2
) !

 

組合數 
2

0

nC  1n

1C 
 

n

2C  … 𝐶𝑛+1
2

𝑛+3
2  

𝐴𝑛+2 總排列方法 =  𝐶0
𝑛+2  + 𝐶1

𝑛+1  +  𝐶2
𝑛 + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+5

2 + 𝐶𝑛+1

2

𝑛+3

2  

   由上表可知， 

   𝐴𝑛 總排列方法  = 𝐶0
𝑛  +  𝐶1

𝑛−1  + 𝐶2
𝑛−2 + … +  𝐶𝑛−3

2

𝑛+3

2 +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+1

2  

𝐴𝑛+1 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+1  +  𝐶1

𝑛  + 𝐶2
𝑛−1  + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+3

2 +  𝐶𝑛+1

2

𝑛+1

2  

𝐴𝑛+2 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+2  + 𝐶1

𝑛+1  +  𝐶2
𝑛 + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+5

2 + 𝐶𝑛+1

2

𝑛+3

2  

將 𝐴𝑛 與 𝐴𝑛+1 兩式相加，利用巴斯卡定理𝐶𝑛
𝑚 =  𝐶𝑛−1

𝑚−1  +   𝐶𝑛
𝑚−1可化簡得： 
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＋ 

𝐴𝑛 =  𝐶0
𝑛  +  𝐶1

𝑛−1  + 𝐶2
𝑛−2 +  … +  𝐶𝑛−3

2

𝑛+3
2 +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+1
2  

𝐴𝑛+1 =  𝐶0
𝑛+1  +  𝐶1

𝑛  + 𝐶2
𝑛−1  + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+3
2 +  𝐶𝑛+1

2

𝑛+1
2  

比 

 

較 

𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1 =  𝐶0
𝑛+1  +  𝐶1

𝑛+1  +  𝐶2
𝑛  + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+5
2 + 𝐶𝑛+1

2

𝑛+3
2  

𝐴𝑛+2 =  𝐶0
𝑛+2  + 𝐶1

𝑛+1  +  𝐶2
𝑛 + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+5
2 + 𝐶𝑛+1

2

𝑛+3
2  

因此，當 n 為奇數時，𝐴𝑛+2 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1 成立。 

性質二：當 n 為偶數： 

若 

n 

為 

偶 

數 

情形 n   0   n − 2  1   n − 4   2 …  0   𝑛

2
 

方法數 
𝑛!

𝑛! 0!
 

(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 2)! 1!
 

(𝑛 − 2)!

(𝑛 − 4)! 2!
 … 

(
𝑛
2

) !

0! (
𝑛
2

) !
 

組合數 
nC0

 1-n

1C  
2-n

2C  … 𝐶𝑛
2

𝑛
2  

𝐴𝑛 總排列方法 = 𝐶0
𝑛 + 𝐶1

𝑛−1 + 𝐶2
𝑛−2 + ⋯ + 𝐶𝑛−2

2

𝑛+2

2 + 𝐶𝑛

2

𝑛

2  

則 

n+1 

為 

奇 

數 

情形  n+1   0  n-1   1  n-3   2 …  1   𝑛

2
 

方法數 
(𝑛 + 1)!

(𝑛 + 1)! 0!
 

𝑛!

(𝑛 − 1)! 1!
 

(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 3)! 2!
 … 

(1 +
𝑛
2

) !

1! (
𝑛
2

) !
 

組合數 
1

0

nC  n

1C  
1-n

2C  … 𝐶𝑛
2

𝑛+2
2  

𝐴𝑛+1 總排列方法 =  𝐶0
𝑛+1 + 𝐶1

𝑛 + 𝐶2
𝑛−1 + ⋯ + 𝐶𝑛

2
 −1

𝑛+4

2 + 𝐶𝑛

2

𝑛+2

2  
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n+2 

為 

偶 

數 

情形  n+2   0  n   1  n-2   2 …  0   𝑛+2

2
 

方法數 
(𝑛 + 2)!

(𝑛 + 2)! 0!
 

(𝑛 + 1)!

𝑛! 1!
 

𝑛!

(𝑛 − 2)! 2!
 … 

(
𝑛 + 2

2
) !

0! (
𝑛 + 2

2
) !

 

組合數 
2

0

nC  1n

1C 
 

n

2C  … 𝐶𝑛+2
2

𝑛+2
2  

𝐴𝑛+2 總排列方法 =  𝐶0
𝑛+2 + 𝐶1

𝑛+1 + 𝐶2
𝑛 + ⋯ + 𝐶𝑛

2

𝑛+4

2 + 𝐶𝑛+2

2

𝑛+2

2  

 

由上表可知， 

   𝐴𝑛 總排列方法  = 𝐶0
𝑛 + 𝐶1

𝑛−1 + 𝐶2
𝑛−2 + ⋯ + 𝐶𝑛−2

2

𝑛+2

2 + 𝐶𝑛

2

𝑛

2  

𝐴𝑛+1 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+1 + 𝐶1

𝑛 + 𝐶2
𝑛−1 + ⋯ + 𝐶𝑛

2
 −1

𝑛+4

2 + 𝐶𝑛

2

𝑛+2

2  

𝐴𝑛+2 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+2 + 𝐶1

𝑛+1 + 𝐶2
𝑛 + ⋯ + 𝐶𝑛

2

𝑛+4

2 + 𝐶𝑛+2

2

𝑛+2

2  

將 𝐴𝑛 與 𝐴𝑛+1 兩式相加，可化簡得： 

＋ 

𝐴𝑛 =  𝐶0
𝑛 + 𝐶1

𝑛−1 + 𝐶2
𝑛−2 + ⋯ + 𝐶𝑛−2

2

𝑛+2
2 + 𝐶𝑛

2

𝑛
2  

𝐴𝑛+1 =  𝐶0
𝑛+1 + 𝐶1

𝑛 + 𝐶2
𝑛−1 + ⋯ + 𝐶𝑛

2
 −1

𝑛+4
2 + 𝐶𝑛

2

𝑛+2
2  

比 

 

較 

𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1 =  𝐶0
𝑛+1  +  𝐶1

𝑛+1  + 𝐶2
𝑛  + ⋯ +  𝐶𝑛

2

𝑛+4
2 + 𝐶𝑛

2

𝑛
2  

𝐴𝑛+2 =  𝐶0
𝑛+2 + 𝐶1

𝑛+1 + 𝐶2
𝑛 + ⋯ + 𝐶𝑛

2

𝑛+4
2 + 𝐶𝑛+2

2

𝑛+2
2  

因此，當 n 為偶數時，𝐴𝑛+2 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1 亦成立。 

當𝐴𝑛+2 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+1成立，那麼是否可以計算出𝐴𝑛的一般項，變成我們探討𝐴𝑛數列的重

點；推導過程如下： 

已知𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛−1： 

可將𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛−1改為𝐴𝑛+1 − 𝛼𝐴𝑛 = 𝛽(𝐴𝑛 − 𝛼𝐴𝑛−1)，比較係數可知α + β = 1，α ∙

β = −1，且透過二次方程式的求解，可得α、β互為
1±√5

2
。而改寫為𝐴𝑛+1 − 𝛼𝐴𝑛 = 𝛽(𝐴𝑛 − 𝛼𝐴𝑛−1)

後，{𝐴𝑛 − 𝛼𝐴𝑛−1}為一個公比為 𝛽 的等比數列。因此可化簡得 
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𝐴𝑛+1 − 𝛼𝐴𝑛 = 𝛽𝑛−1(𝐴2 − 𝛼𝐴1)     (式 1) 

𝐴𝑛+1 − 𝛼𝐴𝑛 = 𝛽(𝐴𝑛 − 𝛼𝐴𝑛−1)亦可看成𝐴𝑛+1 − 𝛽𝐴𝑛 = 𝛼(𝐴𝑛 − β𝐴𝑛−1)；此時{𝐴𝑛 − β𝐴𝑛−1}

為一個公比為 𝛼 的等比數列，可化簡得 

𝐴𝑛+1 − 𝛽𝐴𝑛 = 𝛼𝑛−1(𝐴2 − 𝛽𝐴1)     (式 2) 

解聯立 {
𝐴𝑛+1 − 𝛼𝐴𝑛 = 𝛽𝑛−1(𝐴2 − 𝛼𝐴1)     (式 1)

𝐴𝑛+1 − 𝛽𝐴𝑛 = 𝛼𝑛−1(𝐴2 − 𝛽𝐴1)     (式 2)
 

(式 1) − (式 2)： 

−(𝛼 − 𝛽)𝐴𝑛 = 𝛽𝑛−1(𝐴2 − 𝛼𝐴1) − 𝛼𝑛−1(𝐴2 − 𝛽𝐴1) 

即𝐴𝑛 = 𝛽𝑛−1 (
𝐴2−𝛼𝐴1

𝛽−𝛼
) + 𝛼𝑛−1 (

𝐴2−𝛽𝐴1

𝛼−𝛽
) = 𝛽𝑛−1 ∙ 𝐶1 + 𝛼𝑛−1 ∙ 𝐶2 (式 3) 

其中，(
𝐴2−𝛼𝐴1

𝛽−𝛼
) = 𝐶1，(

𝐴2−𝛽𝐴1

𝛼−𝛽
) = 𝐶2，又因為𝛼、𝛽、𝐴1、𝐴2均為可知； 

可求得𝐶1 =
1−

3

√5

2
=

5−3√5

10
，𝐶2 =

1+
3

√5

2
=

5+3√5

10
。 

故(式 3)可改為𝐴𝑛 =
5−3√5

10
∙ (

1−√5

2
)

𝑛−1

+
5+3√5

10
∙ (

1+√5

2
)

𝑛−1

 

𝐴𝑛數列通式解：𝐴𝑛 =
5−3√5

10
∙ (

1−√5

2
)

𝑛−1

+
5+3√5

10
∙ (

1+√5

2
)

𝑛−1

 

 

 

四、 目的二：探討𝐵𝑛數列，以2 × 1方塊排列成3 × 2n長方形的所有排法，並找尋𝐵𝑛各項

之間的關聯性： 

討論：𝐵𝑛：3*2n ﹝n 為所有自然數﹞形式： 

附註 1：因為 3*n 形式包含奇數個方塊，則無法利用 2*1 方塊拼成，因此不討論。 

附註 2：𝐴𝑛 與 𝐴𝑛+1之間，每下一項均增加 3*2 方塊。 

附註 3：﹝下文粉紅色方塊為第一放置方塊，綠色則為唯一放法方塊。﹞ 
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延伸一：將新增方塊與原本方塊分開，可得𝐵𝑛+1的排列中，其中有一部分情況為 

   𝐵1*𝐵𝑛  

 

延伸二：探討原本方塊與新增方塊中，各取 3*1 格部分進行排列，如下圖： 

 

解釋： 

1. 會有以上三種情形；但很明顯最左邊會剩下 3*1 的空格，此時便無法完整利用

2*1 的方塊排列。 

2. 橫放只能三塊或一塊，不存在只有二塊橫放。 

延伸三：新增方塊與原本方塊有連接情況如下，這兩種排列因屬於對稱圖形，故排

   列方法是一樣的： 

 

延伸四：探討𝐵1形式： 

可得知其方法數與𝐴3相同，故𝐵1 = 3。 

延伸五：探討𝐵2形式：(利用圖形探討) 

 

故𝐵2 = 𝐵1 × 𝐵1 + 2 × 1 

即𝐵2 = 3 × 3 + 2 × 1 = 11 
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延伸六：探討𝐵3形式： 

 

且 

 

故𝐵3 = 𝐵1 × 𝐵2 + 2(𝐵1 + 1) 

即𝐵3 = 3 × 11 + 2(3 + 1) = 41 

延伸七：探討𝐵4形式： 

 

且 

 

故𝐵4 = 𝐵1 × 𝐵3 + 2(𝐵2 + 𝐵1 + 1)  ( 備註：可由延伸六得知 ) 

即𝐵4 = 3 × 41 + 2(11 + 3 + 1) = 153 
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由以上可知，當我們欲求𝐵𝑛形式時，均可利用以上方法降階。最後，能推知𝐵𝑛的遞

迴式為： 

𝐵𝑛 = 𝐵1 × 𝐵𝑛−1 + 2(𝐵𝑛−2 + 𝐵𝑛−3 + ⋯ + 𝐵1 + 1) 

其中，因為𝐵1 = 3，又可轉換為 

𝐵𝑛 = 𝐵𝑛−1 + 2(𝐵𝑛−1 + 𝐵𝑛−2 + 𝐵𝑛−3 + ⋯ + 𝐵1 + 1) 

     由以上關係式很明顯看得出，後項是可由前項所推得的遞迴關係式。以下是我們利

  用 EXCEL 程式跑出前 N 項的結果： 

3*n 排列 

𝐵𝑛 B0 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 

3*n 3*0 3*2 3*4 3*6 3*8 3*10 3*12 3*14 3*16 

方法數 1 3 11 41 153 571 2131 7953 29681 

 

五、 目的三：探討𝐷𝑛數列，以2 × 1方塊排列成4 × n長方形的所有排法，並找尋𝐷𝑛各項

之間的關聯性： 

在討論𝐷𝑛之前，我們質疑為何總是把新增與原先方塊做分組，而不能從另外地

方分組；照道理說，不應該有問題。經過嘗試後，也證實不管分組方式為何，均可

得到一樣的答案！但是，分組的方式不同，所拆解的方法也不同，以下我們舉𝐷6為

例，我們把𝐷6分別以(4 × 1)(4 × 5)、(4 × 2)(4 × 4)、(4 × 3)(4 × 3)三種分組法： 

方法一：(4 × 1)(4 × 5)分組如下所示： 

 

其中圖 P 與圖 Q 為上下對稱圖形，可看成兩倍 P 圖型式。又 
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一樣利用𝐵𝑛的想法方式降階，可得出以下式子： 

(4 × 6) = (4 × 1)(4 × 5) + 2[(3 × 2)(4 × 4) + (2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1) + (2 × 1)(4 × 3) 

 +(2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 4) − (2 × 1)(4 × 2) − (2 × 1) 

= 281 

經整理，可得𝐷6 = 𝐷5 + 2(𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1 + 𝐷0) + 4𝐷4 + (𝐷2 + 𝐷0) 

方法二：(4 × 2)(4 × 4)分組如下所示： 

 

(4 × 6) = (4 × 2)(4 × 4) + 2{(2 × 3)(3 × 4) + (2 × 2)[(2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)] 

 +(2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 1)} − (2 × 2)(4 × 3) − (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)(4 × 2) 

 +(2 × 1) 

= 281 

經整理，可得𝐷6 = 𝐷2𝐷4 + 2{𝐴3𝐵2 + 𝐴2(𝐷2 + 𝐷1 + 𝐷0)} + 𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3 
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方法三：(4 × 3)(4 × 3)分組如下所示： 

 

 

 

此圖情況又必須再分為以下四種： 

1.   A、B、C 均分離 

2.   AB 連、BC 分 

3.   AB 分、BC 連 

4.   ABC 均連 

  

 

情形 1：A、B、C 均分離 

(4 × 2)(3 × 2)(4 × 2) 

 

情形 2：AB 連、BC 分 ( 情形 2 與情形 3 為對稱，故相同 ) 

(4 × 2) 

 

(2 × 2)(4 × 2) 

 

情形 4：AABC 均連 

1 

 

(2 × 2)(2 × 2) 

故(4 × 6) = (4 × 3)(4 × 3) + 2{[(4 × 2)(3 × 2)(4 × 2)] + 2[(4 × 2) + (2 × 2)(4 × 2)] + 1 

 +(2 × 2)(2 × 2)} − (4 × 2)(2 × 2)(4 × 2) − 2(2 × 1)(4 × 2) − 1 + 1 

= 281 
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經整理，可得𝐷6 = 𝐷3𝐷3 + 2{𝐷2𝐵1𝐷2 + 2𝐷2(𝐴1 + 𝐴2) + 1 + 𝐴2𝐴2} 

 −𝐷2𝐴2𝐷2 − 2𝐴1𝐷2 − 1 + 1 

由以上三種方法可清楚得知，(4 × 1)(4 × 5)分組所得到的式子可完全利用𝐷𝑛表

示，且計算過程較為簡單；其它二種計算過程中，更包含一些集合論的概念。否則，

容易少算情況。故我們決定均以(4 × 1)(4 × 𝑝)的方式進行拆解，以利我們對於𝐷𝑛的

探討。 

以下為我們對於𝐷1 ~ 𝐷10 的分解，因為圖形繁雜，不以贅述；故均以(𝑚 × 𝑛)型

式表示 𝑚 × 𝑛 的排法： 

(4 × n) 演算過程 值 

(4 × 1) = (4 × 1) 1 

(4 × 2) = (4 × 1)(4 × 1) + 2[(3 × 2)] − (2 × 2) 5 

(4 × 3) = (4 × 1)(4 × 2) + 2[(3 × 2)(4 × 1) + (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 1) 11 

(4 × 4) = (4 × 1)(4 × 3) + 2[(3 × 2)(4 × 2) + (2 × 1) + (2 × 1)(4 × 1)

+ (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 2) − (2 × 1) 
36 

(4 × 5) = (4 × 1)(4 × 4) + 2[(3 × 2)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)(4 × 2)

+ (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 3)

− (2 × 1)(4 × 1) 
95 

(4 × 6) = (4 × 1)(4 × 5) + 2[(3 × 2)(4 × 4) + (2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1)

+ (2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1)(4 × 1)

+ (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 4) − (2 × 1)(4 × 2) − (2 × 1) 
281 

(4 × 7) = (4 × 1)(4 × 6) + 2[(3 × 2)(4 × 5) + (2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 1)

+ (2 × 1)(4 × 4) + (2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 2)

+ (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 5)

− (2 × 1)(4 × 3) − (2 × 1)(4 × 1) 

781 
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(4 × 8) = (4 × 1)(4 × 7) + 2[(3 × 2)(4 × 6) + (2 × 1)(4 × 4) + (2 × 1)(4 × 2)

+ (2 × 1) + (2 × 1)(4 × 5) + (2 × 1)(4 × 4)

+ (2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1)(4 × 1)

+ (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 6) − (2 × 1)(4 × 4)

− (2 × 1)(4 × 2) − (2 × 1) 

2245 

(4 × 9) = (4 × 1)(4 × 8) + 2[(3 × 2)(4 × 7) + (2 × 1)(4 × 5) + (2 × 1)(4 × 3)

+ (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)(4 × 6) + (2 × 1)(4 × 5)

+ (2 × 1)(4 × 4) + (2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 2)

+ (2 × 1)(4 × 1) + (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 7)

− (2 × 1)(4 × 5) − (2 × 1)(4 × 3) − (2 × 1)(4 × 1) 

6336 

(4 × 10) = (4 × 1)(4 × 9) + 2[(3 × 2)(4 × 8) + (2 × 1)(4 × 6) + (2 × 1)(4 × 4)

+ (2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1) + (2 × 1)(4 × 7)

+ (2 × 1)(4 × 6) + (2 × 1)(4 × 5) + (2 × 1)(4 × 4)

+ (2 × 1)(4 × 3) + (2 × 1)(4 × 2) + (2 × 1)(4 × 1)

+ (2 × 1)] − (2 × 2)(4 × 8) − (2 × 1)(4 × 6)

− (2 × 1)(4 × 4) − (2 × 1)(4 × 2) − (2 × 1) 

18061 

經過整理，可得以下簡式： 

𝐷1 = 𝐷1 

𝐷2 = 𝐷1 + 2[𝐵1] − 𝐴2 

𝐷3 = 𝐷2 + 2[𝐷0] + 4𝐷1 + (0) 

𝐷4 = 𝐷3 + 2[𝐷1+𝐷0] + 4𝐷2 + (𝐷0) 

𝐷5 = 𝐷4 + 2[𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷3 + (𝐷1) 

𝐷6 = 𝐷5 + 2[𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷4 + (𝐷2+𝐷0) 

𝐷7 = 𝐷6 + 2[𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2+𝐷1 + 𝐷0] + 4𝐷5 + (𝐷3+𝐷1) 

𝐷8 = 𝐷7 + 2[𝐷5 + 𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷6 + (𝐷4+𝐷2+𝐷0) 

𝐷9 = 𝐷8 + 2[𝐷6 + 𝐷5 + 𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷7 + (𝐷5+𝐷3+𝐷1) 

𝐷10 = 𝐷9 + 2[𝐷7 + 𝐷6 + 𝐷5 + 𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷8 + (𝐷6 + 𝐷4+𝐷2+𝐷0) 
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其中，𝐷2 = 𝐷1 + 2[𝐵1] − 𝐴2 = 5，我們將之改為𝐷2 = 𝐷1 + 2[0] + 4𝐷0，答案依

舊不變；可重新整理成下式： 

𝐷1 = 𝐷1 

𝐷2 = 𝐷1 + 2[0] + 4𝐷0 

𝐷3 = 𝐷2 + 2[𝐷0] + 4𝐷1 + (0) 

𝐷4 = 𝐷3 + 2[𝐷1+𝐷0] + 4𝐷2 + (𝐷0) 

𝐷5 = 𝐷4 + 2[𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷3 + (𝐷1) 

𝐷6 = 𝐷5 + 2[𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷4 + (𝐷2+𝐷0) 

𝐷7 = 𝐷6 + 2[𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2+𝐷1 + 𝐷0] + 4𝐷5 + (𝐷3+𝐷1) 

𝐷8 = 𝐷7 + 2[𝐷5 + 𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷6 + (𝐷4+𝐷2+𝐷0) 

𝐷9 = 𝐷8 + 2[𝐷6 + 𝐷5 + 𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷7 + (𝐷5+𝐷3+𝐷1) 

𝐷10 = 𝐷9 + 2[𝐷7 + 𝐷6 + 𝐷5 + 𝐷4 + 𝐷3 + 𝐷2 + 𝐷1+𝐷0] + 4𝐷8 + (𝐷6 + 𝐷4+𝐷2+𝐷0) 

由此，我們發現𝐷𝑛存在遞迴關係： 

(一)、 若n 為奇數(n ≥ 2)，則 

𝐷𝑛 = 𝐷𝑛−1 + 2[𝐷𝑛−3 + ⋯ + 𝐷1 + 𝐷0] + 4𝐷𝑛−2 + (𝐷𝑛−4 + 𝐷𝑛−6 + ⋯ + 𝐷3 + 𝐷1) 

(二)、 若n 為偶數(n ≥ 2)，則 

      𝐷𝑛 = 𝐷𝑛−1 + 2[𝐷𝑛−3 + ⋯ + 𝐷1 + 𝐷0] + 4𝐷𝑛−2 + (𝐷𝑛−4 + 𝐷𝑛−6 + ⋯ + 𝐷2 + 𝐷0) 

我們利用 EXCEL 程式跑出前 N 項的結果： 

4*n 排列 

𝐷𝑛 D0 D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 

4*n 4*0 4*1 4*2 4*3 4*4 4*5 4*6 4*7 4*8 

方法數 1 1 5 11 36 95 281 781 2245 

 

 

六、 目的四：探討𝑀𝑛數列，以 m × 1方塊排列成 m × n (𝑚 < 𝑛)長方形的所有排法，並

找尋𝑀𝑛各項之間的關聯性： 

同目的一的想法，只能有一個 m × 1方塊直放、與 m 個 m × 1方塊全部橫放成

m × m正方形此兩種形式所排列而成；因此，同理應用組合概念也能得到類似結果

如下： 

mnnn MMM   1  (𝑛 > 𝑚) 
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伍、 研究結果 

一、 探討𝐴𝑛情況：  

(一)、 若n為奇數，可得： 

𝐴𝑛 總排列方法  = 𝐶0
𝑛  +  𝐶1

𝑛−1  + 𝐶2
𝑛−2 + … +  𝐶𝑛−3

2

𝑛+3

2 +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+1

2  

𝐴𝑛+1 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+1  +  𝐶1

𝑛  + 𝐶2
𝑛−1  + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+3

2 +  𝐶𝑛+1

2

𝑛+1

2   

𝐴𝑛+2 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+2  + 𝐶1

𝑛+1  +  𝐶2
𝑛 + ⋯ +  𝐶𝑛−1

2

𝑛+5

2 + 𝐶𝑛+1

2

𝑛+3

2  

故 n 為奇數時， 12   nnn aaa 成立。

 
(二)、 若n為偶數，可得： 

𝐴𝑛 總排列方法  = 𝐶0
𝑛 + 𝐶1

𝑛−1 + 𝐶2
𝑛−2 + ⋯ + 𝐶𝑛−2

2

𝑛+2

2 + 𝐶𝑛

2

𝑛

2  

𝐴𝑛+1 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+1 + 𝐶1

𝑛 + 𝐶2
𝑛−1 + ⋯ + 𝐶𝑛

2
 −1

𝑛+4

2 + 𝐶𝑛

2

𝑛+2

2  

𝐴𝑛+2 總排列方法 = 𝐶0
𝑛+2 + 𝐶1

𝑛+1 + 𝐶2
𝑛 + ⋯ + 𝐶𝑛

2

𝑛+4

2 + 𝐶𝑛+2

2

𝑛+2

2  

故 n 為偶數時， 12   nnn aaa 成立。 

(三)、 通式解 𝐴𝑛 =
5−3√5

10
∙ (

1−√5

2
)

𝑛−1

+
5+3√5

10
∙ (

1+√5

2
)

𝑛−1

 

二、 探討𝐵𝑛情況： 

(一)、 𝐵𝑛 = 𝐵1 × 𝐵𝑛−1 + 2(Bn−2 + Bn−3 + ⋯ + B1 + 1)   𝐵1 = 3，或可整理成 

(二)、 Bn = Bn−1 + 2(Bn−1 + Bn−2 + Bn−3 + ⋯ + B1 + 1) 

(三)、 Bn 整理的結果如下： 

三、 探討𝐷𝑛情況： 

(三)、 若n 為奇數(n > 2)，則 

𝐷𝑛 = 𝐷𝑛−1 + 2[𝐷𝑛−3 + ⋯ + 𝐷1 + 𝐷0] + 4𝐷𝑛−2 + (𝐷𝑛−4 + 𝐷𝑛−6 + ⋯ + 𝐷3 + 𝐷1) 

(四)、 若n 為偶數(n > 2)，則 

      𝐷𝑛 = 𝐷𝑛−1 + 2[𝐷𝑛−3 + ⋯ + 𝐷1 + 𝐷0] + 4𝐷𝑛−2 + (𝐷𝑛−4 + 𝐷𝑛−6 + ⋯ + 𝐷2 + 𝐷0) 

四、 探討𝑀𝑛情況：(𝑚 < 𝑛) 

(一)、 mnnn MMM   1  (𝑛 > 𝑚) 

3*n 排列 

𝐵𝑛 B0 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 

3*n 3*0 3*2 3*4 3*6 3*8 3*10 3*12 3*14 3*16 

方法數 1 3 11 41 153 571 2131 7953 29681 
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陸、 結論與討論 

生活中處處是數學，以前常不以為意，沒想到簡單的疊疊樂積木方塊中，也能得到

大道理。𝐴𝑛、𝐵𝑛、𝐷𝑛數列的結果讓我們非常訝異，原本以為雜亂無章的排序，卻隱含數

學神秘的性質；這讓我們以後對周遭的環境充滿了好奇心。尤其，𝐴𝑛數列的通式解，更讓

我們嘖嘖稱奇呢！ 

然而，美中不足的是，我們有一些特殊想法尚未深入探討： 

1. 2 × 1方塊拼滿平面 m × n的情況，找出之間是否存在遞迴關係。 

2. 𝐵𝑛、𝐷𝑛的通式解是目前我們正在努力的方向。 

打從一開始的動機，其實就想去尋找立體的情況之下，所有的排列方法；然而卻不

得其門而入。因此，在指導教師的建議之下，從簡入繁；先由平面開始著手。不過，也

是因為這個原因，讓我們更添對數學的好奇心；而不會一開始遭遇打擊就放棄了。 

從發現、欣賞、到了解數學研究的整個過程中，不僅發現生活數學的神奇，更培養

出對數學的好奇心與創造力；也感謝指導教師的辛苦教導，讓我們對於數學有另外一層

的認識。 

 

 

柒、 參考資料及其他 

一、 103 學年度指考試題 (2014)。 

二、 翰林出版社編輯群 (2011)。國民中學數學課本第四冊。翰林出版社。 

三、 吳振奎 (2002)。世界數學名著欣賞。九章出版社。 

 



【評語】030403  

這應該是被廣泛討論過的一個古老的問題。作者們在考慮用

2×1的長方形來鋪滿 2×n的長方形時，先給出了一個分類求和的計

算方式，再由此導出遞迴關係，驗證遞迴關係的正確性，最後求出

遞迴關係的解。這個過程有點奇怪，事實上，遞迴關係式是遠比分

類求和來的直觀，透過求和的表示式來驗證遞迴關係的正確性好像

是繞了一大圈，既不必要也不方便。此外，在 m=3時（m=4時也

類似，只是更複雜些），應該可以很容易的得到如下的遞迴關係：

B_n=2D_n+B_(n-1)，D_n=B_(n-1)+D_(n-1)，化簡得

B_n=4B_(n-1)-B_(n-2)。由初始值 B_1=1，B_2=11，可得遞迴關係

式的解為(3+√3)/6 〖 (2+√3)〗 ^n+(3-√3)/6 〖 (2-√3)〗 ^n。沒能看

到更簡單的關係式，使得表示法變得繁複，有點可惜了。 

030403-評語 
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