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摘要  

    利用「三角形兩邊之和大於的三邊」的概念，將任意△ABC 的三頂點設為圓心，各頂

點對邊長為該頂點之半徑畫圓，讓此三圓定兩兩相交於兩點。本研究以作圖與觀察為出發

點，利用 GeoGebra 軟體，觀察到此三圓兩兩相交所形成之三條共弦相交於同一點 P，並發

現固定 B、C 兩點，移動 A 點時，P 點位置的改變。過程中我們逐步推測與猜想，最後著

眼在只討論 A、B、C、P 四點坐標位置的關係，在固定 B、C 兩點的條件下，移動 A 點觀

察 P 點軌跡，及移動 P 點觀察 A 點軌跡，從中我們發現了這些移動軌跡會形成二次曲線，

並將這些有趣的現象加以證明。 

壹、 研究動機 

    數學課老師上到兩圓位置關係時，做了一些有關兩圓相交於兩點所構成的直線和兩圓

圓心的題目。那時我們就在想，如果擴展至三個圓，不知道會有什麼樣的結果？回家後，

我們試著用圓規畫畫看，先畫三個等圓，讓此三等圓兩兩交於兩點，發現其三共弦所在之

三條直線「似乎」交於同一點。接著我們上網查「三線共點」的資料時，查到了任意三圓

兩兩交於兩點，發現其三條共弦所在之三條直線也交於同一點，也查到了和我們想討論的

問題相關的「根心定理」，但我們不氣餒，配合 GeoGebra 數學動態繪圖軟體的使用，進一

步利用三圓心當作三角形的頂點，並以對邊長當作半徑畫圓，進一步討論三圓圓心、兩圓

交點形成的共弦及三條共弦交點的關係。發現改變不同的參數，此三共弦之交點的位置，

有了一些有趣的變化，決定了我們本次研究的方向。 

貳、 研究目的 

本研究把圖形移至直角坐標平面上討論，並將三圓半徑利用「三角形兩邊之和大於第

三邊」的概念，先將圓心固定(三圓心不共線)，再利用各頂點對邊長當作此圓半徑的方法，

讓三圓保證兩兩相交於兩點，再透過解二元一次聯立方程組的方法，證明由此三圓兩兩相

交之共弦所在之三條直線 LAB、LBC、LCA 的確相交於同一點 P。接著從繪圖過程中，發現

三共弦之交點 P 點對於△ABC 的位置，因△ABC 的形狀不同而不同，故針對這些變化，

探討令三共弦之交點 P 和三圓圓心 A 點、B 點、C 點變成動點時，彼此間的位置與圓半徑

變化是否存在著特殊關係。 

參、 研究設備及器材 

紙、筆、圓規、電腦、GeoGebra 數學動態繪圖軟體、小畫家、MS Office 

肆、 研究過程 

    過程中，我們主要分成幾個步驟，先討論出兩圓相於兩點所構成的直線方程式，再證

明無論是在三圓心不共線的三等圓和三不等圓的情況中，三條兩圓交點的連線均交於同一

點 P。為了讓三圓保證兩兩相交於兩點，我們使用了「三角形兩邊之和大於第三邊」的概

念，將三個圓的圓心視為三角形的三個頂點，各頂點的對邊視為三圓的半徑，畫出的三個

圓就會兩兩相交於兩點。接著我們只討論 A、B、C、P 四點坐標位置的關係，固定 B 點和
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C 點，讓 A 點和 P 點變成動點，看看其中一點依著特殊方向移動時，另一點的移動軌跡是

否會形成特殊的圖形。 

    為了方便討論及計算，整個研究過程中，我們將圖形放在直角坐標平面上，並依討論

條件給定所需的圓心坐標。 

 

一、 兩圓相交於兩點所構成的直線方程式 

依照圓的定義，假設圓𝐶1的方程式為𝑥2 + 𝑦2 + 𝑑1𝑥 + 𝑒1𝑦 + 𝑓1 = 0，圓𝐶2的方程

式為𝑥2 + 𝑦2 + 𝑑2𝑥 + 𝑒2𝑦 + 𝑓2 = 0，並令此二圓相交於相異兩點 S、T。 

       設圓𝐶1、𝐶2相交於兩點 S(𝑥1, 𝑦1)、T(𝑥2, 𝑦2)。由於交點 S(𝑥1, 𝑦1)在圓𝐶1與𝐶2上，

必須滿足方程式 

                            𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑑1𝑥1 + 𝑒1𝑦1 + 𝑓1 = 0－(1) 

與  

𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑑2𝑥1 + 𝑒2𝑦1 + 𝑓2 = 0－(2) 

又 T(𝑥2, 𝑦2)在圓𝐶1與𝐶2上，必須滿足方程式 

𝑥2
2 + 𝑦2

2 + 𝑑1𝑥2 + 𝑒1𝑦2 + 𝑓1 = 0－(3) 

與 

     𝑥2
2 + 𝑦2

2 + 𝑑2𝑥2 + 𝑒2𝑦2 + 𝑓2 = 0－(4) 

我們將(1)－(2)得 

               (𝑑1 − 𝑑2)𝑥1 + (𝑒1 − 𝑒2)𝑦1 + (𝑓1 − 𝑓2) = 0－(5) 

再將(3)－(4)得 

                 (𝑑1 − 𝑑2)𝑥2 + (𝑒1 − 𝑒2)𝑦2 + (𝑓1 − 𝑓2) = 0－(6) 

 

    由(5)、(6)兩式可知 S(𝑥1, 𝑦1)、T(𝑥2, 𝑦2)兩點必在直線 (𝑑1 − 𝑑2)𝑥 + (𝑒1 − 𝑒2)𝑦 +

    (𝑓1 − 𝑓2) = 0上，意即直線 ST 的方程式為(𝑑1 − 𝑑2)𝑥 + (𝑒1 − 𝑒2)𝑦 + (𝑓1 − 𝑓2) = 0。 

由以上推導過程，我們得到了【性質一】。 

      

  【性質一】 

設圓𝑪𝟏：𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒅𝟏𝒙 + 𝒆𝟏𝒚 + 𝒇𝟏 = 𝟎，圓𝑪𝟐：𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒅𝟐𝒙 + 𝒆𝟐𝒚 + 𝒇𝟐 = 𝟎，相

交於相異兩點 S、T，則直線 ST 的方程式為 (𝒅𝟏 − 𝒅𝟐)𝒙 + (𝒆𝟏 − 𝒆𝟐)𝒚 + (𝒇𝟏 − 𝒇𝟐) = 𝟎 

 

二、 證明兩兩相交於兩點的三等圓，其三條任兩圓交點的連線都交於同一點。 

  在繪圖的過程中，我們發現要構造出三個圓兩兩相交於兩點，其困難點在於如何

決定三個圓的半徑及圓心位置。所以我們先討論三個等圓兩兩相交於兩點的情況。因

三圓半徑相同，此三圓半徑可以形成一個正三角形。 

如圖一，在直角坐標平面上，定圓心 B(0, 0)、圓心 C(2a, 0)、圓心 A(a, √3𝑎)，其

中 a≠ 0，則圓 B 的方程式為𝑥2 + 𝑦2 = 4𝑎2，圓 C 的方程式為(𝑥 − 2𝑎)2 + 𝑦2 = 4𝑎2，

圓 A 的方程式為(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − √3𝑎)
2

= 4𝑎2。而由圓 A 和圓 B 兩圓相交之兩點所

構成的直線，我們命名為 LAB，由圓 B 和圓 C 兩圓相交之兩點所構成的直線，我們命

名為 LBC，由圓 C 和圓 A 兩圓相交之兩點所構成的直線，我們命名為 LCA。 
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由性質一，我們可知 LAB、LBC、LCA的方程式各為: 

LBC：𝑥2 − (𝑥 − 2𝑎)2 + 𝑦2 − 𝑦2 = 0 

LCA：(𝑥 − 2𝑎)2 + 𝑦2 − (𝑥 − 𝑎)2 − (𝑦 − √3𝑎)
2

= 0 

LAB：𝑥2 − (𝑥 − 𝑎)2 + 𝑦2 − (𝑦 − √3𝑎)
2

= 0 

 三式化簡後得 

LBC：𝑥 = 𝑎－(7) 

LCA：𝑥 = √3𝑦－(8) 

LAB：𝑥 + √3𝑦 − 2𝑎 = 0－(9) 

將(7)(8)式代入(9)式，等號成立，可知 LAB、LBC、LCA三條直線交於一點。 

 由上述可知，兩兩相交於兩點的三等圓，其三條兩圓交點的連線交於同一點。 

三等圓中，三條兩圓交點的連線會交於同一點 

圖一 

LAB 

 LBC 

LCA 

x 

y 

(𝑎, √3𝑎) 

(0,0) (2𝑎, 𝑎) 

【性質二】 

 設正三角形 ABC 中，分別以 A、B、C 三頂點為圓心，以此正三角形的邊長為半徑，

畫三等圓則此兩兩相交於兩點的三等圓，其三條由任兩圓交點所構成的連線都交於同 

一點。 
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三、 固定三不等圓圓心及決定此三不等圓的半徑，讓此三圓兩兩相交於兩點 

  三個等圓的情況我們已得到 LAB、LBC、LCA 三條直線交於一點的結論，現在想

推廣至三個不等圓的情況，看看是否也可得到相同的性質。但困難點在於如何決定

三圓半徑，讓三圓可以兩兩相交於兩點，卻又不失其一般性。我們想到了課本中提

到兩圓相交於兩點的圖形。 

     當兩圓相交於兩點時，從下圖中發現 S、A、B 三點可形成一個三角形，且𝑆𝐴̅̅̅̅ =

𝑟1、   𝑆𝐵̅̅̅̅ = 𝑟2  (𝑟1 > 𝑟2)，根據三角形的邊長關係，得到𝑟1 − 𝑟2 < 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ < 𝑟1 + 𝑟2。 

 

            

 

 

 

 

 

 

 

看到上面的圖形之後，我們就想利用「三角形兩邊之和大於第三邊」的概念，將

三個圓的圓心視為三角形的三個頂點，各頂點的對邊視為三圓的半徑，這樣畫出的三

個圓就會兩兩相交於兩點。 

 

我們將任意△ABC 的邊𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 長度指定為 c，邊𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 長度指定為 a，邊𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 長度指定為

b，並將三頂點 A、B、C 指定為三圓圓心，為簡化計算，規定圓心 B(0, 0)、圓心 A(𝑥1, 𝑦1)、

圓心 C(𝑥2, 0)，其中𝑥2 ∙ 𝑦1 ≠ 0。 

再以 A 為圓心，a= |𝑥2|為半徑畫圓 A；以 B 為圓心，b= √(𝑥1 − 𝑥2)2 + 𝑦1
2為半

徑畫圓 B；以 C 為圓心，c= √𝑥1
2 + 𝑦1

2為半徑畫圓 C。因此，圓 A 之方程式為

(𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2 = 𝑎2 = 𝑥2
2，圓 B 之方程式為𝑥2 + 𝑦2 = 𝑏2 = (𝑥1 − 𝑥2)2 + 𝑦1

2，

圓 C 之方程式為(𝑥 − 𝑥2)2 + 𝑦2 = 𝑐2 = 𝑥1
2 + 𝑦1

2。 

 

四、證明 LAB、LBC、LCA三線共點，並在直角坐標平面上求出 P 點坐標。 

由研究過程一的討論結果，我們可快推得 LAB、LBC、LCA的方程式為 

LAB：(𝑥 − 𝑥1)2 − 𝑥2 + (𝑦 − 𝑦1)2 − 𝑦2 =  𝑎2 − 𝑏2 = 𝑥2
2

− (𝑥1 − 𝑥2)2 − 𝑦1
2
 

LBC： 𝑥2 − (𝑥 − 𝑥2)2 + 𝑦2 − 𝑦2 =  𝑏2 − 𝑐2 = (𝑥1 − 𝑥2)2 + 𝑦1
2

− 𝑥1
2 − 𝑦1

2 

LCA：(𝑥 − 𝑥1)2 − (𝑥 − 𝑥2)2 + (𝑦 − 𝑦1)2 − 𝑦2 =  𝑎2 − 𝑐2 = 𝑥2
2

− 𝑥1
2 − 𝑦1

2
 

  

兩圓相交於兩點時，兩圓半徑和連心線段長的關係 

圖二 

 

S 

T 
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經過化簡後得 

LAB：𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 = 𝑥1
2 + 𝑦1

2 − 𝑥1𝑥2 －(10) 

LBC：𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 －(11) 

LCA：(𝑥1 − 𝑥2)𝑥 + 𝑦1𝑦 = 𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 𝑦1
2 －(12) 

 

將(11)代入(10)， 

       𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑦1𝑦 = 𝑥1
2 + 𝑦1

2 − 𝑥1𝑥2 

𝑥1𝑥2 − 𝑥1
2 + 𝑦1𝑦 = 𝑥1

2 + 𝑦1
2 − 𝑥1𝑥2 

𝑦1𝑦 = 2𝑥1
2 + 𝑦1

2 − 2𝑥1𝑥2 

y = 𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
 －(13) 

因此，LAB、LBC 之交點為(11)、(13)所決定之點 P。 

     將(11)、(13)代入(12)， 

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑦1 (𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2)

𝑦1
) 

= −𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑦1
2+2𝑥1

2 − 2𝑥1𝑥2 

= 𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 𝑦2
2 

得知(11)、(13)所決定之點 P 亦滿足(12)。 

     得證 LAB、LBC 之交點也在 LCA上，故 LAB、LBC、LCA三線交於一點，此點坐標為

P(𝑥2 − 𝑥1,  𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
 )。 

 

五、探討圖形中的圓內接四邊形 

    在國中第五冊數學課本第二章，討論兩圓兩交點連線和兩圓連心線段關係時提到，

連接𝑆𝐴̅̅̅̅ 、𝑆𝐵̅̅̅̅ 、𝑇𝐴̅̅ ̅̅ 、𝑇𝐵̅̅ ̅̅ ，因為𝑆𝐴̅̅̅̅ = 𝑇𝐴̅̅ ̅̅ ，𝑆𝐵̅̅̅̅ = 𝑇𝐵̅̅ ̅̅ ，四邊形 SATB 即為箏形，如圖四。

由於箏形之兩對角線互相垂直，故過任兩圓相交之兩點的直線會與兩圓之連心線段垂

直，因此可推得本研究中的 LAB⊥𝐴𝐵、LBC⊥𝐵𝐶、LCA⊥𝐶𝐴。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    國中課本提到「若一個四邊形為圓內接四邊形，則此四邊形的對角互補」，

我們也查到了它的逆定理「若一四邊形的對角互補，則此四邊形必為圓內接四邊

形」，接下來我們就利用此逆定理尋找圖形中的圓內接四邊形。 

圖四 

 

圖四 
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(一) 在 P 點位於△ABC 內部的情況下，尋找圓內接四邊形。  

    在三圓兩兩相交於兩點，且 P 點在△ABC 內部的情況下，因 LAB⊥𝐴𝐵、LBC⊥

𝐵𝐶、LCA⊥𝐶𝐴且「對角互補的四邊形為圓內接四邊形」，所以我們可推得直線 LAB、

LBC、LCA 中，其中任兩條直線與△ABC 兩邊之垂足會和此兩邊之共用頂點(A 點、B

點或 C 點)及 P 點共圓，如：圖五、圖六、圖七。 

 

 

 

 

 

 

 

 

LAB 和𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 之垂足、LBC 和𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 之垂足、頂點 B 和 P 點共圓 

LCA和𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 之垂足、LBC和𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 之垂足、頂點 C 和 P 點共圓 

圖五 

圖六 
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六、探討三圓圓心 A、B、C 形成不同三角形時，P 點位置的改變 

在繪圖的過程中，我們觀察到移動 A 點會讓△ABC 的形狀改變。因本研究在訂定

三圓半徑的方法為該圓的半徑長是以另兩圓之圓心距為半徑，例如：圓 A 半徑為圓心

B 和圓心 C 的距離；圓 B 半徑為圓心 C 和圓心 A 的距離；圓 C 半徑為圓心 A 和圓心

B 的距離。因此，移動 A 點時，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 及𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 長度會改變，亦即圓 B 和圓 C 之半徑會改變。 

    同時，我們也發現隨著三角形的不同，P 點位置也會改變。當 P 點在△ABC 的內

部時，△ABC 為銳角三角形；P 點在△ABC 的外部時，△ABC 為鈍角三角形。然而，

移動 P 點至三圓的交點上時，△ABC「似乎」為直角三角形，而 A、B、C、P 四點「似

乎」共圓且 A、B、C、P 四點「似乎」形成一個矩形。 

(一) 探討 A 點位置和 P 點在三角形內外部的關係 

我們現在討論 A(𝑥1, 𝑦1)、B(0,0)、C(𝑥2, 0)及 P(𝑥2 − 𝑥1,  𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
 )四點間的關

係。 

LAB 和𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 之垂足、LCA和𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 之垂足、頂點 A 和 P 點共圓 

圖七 

【性質三】 

直線 LAB、LBC、LCA 會和△ABC 三邊互相垂直，且其中任兩條直線與△ABC 兩

邊之垂足會和此兩邊之共用頂點及 P 點共圓。 
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根據三圓圓心坐標的假設，LAB 方程式亦可寫為𝑦 = (
𝑦1

𝑥1
) 𝑥、LBC 方程式亦可寫為𝑦 =

0、LCA 方程式亦可寫為𝑦 =
𝑦1

𝑥1−𝑥2
(𝑥 − 𝑥2)。令 E(𝑥2 − 𝑥1,

𝑦1𝑥1

𝑥2−𝑥1
)為在 LCA 上一點，

F(𝑥2 − 𝑥1, 0)為介於 B、C 兩點間一點，如圖八。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

從圖中，我們發現當 P 的 y 坐標，在 0 與 
𝑦1𝑥1

𝑥2−𝑥1
之間時，P 在△ABC 內。 

即當0 <  𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
<

𝑦1𝑥1

𝑥2−𝑥1
時，P 在△ABC 內。 

(1) 解0 <  𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
，求出𝑦1的範圍。 

設𝑦1 > 0，𝑦1
2 + 2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) > 0，∴ 𝑦1

2 > 2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) 

若𝑥2 > 𝑥1，則𝑦1 > √2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) －(14)  

(2) 解𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
<

𝑦1𝑥1

𝑥2−𝑥1
 

設𝑦1 > 0，得𝑦1
2 + 2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) <

𝑦1
2𝑥1

𝑥2−𝑥1
 

 𝑦1
2 −

𝑦1
2𝑥1

𝑥2−𝑥1
< 2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) 

(
𝑥2−2𝑥1

𝑥2−𝑥1
) 𝑦1

2 < 2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)－(15) 

若𝑥2 − 2𝑥1 < 0，𝑥2 − 𝑥1 > 0，即𝑥1 < 𝑥2 < 2𝑥1，則(15)式恆成立。 

若𝑥2 − 2𝑥1 > 0，𝑥2 − 𝑥1 > 0，則𝑦1
2 <

2𝑥1(𝑥2−𝑥1)2

𝑥2−2𝑥1
= [2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)] (

𝑥2−𝑥1

𝑥2−2𝑥1
) 

∴𝑦1 < √
2𝑥1(𝑥2−𝑥1)2

𝑥2−2𝑥1
= √2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) (√

𝑥2−𝑥1

𝑥2−2𝑥1
)－(16) 

由(14)式和(16)式得知，當𝑥2 > 𝑥1 > 0且𝑦1 > 0時， 

若√2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) < 𝑦1 < √2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) (√
𝑥2−𝑥1

𝑥2−2𝑥1
)時，P 點會在△ABC 內部。 

A(𝑥1, 𝑦1) 

B(0,0) 

C(𝑥2, 0) 

H(𝐱𝟏, 0) 

E 

𝐹(𝑥2 − 𝑥1, 0) 

圖八 

y 

x 
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因此，我們知道若固定𝑥1，𝑥2且滿足𝑥2 > 𝑥1，則𝑦1滿足上述不等式時，P 點

在△ABC 內部，否則 P 點在△ABC 外部。圖九及圖十分別繪出 P 點在△ABC 內

部及△ABC 外部情形。 

    此外，當△ABC 為直角三角形，∠A 為直角時，假設𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 為 A 點到𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的距離，

因𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐻̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ ，得𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)，𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = √𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)。 

故當𝑥1、𝑥2不變時，A 點 y 坐標𝑦1 > 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 時，△ABC 為銳角三角形。因此，當 

𝑦1 > √2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) > √𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)，即 P 在△ABC 內部時，△ABC 為銳角三角

形。 

而當𝑦1 < 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 時，△ABC 為鈍角三角形，因此，當𝑦1 < √𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) <

√2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)時，P 點在△ABC 外部。 

但須注意的是△ABC 為銳角三角形，且√𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) < 𝑦1 < √2𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)

時，P 點仍在△ABC 外部，如圖十一。 

 

 

 

       

 

P 點在△ABC 內部時，△ABC 為銳角三角形 

圖九 
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P 點在△ABC 外部時，△ABC 為鈍角三角形 

圖十 

△ABC 為銳角三角形，但 P 點在△ABC 外部 

圖十一 
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(二) 探討若 A、B、C、P 四點共圓時，P 點的位置 

 因為 A、B、C、P 四點共圓，設此圓圓心為 U(x, y)，故𝑈𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑈𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑈𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑈𝑃̅̅ ̅̅ 。

我們可得 

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2－(17) 

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑥 − 𝑥2)2 + 𝑦2－(18) 

𝑥2 + 𝑦2 = [𝑥 − (𝑥2 − 𝑥1)]2 + [𝑦 − (𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
)]

2

－(19) 

由(17)得𝑦 =
1

2
(𝑦1 +

𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
)，由(18)得𝑥 =

𝑥2

2
。將𝑥 =

𝑥2

2
，𝑦 =

1

2
(𝑦1 +

𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
)

代入(19)，經化簡後得到𝑦1
2 = −𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) = 𝑥1(𝑥2 − 𝑥1)－(20)。 

 

    回到直角坐標系來看，如圖十二，我們發現 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = |𝑦1|，𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = |𝑥2 − 𝑥1|，𝐵𝐻̅̅ ̅̅ = |𝑥1|。 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

從(20)可推出𝐵𝐻̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ : 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ ，且∠AHB = ∠CHA = 90°，得△AHB~△CHA。 

故∠BAC = ∠BAH + ∠CAH = 90° ，得證△ABC 為直角三角形。 

     

    在推導出△ABC 為直角三角形後，因 A、B、C、P 四點共圓，故𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 為圓 U 之直

徑，圓心 U 之坐標為(
𝑥2

2
, 0)。 

    接下來，我們想知道𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 中點(
𝑥2

2
, 𝑦1 +

𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
)是否也是圓心 U。將(20)代入可得 

𝑦1 +
𝑥1(𝑥1 − 𝑥2)

𝑦1
= 𝑦1 +

−𝑦1
2

𝑦1
= 𝑦1 − 𝑦1 = 0 

得到𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 中點亦為圓心 U，故𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 也是圓 O 之直徑。因為𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 和𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 均為直徑，所以四

邊形 ACPB 為長方形。 

  最後要找出 P 點的位置，將𝑦1
2 = −𝑥1(𝑥1 − 𝑥2)代入 P(𝑥2 − 𝑥1,  𝑦1 +

2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
 )，可

化簡 P 坐標為(𝑥2 − 𝑥1, −𝑦1)。再將 P(𝑥2 − 𝑥1, −𝑦1)代入圓 B 之方程式𝑥2 + 𝑦2 = 𝑏2，得

到(𝑥2 − 𝑥1)2 + (−𝑦1)2 = (𝑥1 − 𝑥2)2 + 𝑦1
2，因此可知 P 點在圓 B 上。同理可證得 P 點亦

在圓 A 及圓 C 上，如圖十三。 

A(x1, y1) 

B(0,0) C(x2,0)   
x 

y 

H  

圖十二 
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此外，我們還證明出 D、E、F 三點恰好在同一直線上。 

    【證明二】 

     因點 P、D、G、F 共圓，∠GPF + ∠GPD = 90°，又∠GPF =
1

2
𝐺�̂�，∠DPG =

1

2
𝐷�̂�。 

     ∠DEF = 𝐷𝐺�̂� = 𝐺�̂� + 𝐺�̂� = 2(∠GPF + ∠DPG) = 2 × 90° = 180° 

     故 D、E、F 三點共線。 

 

【性質四】 

    三圓圓心 A、B、C 和三共弦之直線交點 P 四點共圓時，△ABC 為直角三角形，且 P

點恰好在三圓的共同交點上，而 A、B、C、P 四點形成一矩形。圖形中，D、E、F 三點

共線。 

 

七、討論利用 A 點移動，將三角形形狀改變時，對 P 點的影響 

    從研究過程六中，我們發現在研究過程三的假設條件下，P 點位置會隨著 A 點位

置的不同而改變。我們先在繪圖軟體上操作，把 B 點和 C 點固定，我們觀察到讓 A 點

垂直移動，此時圓 B 及圓 C 半徑亦會改變，P 點只在圓 B 和圓 C 的共弦上上下移動；

若將 A 點往水平方向移動，此時圓 B 及圓 C 半徑亦會改變，發現 P 點移動軌跡「似

乎」是一拋物線。但若三圓半徑是固定的數值，則無論 A 點是垂直移動或是水平移動，

P 點僅會在圓 B 和圓 C 的共弦上移動。因此以下我們只針對研究過程三的假設條件下

作討論。 

圖十三 
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(一) 當 A 點垂直移動，發現 P 點只在圓 B 和圓 C 的共弦上上下移動 

因 A 點為垂直移動，故設動點 A 坐標為(𝑥1, 𝑠)，P 坐標為(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑠 +

2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑠
)。 

∵𝑦 = 𝑠 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑠
，當 s 增加(減少)時，y 亦隨著 s 增加(減少)，但不是成常數的

比例增加(減少)。因 P 的 x 坐標，𝑥2 − 𝑥1，不變，故當 A 點垂直移動時，P 點只在

圓 B 和圓 C 的共弦上上下移動。 

(二) 當 A 點水平移動，發現 P 點移動軌跡恰為一拋物線。 

因 A 點 為 水 平 移 動 ， 故 設 動 點 A 坐 標 為 (t, 𝑦1 ) ， P 坐 標 為 (𝑥, 𝑦) =

(𝑥2 − 𝑡, 𝑦1 +
2𝑡(𝑡−𝑥2)

𝑦1
) 

𝑥 = 𝑥2 − 𝑡，則 𝑡 = 𝑥2 − 𝑥 代入 

y = 𝑦1 +
2𝑡(𝑡 − 𝑥2)

𝑦1
 

   = 𝑦1 +
2(𝑥2 − 𝑥)(−𝑥)

𝑦1
 

   = 𝑦1 +
−2𝑥2

𝑦1
𝑥 +

2𝑥2

𝑦1
 

   =
2

𝑦1
(𝑥2 − 𝑥2𝑥 +

𝑥2
2

4
) + 𝑦1 −

𝑥2
2

2𝑦1
 

   =
2

𝑦1
(𝑥 −

𝑥2

2
)

2

+ (𝑦1 −
𝑥2

2

2𝑦1
) ，𝑦1 ≠ 0 

得證P點之移動軌跡為拋物線，如圖十四、圖十五，且此拋物線之頂點為(
𝑥2

2
, 𝑦1 −

𝑥2
2

2𝑦1
)，

𝑦1 ≠ 0，對稱軸方程式為y =
𝑥2

2
 。 

 

【性質五】 

當 A 點垂直移動時，P 點只在圓 B 和圓 C 的共弦上上下移動；當 A 點水平移動

時，P 點的移動軌跡恰為一拋物線。 
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當𝑦1 > 0時，拋物線開口向上 

圖十四 

 

 

 

 

 

當𝑦1 < 0時，拋物線開口向下 

圖十五 
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八、探究固定 B 點和 C 點，P 點當成動點移動時，對 A 點的影響 

(一) 討論 P 點水平移動時，A 點移動軌跡 

    因為發現當 A 點水平移動時，因圓 B 及圓 C 的半徑改變，P 點移動的軌跡可以

形成一特殊的圖形－拋物線，進而我們想知道，若拋開三角形，只討論 A(𝑥1, 𝑦1)、B(0,0)、

C(𝑥2, 0)及 P(𝑥2 − 𝑥1,  𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
 )四點的關係。若換成 P 點水平移動時，A 點會不

會也形成一特殊的圖形？以下是我們的證明： 

 

當 P 點水平移動時，y 坐標固定。得 

𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2)

𝑦1
= 𝑘 

𝑦1
2 + 2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) = 𝑦1𝑘 

     𝑦1
2 − 𝑦1𝑘 = −2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) 

𝑦1
2 − 𝑦1𝑘 +

𝑘2

4
= −2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) +

𝑘2

4
   

(𝑦1 −
𝑘

2
)

2

= −2𝑥1(𝑥1 − 𝑥2) +
𝑘2

4
≥ 0 

由此可知 A 點移動之軌跡為 

(𝑦 −
𝑘

2
)

2

= −2𝑥(𝑥 − 𝑥2) +
𝑘2

4
 

  = −2 (𝑥2 − 𝑥 ∙ 𝑥2 +
𝑥2

2

4
) +

𝒌𝟐

𝟒
+

2𝑥2
2

4
 

                                                          = −2(𝑥 −
𝑥2

2
)

2
+

𝑘2+2𝑥2
2

4
 

經移項後得， 

(𝑦 −
𝑘

2
)

2

+ (𝑥 −
𝑥2

2
)

2

=
𝑘2 + 2𝑥2

2

4
 

 

等號兩邊同除以
𝑘2+𝑥2

2

4
，得

(𝑥−
𝑥2
2

)
2

 
𝑘2+2𝑥2

2

8

+
(𝑦−

𝑘

2
)

2

𝑘2+2𝑥2
2

4

＝1 

此為橢圓之標準式。 

而此橢圓的中心為(
𝑥2

2
,

𝑘

2
)，長軸在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 中垂線上，長軸長為√𝑘2 + 2𝑥2，短軸長為 

√2𝑘2 + 4𝑥2

2
。 

【性質六】 

當 P 點水平移動時，A 點移動軌跡形成一橢圓，如圖十六。 
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當 P 點水平移動時，A 點移動軌跡形成一橢圓 

圖十六 

 

(二) 討論 P 點水平移動的限制 

    在討論 P 點水平移動時，我們發現 A 點移動軌跡為 

(𝑦 −
𝑘

2
)

2

= −2(𝑥1 −
𝑥2

2
)

2
+

𝑘2+2𝑥2
2

4
≥ 0，即 

𝑥2

2
− √

2𝑥2
2+𝑘2

8
≤ 𝑥1 ≤

𝑥2

2
+ √

2𝑥2
2+𝑘2

8
。 

    若𝑥1不在此範圍內，則 A 點不存在。若 A 點範圍被限制，則 P 點水平移動的範

圍也會被限制。因此，我們想藉由這樣的推論去找出 P 點移動的範圍是否也可形成一

個特殊的圖形。 

        由七之(一)得 P 坐標(𝑥2 − 𝑥1, 𝑘)，因為 

 

𝑥2

2
− √

2𝑥2
2 + 𝑘2

8
≤ 𝑥1 ≤

𝑥2

2
+ √

2𝑥2
2 + 𝑘2

8
 

所以 

𝑥2

2
− √

2𝑥2
2 + 𝑘2

8
≤ 𝑥2 − 𝑥1 ≤

𝑥2

2
+ √

2𝑥2
2 + 𝑘2

8
 

𝑥2

2
− √

2𝑥2
2 + 𝑦2

8
≤ 𝑥 ≤

𝑥2

2
+ √

2𝑥2
2 + 𝑦2

8
 

(𝑥 −
𝑥2

2
)

2

≤
2𝑥2

2 + 𝑦2

8
=

𝑥2
2

4
+

𝑦2

8
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(𝑥 −
𝑥2

2
)

2

−
𝑦2

8
≤

𝑥2
2

4
 

(𝑥 −
𝑥2

2 )
2

𝑥2
2

4

−
𝑦2

2𝑥2
2

≤ 1 

若等號成立時，P 點移動的邊界會形成一中心為(
𝑥2

2
, 0)的雙曲線，如圖十七。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、 結論與未來展望 

一、  研究結論 

經由上述研究過程我們發現： 

1. 任意兩兩相交的三圓，其交點所形成的三條共弦會相交於一點 P。 

2. 因兩圓相交於兩點所構成的直線和兩圓連心線段垂直，故我們也在三圓兩兩相

交於兩點的情況中，找到了 P 點分別和三圓心共圓的圓內接四邊形 

3. 在研究過程三的條件假設下，三圓圓心 A、B、C 形成不同三角形時，我們找到

了 A 點位置和 P 點在三角形內、外部的關係。 

【性質七】 

當 P 點水平移動時，P 點移動範圍會被限制，其移動範圍之邊界是中心坐標為

( 
𝒙𝟐

𝟐
, 0)的雙曲線。 

 

當 P 點水平移動時，其移動之邊界為雙曲線 

圖十七 
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4. 在研究過程三的條件假設下，三圓圓心 A、B、C 和三直線交點 P 四點共圓時，

△ABC 為直角三角形，且 P 點恰好在三圓的共同交點上，而 A、B、C、P 四點

形成一矩形。 

5. 接著我們只單純討論 A(𝑥1, 𝑦1)、B(0,0)、C(𝑥2, 0)及 P(𝑥2 − 𝑥1,  𝑦1 +
2𝑥1(𝑥1−𝑥2)

𝑦1
 )

四點的關係。固定 B 點和 C 點，移動 A 點，發現當 A 點垂直移動時，P 點只在

圓 B 和圓 C 的共弦上上下移動；當 A 點水平移動時，P 點的移動軌跡恰為一拋

物線。 

6. 接著換成 P 點當作動點時，發現 P 點水平移動，A 點移動的軌跡會形成一橢圓。 

7. 我們發現當 P 點水平移動時，P 點移動範圍會被限制，並討論出 P 點移動之邊

界是中心為坐標( 
𝑥2

2
, 0)的雙曲線。 

二、  應用與展望 

  (一)數學上 

      1. 本研究探討的是 A 點移動與 P 點之間的關係或是 P 點移動和 A 點之間的關係，

我們也想過若是換成是 C 點移動，那 P 點移動的軌跡又是如何。經由討論後發

現，因 B 點和 C 點是固定在 x 軸上，A 點移動的方式是平行𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊或是垂直𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊

移動。因此我們猜想若將坐標軸旋轉，變成 A 點和 B 點固定在 x 軸上，將 C 點

平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊或是垂直𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 移動邊，應該也可以有同【性質七】、【性質八】、【性質

九】的結果。圖二十是我們用 GGB 繪圖軟體畫出 C 點平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊移動的結果，發

現 P 點移動軌跡也是一條拋物線。 

       
 

 

 

 

C 點平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊移動，P 點軌跡亦是一條拋物線 

圖十八 
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2. 因本研究都是討論平面上的情況，對於擴展到空間上，我們也很有興趣，將圓擴

展至球，可以討論三球兩兩相交於一平面，各平面又兩兩相交於一線，未來也可

以探討這三直線是否也會相交於同一點，而這交點和三球球心是不是也有一些特

殊有趣的性質。 

(二)生活上 

 我們利用了在課本上所學到的圓的性質作為本次研究的主題，在研究過程中，

對於圓的部分性質有了更深一層的認識，在尋找資料的過程中也發現，本研究主題

中三圓圓心 A 點、B 點、C 點及三直線交點 P 之間的關係，和近年來頗受關注的行

動定位技術應用在智慧型機器人輪椅 RFID 室內定位規劃中的線性位置線法相關。

因此，我們也「猜測」本研究結果或許可應用在改善室內掃地機器人在無線網路環

境下進行定位服務的定位技術，因為我們找到了固定 B、C 兩點，只移動 A 點時，

P 點移動的軌跡。 

除此之外，我們也學習到如何將電腦繪圖中發現的結果，利用所學知識做更嚴

謹的證明。更從這次研究過程中培養了尋找資料的能力、分工合作的方法與求知驗

證的精神，相信這次的研究經驗能為我們未來的求學之路帶來深遠正面的影響。 
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【評語】030401  

探討以三角形的三頂點為圓心，三對邊的長度為半徑畫圓，所

得出的三圓的交弦的共點性質。並討論此點在其中一個頂點變動時

的軌跡。針對所設定的變動規則給出了完整的解答。能藉由觀察圖

形的變化發現規則，並能針對觀察到的規律給出完整的論證，十分

難得。比較可惜的是，內容稍嫌單薄了些。藉由座標化計算方式的

輔助，應該可以分析更一般化的問題：對於怎樣的圓半徑的設定（不

侷限於以對邊長為半徑），我們可以保持三個交弦相交的性質？如

果能給出一個更一般化的條件，作品看起來會更完美。 

030401-評語 
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