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轉啊！轉啊！瘸腿鳥 

摘   要 

本研究探討「在一個 nn 的方格板上，從任意方格的中心運動到另一個與其相鄰方格的

中心，每次運動必須轉彎，即任意兩次連續運動的方向垂直，最長的一條閉合、不相交的路

徑要經過多少方格？」首先，探討滿足閉合、不相交的路徑的關係，利用塗色及歸納法推導

可能經過的最多方格數，然後建構滿足條件路徑的解。我們成功得到最長移動路徑方格數可

依 n值分成四個群組，並依所建構閉合、不相交的最長路徑，區分成兩大類：螺旋狀和柱狀

的移動路徑。其中，除  kkn ,24 柱狀的路徑在 18n 明顯變少外，其餘都可找到螺旋狀

和柱狀有相同的最長路徑。本研究也延伸討論 mn 矩形的情形，並得到完整的結果，且設想

掃地機器人能不重複打掃、掃過面積最大、自動回充電座充電的應用可能。 

壹、 研究動機 

    在學習數學課本第六冊第六單元「怎樣解題」時，仔仔的哥哥提出了一個有趣的題目

讓我們嘗試：「在一個 999×999 的方格板上，有一隻瘸腿鳥按照下列的要求運動：從任意

方格的中心運動到任意一個與其相鄰方格的中心（與其有公共邊的方格），每次運動必須

轉彎，即任意兩次連續運動的方向一定垂直。這隻瘸腿鳥運動形成一條不相交的路，係指

其按照前述要求，經過的方格中心兩兩不同，且如果這隻瘸腿鳥到逹這條路最後一個方格

的中心後，可以直接運動到這條路開始時的第一個方格的中心，則稱這條不相交的路是『閉

合』的。問：瘸腿鳥運動形成最長的一條閉合、不相交的路，要經過多少個方格？」 

    我們討論後發現：並不是想像中那麼容易解答，但似乎又有一些規律存在，題目要求

運動路徑是最長的，且要怎麼求得呢？於是我們展開了研究。 

 

 

ASUS
矩形
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貳、 研究目的 

一、 探討瘸腿鳥在 nn 的方格板上運動，滿足閉合、不相交的運動路徑有何特殊關係存

在？運動路徑所經過的方格數最大可能是多少？ 

二、 建構瘸腿鳥在 nn 的方格板上運動，滿足閉合、不相交的最長運動路徑，所經過的

最大方格數。 

三、 探討瘸腿鳥在 nn 的方格板上運動，形成滿足閉合、不相交的最長運動路徑的可能

運動方式。 

四、 延伸討論瘸腿鳥在 mn 的方格板上運動，形成滿足閉合、不相交的最長運動路徑的

可能運動方式。 

參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、有格子的黑板、粉筆。 

肆、研究過程 

一、 符號定義： 

(一) T( nn )：在 nn 的方格板上，瘸腿鳥運動形成閉合、不相交的路徑，其運動路

徑所經過的方格總數。 

(二) T( mn )：在 mn 的方格板上，瘸腿鳥運動形成閉合、不相交的路徑，其運動

路徑所經過的方格總數。 

(三) MT( nn )：在 nn 的方格板上，瘸腿鳥運動形成閉合、不相交的路徑，其最長

運動路徑所經過的方格總數。 

(四) MT( mn )：在 mn 的方格板上，瘸腿鳥運動形成閉合、不相交的路徑，其最

長運動路徑所經過的方格總數。 
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二、 研究流程圖： 

存在
變化不大

探討 、
1<   <6的情形

符號定義

研究一：
特殊關係

可能的

T( nn ) 

MT( nn  ) 

發現一 性質一 性質二 發現二 性質三 性質四

 n

MT( nn  ) MT(6×6) MT(7×7) MT(8×8)

研究流程

發現性質

證明根據

研究流程

發現性質

證明根據

研究二：
建構
分成四個群組

MT( nn  ) 

研究三：

可能的運動方式

MT( nn  ) 

螺旋狀

柱狀

存在
變化不大

存在
變化不大

存在
變化不大

單向柱狀及
縱橫向柱狀

時
不存在

 18n
單向柱狀縱橫向柱狀

延伸討論：
設 時
歸納

 mn    4mod0n   4mod1n   4mod2n   4mod3n

總結及應用

轉啊！轉啊！瘸腿鳥─研究流程架構圖

MT( mn  ) 

  kkn ,14   kkn ,24   kkn ,34   kkn ,4

 

三、 研究一：探討瘸腿鳥在 nn 的方格板上運動，滿足閉合、不相交的運動路徑有何特

殊關係存在？運動路徑所經過的方格數最大可能是多少？ 

(一) 試試看，從較小的方格板進行運動路徑觀察：紅色虛線為瘸腿鳥的行進路徑。  

1. 因為範圍很小，很容易就可以把可能的情形推演完成，即使在其他情況，經

過的方格數顯然都是 4 的倍數。 
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T(2×2)=4 T(3×3)=4 T(4×4)=12 T(5×5)=16 

2. 發現一：T( nn )一定是 4 的倍數。 

利用塗色法，將格子分別塗上顏色： 

(1) 若 )2)(mod0,0(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為黃(Y)色； 

(2) 若 )2)(mod1,0(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為藍(B)色； 

(3) 若 )2)(mod0,1(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為綠(G)色； 

(4) 若 )2)(mod1,1(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為粉紅(P)色。 

經過歸納，發現瘸腿鳥運動路徑經過的顏色順序只有兩種情況，其中一種可

以看成是正方向，另一種是反方向。次序表示為： 

(1) Y→G→P→B→Y→G→P→B→… 

(2) Y→B→P→G→Y→B→P→G→… 

因為路徑是閉合的，且這條路徑每種顏色的方格數目均會一樣，所以路徑的

格子數一定是 4 的倍數。由於對稱的特性，所以底下的研究只討論路徑(2)的

情況。 

 
   

T(2×2)=4 T(3×3)=4 T(4×4)=12 T(5×5)=16 

3. 發現二：除 2n 、MT(2×2)外，其餘 n 值的方格板，MT( nn )最長路徑都不

能將每個方格都走過，尤其是位於角落的方格除了 MT(2×2)及 MT(3×3)會在
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路徑上之外，其餘 n值的方格板，若運動經過位於角落的方格，會自動形成閉

合的「口字型」路徑，走過的路徑無法變成最長(最大值)。 

4. 探討 MT( nn )、1< n <6 的情形，建構結果如上圖(第四頁)： 

(1) T(2×2)：每個顏色都只有 1 格、每一個方格都會經過，所以 MT(2×2)=4； 

(2) T(3×3)：顏色 P 的方格只有 1 格、1×4=4，所以 MT(3×3)=4； 

(3) T(4×4)：角落的方格不可能經過，所以 MT(4×4)=12； 

(4) T(5×5)：顏色 P 的方格只有 4 格、4×4=16，所以 MT(5×5)=16。 

5. 性質一：若方格(a,b)和(a+2,b+2)，且連接這兩個方格的路徑為運動路徑，則

運動路徑不經過方格(a,b+2)。 

先依發現一的方法塗色，再將方格原先被染為黃(Y)色的方格再以黑、黃

相間塗色（如圖一）。假設瘸腿鳥經過的顏色順序為 Y→B→P→G→Y…，另

一方向運動路徑的顏色順序因對稱性亦同，如圖二。從方格(a,b)到(a+2,b+2)，

即黃色到黃色的方格依據路徑如紅色箭頭方向運動，此時上方黑色方格(a,b+2)

的路徑依顏色順序為 Y→B→P→G→Y 應為左上角的紅色箭頭方向。若形成

封閉圖則從(a+2,b+2)接到(a-1,b+2)，從(a,b)接到(a,b+3)，但這四個方格的正

中心點是一個凸四邊形的頂點，且路徑在這個四邊形的外部，故這兩條路一

定相交。矛盾。 

 

 (a,b)

(a+2,b+2)(a-1,b+2)

(a,b+3)

(a,b+2)

 

 

圖一 圖二 

6. 考慮 T(6×6)，先依據發現一的方法塗色，再將方格原先被染為黃(Y)色的方格

再以黑、黃相間塗色。根據發現二，若除了角落的方格之外其餘原先塗黃色
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方格皆有運動經過。假設瘸腿鳥經過的顏色順序為 Y→B→P→G→Y…，另一

方向運動路徑的顏色順序因對稱性亦同，則與角落方格相鄰的方格，依運動

路徑方向顯示，應為圖三，其中(0,2))到(2,0)為(黃→黃→)。 

利用性質一，若有(黃→黃→)的路徑，則會有黑色方格不在路徑上。顯然，

T(6×6)存在有(黃→黃→) 的路徑，此黑色方格即為(0,0)恰為角落的格子。 

去除掉(0,0)角落一格黑色的方格，剩下 4 黑 4 黃，因有(0,2)到(2,0)為(黃

→黃→)，若全部皆為(黑→黃→)無法成立，故一定有(黑→黑→)的路徑，所以

至少有一黑及一黃的方格不在路徑上，其中除了角落的一個黑色方格無法在

運動路徑上之外，仍會有一個黃色方格不在路徑上，故與除了角落的方格之

外其餘原先塗黃色方格皆有運動經過，顯然矛盾。 

因此，最多只有黃色和黑色、共 7 個方格在運動路徑之上，所以

MT(6×6)=4×7=28。 

7. 性質二：塗色後，運動路徑上的方格若任一顏色方格的總和為奇數，則一定

存在性質一的情形。 

塗色後的四個顏色，運動路徑上的方格若任一顏色有奇數個相同顏色的

方格，則再將該顏色的方格相間塗黑、不塗色，使原來奇數方格分成兩色的

方格數為一奇一偶。因無法存在全都(黑→不塗色→)相間的情形，故一定存在

性質一的情形。 

(2,0)

(0,2)

(圖三)
 

 
 

圖三 圖四 
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8. 考慮 T(7×7)，塗色後 P 的方格最少，如圖四，有 9 個，根據性質二，一定存

在有性質一的情形，故在移動路徑上的 P 最多只有 8 個，所以

MT(7×7)=4×8=32。 

9. 性質三：為使移動路徑最長，方格板邊上的方格要儘量出現在移動路徑之上，

若n為偶數時，則位於角落的方格不在路徑上(如下圖左)；若n為奇數時，則

存在兩組對角，一組對角角落的方格不在路徑上、一組有 L 形的三方格不在

路徑上(如下圖右)。 

下圖建構的移動路徑是依 Y→B→P→G→Y…有規律的 4 個一組循環，若

若n為奇數時，以右下圖上半部二列為例，若 Y、B、P、G 四個顏色為一組，

則多了最右邊 Y 及 B 各一個方格，依移動路徑 Y→B→P→G→Y…如紅色箭

頭方向造成左上方三格不在移動路徑上，同理右下半部亦同。由發現二可得：

若n為偶數時，則位於角落的方格不在路徑上(如下圖左)；若n為奇數時，則

存在兩組對角，一組對角角落的方格不在路徑上、一組有 L 形的三方格不在

路徑上(如下圖右)。 

…

…

…

…

… … … …

…

…

…

…

 

…

…

…

…

…

…

… … … ……

…

…

…

…

…

…

 

n為偶數時 n為奇數時 

10. 性質四：當 7n 時，方格板四邊上至少有兩個方格不在移動路徑上，且移動

路徑開始往內部、路徑每往內弓形繞一層轉一次彎，角落的方格皆不在移動

路徑上。且角落的方格不在移動路徑上的關係依(L 形的三方格一格角落)或

(一格角落L 形的三方格)依次循環出現。 

    若方格板四邊邊上的方格均在移動路徑上，則會形成一個封閉的迴路，



 
 

8 
 
 

(圖五)

方格板內部的方格皆無行進路徑經過，無法形成最長的移動路徑，故方格板

四邊邊上的方格至少有兩格不在移動路徑上，且路徑開始往內部、內部及未

經過的邊上方格又形成一個比原來略小的    42  nn 或    44  nn 的

方格板。此時，略小的方格板與原方格板四邊上的方格類似，只能固定往下(上)

及(左)右或不在移動路徑上。依 Y→B→P→G→Y…的規律，路徑只能按藍色

方向移動，如下圖所示： 

(1) 若 n為偶數時(如下圖左)，最外層不在移動路徑(紅色)上，只有角落的一

格，往內一層移動路徑(藍色)上則有 L 形的三方格。 

(2) 若n為奇數時(如下圖右)，最外層不在路徑(紅色)上，有 L 形的三方格，往

內一層移動路徑(藍色)上則只有角落的一格。 

(3) 在 nn 的方格板上，若n為奇數時有
2

1n 層，若n為偶數時有
2

n 層。 

(4) 同理，再往內則分別依次循環出現得到性質四。 

…

…

…

…

…

…

 

…

…

…

…

 

n為偶數時 n為奇數時 

11. 考慮 T(8×8)，塗色後任一色皆為 16 格，再對黃色的

方格相間塗黑色、不塗色。根據發現二，餘下黑色 7

格、黃色 8 格，由性質一及性質二，一定存在(黃→黃

→)，此時，即為角落的黑色方格無法出現在行進的路

徑之上。 

假若除了角落的黑色方格之外，其餘的黑及黃色 
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(圖六)

方格皆在移動路徑之上，則相鄰角落的方格依移動路徑的方向僅能得到相鄰

四個角落的四個紅色路徑，如圖五，此時要將四個移動路徑連同其他黑及黃

色方格相連，為滿足所有黑及黃色方格皆在路徑上，則邊上的方格也要在移

動路徑之上，則會得到一個封閉路徑，但此路徑卻不會經過圖形內部 4×4 的

方格，矛盾。 

故方格板四邊上存在至少一邊兩個方格不在移動路徑上。又因為圖形上

下、左右對稱，不妨令方格板上方邊上的兩格不在移動路徑上，最內兩層根

據性質四兩個角落共 6 格不在移動路徑上，所以 T(8×8)=64-4-2-6=52。 

若方格板四邊上至少有兩邊各兩個方格不在移動路徑上，若是在兩個鄰

邊則一定有一種相同顏色的方格，如此該顏色包含角落不在移動路徑上的一

格至少有 3 個，則移動路徑最長為 T(8×8)=64-3×4=52。若只有對邊不在移動

路徑上，則會形成兩個封閉迴路，矛盾。 

若有一個角落的相鄰方格不在移動路徑上，即(0,1)和(1,0)。根據性質三，

(0,2)、(1,1)、(2,0)不在移動路徑上，包含原先角落的(0,0)，共有原為塗黃色

的共三格不在移動路徑上，則移動路徑最長為 T(8×8)=64-3×4=52。 

綜合以上的推證，故得 MT(8×8)= 52。 

12. 考慮 T(9×9)，塗色後 P 的格子最少，共有 16 個，故 MT(9×9)=4×16=64。 

13. 探討 MT( nn )， 96  n ，建構如下圖： 

    

MT(6×6)=28 MT(7×7)=32 MT(8×8)=52 MT(9×9)=64 

(二) 討論 T( nn )， 96  n 後，發現 MT( nn )的規律和 )4(modn 有關。猜測最小
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的上界可能為  2
1n 附近的值，但需是 4 的倍數，（以下為自然數）。 

1.  kkn ,14 ，    2
1MT  nnn ； 

2.  kkkn ,2,24 ，     11MT
2
 nnn ； 

3.  kkkn ,1,34 ，     41MT
2
 nnn ； 

4.  kkn ,4 ，     31MT
2
 nnn 。 

 

二、研究二：建構瘸腿鳥在 nn 的方格板上運動，滿足閉合、不相交的最長運動路徑，

所經過的最大方格數。 

(一) 結果一：  kkn ,14 ，    2
1MT  nnn  

1. 先依據發現一的方法塗色，但塗色後粉紅(P)色的格子最少，根據發現一：

T( nn )一定是 4 的倍數，且路徑上每種顏色的方格數目均會一樣。因圖形有

14  kn 列(行)，每 2 列(行)會有粉紅(P)色的格子，扣除最後一列(行)，有

k
n

2
2

1


 列(行)會有粉紅(P)色的格子，粉紅(P)色的格子有  22k 個，故得到可

能的最大值為      2

2

2
1

4

1
2424T 















 
 n

n
knn 。 

2. 建構    2
1MT  nnn 如下： 
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MT(5×5)=16 MT(9×9)=64 MT(13×13)=144 MT(17×17)=256 

3. 由 1,2 可得當  kkn ,14 時，    21MT  nnn 。 

(二) 結果二：     2866MT,422MT  ，  kkkn ,2,24 ，     11MT
2
 nnn

 

1. 研究一已證明並建構     2866MT,422MT  。 

 
 

MT(2×2)=4 MT(6×6)=28 

2. 先依據發現一的方法塗色，塗色後四個顏色的格子一樣多，當  kk ,2 可仿

照研究一中 T(8×8)的證明逐一分析，亦可利用性質四(一格角落→L 形的三方

格→) 。故以從外而內兩層為一單位，只需扣除必不在路徑的任一顏色格子的

4 倍即可，每兩層會有兩格(最內一層有一格)同色的格子不在路徑上，當

24  kn 共有 12 k 層，可得必不在路徑上的有  124 k 個格子，故可能的最

大值為       111
4

2
24124T

222 










 n

n
nknnn 。 

3. 建構     11MT
2
 nnn 如下： 
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MT(10×10)=80 MT(14×14)=168 MT(18×18)=288 MT(22×22)=440 

4. 由 1,2,3 ， 當  kkn ,24 ， 除     2822MT,422MT  外 ， 可 得

    11MT
2
 nnn 。 

 

(三) 結果三：   433MT  ，  kkkn ,1,34 ，     41MT
2
 nnn  

1. 研究一已證明並建構   433MT  。  

  

MT(3×3)=4 

2. 先依據發現一的方法塗色，塗色後粉紅(P)色的格子最少，因圖形有 34  kn 列

(行)，每 2 列(行)會有粉紅(P)色的格子，扣除最後一列(行)，故有 12
2

1



k

n

列(行)會有粉紅(P)色的格子，故粉紅(P)色的格子有  212 k 個，而 212 k 為

奇數，根據性質二：塗色後，運動路徑上的方格若任一顏色方格的總和為奇

數，則一定存在性質一的情形。故在路徑上的粉紅(P)色的格子最多只有
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  112
2
k 個，故可能的最大值為

       4111
4

3
241124T

2

2

2



























 n

n
knn 。 

3. 建構     41MT
2
 nnn 如下：  

    

    

MT(7×7)=32 MT(11×11)=96 MT(15×15)=192 MT(19×19)=320 

4. 由 1,2,3，可得當  kkn ,34 時，除   433MT  外，     41MT
2
 nnn 。 

(四) 結果四：  kkn ,4 ，     31MT
2
 nnn  

1. 可仿照研究一中 T(8×8)的證明逐一分析，亦可利用性質四 (一格角落→L 形的

三方格→) 。故以從外而內兩層為一單位，只需扣除必不在路徑的任一顏色格

子的 4 倍即可，每兩層會產生兩格(最內一層皆在路徑上)同色的格子不在路徑

上， kn 4 時共有 k2 層，扣除最內一層，可得必不在路徑上的有  124 k 個格

子，故可能的最大值為

      31421
4

24124T
2222 








 nnn

n
nknnn 。 

2. 建構     31MT
2
 nnn 如下：  
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MT(4×4)=12 MT(8×8)=52 MT(12×12)=124 MT(16×16)=228 

3. 由 1,2，可得  kkn ,4 ，     31MT
2
 nnn 。 

四、 研究三：探討瘸腿鳥在 nn 的方格板上運動，形成滿足閉合、不相交的最長運動

路徑的可能運動方式。 

(一) 經過歸納，大致可分為兩大類：一類是螺旋狀的、一類是柱狀的。這裡左右上

下對稱的都視為相同，有些細部的小變化並不影響移動路徑的方格數，因此並

未加以細分，在這裡仍歸納為同一類。如下圖：柱狀 MT(17×17)=256，雖然有

些細部的小變化，但在這視為一大類，螺旋狀的亦同。 
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(二)  kkkn ,2,14 ，    2
1MT  nmn  

1. 大致可區分為兩大類：一類是螺旋狀的、一類是柱狀的。 

2.  kkkn ,2,14 ，    2
1MT  nnn 螺旋狀的路徑，螺旋狀的變化不大，

由最外層向內如帶狀螺旋繞入方格板內部。 

    

MT(9×9)=64 MT(13×13)=144 MT(17×17)=256 MT(21×21)=400 

3.  kkkn ,2,14 ，    2
1MT  nnn 柱狀的路徑。 

(1) 由方格板的一邊為基礎的帶狀，再由靠內部的一側路徑發展出數條柱狀的路

徑。 

    

MT(9×9)=64 MT(13×13)=144 MT(17×17)=256 MT(21×21)=400 

(2) 下圖是最右側 7n (縱×橫)的方格板發展出橫向的小柱狀，可發展出橫向的

小柱狀的方格版的範圍為    rnrn ,34,34r ，如此皆可得到

   2
1MT  nnn 。 
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MT(9×9)=64 MT(13×13)=144 MT(17×17)=256 MT(21×21)=400 

4. 不論是螺旋狀或柱狀都可以走出  kkkn ,2,14 ，    2
1MT  nnn 的路

徑。其中，當 MT(9×9)=64 螺旋狀或柱狀運動路徑並無差別。 

(三)  kkkn ,2,24 ，     11MT
2
 nnn 。 

1. 只有螺旋狀的一大類。 

2.  kkkn ,2,24 ，     11MT
2
 nnn ，螺旋狀的路徑螺旋狀的變化不

大，由最外層向內如帶狀螺旋繞入方格板內部。 

    

MT(10×10)=80 MT(14×14)=168 MT(18×18)=288 MT(22×22)=440 

3.  kkkn ,2,24 ，的柱狀的路徑，只有單方向的柱狀，在此情形無法得到

較大的柱狀運動路徑。 

(1) 當  kk ,23 時，     11MT
2
 nnn ，在 MT(10×10)=80 因方格板尚小

螺旋狀或柱狀並差別，下圖的 MT(14×14)=168 的運動路徑亦因方格板較小

有一點柱狀和螺旋狀的混合，在更大的方格板中柱狀的運動路徑都無法達到
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最大。當  kkkn ,4,24 時，     51T
2
 nnn ，最右側 8n 的方格板

發展出橫向的小柱狀，此路徑為目前找到最大的柱狀路徑之一。 

    

MT(10×10)=80 MT(14×14)=168 T(18×18)=284 T(22×22)=436 

(2)  kkkn ,4,24 ，比較其他的柱狀的路徑都不比     51T
2
 nnn 大，

以 T(18×18)為例，若無部份的方格板發展出橫向的小柱狀，路徑上的格子

則會變少；在下圖的 T(14×14)，有些運動路徑雖部份的方格板發展出橫向

的小柱狀，仍無法達到最大路徑。 

    

T(14×14)=164 T(14×14)=164 T(18×18)=280 T(18×18)=284 

4. 螺旋狀才可以走出  kkkn ,4,24 ，     11MT
2
 nnn 的路徑。 

(四)  kkkn ,2,34 ，     41MT
2
 nnn 。 

1. 大致可分為兩大類：一類是螺旋的、一類是柱狀的。 

2.  kkkn ,2,34 ，     41MT
2
 nnn 螺旋狀的路徑，螺旋狀的路徑螺
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旋狀的變化不大，由最外層向內如帶狀螺旋繞入方格板內部。 

    

MT(11×11)=96 MT(15×15)=192 MT(19×19)=320 MT(23×23)=480 

3.  kkkn ,2,34 ，     41MT
2
 nnn 柱 狀 的 路 徑 ， 如

 kknkn ,414 或 只有單方向的柱狀在此情形無法得到最大的運動路

徑。 

(1) 由方格板的一邊為基礎的帶狀，再由靠內部的一側路徑發展出數條柱狀的路

徑，下圖是較右側 5n 的方格板再發展出橫向的小柱狀。 

    

MT(11×11)=96 MT(15×15)=192 MT(19×19)=320 MT(23×23)=480 

(2) 下圖是     41MT
2
 nnn 方格板中的    rnrrn ,14,14 的方格板再

發展出橫向的小柱狀的情形，當 2r 時，橫向的柱狀中會再發展出 1r 個

縱向更小的柱狀。 
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MT(15×15)=192 MT(15×15)=192 MT(15×15)=192 MT(15×15)=192 

4. 不論是螺旋狀或柱狀都可以走出  kkkn ,2,34 ，     41MT
2
 nnn 的

路徑。其中，當 MT(11×11)=96 螺旋狀或柱狀並無差別。 

(五)  kkkn ,2,4 ，     31MT
2
 nnn 。 

1. 大致可分為兩大類：一類是螺旋的、一類是柱狀的。 

2.  kkkn ,2,4 ，     31MT
2
 nnn 螺旋狀的路徑，螺旋狀的路徑螺旋狀

的變化不大，由最外層向內如帶狀繞入方格板內部。 

    

MT(8×8)=52 MT(12×12)=124 MT(16×16)=228 MT(20×20)=364 

3.  kkkn ,2,4 ，     31MT
2
 nnn 柱狀的路徑，由方格板的一邊為基礎

的帶狀，再由靠內部的一側路徑發展出數條柱狀的路徑，且只有單方向的柱

狀可以形成最大運動路徑。 
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MT(8×8)=52 MT(12×12)=124 MT(16×16)=228 MT(20×20)=364 

4. 不論是螺旋狀或柱狀都可以走出  kkkn ,2,4 ，     31MT
2
 nnn 的路

徑。其中，當 MT(8×8)=52 螺旋狀或柱狀並無差別。 

(六) 除了  kkn ,24 柱狀的的路徑在 18n 明顯變少，其餘都可以找到螺旋狀和

柱狀的相同最大運動路徑格子數。 

(七) 螺旋狀的路徑變化不大，都是由最外層向內如帶狀繞入方格板內部，且都存在

最大運動路徑。 

(八) 柱狀的路徑在  kkn ,14 有單向及縱橫向的柱狀可以形成最大運動路徑；

 kkn ,34 為縱橫向的柱狀可以形成最大運動路徑；  kkn ,4 時，單向

柱狀可以形成最大運動路徑；而在  kkn ,24 ， 18n 時，無柱狀最大運動路

徑。 

 

伍、研究結果 

一、 發現一：T( nn )一定是 4 的倍數。 

將格子分別塗上顏色： 

(1) 若 )2)(mod0,0(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為黃(Y)色； 

(2) 若 )2)(mod1,0(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為藍(B)色； 

(3) 若 )2)(mod0,1(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格被染為綠(G)色； 
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(4) 若 )2)(mod1,1(),( ji ，則以 ),( ji 為中心的方格染被為粉紅(P)色。 

經過歸納，發現瘸腿鳥運動路徑經過的顏色順序只有兩種情況，其中一種可

以看成是正方向，另一種是反方向。次序表示為： 

(1) Y→G→P→B→Y→G→P→B→… 

(2) Y→B→P→G→Y→B→P→G→… 

二、 發現二：除 2n 、MT(2×2)外，其餘 n值的方格板，MT( nn )最長路徑都不能將每

個方格都走過，尤其是位於角落的方格除了 MT(2×2)及 MT(3×3)會在路徑上之外，

其餘 n值的方格板，若運動經過位於角落的方格，會自動形成閉合的「口字型」路

徑，走過的路徑無法變成最長(最大值)。 

三、 性質一：若方格(a,b)和(a+2,b+2)，且連接這兩個方格的路徑為運動路徑，則運動路

徑不經過方格(a,b+2)。 

四、 性質二：塗色後，運動路徑上的方格若任一顏色方格的總和為奇數，則一定存在性

質一的情形。 

五、 性質三：為使移動路徑最長，方格板邊上的方格要儘量出現在移動路徑之上，若n為

偶數時，則位於角落的方格不在路徑上；若 n為奇數時，則存在兩組對角，一組對

角角落的方格不在路徑上、一組有 L 形的三方格不在路徑上。 

六、 性質四：當 7n 時，方格板四邊上至少有兩個方格不在移動路徑上，且移動路徑開

始往內部、路徑每往內弓形繞一層轉一次彎，角落的方格皆不在移動路徑上。角落

的方格不在移動路徑上的關係依(L 形的三方格一格角落)或(一格角落L 形的三

方格)依次循環出現。 
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七、 結果一～結果四： 

歸納結果 n值範圍， 0k   nnMT  例外情形 

結果一 14  kn   21n  無 

結果二 24  kn    11
2
n      2866MT,422MT   

結果三 34  kn    41
2
n    ,433MT   

結果四 kn 4    31
2
n  無 

八、 閉合、不相交的最長移動路徑大致可區分為兩大類，其中一類是螺旋的、一類是柱

狀的。在本研究裡左右、上下對稱的都視為相同，一些細部的小變化並不影響移動

路徑經過的方格數者，不予細分，仍歸納為同一類。 

九、 除了  kkn ,24 柱狀的的路徑在 18n 後明顯變少，其餘都可以找到螺旋狀和柱

狀的相同路徑格子數。 

十、 螺旋狀的路徑變化不大，都是由最外層向內如帶狀繞入方格板內部，且都存在最大

運動路徑。柱狀的路徑在  kkn ,14 有單向及縱橫向的柱狀可以形成最大運動

路徑；  kkn ,34 為縱橫向的柱狀可以形成最大運動路徑；  kkn ,4 時，

單向柱狀可以形成最大運動路徑；而在  kkn ,24 ， 18n 時，無柱狀最大運

動路徑。 

陸、討論與結論 

一、  nnMT 在 n 為奇數時，證明利用塗色法明顯容易得多，但偶數部份的證明卻較

難。其實不論n為奇數或偶數，都有性質三和性質四的規律，只是n為奇數很容易

運用塗色法清楚地證出。 
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二、 不論n為何，  nnMT 大約為  21n ，且一定是 4 的倍數。但受限於n是否為 4 的

倍數，在 kn 4 時略大，在 34  kn 時略小。 

三、 若要求路徑不需封閉，  nnMT 值會變得如何?因圖形不封閉故按照路次序不需回

到 起 始 點 ， 只 需 中 間 路 徑 按 照 ： Y→G→P→B→Y→G→P→B→… 或

Y→B→P→G→Y→B→P→G→…。故路徑不會一定是 4 的倍數，所以不封閉的

 nnMT 至少比封閉的情形還大，這又是一個有趣又值得研究的問題。 

四、 目前的研究是討論正方形 nn 的情形，若是延伸討論瘸腿鳥在 mn 的方格板上運

動，形成滿足閉合、不相交的最長運動路徑的可能運動方式，則結果又會是如何? 

以下是一些延伸的討論結果。 

(一) 矩形 mn 的情形更複雜、更難證明，根據正方形 nn 的結論，歸納出找到的最

長移動路徑。 

(二) 在矩形 mn 時，性質三依 mn、 為偶數或奇數，位於角落的方格不在路徑上的情

形如下： 

…

…

…

…

… … … …n

格

m格  

…

…

…

m格

…

…

… … … …

…
n

格

 
n為偶數，m為偶數時 n為偶數，m 為奇數時 

…

…

…

…

…

… … … …

m格

n

格

 

…

…

…

m格

…

…

…

… … … …n

格

 
n為奇數，m為偶數時 n為奇數，m 為奇數時 
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(三) 在矩形 mn 時，性質四的性質仍然存在，角落的方格不在移動路徑上的關係依

(L 形的三方格一格角落)或(一格角落L 形的三方格)依次循環出現。 

(四) 設 mn  ，歸納出找到 MT( mn )如下： 

1. 若  4mod0n 時： 

(1) 4n 時，   
















 12

2
4MT

m
mn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

MT(4×4)=12 MT(4×5)=12 MT(4×6)=20 MT(4×7)=20 

(2) 4n 時，若  ,4mod2,0m     42MT  mnmn 。 

(3) 4n 時，若  ,4mod3,1m     41MT  mnmn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

    

MT(8×12)=84 MT(8×13)=92 MT(8×14)=100 MT(8×15)=108 
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 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

    

MT(12×16)=172 MT(12×17)=188 MT(12×18)=196 MT(12×19)=212 

(4) 綜合以上：若   ,4mod2,0m     42MT  mnmn 。 

若   ,4mod3,1m     41MT  mnmn 。 

2. 若  4mod1n 時： 

(1) 若  ,4mod0m     41MT  mnmn 。 

(2) 若  ,4mod3,2,1m     11MT  mnmn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

    

MT(5×8)=28 MT(5×5)=16 MT(5×6)=20 MT(5×7)=24 
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 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

    

MT(9×12)=92 MT(9×9)=64 MT(9×10)=72 MT(9×11)=80 

3. 若  4mod2n 時： 

(1) 2n 時，   4MT mn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

MT(2×4)=4 MT(2×5)=4 MT(2×6)=4 MT(2×7)=4 

(2) 6n 時，     
















 12

2
2MT

m
nmn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

MT(6×8)=36 MT(6×9)=36 MT(6×10)=44 MT(6×11)=44 
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(3) 10n 時，若  4mod0m ，     42MT  mnmn 。 

(4) 10n 時，若  4mod1m ，     11MT  mnmn 。 

 4mod0m ，     42MT  mnmn   4mod1m ，     11MT  mnmn  

 
 

 
 

 
 

 
 

MT(10×12)=100 MT(14×16)=196 MT(10×13)=108 MT(14×17)=208 

(5) 10n 時，若  4mod2m ，
    

   







42MT,4

111MT,4

mnmnmn

mnmnmn
。     

       111MT,4,4mod2  mnmnmnm  

  
  

MT(10×10)=80 MT(10×14)=116 T(14×14)=168 MT(14×18)=220 

      42MT,4,4mod2  mnmnmnm  

    

MT(10×18)=148 MT(10×22)=180 MT(14×22)=268 MT(14×26)=316 
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(6) 10n 時，若  4mod3m ，

      
   

     













mnmnn

mnmnmn

mnmnmnn

2MT,8mod6

42MT,1

211MT,1,8mod2

。 

 4mod3m

 

且  8mod2n

  

 

     211MT,1  mnmnmn

 

    42MT,1  mn-mnmn

 

 
 

 
 

MT(10×11)=88 MT(18×19)=304 MT(10×15)=124 MT(18×23)=372 

 

 4mod3m

 

且   ,8mod6n

  

   mn-mn 2MT   

   
 

MT(14×15)=180 MT(14×19)=228 MT(14×23)=276 MT(22×23)=460 

4. 若  4mod3n 時： 

(1) 3n 時，   4MT mn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

MT(3×4)=4 MT(3×5)=4 MT(3×6)=4 MT(3×7)=4 
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(2) 若  4mod0m ，     41MT  mnmn 。 

(3) 若  4mod1m ，     11MT  mnmn 。 

(4) 若  4mod2m ，      211MT  mnmn 。 

(5) 若  4mod3m ，      411MT  mnmn 。 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

    

MT(7×8)=44 MT(7×9)=48 MT(7×10)=52 MT(7×11)=56 

 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

    

    

MT(11×16)=156 MT(11×13)=120 MT(11×14)=128 MT(11×15)=136 
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(二) 總結 mn  ，  mnMT ： 

1.   42MT m ，   43MT m ，   
















 12

2
46MT

m
m 。 

2. 其他情況：

 

64  nmn 且  

 mnMT

 

 4mod0m   4mod1m   4mod2m   4mod3m  

 4mod0n

 

  42 mn

 

  41 mn

 

  42 mn

 

  41 mn

 
 4mod1n

 

  41  mn

 

  11  mn

 

  11  mn

 

  11  mn

 
 4mod2n

 

  42  mn

 

  11  mn

 

註一

 

註二

 
 4mod3n

 

  41  mn

 

  11  mn

 

   211  mn

 

   411  mn

 

註一： 

 

    

   







42MT,4

111MT,4

mnmnmn

mnmnmn
 

註二：

 

      

   

     













mnmnn

mnmnmn

mnmnmnn

2MT,8mod6

42MT,1

211MT,1,8mod2
 

3. 特別的是在 mn  時，  mnMT 的歸納公式與  nnMT 時相同，但 mn 長方形中

若當 mn  時並不能適用上表的公式，可知在  mnMT 長方形中較短邊決定最大

移動路徑的運動方式，  4mod2n 時的歸納公式複雜，完整證明有待再進一步

研究。

                                  

 

五、 生活應用：市面上的掃地機器人，都是直線掃地，直到遇到障礙才會轉彎，所以被

掃到的部份很有限，但若在機器人的程式上調整為單位路徑即轉彎，且掃過的地方

不重覆，最後會回到原來的充電座，可以達到最大的打掃面積。或可利用來設計遊

樂園區遊覽參觀路線及景點設施的安排。 

柒、參考資料 

1. 第 50 屆(2009 年)國際數學奧林匹克預選題 C6。 

2. 國小數學第十二冊 —  康軒出版社。 



【評語】080416  

利用書本的延伸問題做為研究題材，是活用課本內容的好方法，

其精神值得鼓勵。他們先就低階的方格為例子，並以模四的方式來

討論，是很關鍵的觀察。其推廣到一般情況的結果相當簡潔，是個

不錯的研究。 
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