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摘要 

本作品主要研究ȨHamming碼和序相鄰項ȩ，利用二進位制去探討，我們取相鄰項奇偶性異

同，制定一個邏輯運算，得到一個個序列稱 X(n)。本研究發現以每 4項去觀察 X(n)，並以二

位進位制表徵去得到 X(n)的快速解法，進而發現不同 n的 X(n)值相等的規律。 

本研究命 SX(n)為 1~n的 X(n)之和，我們得到求 SX(n)的演算法。 

本研究改變 )(nX 邏輯，提出對偶關係稱為 )(nY ，並討論 )(nY 的演算方法及其性質。 

我們也利用漢明碼序列和的奇偶性平舖於平面並塗上顏色，當作數崉圖案的座標域圖形顏色

的轉換，以應用在藝術地毯。 

 

 

 

 

壹、緒論 

一、研究動機 

學校電腦課，ϟ紹電腦時，讓我們觀察 Youtube的影片(參考資料 1)。 

https://www.youtube.com/watch?v=yslPYECVWzI 

該影片ϟ紹 Hamming code，即Ȩ漢明碼ȩ。 

其主要的特色有(一)可以偵錯資料的訊息是否有錯誤。 

(二)可以明確地告訴你哪一個訊息是錯誤。 

雖然，漢明碼傳遞的訊息只能一次告訴我們一個錯誤。但是，根據維基百科 1940年漢明於貝

爾實驗室(Bell Labs)工作，運用貝爾模型 V(Bell Model V)電腦，試圖解決偵錯的問題，開

發了功能日益強大的演算法。在 1950年，他發表了至Ϟ所稱的漢明碼，Ϟ日還使用在許多應

用上(參考資料 2)。 

我們的題目就是研究漢明碼的相關議題。 

題目來自於 2012年 8月 2日一個科學展覽研習會，授課教授提出的題目(參考資料 3)。 
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題目 1.1 

非負整數二進位的奇偶 Hamming和序列為 0,1,1,0,1,0,0,1,......，對於相鄰兩數取邏輯序

列運算為 0,1,0,0,0,1,0,...... 

請觀察這個結構。 

 

 

二、名詞定義 

依照題目 1.1，我們考慮以二進位法表示非負整數n，規定 

定義 1.2 

(1.3)                    

k

i

i
inan

0
, 2 ，其中， 1, kna ；當 kj  ， 0, jna 。 

(1.4)                               

k

i
inana

0
,)( 。 

例如：1= 2(1) ，則 1)1( a 。2= 2(10) ，則 1)2( a 。3= 2(11) ，則 2)3( a 。 

4= 2(100) ，則 1)4( a 。5= 2(101) ，則 2)5( a 。6= 2(110) ，則 2)6( a 。 

7= 2(111) ，則 3)7( a 。 

(1.5)                             )2mod()()( nanHS  。 

此時，式子 1.3、式子 1.4 及式子 1.5 是依照題目 1.1 非負整數二進位的奇偶

Hamming和序列所做的運算。 

(1.6)    若 )1()(  nHSnHS 則 1)( nX ，反之，若 )1()(  nHSnHS 則 0)( nX 。 

此時，式子 1.6為 XOR運算(參考資料 4)。 

(1.7)                            

n

i
iXnSX

1
)()( 。 

取 130  n ，將 )(na 、 )(nHS 、 )(nX 及 )(nSX 如附錄一。此時， )0(X 不崊在。 

取 )(nX 的對偶性 )(nY 如下，我們規定 

(1.8)    若 )1()(  nHSnHS 則 0)( nY ，反之，若 )1()(  nHSnHS 則 1)( nY 。 

(1.9)                             
n

i
iYnSY

1
)()( 。 
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三、觀察 

取 130  n ，如圖 1.10，發現 

(一) 觀察 )(na ：   

    當 150  n ， )(na 數列依序為 0112 1223 1223 2334。 

    當 3116  n ， )(na 數列依序為 1223 2334 2334 3445。 

    當 150  n ， )16(1)(  nana 。 

(二) 觀察 )(nHS ： 

    )4( kHS 、 )14( kHS 、 )24( kHS 及 )34( kHS 數列，分成兩類：0110和 1001。 

    當 150  n ， )(nHS 數列依序為 0110 1001 1001 0110。 

    當 3116  n ， )(nHS 數列依序為 1001 0110 0110 1001。 

    1)2()2()2()2()2()2( 543210  HSHSHSHSHSHS 。 

    當 150  n ， )2mod()1)16(()(  nHSnHS 。 

    本研究只會出現 0)( nHS 或 1)( nHS 兩種情形，因此將本作品命名為 0與 1的邂逅。 

(三)觀察 )(nX ： 

    沒有 )1(HS ，因此，不會出現 )0(X 。 

    當 151  n ， )(nX 數列依序為  010 0010 1010 0010。 

    當 3116  n ， )(nX 數列依序為 0010 0010 1010 0010。 

    當 151  n ， )16()(  nXnX 。 

    當 311  n ，取 kn 4 ， 0)1( nX ， 1)2( nX ， 0)3( nX 。 

    取n依序排列 )(nX 數列， 0)( nX 會只出現 1次或連續出現 3次； 

                           311  n ， )(nX 數列，只會出現 0101010型及 0100010型。 

(四) 觀察 )(nSX ： 

    當 151  n ， 5)()16(  nSXnSX ，但， 6)16()32(  SXSX 。 

    當 311  n ， 1)4()24(  kSXkSX 。 
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圖 1.10 

 

 

四、研究設備 

紙、筆、微軟 Excel軟體 

 

 

五、研究目的 

(一)研究 )(na 、 )(nHS 、 )(nX 及 )(nSX 的變化情形。 

(二)提出研究策略，探討 )(nX 的演算方法及性質。 

(三)探討 )(nX 數列，只會出現 0101010型及 0100010型的原因。 

(四)尋找 )(nSX 的演算方法。 

(五)提出 )(nY 的演算方法並討論 )(nY 的性質。 

(六)比較 )(nX 數列與 )(nY 數列的相對應性質。 

(七)利用區塊顏色深淺提供日常生活的應用。 
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貳、文獻探討 

一、科展作品Ƞ0與 1的奇妙世界ȡ 

101學年度**市科學展覽會，曾經有一篇科展作品Ȩ0與 1的奇妙世界ȩ對題目 1.1進行研究

(參考資料 5)。其重要發現有： 

(一)利用 )(nX 性質，給出求 )(nX 的演算法。 

(二)發現連續 )(nX 數列只會出現兩種情形，01010或 0100010。 

(三)得到求 )(nX 級數的演算法。 

(四)給出求 )(nY 的演算法和給出求 )(nY 級數的演算法。 

 

 

二、科展作品Ƞ天使與魔鬼ȡ 

第 49屆全國科學展覽國小組數學科的作品(參考資料 6)。其挑戰如下  

 

題目 2.1 

在無窮數列 )}({ na ， 0)0( a ，若 n的最大奇因數除以 4 餘數為 1，則 1)1()(  nana ；

若 n的最大奇因數除以 4 餘數為 3，則 1)1()(  nana 。此數列的首幾項為：0、1、 2、1、

2、3、2、1、2、3、4、3、2、3、2、1、…。 

(a) 證明在此數列中，1 將出現無窮多次  

(b) 證明在此數列中，每一個正整數將出現無窮多次。 

 

Ȩ天使與魔鬼ȩ作品利用二進位法，相鄰的數崉奇偶性。發現給定 kk n 22 1  區間，數列

)}({ na 的最小值是 1，最大值為 k，且 1)1()(  nana 或 1)1()(  nana ，得到證明。 

本研究則引用Ȩ天使與魔鬼ȩ作品中使用二進位法的技巧，處理漢明碼和序列的問題。 
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參、研究過程與方法 

一、表格分析 

請觀察 151  n 的 )(nX ，如表 3.1。 

表 3.1 

 

再觀察 131  n 的 )(nX ，如表 3.2，發現當 131  n 時， 0)12( kX 。 

表 3.2 

 

 

 

 

 

 

觀察 631  n 的 )(nX ，如表 3.3，發現 

當 631  n 時， )34(0)14(  kXkX ， 1)24( kX 。 

表 3.3 
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觀察 1271  n 的 )(nX ，如表 3.4。 

表 3.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

取 121 8  n ，規定 

(3.1)                 tsn  42 ，其中， 150  s 且 150  t 。 

依式子 3.1，取 121 8  n 的 )(na 、 )(nHS 、 )(nX 及 )(nSX 如表 3.5、表 3.6、表 3.7 及表

3.8，並規定縱向為 s行，橫向為 t列。 

       表 3.5  當 121 8  n 的 )(na                表 3.6  當 121 8  n 的 )(nHS  
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      表 3.7  當 121 8  n 的 )(nX               表 3.8  當 121 8  n 的 )(nSX   

 

 

 

 

 

 

由表 3.7發現 

事實 3.9Ȑ等值性ȑ 

當 121 8  n 時，若 16 mn ，則 )16()( tnXnX  ， 

                其中， Nm ， }0{Nt 。 

 

 

二、策略 

考慮 321  n ，將 )(nX 表示如圖 3.10，得到 

策略分析 3.11 

(ㄧ)因   k

i

i
inan

0
, 2 ， 


k

i
inana

0
,)( ， 

    2mod)()( nanHS  ，同時， 

   )(nX 由 )1( nHS 及 )(nHS 決定。考 

   慮以二進位法，研究 )(na 、 )S(nH 及 )(nX 數値表現。 

(二)依事實 3.9，若 16 mn ，則 )16()( tnXnX  ， 

    考慮以 16為一個週期討論 )(nX 數值。 

(三)考慮 )16(01)24()8( XXX  。 

     討論 )(nX 的數值，可以以 16為一個週期，但 

     不宜以 8為週期討論。                                      圖 3.10 
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(四)給定自然數n經過有限次除以 4，得到餘數是 1、2及 3。 

(五)觀察表 3.7，得到 )14( kX =0， )24( kX =1， )34( kX =0。考慮以 4為一週期討論。 

(六)再觀察表 3.7及圖 8.1思考 )14( kHS 及 )4( kHS 的變化， 

    同時考慮， )2mod()14()14(  kakHS ， )2mod)4(()4( kakHS  。 

    可以從 )14( ka 與 )4( ka 的奇偶性變化，得到 )4( kX 數值。 

(七)考慮給定自然數n，均可表示成 ukmn 4)4(  ，其中，m及u均為非負整數。 

(八)分別計算：情況一： )4)14(( umX  的數值。 

情況二： )4)24(( umX  的數值 

情況三： )4)34(( umX  的數值  

(九)依定義 1.2， )2mod()()( nanHS  ，同時， )(nX 由 )1( nHS 及 )(nHS 決定。本研究利

用自然數n的奇偶性，決定 )(nX 的數值。 

 

 

三、研究過程 

(一)尋找 )14( kX 、 )24( kX 及 )34( kX  

(二)自然數n分類的探討 

(三) )(nX 的一般式及其演算方法 

(四)討論 )( nSX 級數和的演算方法 

(五)研究 )(nX 的對偶關係 )(nY  

(六)平面上，給定第 s列第 t行， tsn k  2 ，將 )(nHS 的數值轉換成顏色，當作藝術地毯

的應用。 
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肆、研究結果 

一、尋找 )14( kX 、 )24( kX 及 )34( kX  

考慮
k2 以二進位法表示，只有在 k2 位置是 1，其他位置都是數值 0。 

    12 k
以二進位法表示，在

02 位置至是 12 k
的位置都是 1，其他位置都是數值 0。得到 

性質 4.1 

)2( ka =1， }0{Nk 。 

性質 4.2 

ka k  )12( ， }0{Nk 。 

以二進位法表示，假設， kn 4 ＝ 2)00****...*(* ，則 

kn 4 ＋1＝ 2)01****...*(* ， 

kn 4 ＋2＝ 2)10****...*(* ， 

kn 4 ＋3＝ 2)11****...*(* 。 

得到 

性質 4.3 

規定 ska )4( ，則 1)14(  ska ， 1)24(  ska ， 2)34(  ska 。 }0{Nk 。 

性質 4.4 

取 4個連續非負整數，分別除以 4，得到餘數分別為 0、1、2及 3，則 )(nHS 數列分為兩類，

1001和 0110。 

Ȝ證明ȝ 

依性質 4.3，設 ska )4( ，則 1)14(  ska ， 1)24(  ska ， 2)34(  ska 。 

當 ska )4( 為奇數，則 1s 為偶數， 2s 為奇數，此時， )(nHS 數列為 1001。 

當 ska )4( 為偶數，則 1s 為奇數， 2s 為偶數，此時， )(nHS 數列為 0110。    Q.E.D. 
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性質 4.5 

當 kn 4 時， 0)1( nX ， 1)2( nX ， 0)3( nX 。 

Ȝ證明ȝ 

第一種證明方法： 

依性質 4.3，當 kn 4 時， )(nHS 數列分為兩類，0110和 1001。得證。 

第二種證明方法，如表 4.6及以二進位法分別表示：設  kn 4 200)*****(* ， 規定 ska )4( 。 

1n 14 k = 201)*****(* ，則 1)14(  ska ， )4()14( kHSkHS  ， 0)1( nX 。 

 2n 24 k = 210)*****(* ，則 1)24(  ska ， )14()24(  kHSkHS ， 1)2( nX 。 

 3n 34 k = 211)*****(* ，則 2)34(  ska ， )24()34(  kHSkHS ， 0)3( nX 。 

Q.E.D. 

將性質 4.5整理成為表 4.6。 

表 4.6 

自然數 n  kn 4  14  kn  24  kn  34  kn  

二進位表示法 200)*****(*  201)*****(*  210)*****(*  211)*****(*  

)(na  ska )4(  1)14(  ska  1)24(  ska  2)34(  ska  

)(nHS  )2mod(s  )2mod(1s  )2mod(1s  )2mod(2s  

)(nX   0 1 0 

 

二、自然數 n分類的探討 

給定自然數 n，我們除以 4，會得到餘數是 0、1、2、3；若餘數是 0，再除以 4，也會得到餘

數是 0、1、2、3；如此反覆除以 4，給定自然數n，可以分成 3類。 

即 

性質 4.7 

給定自然數 n， ukmn 4)4(  ， um、 均為任意的非負整數，同時， 1k 、 2k 或 3k 。 
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三、 )(nX 的一般式 

依據性質 4.7，我們將討論 )(nX 的一般式。 

請觀察 4n 、8或 12  二進位表示法、 )(na 、 )(nHS 及 )(nX ，如表 4.8。 

再觀察 16n 、32或 48二進位表示法、 )(na 、 )(nHS 及 )(nX ，如表 4.9。 

                 表 4.8                               表 4.9 

 

 

 

 

 

 

規定 14 m ＝ 2*)*(* ， sma  )14( ，且 Nu 發現 

um 4)14(    ＝ 2.00)*0100.....*(* ，
02 位置至 122 u

位置都是 0， u22 位置是 1， 122 u 位置是 0； 

 14)14( um 2.11)*0011.....*(* ，
02 位置至 122 u

位置都是 1， u22 位置和 122 u 位置是 0； 

得到 

(4.10)              )4)14(( uma    ＝ s，  1)4)14((  uma ＝ 12  us 。 

um 4)24(    ＝ 2.00)*1000.....*(* ，
02 位置至 u22 位置都是 0， 122 u 位置是 1； 

 14)24( um 2.11)*0111.....*(* ，
02 位置至 u22 位置都是 1， 122 u 位置是 0；得到 

(4.11)              )4)24(( uma    ＝ s，  1)4)24((  uma ＝ us 2 。 

um 4)34(    ＝ 2.00)*1100.....*(* ，
02 位置至 122 u

位置都是 0， u22 位置和 122 u 位置是 1； 

 14)14( um 2.11)*1011.....*(* ，
02 位置至 122 u

位置都是 1， u22 位置是 0， 122 u 位置是 1。 

得到 

 (4.12)             )4)34(( uma    ＝ 1s ， 1)4)34((  uma ＝ us 2 。 
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考慮性質 4.5、式子 4.10、式子 4.11及式子 4.12，得到 

性質 4.13 

uu mHSmHS 4)14(()14)14((  ； 0)4)14((  umX ，其中，m、u為非負整數。 

uu mHSmHS 4)24(()14)24((  ； 1)4)24((  umX ，其中，m、u為非負整數。 

uu mHSmHS 4)34(()14)34((  ； 0)4)34((  umX ，其中，m、u為非負整數。 

規定 sma  )14( ，綜合上述敘述，如表 4.14。 

表 4.14 

 情況一 情況二 情況三 

n  umn 4)14(   umn 4)24(   umn 4)34(   

二進 

位 

n    2.00)*0100.....*(* ， 

1n 2.11)*0011.....*(*  

n   2.00)*1000.....*(* ， 

1n 2.11)*0111.....*(*  

n    2.00)*1100.....*(* ， 

1n 2.11)*1011.....*(* 。 

)(na  sma u  )4)14(( ， 

12)4)14((  usma u 。 

sma u  )4)24((  

usma u 2)4)24((   

1)4)34((  sma u ， 

usma u 2)4)24((   

)(nHS  )1()(  nHSnHS  )1()(  nHSnHS  )1()(  nHSnHS  

)(nX  0 1 0 

 

 

四、 )(nX 的演算方法 

演算方法 4.15 

給定自然數 n，計算 )(nX 的演算方法 

步驟一：給定自然數 n，得到 004 rqn  ， 30 0  r 。 

                      若 31 0  r ，則依據性質 7.1，得到 )(nX 數值。 

                      若 00 r ，則下一步驟。 

步驟二：若 0ir ，則取 114   iii rqq ， 30 1  ir 。 

步驟三：若 31 1  ir ，則依據性質 9.2，得到 )(nX 數值。 

        若 01 ir ，則下一步驟。
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步驟四：再將商 1iq 當作被除數，重覆步驟二，一直除以 4，直到商為 0。 

        此時，餘數為 1、2或 3，依性質 9.2，得到 )(nX 數值。 

 

 

五、 )(nX 的簡潔演算方法 

我們可以利用自然數的奇偶性討論的簡潔的 )(nX 演算方法。 

情況一：設 n為奇數，且 sna )( ，則 1)1(  sna 。此時， 

                    )1()(  nHSnHS ， 0)( nX 。 

情況二：設 n為偶數，且 umn 22)12(  ， 02 u ，規定 sna )( ，則 

12)(12)1(  unausna ， 

                    )()1( nHSnHS  ， 0)( nX 。 

情況三：設 n為偶數，且 122)12(  umn ， 012 u ，規定 sna )( ，則 

22)(22)1(  unausna ， 

)()1( nHSnHS  ， 1)( nX 。 

得到 

演算方法 4.16 

給定自然數 n，計算 )(nX 的演算方法 

步驟一：將 n依二進位法表示，  

k

i

i
inan

0
, 2 ，其中， 1, kna ；當 ki  ， 0, ina 。 

步驟二：取  

k

i

i
inan

0
, 2 中，由右往左搜尋，第 1個出現數崉 1的位置為 t2 。 

        若 t為奇數，則 1)( nX ；若 t為偶數，則 0)( nX 。 

 

取  

k

i

i
inan

0
, 2 ，由右往左搜尋，第 1個出現數崉 1的位置為 t2，快速尋找 )(nX ，如表 4.17。 
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表 4.17 

情況 t為奇數， 012  ut  t為偶數， 02  ut  

二進位法    20)*1000...00*(*n ， 

21)*0111...11*(*1n ， 

比較後，相差 22 u 個 1。 

   2)*1000...00*(*n ， 

2)*0111...11*(*1n ， 

比較後，相差 12 u 個 1。 

)(na 關係 22)()1(  unana  12)()1(  unana  

)(nHS 關係 )()1( nHSnHS   )()1( nHSnHS   

)(nX  1 0 

 

 

六、 )( nSX 級數和的演算方法 

討論 )( nSX 級數和的演算方法，得到 

演算方法 14.18( )( nSX 級數和的演算方法) 

步驟一：取自然數n，另外設一個記數的指標 }0{Ni 。 

步驟二：將 n除以 4得到 004 rnn  ，其中， 31 0  r 。 

        若 10 n ，則繼續下一步，否則，跳至步驟五，計算 )( nSX 的級數和。 

步驟三：將 1in 除以 4得到 iii rnn  41 ，d其中， 31  ir 。 

        同時規定，當 2ir ，則 1id ；否則， 0id 。 

        若 1in ，則繼續下一步，否則，當 0kn ，跳至步驟五，計算 )( nSX 的級數和。 

步驟四：將指標 i加上 1，並且跳回步驟二。 

步驟五：計算 )( nSX 的級數和。 

 

k

i
ii dnnSX

0
)()( 。 

Ȝ證明ȝ 

1.給定一個自然數n，必然可以被有限次的被 4除，直到商為 0為止。 

2.依性質 9.4， 04)14((  umX ， 14)24((  umX ， 04)34((  umX 。     Q.E.D. 
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由表 3.8，發現 

 

性質 14.19 

6)()2(5 4  nSXnSX 。 

 

 

七、 )(nX 的對偶關係 )(nY  

接著，讓我們研究 )(nX 的對偶關係 )(nY  

讓我們考慮定義 1.2，式子 1.8，若 )()1( nHSnHS  則 0)( nY ； 

若 )()1( nHSnHS  則 1)( nY 。 

式子 1.9， 

n

i
iYnSY

1
)()( 。 

規定， tsn  42 。 150  s 且 150  t ，縱向為第 s行，橫向為第 t列。 

得到表 4.20及表 4.21。 

           表 4.20  )(nY                                  表 4.21  )(nSY  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

考慮定義 1.2，比較式子 1.6及式子 1.8，得到 

性質 4.22 

)(1)( nXnY  。 
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規定 sma  )14( ，得到表 4.23。 

表 4.23 

 情況一 情況二 情況三 

n  umn 4)14(   umn 4)24(   umn 4)34(   

二進 

位 

n    2.00)*0100.....*(* ， 

1n 2.11)*0011.....*(*  

n   2.00)*1000.....*(* ， 

1n 2.11)*0111.....*(*  

n    2.00)*1100.....*(* ， 

1n 2.11)*1011.....*(* 。 

)(na  sma u  )4)14(( ， 

12)4)14((  usma u 。 

sma u  )4)24((  

usma u 2)4)24((   

1)4)34((  sma u ， 

usma u 2)4)24((   

)(nHS  )1()(  nHSnHS  )1()(  nHSnHS  )1()(  nHSnHS  

)(nY  1 0 1 

我們利用自然數的奇偶性討論的簡潔的 )(nY 演算方法。 

情況一：設 n為奇數，且 sna )( ，則 1)1(  sna 。此時， 

                    )1()(  nHSnHS ， 1)( nY 。 

情況二：設 n為偶數，且 umn 22)12(  ， 02 u ，規定 sna )( ，則 

12)(12)1(  unausna ， 

                    )()1( nHSnHS  ， 1)( nY 。 

情況三：設 n為偶數，且 122)12(  umn ， 012 u ，規定 sna )( ，則 

22)(22)1(  unausna ， 

)()1( nHSnHS  ， 0)( nY 。 

得到 

演算方法 4.24 Ȑ尋找 )(nY 數值ȑ 

步驟一：給定自然數 n，將n以二進位法表示。 

步驟二：取  

k

i

i
inan

0
, 2 中，由右往左搜尋，第 1個出現數崉 1的位置為 t2 。 

        若 t為奇數，則 0)( nY ；若 t為偶數，則 1)( nY 。 

 



 18 

取  

k

i

i
inan

0
, 2 ，由右往左搜尋，第 1個出現數崉 1的位置為 t2，快速尋找 )(nX ，如表 4.25。 

表 4.25 

情況 t為奇數， 012  ut  t為偶數， 02  ut  

二進位法    2*100...00)*(*n ， 

2*011...11)*(*1n ， 

比較後，相差 22 u 個 1。 

   2)*1000...00*(*n ， 

2)*0111...11*(*1n ， 

比較後，相差 12 u 個 1。 

)(na 關係 22)()1(  unana  12)()1(  unana  

)(nHS 關係 )()1( nHSnHS   )()1( nHSnHS   

)(nY  0 1 

依性質 4.22， )(1)( nXnY  ，及表 4.23，本研究提出兩種計算 )(nSY 方法。 

演算方法 4.26(計算 )(nSY 數值) 

方法一 

步驟一：計算 )(nSX 數值。 

步驟二： )()( nSXnnSY  。 

方法二 

步驟一：取自然數n，另外設一個記數的指標 }0{Ni 。 

步驟二：將n除以 4得到 004 rnn  ，其中， 31 0  r 。 

        若 10 n ，則繼續下一步，否則，跳至步驟五，計算 )( nSY 的級數和。 

步驟三：將 1in 除以 4得到 iii rnn  41 ，d其中， 31  ir 。 

        同時規定，當 1ir 或 2ir 則 1id ； 

                  當 3ir 則 2id 。 

        若 1in ，則繼續下一步，否則，當 0kn ，跳至步驟五，計算 )( nSY 級數和。 

步驟四：將指標 i加上 1，並且跳回步驟二。 

步驟五：計算 )( nSY 的級數和。  

k

i
ii dnnSY

0
)2()( 。 
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由表 4.21，得到 

 

事實 4.27 

11)()2(10 4  nSYnSY 。 

 

綜合上面所敘，本研究的 )(nX 與 )(nY 的對偶性如附錄二。 

 

 

 

 

伍、研究討論 

在這個部份，我們將討論奇偶性、 )(nHS 對偶關係、點等值性及漢明碼的應用。 

一、奇偶性 

考慮定義 1.2，以二進位法表示自然數 n，  

k

i

i
inan

0
, 2， 


k

i
inana

0
,)( ， )2mod()()( nanHS  。 

得到 

性質 5.1 

當 k是奇數時， )12( kHS =1；此時， )2( kX =1， )2( kY =0。 

當 k是偶數時， )12( kHS =0；此時， )2( kX =0， )2( kY =1。 

Ȝ證明ȝ 

當 k是奇數時， )2( kHS =1= )12( kHS ，則 )2( kX =1。 

當 k是偶數時， )2( kHS =1 0= )12( kHS ，則 )2( kX =0。 

再利用性質 4.22， )(1)( nXnY  得證。                                     Q.E.D. 

 

依據性質 4.5，當 kn 4 時， 0)1( nX ， 0)3( nX 。得到 

性質 5.2 

0)12( kX ，其中， k為自然數。 
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也就是說，兩個連續非負整數 1nn、 ，不會同時出現 1)( nX 且 1)1( nX 的情形。 

得到 

性質 5.3 

數列 )(nX ，兩個數值是 1之間至少有 1個數值是 0所隔開。 

性質 5.4 

兩個連續非負整數 1nn、 ，且k為非負整數，則 1))1(())((0  kk nXnX ， 

                                           0)1()(  nXnX 。 

性質 5.5 

數列 )(nX ，只出現 0100010與 0101010兩種片段。 

Ȝ證明ȝ 

第一部分，依性質 5.3，數列 )(nX 中，不會連續出現兩個數值是 1的情形。 

第二部分，4 個非負連續整數，依性質 5.2， 1)24( kX 。連續 4 個非負連續整數的數列

)(nX ，至少出現 1次 1)( nX 。因此，數列 )(nX 不會出現連續 4個(含)以上的 0。 

第三部分，考慮 ukmn 4)4(  時，且 31  k ，m和 t為非負整數時，則 

)4)34((0)4)14(( uu mXmX  ， 1)4)24((  umX 。 

此時， )(nX 數值 0會連續出現 3次，但數值 0不會只連續出現 2次。      Q.E.D. 

 

 

二、等值性 

由定義 2.1，式子 2.4，得到 

性質 5.6 

若 )(nHS 和 )1( nHS 的奇偶性變化量與 )(mHS 和 )1( mHS 的奇偶性變化量相同，則

)()( mXnX  。 
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Ȝ證明ȝ 

分四種情形討論 

1)( nHS 且 1)1( nHS ，依題意，則 1)( mHS 且 1)1( mHS ，得到 )(1)( mXnX  。 

1)( nHS 且 0)1( nHS ，依題意，則 1)( mHS 且 0)1( mHS ，得到 )(0)( mXnX  。 

0)( nHS 且 1)1( nHS ，依題意，則 0)( mHS 且 1)1( mHS ，得到 )(0)( mXnX  。 

0)( nHS 且 0)1( nHS ，依題意，則 0)( mHS 且 0)1( mHS ，得到 )(1)( mXnX  。 

Q.E.D. 

請考慮表 3.2，當 131  n 時， 0)12( kX 。 

      表 3.4，當 121 8  n 時，若 16 mn ，則 )16()( tnXnX  。得到 

性質 5.7(點等值性) 

設自然數 u 和非負整數 t，則 )22()2( 11 uuu tXX    

Ȝ證明ȝ 

規定 1)2( 1 ua ，且 1)12( 1  ua u ， vta )( ，則 

(12.1)    vta u  )2( ，且 vta uu  1)22( 1 ， 1)122( 1  vuta uu 。得知 

1)12( 1  ua u 和 1)2( 1 ua ，同時， vuta uu  )122( 1 和 1)122( 1  vuta uu 。 

奇偶性變化為 )12( 1 uHS = )2mod(1u 和 )2( 1uHS =1； 

            )122( 1  uu tHS = )2mod()( vu  ；和 

            )2mod()1()22( 1  vutHS uu 。 

)12( 1 uHS 和 )2( 1uHS 奇偶性變化與 )122( 1  uu tHS 和 )22( 1 uu tHS  奇偶性變化相同。 

得到 )22()2( 11 uuu tXX   。                                              Q.E.D. 
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三、 )(nHS 的對偶性 

考慮定義 2.1，式子 1.8， 2mod)()( nanHS  。 

當m是非負整數，且 630  s ， 150  t ，取 tsn  42 ，取 0)( nHS 為白色， 1)( nHS 為

黃色，則表 3.6可以塗成圖 5.8。 

若取 tsn  62 ，且 630  s ， 630  t ， 0)( nHS 為白色， 1)( nHS 為黃色，可塗成圖

5.9。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.9 
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我們有興趣的是給定第m列第 k行是白色？還是黃色？ 

 

考慮 150  n ，以二進位表示如圖 5.10及圖 5.11。 

圖 5.10，取 150  n ，以二進位表示， 0)( nHS 為白色， 1)( nHS 為黃色。相對應是 

圖 5.11，分成 A、B、C及 D。 

發現 

相鄰區域：A和 B、A和 C、B和 C及 B和 D相對位置是顏色互相對換。 

對角區域：A和 C、B和 D相對位置的顏色是相同。 

 

 

 

 

 

     圖 5.10                                               圖 5.11 

此時，圖 5.10的白色區域 unHS  0)( 和黃色區域 vnHS 1)( 。即， 

(5.12)                            )2mod()1( vu  。 

 

如此，圖 5.11，相鄰區域：A和 B、A和 C、B和 C及 B和 D相對位置是對偶。 

 

我們總共有 4種方法尋找座標 ),( ts 呈現的顏色。如附件照片，面試時說明。 

經過討論，採用二進位法提出說明。規定 

(5.13)                            ]0[02
P 。 

(5.14)                            ]1[02
Q 。 
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(5.15)                            



kk

kk

k
PQ

QP
P

22

22
2 1 。 

(5.16)                           



kk

kk

k
QP

PQ
Q

22

22
2 1 。 

方便研究，規定 

定義 5.17 

以 0)( nHS 呈現白色， 1)( nHS 為黃色所塗滿的平面稱為漢明碼序列和平面。其座標 ),( ts 的

顏色是白色時，規定 0),( tsHSC ；座標 ),( ts 的顏色是黃色時，規定 1),( tsHSC 。 

舉例 

在漢明碼序列和平面， )17,23(HSC 數值為何? 

步驟一:(23，17)在 52
P 的 D區域 42

P ； 

步驟二:(7，1)在 42
P 的 A區域 32

P ； 

步驟三:(7，1)在 32
P 的 C區域 22

Q ； 

步驟四:(3，1)在 22
Q 的 C區域 12

P ； 

步驟五:(1，1)在 12
P 的 A區域 ]0[02

P 。 

將上面五個步驟整理如表 5.18。 

表 5.18 

23 = ( 1 0 1 1 1 ) 2   

17 = ( 1 0 0 0 1 ) 2   

XOR =  0 0 1 1 0 0    

  
52

P  42
P  32

P  22
Q  12

P  02
P   002

P   

我們也可以將表 5.18轉換成表 5.19 
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表 5.19 

23 = ( 1 0 1 1 1 ) 2  0 

17 = ( 1 0 0 0 1 ) 2  0 

XOR =  0 0 1 1 0 0   0 

  
52

P  42
P  32

P  22
Q  12

P  02
P   002

P   

 

請注意表 5.19，發現 

4)23( a ， 2)17( a ， )2(mod0)24()17()23((  aa 。 

得到 

演算方法 5.20 

在漢明碼序列和平面， 2mod))()((),( tasatsHSC  。 

性質 5.21 

)),(),( stHSCtsHSC  。 

性質 5.22 

0),( ssHSC 。 

考慮進位的問題，我們也發現等值性的特性，如圖 5.22及圖 5.23。 

 32 k   22 k    12 k     k2                     

 

+) 

 1 0 * 

1 

* 

□ 

* 

□ 

* 

□ 

* 

□ 

 

   1 ◎ ◎ ◎ ◎ ◎  

-   1 0 0 0 0 0  

  1 0 ◎ ◎ ◎ ◎ ◎  

圖 5.22 
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圖 5.23 

得到 

性質 5.24 

設 ji kkk   222 22223 ，則 ),(),22( 2 jiHSCjiHSC kx   ，其中， 3 kx 。 

 

 

 

 

陸、應用 

設計另外一種塗滿平面的方式，規定自然數 n以 l進位表示，得到 

定義 6.1 

(6.2)                     k

i

i
in laln

0
, ，其中， 1, knal ；當 kj  ， 0, jnal 。 

(6.3)                                k

i
inalnal

0
,)( 。 

(6.4)                             )mod()()( lnalnHL  。 

給定第 i列第 j行，稱為座標 ),( ji ，我們將座標 ),( ji 以不同的 )(nHL 數值塗在平面上，進行顏

色的數值轉換，將得到一些漂亮的圖案。 
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圖 6.5係 81*81的 )(3 nH 圖形。 

圖 6.6係 16*16的 )(4 nH 圖形。 

圖 6.7係 25*25的 )(5 nH 圖形。 

圖 6.8 係 36*36的 )(6 nH 圖形。 

提供藝術地毯之用。 

 

 

 

 

 

圖 6.5                                      圖 6.6 

 

 

 

 

 

 

         圖 6.7                                          圖 6.8 

 

考慮在十進位，第 s列第 t行的座標 ),( ts 在以 l進位鋪成的平面呈現甚麼顏色? 

模仿我們提出一個演算方法，即 

演算方法 6.9 

在十進位，第 s列第 t行的座標 ),( ts 在以 l進位鋪成的平面，顏色的編號 ),( tsHSCl ，即 

),( tsHSCl  )mod())()(( ltalsalHSCl   

性質 6.10 

)(mod)(2),( lsaltsHSCl  。 ),(),( stHSCltsHSCl  。 
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柒、結論 

本研究係針對漢明碼序列和提出討論，其應用在於無線通訊過程的訊號檢查。重要的發現 

數列數值： 0)4)14((  umX ， 1)4)24((  umX ， 0)4)34((  umX 。 

1)4)14((  umY ， 0)4)24((  umY ， 1)4)34((  umY 。 

快捷找法：以二進位法表示，右往左搜尋，第 1個出現數崉 1的位置為 t2 ，再由 t值的奇

偶性判斷 )(nX 值和 )(nY 值。 

相鄰數值： 1))1(())((0  kk nXnX ，且 0)1()(  nXnX 。 

2))1(())((1  kk nYnY ，且 1)1()(0  nYnY 。 

數列表現： )(nX 值只出現 0100010與 0101010兩種片段。 

)(nY 值只出現 1011101與 1010101兩種片段。 

    等值性 ：自然數 u 和非負整數 t， )22()2( 11 uuu tXX   ； )22()2( 11 uuu tYY   。 

對偶性 : 在漢明碼序列和平面， 

         2mod))()((),( tasatsHSC  。 

         )),(),( stHSCtsHSC  。 0),( ssHSC 。 

             設 ji kkk   222 22223 ，則 ),(),22( 2 jiHSCjiHSC kx   。 

    轉換:   我們將座標 ),( ji 以不同的 )(nHL 數值塗在平面上，進行顏色的數值轉換，將得

到一些漂亮的圖案，可提供藝術地毯的繪圖。 
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附錄一、 130  n 的 )(na 、 )(nHS 、 )(nX 及 )(nSX  

附錄表 1 

n  以二進位法表示 )(na  )(nHS
 

)(nX
 

)(nSX  
42  32  22  12  02   

0     0 0 0   

1     1 1 1 0 0 

2    1 0 1 1 1 1 

3    1 1 2 0 0 1 

4   1 0 0 1 1 0 1 

5   1 0 1 2 0 0 1 

6   1 1 0 2 0 1 2 

7   1 1 1 3 1 0 2 

8  1 0 0 0 1 1 1 3 

9  1 0 0 1 2 0 0 3 

10  1 0 1 0 2 0 1 4 

11  1 0 1 1 3 1 0 4 

12  1 1 0 0 2 0 0 4 

13  1 1 0 1 3 1 0 4 

14  1 1 1 0 3 1 1 5 

15  1 1 1 1 4 0 0 5 

16 1 0 0 0 0 1 1 0 5 

17 1 0 0 0 1 2 0 0 5 

18 1 0 0 1 0 2 0 1 6 

19 1 0 0 1 1 3 1 0 6 

20 1 0 1 0 0 2 0 0 6 

21 1 0 1 0 1 3 1 0 6 

22 1 0 1 1 0 3 1 1 7 

23 1 0 1 1 1 4 0 0 7 

24 1 1 0 0 0 2 0 1 8 

25 1 1 0 0 1 3 1 0 8 

26 1 1 0 1 0 3 1 1 9 

27 1 1 0 1 1 4 0 0 9 

28 1 1 1 0 0 3 1 0 9 

29 1 1 1 0 1 4 0 0 9 

30 1 1 1 1 0 4 0 1 10 

31 1 1 1 1 1 5 1 0 10 
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附錄二、 )(nX 與 )(nY 的對偶性 

本研究所討論的 )(nX 與 )(nY ，其比較如附錄表 2。 

附錄表 2   

項目 )(nX  )(nY  

邏輯運算 若 )1()(  nHSnHS 則 1)( nX ， 

若 )1()(  nHSnHS 則 0)( nX 。 

若 )1()(  nHSnHS 則 0)( nY ， 

若 )1()(  nHSnHS 則 1)( nY 。 

數值 0)4)14((  umX ， 

1)4)24((  umX ， 

0)4)34((  umX 。 

1)4)14((  umY ， 

0)4)24((  umY ， 

1)4)34((  umY 。 

快捷找法 給定自然數 n，將 n以二進位法表

示。由右往左搜尋，第 1個出現數崉

1的位置為 t2 。 

若 t為奇數，則 1)( nX ； 

若 t為偶數，則 0)( nX 。 

給定自然數 n，將 n以二進位法表

示。由右往左搜尋，第 1個出現數崉

1的位置為 t2 。 

若 t為奇數，則 0)( nY ； 

若 t為偶數，則 1)( nY 。 

奇偶問題 )(1)( nYnX   )(1)( nXnY   

相鄰兩個整數 1))1(())((0  kk nXnX  

0)1()(  nXnX  

2))1(())((1  kk nYnY  

1)1()(0  nYnY  

數列表現 出現 0100010與 0101010兩種片段 出現 1011101與 1010101兩種片段 

 

不變量 

自然數 u 和非負整數 t， 

)22()2( 11 uuu tXX   。 

自然數 u 和非負整數 t， 

)22()2( 11 uuu tYY   。 

級數和 給定一個自然數n，必然可以被有限

次的被 4除，直到商為 0為止。 

可得到 )(nX 及 )(nSX 。 

給定一個自然數n，必然可以被有限

次的被 4除，直到商為 0為止。 

可得到 )(nY 及 )(nSY 。 

 

 



Ȝ評語ȝ080414  

本作品主要利用二進位制研究漢明碼和序列相鄰項，並針對一

系列發現做了完整說明。另外，利用漢明碼序列和的奇偶性和一些

發現做了很好的應用，如藝術地毯的繪圖，相當有趣。 
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