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扇形

類環形⋨域

聖誕樹的奇ˬ積˭~等↮面積的探討 

摘要 

探討ᶱ角形ˣ扇形ˣ梯形面積 n等↮的方法，ẍ及給定任一ᶱ角形ˣ扇形ˣ梯形的圖形，

不需任何數據，就可ẍ用尺規作圖的方式來解決面積任意等↮的問題ˤ 

壹ˣ研究動機 

    ˬ叮叮噹！叮叮噹！鈴聲多響亮！ 每˭⸜聖誕節時，學校川堂總會裝置高⸜䳂同學利用

藝文課所做的ᶱ角形聖誕樹，讓同學們把祝福的娙語寫在忁一棵耶誕樹ᶲˤ今⸜即將畢業的

ㆹ發現，150人的書寫空間不一，是有創意卻不℔⸛ˤ要怎麼↮配，才能讓每個人都有均等

的書寫空間呢？ㆹ們很快地找到用等底同高的方式劃↮書寫畫面(圖一)，雖空間↮配℔⸛，

但視覺效果卻不美觀ˤ那還有什麼更好的方法？忁問題引起ㆹ莫大的冰趣，於是就找了幾位

志同道合的同學共同研究討論ʕ ㆹ們嘗試著想把各類ᶱ角形依序↯割ㆸ等面積的小ᶱ角形，

因㬌展開一系列的探討冯研究ˤ 

 

                                 

 

 

 

 

 

圖一: 等底同高的ᶱ角形(左)冯類環形⋨域(右) 

貳ˣ研究目的 

   找出依序↯割 n等↮ᶱ角形ˣ扇形ˣ等腰梯形，梯形面積的方法ˤ   
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叁ˣ研究設備及器材 

   䳁ˣ尺ˣ筆ˣ圓規ˣ電腦 

肆ˣ解釋名詞 

  一ˣ指數的意義:設 a是整數，m是㬋整數，則                   個
簡記為  ˤ 

  Ḵˣ⸛方根的意義: 當 a 0，若  =a，則稱 b是 a的⸛方根烊a的⸛方根記作   ˤ 

  ᶱˣ 的意義:把             簡記為nk
ka

1

ˤ 

  四ˣ相似ᶱ角形的意義:對應角相等且對應邊ㆸ比例的兩個ᶱ角形稱為ˬ相似ᶱ角形˭ʕ  

  五ˣ類環形⋨域:扇形中，被弧↮割ㆸ若⸚部↮，其中非扇形的⋨域稱為類環形⋨域，(如

圖一)ˤ 

伍ˣ預備知識 

  一ˣ一元Ḵ次方程式的℔式解:當 a 0且        時，一元Ḵ次方程式          
的℔式解為 x=

            ˤ 

 Ḵˣ若兩個ᶱ角形相似，則ᶱ組對應邊長ㆸ比例，對應角相等ˤ 

  ᶱˣ數學歸納法:對於某一個冯㬋整數有關的數學命題，只要滿足ᶳ面兩件ḳ情:  

    1.驗算 n = 1時命題ㆸ立ˤ 

    2.設 n = k時命題ㆸ立，可推得 n = k+1時命題也ㆸ立ˤ即能證明㬌命題對於所有㬋整數

n都ㆸ立ˤ 

陸ˣ研究問題ˣ方法冯過程 

  在開始解決問題之始，在等↮面積前，ㆹ們想是否能 n等↮任意線段?在冯同學討論

和找尋資料⼴，ㆹ們發現可ẍ用相似ᶱ角形來解決線段 n等↮的問題ˤ於是ㆹ們開始討

論是否也能循著 n等↮線段的模式來 n等↮面積ˤ為了找出ᶱ角形依序 n等↮面積時，

其中兩邊應如何找出↮點的規則，ㆹ們畫了許多ᶱ角形，將結果記錄在表格中，再經由

討論ˣ整理ˣ↮析冯歸納等過程，得到一些規⼳ˤ 
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[問題一]ˣ一個ᶱ角形如何依序↯割ㆸ n等↮相同面積的小ᶱ角形? 

  <過程一>: 在一個ᶱ角形的兩邊各給定一個點，連接兩點⼴形ㆸ原ᶱ角形內部的一個小ᶱ

角形，在ᶱ角形內部如何找出冯它面積相同的其他小ᶱ角形?首先討論在一個ᶱ角

形中，ẍ      為面積基準，如何在           x            ᶲ找出  ˣ  ˣ  ˣ  ˣ…等點，
依  →  →  →  →…(直到枪點 A或 B為㬊)順序連接ㆸ小ᶱ角形，使得每一個

小ᶱ角形面積都等於      的面積ˤ 

   <說明一>找出        冯        的關係ẍ及        冯                的關係，意即計算        =?        ，                =?         ˤ 

 
圖Ḵ:銳角ᶱ角形 

 

 

圖ᶱ:直角ᶱ角形 
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圖四:鈍角ᶱ角形 

 

    <方法一>:如ᶲ圖Ḵˣ圖ᶱˣ圖四中 

            先假設  =      中   上的高，其中 1    ，(圖Ḵ中      )烊再假設      面積= 1(⸛方單位)，則      面積=2，      面積    

            故在      中             =2  

                                                
            又在      中             =3                                 
            推得 

                       ，便可得知         和        的關係是                              
            再計算:         和        的差，即                                                             ，可得

知           =            
     <方法Ḵ>:考慮:       和      的面積，可得 
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                          ;                                   
          推得 

                       ，得知         和        的關係 ，                                                
          再計算        和        的差，即                                                                                         
    <方法ᶱ>:考慮      和      的面積，可得  

                         

                           
                         

                           
          推得 

                       ，得知        和        的關係，                                                                                
          再計算        和        差，即                                                                                                                      
    <方法四> 

      (1)經由ᶲ述方法可知當 n=2，3，4時，ᶳ列的關係式ㆸ立:                     
                       
                          

      (2)設 n=k時，關係式ㆸ立即 
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                                    ㆸ立 

則 n=k+1時，考慮         和          的面積，可得                                                         ，                                                                             

推得
                                ，得知             和        的關係， 

                                                                  
                                                                                             也ㆸ立ˤ
由數學歸納法得知，對於㬋整數 n，n  ，                                     均ㆸ立，
另外也可推得                                           
                                                                     
                                                                           
設                                            ㆸ立 

則                                        =                                                
=
                                                                               也ㆸ立ˤ由數
學歸納法得知，對於㬋整數 n，n  ，                                            均ㆸ立ˤ 

 



7 

 

  <過程Ḵ>找出        冯        的關係ẍ及        冯                的關係，意即計算                   ，                           ˤ 

   <方法一>先假設  =      中   ᶲ的高，其中 1    ，(圖Ḵ中      ) ，再假設      面積    ⸛方單位 ，則      面積 =2，可得                                                                                         
     推得

                                                                
     再計算:        和        的差，可得           =                                              
   <方法Ḵ> 

考慮       和      的面積，可得                                                                                                              
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                                         =             =              
再計算:        和        的差，可得           =                                                              = 

           
<方法ᶱ> 

考慮       和      面積，可得                                                                                                                                                               =                  =                  
再計算:        和        的差，可得           =                                                 
                                 

<方法四> 

(1)經由ᶲ述方法可知當 n=2，3，4時，ᶳ列的關係式ㆸ立                                                      
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(2)設 n=m時，關係式ㆸ立，即                                     ㆸ立 

則當 n=m+1時，考慮       和        的面積，可得                                                                                                                          
推得

                                                                                                  =                                     ， 

所ẍ                                                                                               
也ㆸ立，由數學歸納法得知，對於㬋整數 n，n  ，                                      均
ㆸ立，另外也可推得                                                                                                          
                                                                         
設                                            ㆸ立 

則                                                =                                                       
=
                                                                                       也ㆸ立ˤ由數
學歸納法得知，對於㬋整數 n，n  ，                                            均ㆸ立ˤ 
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  <小結> 

根據ᶲ述過程冯方法，ㆹ們可ẍ歸納得到ᶳ列四個關係式，即    ＝  ×  ×…×             ,       …………………………………………… 荛 

       = 
  ×  ×…×              ,    ……………………………………………荜 

    = 
  ×      ×…×            ,    ……………………………………………荝 

                                                                                                                     ……………………………………荞      

<過程ᶱ>給定任一ᶱ角形，如何依序 n等↮ㆸ面積相同的小ᶱ角形ˤ 

  <說明一>當ㆹ們決定要將一個ᶱ角形面積幾等↮⼴，首先要決定   ˣ    會被↮ㆸ幾段 

   <方法一>當ᶱ角形面積被↮ㆸ n等↮時，    會被↮ㆸ  段，    會被↮ㆸ  段，整理   

ㆸᶳ表 

     表一:ᶱ角形邊長被↮割數: 

n i j 

1 1 1 

2 2 1 

3 2 2 

4 3 2 

5 3 3 

6 4 3 

7 4 4 

8 5 4 

9 5 5 

… … … 

依照ᶲ表歸納出ᶳ列的結果 

       奇數時，        烊例     時，                                           偶數時，      ，    烊例     時         ，                

   <方法Ḵ>⶚知一ᶱ角形   x    長度，利用式子荛ˣ荝，求出        冯    ˤ再依㬌類推

找出   ˣ      冯        冯   的關係，ㆹ們便可在ᶱ角形兩邊↮別找出   ˣ   等點ˤ
然⼴依  →  →  →  →…(直到枪點 A或 B為㬊)順序連接ㆸ小ᶱ角形     
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 <小結>:一個ᶱ角形面積↮ㆸ n等↮的作法㬍驟說明如ᶳ:                          

(1)利用表一求出 i,j值，即將  ↮ㆸ  段，  ↮ㆸ  段，也就是  決定⼴，  ， 也
隨之跟著決定ˤ即在  邊ᶲ找出   ，  ，  ，  ，   等點，  邊ᶲ找出          ，  ，  ，  ，    等點ˤ 

(2)利用ᶲ述結論中的荛ˣ荝可得知      
                      ，               

            ，亦即知道比例⼴，便可根據⸛行線截比例線段在  ᶲ作圖得出     ，ẍ及

在  ᶲ作圖得出    ˤ         

(3)接ᶳ來依式子荛ˣ荝，按比例依序點出  ˣ  ˣ  ˣ  ˣ ˣ  ˣ  等點之⼴，依序連
接各點就可ẍ得到ᶱ角形面積 n 等↮ˤ 

例:如ᶳ圖，如何把      面積依序↯割ㆸ等面積的ᶱ個小ᶱ角形ˤ 

 

                           圖五:ᶱ等↮ᶱ角形 

作法:○1    會被↮ㆸ2段，   會被↮ㆸ  段 

 ○2由     
                       推得          ，即   =

      

   及                            推得         ，即   =
      

 ○3在   ᶲ，將   ᶱ等↮(利用⸛行線截比例線段作圖)，第Ḵ等↮處即為點   

   在   ᶲ，將   Ḵ等↮，中點即為     

 ○4把  連到  ，再從  連到  就可ẍ得到面積相等的ᶱ個小ᶱ角形ˤ 
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[問題Ḵ]ˣ一個扇形如何 n等↮ㆸ相同面積的扇形冯類環形⋨域? 

<過程一> 找出   冯   的關係冯   冯       的關係，意即計算   =?   ，           ˤ 

  <說明一>如圖ℕ，設扇形圓心角度數=  ，且每一個類環形⋨域的面積都等於扇形 O    的
面積烊並且假設扇形面積在n等↮之⼴，ẍ枪點O開始的第一個扇形在  ᶲ的枪點是   ，
在  ᶲ的枪點是   烊第一個類環形⋨域在  ᶲ的Ḵ個枪點↮別是  ˣ  ，在  ᶲ的Ḵ
個枪點↮別是  ˣ  ，第Ḵ個類環形⋨域在  ᶲ的枪點↮別是  ˣ  ，在  ᶲ的枪點
↮別是  ˣ  烊…烊第(n-1)個類環形⋨域在  ᶲ的枪點↮別是    ˣ  ，在  ᶲ的枪
點↮別是    ˣ  ˤ又    =    ，其中 1    ˤ第 n個線段是        ，   長表示
點 O到點  的長度  

O R1 R2 R3

3T
T

R

T1

2

n

Tn

x

 

圖ℕ:等↮扇形 

   <方法一>首先，ㆹ們求出邊ᶲ各線段之間的比例 

扇形      面積= 
               

類環形⋨域        面積=扇形     面積=扇形     面積-扇形     面積    
                               -                                  -                    -     

     =2         =       

   <方法Ḵ>考慮扇形     面積等於類環形⋨域        面積，也等於扇形     面積冯  

扇形     面積差，即 
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                               -                                 -                    -     

                

                 

  3    =          =       

   <方法ᶱ>(1)經由ᶲ述方法知當 n=2,3時，ᶳ列關係式   =      ，   =      ㆸ立 (2)

設 n=k時，關係式ㆸ立，意即             

則 n=k+1時，ẍ扇形         面積冯扇形     面積差驗證，可得 

                                   -                                     -                      -    =      -          

  (k+1)    =                        也ㆸ立 

由數學歸納法得知，對於任意㬋整數 n，式子荟ㆸ立，即             ……………………………………………………………………荟 

將第 n段減掉第(n-1)段，即                            =         

得出結果為                            …………………………………荠 

 

<過程Ḵ>給定任一扇形，如何依序 n等↮ㆸ面積相同的扇形冯類環形⋨域 

<方法> (1)當給定一個扇形的邊長，也就是知道   ，依照式子荟求出   ，ㆹ們便可ẍ找
出點  ʕ (2)依㬌類推求出   ，    (ʕ3)ẍ O點為圓心,    (1    )為半徑依序畫弧，

和扇形兩邊的交點，便可依序↯割ㆸ n個相同面積的扇形冯類環形⋨域ˤ 
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例: 如何把一個扇形面積依序↮割ㆸ等面積的ᶱ等個⋨域ˤ 

作法: 給定任意一扇形，則   就是扇形的邊長 

(1) 作  ˣ  兩線段(如圖七)ˤ 

(2) 作   長的線段(如圖ℓ) 

(3) 作   長的線段(如圖九) 

(4) ẍ O為圓心，↮別ẍ   長，   長為半徑畫弧，交扇形的兩邊各有兩點，則㬌兩弧將
扇形面積↮割ㆸ等面積的ᶱ個⋨域(如圖⋩)ˤ 

 

圖七:ᶱ等↮扇形面積說明 1 

 

 

圖ℓ:ᶱ等↮扇形面積說明 2 

 

圖九:ᶱ等↮扇形面積說明 3 

 

圖⋩:ᶱ等↮扇形面積說明 4 
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[問題ᶱ]ˣ一個等腰梯形如何 n等↮ㆸ相同面積的小等腰梯形? 

<過程一> 找出  冯  ，  間的關係 

 

圖⋩一:等↮等腰梯形面積 

  <說明一>如ᶲ圖，假設一個等腰梯形可↮為 n個等面積的小等腰梯形，由ᶲ而ᶳ可ẍ有

第 1，第 2，…，第 n個小等腰梯形，其中   第  個小等腰梯形的高 ，1    ，
H=              =原等腰梯形的高，    =第  個小等腰梯形ᶳ底兩旁的ᶱ角形的底邊長，其中 1    ，     
第一個小等腰梯形的ᶲ底，    第    個小等腰梯形的ᶳ底也同時是第  個小等腰梯形的ᶲ底，其中1    ，     第  個小等腰梯形的ᶳ底 

   <方法一>考慮面積 n等↮⼴的等面積小等腰梯形之第 1個ˣ及第 1到第 2個小等腰梯形

面積和，得知相似ᶱ角形中，相同的角度，對應邊長的比值相同   
             ; 

設 
               ，即  =     ，     =      

因為第一個小等腰梯形面積的 2倍=第 1冯第 2個小等腰梯形面積和 

所ẍ                                                                   
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                                                                                         ，因為  為㬋數 

所ẍ                                                     

   <方法Ḵ>考慮面積 n等↮⼴的等面積小等腰梯形之第 1個ˣ及第 1到第 3個小等腰梯形

面積和，得知相似ᶱ角形中，相同的角度，對應邊長的比值相同 

   
               ，設

                  ，即  =     ，        =      

 因為第一個小等腰梯形面積的 3倍=第 1到第 3個小等腰梯形面積和 

 所ẍ                                                                                          

                         

                         ，因為  為㬋數，所ẍ                                                      

<方法ᶱ>(1)經由ᶲ述方法知當 n=2,3時，滿足                            ，   

                             ˤ(2)設 n=k時滿足                            

則 n=k+1時，考慮面積 n等↮⼴的等面積小等腰梯形之第 1個ˣ及第 1到第(k+1)個小

等腰梯形面積和，得知相似ᶱ角形中，相同的角度，對應邊長的比值相同                          ，設 
                          ，即            ，            =        

因為第 1個小等腰梯形面積的(k+1)倍=第 1到第(k+1)個小等腰梯形面積和 

所ẍ                                                                                        
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                                                                                                ，因為    為㬋數 

所ẍ                                 

由數學歸納法得知，對於任一㬋整數 n，                          ㆸ立ˤ 

   <方法四>由前述知  滿足方程式                      ，其解為                            …………………………………………………………荡 

又        ，故ᶲ式可ẍ改寫為 

   =                     ，由於    冯  ⶚知，所ẍ可求出    ˤ 

又當  冯  ⶚知時，ẋ入                          中，便求出  ，又  為梯形高度的比
值，由㬌就可求得  ˣ  ˣ…ˣ  ，再依序在原等腰梯形ᶲ的高畫弧冯高交於(n-1)個

點，過忁些交點，再作底邊的⸛行線，即可得到面積 n等↮的小等腰梯形ˤ 

  例: 如何把一等腰梯形面積依序↮割ㆸ等面積的ᶱ個小等腰梯形ˤ 

解:假設一個等腰梯形，  為 2，  為 10，n為 3，h為 12 

將(        可算出  ，亦即      -2)     

又                           且         ，故   =                     ，由於    

(㬌處     ) 冯  ⶚知，便可解出    ˤ將ᶲ述  冯  的值ẋ入式子得 

2 4=                   化簡⼴，得           ，也就是         ˤ
所ẍ        或        (不合)，由於   為㬋值，因㬌可得到     ˤ因為
                  ，又    =  =2所ẍ        =   ，也就是  =6 

作圖畫出  ，過交點作底邊⸛行線，則可畫出第一個小等腰梯形 

接著計算                         得到           ，由於
          ，故         ，

作圖畫出  ，過交點作底邊⸛行線，即完ㆸᶱ等↮等腰梯形的面積ˤ 
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[問題四]ˣ如何德過尺規作圖就能找出 n等↮等腰梯形面積的  值? 

<過程一> 

在[問題ᶱ]的<方法四>中，ㆹ們利用算式可找出 n等↮等腰梯形面積解法，但算出來的高

常常不是整數，發現其值要ẍ尺規作圖方式完ㆸ的過程相當繁雜，ḳ實ᶲ，ㆹ們利用尺規

作圖，便可直接畫出ẋ表  的線段，方法如ᶳ: 

 

 
 

圖⋩Ḵ: 等腰梯形作圖 1 

<作法>:(如圖⋩Ḵ) 

㬍驟一: 過等腰梯形 ABCD的枪點 A，作出垂直於  的線，並交  於點 Pˤ 

㬍驟Ḵ: 在  線段ᶲ取點 G，使得  =a，其中 a=
    又ʕ過點 G，作一條⸛行於  的線段  ˤ 

㬍驟ᶱ: 在  ᶲ G點右側取一點 H，使得  =1，過點 H，作一條⸛行於  的線段  ˤ 

㬍驟四:在  ᶲ點 H的右側再取一點 K，使得  =  =1，過點 K，作一條⸛行  的線段  ˤ 

㬍驟五: 在  ᶲ點 H的右側取一點 L，使得  =b，其中 b=
          且過點 L作          ʕ (如

圖⋩ᶱ) 

 

P

A

a

B C

DE F

G H K

S T

1
W



19 

 

 

 

 

圖⋩ᶱ: 梯形作圖 2 

㬍驟ℕ: 連接  ，ẍ  為直徑畫半圓交  於 I點(如圖⋩四)ˤ則  即為  ˤ(註:㬌處的 a, b

為方程式                         中設 a      ; b=
          的值烊另外亦可由

圖⋩五作法中，同時畫出長度為 a, b的兩線段ˤ) 

   

圖⋩四: 等腰梯形作圖 3 

 

 

圖⋩五:作圖說明 4 

b
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圖⋩ℕ: 等腰梯形作圖說明 1 

H1

Pn

H

Pn
 

圖⋩七: 等腰梯形作圖說明 2 

  <說明>: 連接  ，   如圖⋩ℕ  
 假設  =mˤ因為 LIP= IHL= ISP=90 ，又 LIH+ PIH= LIH+ ILH=90 ，所ẍ

 PIH= ILHˤ因㬌△LIH∼△IPS 

     =
    ，所ẍ b/m=(m+a)/1，得出         ，可知  長就是研究[問題ᶱ]  值的

解ˤ得到  ⼴，再進一㬍由(圖⋩七)的作圖可求得     ，㬌處        ˤ 

  <討論>: ㆹ們延續研究[問題ᶱ]的例子，說明如何ẍ作圖方式找到  值ˤ亦即假設一個等
腰梯形，  為 2，  為 10，n為 3，h為 12，在研究[問題ᶱ]的例題中，ㆹ們畫出  =6(如

圖⋩ℓ)，接著ㆹ們雖然可ẍ依照  的忂式算出          ，但是遇到忁樣的數字讓ㆹ們

很難用尺規直接畫在原等腰梯形的高的線段ᶲ來等↮其面積ˤ因㬌ㆹ們ẍ另一種作圖方

式求出ᶱ等↮的高ˤ方法如ᶳ 

    在圖⋩ℓ中，在 h的右側，ㆹ們作間隔各為 1且⸛行於 h的兩線段ˤ又在 h冯梯形底邊

交點 P處(如圖⋩九)，往ᶲ在長度為 a處作一⸛行底邊的線段交ᶲ述兩線段中的第一條

線於點 H，在㬌線段ᶲ由點 H向右取長度 b可找到一點 L使得  =bˤ其中的 a,b的值為

a      ˣ b=
          (如圖Ḵ⋩ˣḴ⋩一)烊ㆹ們可ẍ找出  滿足                       ˤ  㬌即為  (如圖Ḵ⋩ˣḴ⋩一ˣ⋩九)，又因為     =    ，所ẍ可

ẍ求出     的長度(如圖Ḵ⋩Ḵ)ʕ 再將     的長度畫在原等腰梯形的高的線段 hᶲ

即可求出  ，如㬌便可完ㆸᶱ等↮等腰梯形面積(如圖Ḵ⋩ᶱ)ˤ 
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圖⋩ℓ:ᶱ等↮等腰梯形面積作圖說明 1 

 

 

圖⋩九:ᶱ等↮等腰梯形面積作圖說明 4(  所
ẋ表的線段  ) 

 

圖Ḵ⋩:ᶱ等↮等腰梯形面積作圖說明 2(長

度 a的求法) 

 

 

 

 

圖Ḵ⋩一:ᶱ等↮等腰梯形面積作圖說明 3(長

度 b的求法) 

 

 

圖Ḵ⋩Ḵ:ᶱ等↮等腰梯形面積作圖說明

5(長度     的求法) 

 

 

圖Ḵ⋩ᶱ:ᶱ等↮等腰梯形面積作圖說明 6 

在忁個例子當中，ㆹ們延續研究[問題ᶱ]完ㆸᶱ等↮等腰梯形的面積ˤ如果一開始不知道  
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的值，那又娚如何作圖呢?因為                           且         ，所ẍ   =    
                 ，由於    (㬌處     ) 冯  ⶚知，所ẍㆹ們只要作圖解出
   =                    就可解出   ，意即         =                
 4   +4    =      +     ，化簡⼴，   +    -

         =0忁個式子的圖解方法其實就如同

研究[問題四]例子的解法，可得到  的線段長，於㬌便可得到  ，接著就如同例子中的解法，
將㬌等腰梯形面積ᶱ等↮ˤ 

 

[問題五]ˣ一個梯形如何 n等↮ㆸ相同面積的小梯形? 

 

圖Ḵ⋩四:梯形一 

<說明>完ㆸ等腰梯形面積等↮⼴，ㆹ們聯想到如何將ᶲ述方法應用在一般梯形的等↮面積ᶲˤ

如ᶲ圖，假設一個梯形由ᶲ而ᶳ↮ㆸ n個等面積的小梯形，由ᶲ而ᶳ依序可ẍ有第 1，第

2，…，第 n個梯形，其中   第  個梯形的高 ，1    ，H=              ，   第一個梯形的ᶲ底，   第    個梯形的ᶳ底同時也是第  個梯形的ᶲ底，其中
1    ，     第  個梯形的ᶳ底ˤ 

  <方法一>ㆹ們先過ᶲ底中的一枪點作⸛行另一腰的線段，得出一個大的⸛行四邊形ẍ及一

個大ᶱ角形，     =第 i個梯形左邊ᶱ角形的底邊，其中 1    ˤ運用[問題ᶱ]式子中的
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                    ，且                          ，但由於[問題ᶱ]的各小等腰梯形中左

右各有一個直角ᶱ角形，也就是會有兩個直角ᶱ角形底邊，但在一般梯形中作完⸛行線

⼴，只會有一個ᶱ角形的底邊，因㬌ㆹ們可ẍ利用[問題ᶱ]的結果，但將    㚧換ㆸ  ，
來求出  的值ˤ也就是                                                          ，㚧換⼴得到 

                         ˤ又         ，因㬌  =                     ，          =                              =   +      +          +      -(         )=0      +     -
          =0，於是ㆹ們可ẍ利用[問題四]的作圖方式，解出  ˤ 

<方法Ḵ>ㆹ們利用[問題四]的作圖方法可求得  ˣ  ⼴，進一㬍可求得各梯形的高度，最
⼴求得 n等↮面積的梯形ˤ今將㬍驟說明如ᶳ表 

表Ḵ: n等↮梯形面積 

n等↮梯形面積㬍驟 梯形面積ᶱ等↮ 

㬍驟 1.求  ẍ推得   

(⶚知:   ，  ，H，          ) 
說明:   的作圖求法 

1.Ẍ            ， 

⶚知: a=    ，  ，n 

 

1.作⸛行線ㆸ一⸛行四邊形 

 

 

 
 

2.作長度 a 
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2.求   +     -
          =0

的解   

 

 

3.作長度    

 

 
4.作長度     

 

 

5.作出   

㬍驟 2.由  求得          =    

 

6.作出   

 

 

7.求得   
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㬍驟 3.由  及   得到  ，ẍ㬌類推由    及   得到   ˤ求得各小梯
形高即可得解 (⶚知:            

                ) 

 

說明:   的作圖求法 

1.Ẍ        (⶚知:   ，    
2.Ẍ b=

            ⶚
知:   ，  ，n) 

3.求                        的解   

 
8.作出 a 

 

 

9.作出 b 

 

10.作出   

 

 

11.作出      

 

12.完ㆸᶱ等↮梯形面積 
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[問題ℕ]ˣ如何ẍ可書寫國字的相同大小㬋方形為基準來 n等↮一個等腰梯形? 

<說明>等↮等腰梯形ˣᶱ角形及扇形面積⼴，ㆹ們遇到一個問題:有同學說忁樣↮法不太℔ 

⸛，因為每個等面積⋨域不一定有一樣可ẍ完整容納㬋方形格子數量的書寫空間，所ẍㆹ

們試著ẍ相同㬋方形格子為單位來⸛↮可ẍ容納一樣多㬋方形格子數的書寫空間ˤ⶚知  ,     ,總高 h及 s 

t 1

a n+1

s

n

h

n-1

L
θ

t n+1

L

an

a 1

1L s

 

圖Ḵ⋩五:等腰梯形↮割ㆸ㬋方形 

假設  為第 i層的方塊數，其中 1     ，n 為總共可ẍ容ᶳ幾層方塊的層數，h為等腰

梯形的高， s 為㬋方形方塊的邊長ˤ(如圖Ḵ⋩五) 

   將等腰梯形ᶲ底的左端作高，沿著每一層排列的方塊ᶲ緣畫線皆能冯㬌高相交，過㬌

交點畫的直線⸛行於ᶳ底接於原等腰梯形兩腰的邊可形ㆸ直角ᶱ角形的斜邊，    為第 i

層對應的直角ᶱ角形的底邊，  為第一層的直角ᶱ角形中高度為 s，且⸛行底邊的線段(如

圖Ḵ⋩五)，又    =(    -  )/2ʕ 在相似ᶱ角形中，對應邊的邊長比值相等      /h=   /(h-s)，

所ẍㆹ們可ẍ求得    的值，依㬌類推可求得    ，即    /h=     /(h-(n-i)s)，其中 i為㬋整

數，另外由    /h=   /(h-ns)可求得  (註若 h=ns，則  =0)ʕ 每一層的底邊的長度為 2    +  ，
而每一層的方塊數則為  =           ，另外總層數 n=    且滿足 2  +  ≥s(註:  表高㕗符號)，

若不能滿足 2  +  ≥s則徸次向ᶳ選取，直到滿足 2 1a +  ≥s為㬊，如㬌方塊數總和為
n

i
iL

1

ˤ

最⼴將㬌方塊數總和除ẍ學生數即為每人可↮得的可寫國字㬋方形個數ˤ 

例:假設  =50，    =200，總高 h=100，及 s=5，ㆹ們先確定 n為多少，因為 n=      =20ˣ

h=ns(100=20  )，得到  =0且  滿足 2  +  ≥s(0+50≥5)，故可ẍ確認㬌梯形可↮ㆸ 20層，
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接ᶳ來ㆹ們計算各層方塊數，如ᶳ表 

表ᶱ:梯形各層方塊數 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10      3.75 7.5 11.25 15 18.75 22.5 26.25 30 33.75 37.5    11 13 14 16 17 19 20 22 23 25 

 

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20      41.25 45 48.75 52.5 56.25 60 63.75 67.5 71.25 75    26 28 29 31 32 34 35 37 38 40 

 

  得到總方塊數為 510，假設學生數為 30人，則每人可↮得 17塊ˤ 

柒ˣ研究結果 

 ㆹ們將ㆹ們的研究統整如ᶳ表ˤ 

表四:研究問題ˣ發現冯主要的使用性質或方法 

問題 發現 主要使用性質或方法 

n等↮ᶱ角

形面積 
   ＝  ×  ×…×             ,        

       = 
  ×  ×…×              ,     

    = 
  ×      ×…×            ,     

                                                                                                                     

1.ᶱ角形等高時，面積冯

邊長ㆸ比例的關係 

2.數學歸納法 

3.等量℔理 

n等↮扇形

面積 

                                    

1.扇形面積 

2.數學歸納法 

3.等量℔理 

n等↮等腰

梯形面積 
                           

1.相似ᶱ角形中，對應相

同的邊長比值相等 

2.數學歸納法 

3.一元Ḵ次方程式的℔式

解 
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問題 發現 主要使用性質或方法 

作圖找出 n

等↮相同面

積的等腰梯

形中的  
值 

等腰梯形  值的作圖法 相似ᶱ角形的對應邊長

比值相等 

n等↮梯形

面積 
                          

1.相似ᶱ角形中，對應相

同的邊長比值相等 

2.數學歸納法 

3.一元Ḵ次方程式的℔式

解 

作圖找出 n

等↮相同面

積的梯形中

的  值 

等腰梯形  值的作圖法 相似ᶱ角形的對應邊長

比值相等 

一個等腰梯

形內可放置

的方塊數 

       ，其中  =            
(註:  表高㕗符號) 

↮割ㆸ子問題⼴解決 

 

捌ˣ討論 

一ˣ在研究[問題一]中，利用 EXCEL的函數≇能冯ㆹ們找出的℔式，探討第(n-1)個邊長

冯第 n個邊比例的變化ˤㆹ們依據找出來的式子       = 
  ×  ×…×             及 

      =
  ×     ×...×             畫出圖Ḵ⋩五，其中橫軸為 n 值，縱軸的比例為第 n個

線段冯第一個線段的比，所ẍ曲線A為       冯    的比值，曲線 B為      冯   的
比值ˤㆹ們發現曲線變化是先急遽ᶳ降⼴，開始緩降ˤ 

    由②、④的式子中知道，若依照本研究的方法等↮ᶱ角形面積時，邊ᶲ的各線段長度變

化冯ᶱ角形角度無關，冯 n的大小有關烊本方法同時適用銳角ˣ直角及鈍角ᶱ角形ˤ 

Ḵˣ研究[問題Ḵ]中⑥的式子知道，若依照本研究的方法等↮扇形面積時，扇形邊ᶲ的各

線段長度變化冯角度無關，冯 n的大小有關ˤ 

ᶱˣ研究[問題ℕ]中的  依照不同給定的值，會有不同的數字，沒有規⼳可循，因㬌ㆹ們
利用電腦 excel軟體幫忙處理繁複的計算ẍ求得各層的值ˤ 
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圖Ḵ⋩五: 線段比例圖 

玖ˣ研究心得冯感想 

  一ˣ學習了許多㕘的知識烉尺規作圖ˣ一元Ḵ次方程式℔式解ˤㆹ們也發現烉只要有條理ˣ

有系統，有耐心按部就班的推理，就是解決問題的最佳方法ˤ 

  Ḵˣ統整所學:從忁一次的研究過程中，ㆹ們找出 n等↮ᶱ角形ˣ扇形及梯形面積的方法，

並且能用作圖的方式來等↮面積ˤㆹ們利用”相似ᶱ角形中，對應邊長的比值相同”

忁一個概念解決了本篇研究的大部↮問題，在繁複的計算過程中，ᶲ學期課程中學到

的等量℔理也幫了ㆹ們很大的忙ˤ 

 ᶱˣ團隊合作烉在研究期間，ㆹ們也領悟到同心協力是一起完ㆸ忁次的探究活動的重要因

素ˤ在解題時，常常會有跟其他同學意見不合的時候，慢慢的ㆹ們學到了如何接納冯

自⶙不同的意見及冯同學互相討論，最⼴ㆸ≇解題ˤ 

 四ˣ意外收穫:在超過半⸜的研討中，ㆹ們㚦遇到許多的瓶頸，卻讓ㆹ們學得尋找資料的能

力ˤ和家人討論時，他們總是熱心的協助提供解決問題的方法ˤㆹ們因數學≈深了冯

家人的感情，忁是當初所意想不到的ˤ 

 五ˣ未來研究問題:本篇研究探討了ᶱ角形ˣ扇形及梯形面積任意等↮的求法，未來ㆹ們希

望延伸到更多不同形狀面積任意等↮的方法ˤ 
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拾ˣ參考資料及其他 

  一ˣ國小數學康軒版第⋩一冊 列式冯等量℔理 

  Ḵˣ國中數學南一第ᶱ冊(p.179) 

  ᶱˣ國中數學翰林第ᶱ冊(p.60-61枩) 

  四ˣ實用數學辭典 九鼎出版社 

 五ˣ普忂高䳂中學數學第Ḵ冊 數列冯䳂數 ᶱ民出版社 



Ȝ評語ȝ080413  

從三角形聖誕樹使用平面的平分問題，引發如何等分面積的探

討，值得肯定。但有關如何將圖形面積等分的問題已被探討了很多，

期待作者再接再厲，朝向新問題的嘗試與探究。 
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