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偶然中有必然──怎樣才公平？】

摘要】

本研究發現 ∫ 個人的約瑟夫問題，反覆淘汰留下來的第 ∵ 個人，∵＝′～

∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 時，倒數第 ∽ 個淘汰的編號 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 會循環，其循環節長度是

∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞；又找出】 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 的遞迴公式，再以娜公式使用】 □◯⌒∇∝】 推算】 ∫＝′～′¢，

∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，發現人數不變時，每個編號倒數第】 ∽】＜∽＝∫～′＞】 個淘汰的機

會都相同；據此提出並證明ヌ約瑟夫定理ネ：人數 ∫ 人，反覆淘汰留下來的第 ∵ 個人，

取】 ∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都相同ろ】

壹れ研究動機】

在ツ數學奇趣錄ヅゴ談祥柏，′＃＃′サ書中，看見ト偶然中有必然ド這篇文章介紹一個

ヌ圓周計數ネ問題，內容概述如下：漢鐘離等八仙一起祝賀西王母 ％萬歲大壽，王母娘

娘想招待他們，按禮節應讓八仙之首先入席，但誰是八仙之首？這個問題讓王母娘娘十

分為難ろ玉皇香案吏想了一個公平合理的辦法：請八仙圍一個圓圈，由王母娘娘擲 ″顆

骰子，再按照擲出的點數從第一個人開始數起，依次數到擲出的點數時，這個人就淘汰；

再從淘汰者的下一個人數起，這樣周而復始，最後留下的人就是八仙之首ろ王母娘娘點

頭同意，但是觀世音菩薩認為呂洞賓有不少缺點，不能讓他當八仙之首，於是請玉皇香

案吏把呂洞賓安排在第二個位置，結果不管骰子擲出幾點，他都當不成八仙之首ろ】

如此神奇的結果引發研究動機，上網搜尋得知一般稱它為約瑟夫問題，演算法大師

◆∬∫∝∠∂】□♂】※∫†♪≪ 曾娉細闡述ゴ陳衍文，′＃＃′，頁 ＃∴″°サ，張廷仰れ胡豐榮與許天維ゴ″°°′サ

曾探討環狀重排序列的性質ろ歷屆科學展覽也有許多作品ゴ楊皓琮れ翁郁婷，′＃＃＃；簡

民惠，″°°°；林豐正れ詹朱聰れ林裕翔れ簡子為，″°°℃；林千雅れ陳珉儒れ邱晨熙れ梁

育棻，″°°￥；戴于珽，″°°￥；段凱文れ梁廷宇れ羅子瑞れ黃蛟晟，″°°￥；林奕丞れ洪嘉蔓れ

陳昊廷れ徐東葦，″°°＄；鄒慶叡れ劉志豪れ林己豪れ劉欣宜，″°°＄；葉佩雯，″°°＄，″°°¢∠，

″°°¢⊥，″°°£サ改變汰留規則後，再找出計算幸運位置的公式ろ國外學者ゴ〒∇∂∠≪】◇∠♭⊥†♯∫】&】

⊆†０∇♪∴〒≫∫≪】↓≪∠∫∞″°°′＊ ↓∠†∝】Y≫†∞″°°℃∞″°′″サ在類似八仙之首問題中骰子點數可變的條件下，

提出倒數第 ′個淘汰編號會循環れ最幸運位置】 ＜♪≪∇】⊥∇♭♪】⌒≪∠∫⌒∇】∬≡】♭†♯‡≫‡∠∝＞】 和不幸運位置】
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＜∫∬∴∝†⌒∽】Å∬♭≫♪≫∬∫＞】 等觀點，不過都未探討每個編號倒數第 ∽個淘汰機會是否公平的問題ろ

於是我們本著創新京疑的科學精神，探究每個編號倒數第 ∽個淘汰機會公平的條件是否

京在？而數學課學過的表格れ最小公倍數及除法就是解決此問題的知識基礎ろ】

貳れ研究目的】

一れ探討約瑟夫問題中，最不幸運位置京在的情形ろ】

二れ探討約瑟夫問題中，倒數第 ∽個淘汰編號的循環情形ろ】

三れ探討約瑟夫問題中，每個編號倒數第 ∽個淘汰機會的公平性ろ】

參れ研究設備及器材】

電腦れ筆れ紙れ磁鐵板れ圍棋ろ】

肆れ研究過程與方法】

一れ文獻探討】

＜一＞ 約瑟夫問題簡介】

∫ 個人圍成一圈，編為 ′到 ∫號，然後反覆淘汰掉留下來的第∵個人ゴ簡

稱：報 ′～∵汰 ∵サ，直到最後 ′個人淘汰，則一開始要站在什麼位置才是最後

淘汰的人？舉例說明如下：∫＝％，∵＝″的汰留過程如圖 ′，淘汰的順序是 ″れ￥れ

¢れ％れ℃れ£れ＄れ′ 號，最後淘汰的是 ′號ろ】

】

＜二＞ 定義符號】

′♂ ∫：表示一開始的人數ろ】

″♂ ∵：表示反覆報數的上限，即報 ′～∵ろ】
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℃♂ ≡＜∫∞∵∞∽＞：表示 ∫個人，反覆報 ′～∵汰 ∵時，倒數第 ∽個淘汰的位置或編號ろ

例如：在圖 ′中，≡＜％∞″∞％＞＝″れ≡＜％∞″∞′＞＝′ろ】

￥♂ ∵】∵∬∂】∫：表示 ∵除以 ∫的餘數ろ】

＜三＞ 定義名詞】

在約瑟夫問題中，定義下列名詞：】

′♂ 幸運位置：倒數第 ′個淘汰的編號，稱為幸運位置；本研究中的符號是 ≡＜∫∞∵∞′＞ろ】

″♂ 最幸運位置：當∵改變後，倒數第 ′個淘汰的編號中，出現最多次的編號，

稱為最幸運位置ろ】

℃♂ 不幸運位置：當∵改變後，從未出現在幸運位置的編號，稱為不幸運位置ろ】

￥♂ 最不幸運位置：當∵改變後，若只剩一個不幸運位置，稱其為最不幸運位置ろ】

＄♂ 幸運位置的循環節長度：當 ∫不變，∵為 ′～ÅゴÅ 是足夠大的數サ，如果 ≡＜∫∞′∞′＞

～≡＜∫∞Å∞′＞中，某些編號依序不斷的循環出現，則這些編號的個數稱為幸運位

置的循環節長度ろ】

以 ∫＝″れ℃れ％，∵＝′～′％ 的幸運位置資料，如表 ′，說明如下：】

′♂ 人數 ″人時，幸運位置以編號 ″∞′ 依序不斷的循環出現，所以幸運位置的循環

節長度是 ″，此外，每個編號倒數第 ′個淘汰的機會都是
2

1
ろ】

″♂ 人數 ℃人時，幸運位置以編號 ℃∞℃∞″∞″∞′∞′ 依序不斷的循環出現，所以幸運位置

的循環節長度是 ¢，此外，每個編號倒數第 ′個淘汰的機會都是
3

1
ろ】

℃♂ 人數 ％人，當 ∵＝′～′％ 時，幸運位置沒有產生循環，而 £號是最幸運位置；

當∵＝′～£ 時，″號和 ＄號是不幸運位置；如果取∵＝′～′″ 時，″號是最不

幸運位置ろ】

表 ′：∫＝″れ℃れ％，∵＝′～′％ 的幸運位置】

】
′】 ″】 ℃ ￥】 ＄】 ¢ £ ％ ＃ ′° ′′ ′″ ′℃ ′￥】 ′＄】 ′¢】 ′£ ′％

″】 ″】 ′】 ″ ′】 ″】 ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′】 ″】 ′】 ″ ′

℃】 ℃】 ℃】 ″ ″】 ′】 ′ ℃ ℃ ″ ″ ′ ′ ℃ ℃】 ″】 ″】 ′ ′

％】 ％】 ′】 £ ¢】 ℃】 ′ ￥ ￥ ％ £ ￥ ＄ £ £】 ￥】 ℃】 £ £

＜四＞ 發現的疑問】

mf(n,m,1) 

n 
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從表 ′中，我們發現下列疑問，這些都是文獻中未曾探討的問題ろ】

′♂ 為什麼會出現不幸運位置？】

″♂ 當∵可改變的範圍足夠大時，最幸運的位置仍然京在嗎？】

℃♂ 在幸運位置的循環節中，每個編號出現的機會都相同嗎？】

￥♂ 人數相同時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會有可能相同嗎？】

＜五＞ 相關研究摘要並與本研究比較】

表 ″：歷屆科展有關之作品】

作者】 作品名稱】 汰留規則】 研究摘要】

楊皓琮れ

翁郁婷

ゴ′＃＃＃サ】

公主如何救王子】 報 ′～∵汰 ∵】

以列舉數據來歸納】 ≡＜∫∞∵∞′＞】 的推

算公式，並探討 】 ≡＜∫∞∵∞′＞】 和

≡＜∫∞∵∞″＞】 的關係ろ】

簡民惠

ゴ″°°°サ】

天生贏家的奧秘──バ傳

遞問題パ之研究與探討】
報 ′～∵汰 ′】

電腦窮舉及數學歸納法證明倒數

第 ′個淘汰編號的遞迴公式ろ】

林豐正等

人ゴ″°°℃サ】
九死一生】

報 ′～∵留 ∵】

報 ′～″∠ 汰 ′～∠】

用電腦窮舉，並找出倒數第 ∽ 個

淘汰編號的遞迴公式ろ】

林千雅等

人ゴ″°°￥サ】
公主的抉擇─數的規律】 報 ′～∵汰 ∵】

以列舉數據推導 ≡＜∫∞∵∞′＞的遞迴關

係式ろ】

戴于珽

ゴ″°°￥サ】
我要活下去】

報 ′～∵留 ∵】

報 ′～″∠ 汰 ′～∠】

找出倒數第 ′ 個淘汰編號的遞迴

公式ろ】

段凱文等

人ゴ″°°￥サ】
王位繼承人】

報 ′～∵留 ０】

０≦∵】

列舉數據後整理分類，歸納倒數

第 ′個淘汰編號的推算公式ろ】

林奕丞等

人ゴ″°°＄サ】

探索俄羅斯遊戲法則之

奧秘】

報 ′～∵汰 ０】

０≦∵】

列舉數據，歸納倒數第 ∽ 個淘汰

編號推算公式ろ】

葉佩雯

ゴ″°°＄サ】
老師無法解決的難題】 報 ′～∠≧⊥汰 ′～∠

列舉數據，分析歸納倒數第 ′ 個

淘汰編號推算公式ろ】

鄒慶叡等

人ゴ″°°＄サ】
魔數】 報 ′～″ 汰 ′】

列舉數據，推算倒數第 ∽ 張撲克

牌的數享ろ】

葉佩雯

ゴ″°°¢∠サ】
約瑟夫數列】 報 ′～∠≧⊥汰 ′～∠

列舉數據，歸納推論倒數第 ∽ 個

淘汰編號計算公式ろ】

葉佩雯

ゴ″°°¢⊥サ】
約瑟夫數列的最後一章】 報 ′～∠≧⊥汰 ′～∠

列舉數據，歸納證明れ電腦模擬

倒數第 ∽個淘汰編號計算公式ろ】

葉 佩 雯

ゴ″°°£サ】
約瑟夫問題】 報 ′～∠≧⊥汰 ′～∠

由約瑟夫問題推展至酋長問題，

即指定某編號為酋長，酋長不能

被殺，殺到酋長時就停止，求剩

下多少個？】

歷屆科展有關之作品整理如表 ″，而國外學者新的研究方向與本研究比較
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如表 ℃ろ】

表 ℃：國外學者新的研究方向與本研究比較】

作者】 篇名】 內容摘要】 本研究創見】

〒∇∂∠≪】◇∠♭⊥†♯∫】

與】 ⊆†０∇♪∴〒≫∫≪】

↓≪∠∫＜″°°′＞】

⊆≪∇】↑♯♪≪∬≒∬∫∠∝】

▼∬♭∇Å≪†♭】↓♯∬⊥∝∇∵♂】

報′～∵汰 ∵，提出

倒數第′個淘汰編

號會循環出現ろ】

報′～∵汰 ∵，在∵值可改變的

條件下，提出倒數第 ∽ 個淘汰

的編號會循環出現ろ】

↓∠†∝】Y≫†】

＜″°°℃∞″°′″＞】

⊆≪∇】 ▼∬♭∇Å≪†♭】 Å♯∬⊥∝∇∵】

∠∫∂】≫♪♭】≒∇∫∇♯∠∝≫１∠♪≫∬∫♂】

報′～∵汰 ∵，提出

最幸運位置和不

幸運位置的觀點ろ

報′～∵汰 ∵，在∵值可改變的

條件下，提出每個編號倒數第 ∽

個淘汰機會公平的條件ろ】

當 ∵值可改變時，將表 ″和表 ℃中的各種汰留規則討論比較，結果整理成

表 ￥，發現只有報 ′～∵汰 ∵的汰留規則，每個編號倒數第 ′個淘汰的機會有可

能相同，所以本研究只探討這種汰留規則ろ】

表 ￥：當 ∵值可改變時討論比較各種汰留規則】

編

號】
汰留規則】

每回】

淘汰人數

每個編號倒數第 ′個

淘汰的機會是否相同
最後一個的淘汰規則

′】 報′～∵汰 ∵】 ′】 可能相同】 不變】

″】 報′～∵汰】 ′】 ′】 不相同】 不變】

℃】 報′～∵留 ∵】 ∵－′】 不相同】 會變ゴ∵＞″時サ】

￥】 報′～∵汰 ０】＜０≦∵＞】 ′】 不相同ゴ０＜∵時サ】 不變】

＄】 報′～∵留 ０】＜０≦∵＞】 ∵－′】 不相同】 不變】

¢】 報′～∠≧⊥ 汰′～∠】 ∠】 不相同】 會變ゴ∠＞′時サ】

】

二れ探討最不幸運位置京在的情形】

當約瑟夫問題的人數不變時，每一個∵值可以決定一個幸運位置，本研究採用

下列遞迴公式ゴ資料來源：維基百科及網路文章サ，來推算幸運位置，進而探討最不

幸運位置：】

n mod m)m,1)1,-(f(nm,1)f(n, += 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 ゴ公式 ′サ】

其中】 0m,1)f(1, = ゴ即第一個位置編號為 °サろ】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】 】

在報 ′～∵汰 ∵的規則下，我們取 ∫＝′～℃° 為例，在 □◯⌒∇∝ 中將原編號 ′～∫的】

∫ 個人依序重新編為 °～∫－′ 號，再使用公式 ′，並改變∵值列出幸運位置，直到每

個編號都出現在幸運位置為止；最後把每個幸運位置的編號加 ′轉換成原編號，得

到的結果如附錄一，再整理出最不幸運位置，如表 ＄ろ】
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表 ＄：∫＝′～℃° 的最不幸運位置】

∫】 ′】 ″】 ℃】 ￥】 ＄】 ¢】 £】 ％】 ＃】 ′°】

∵】 】 ′】 ′～￥】 ′～＄】 ′～￥】 ′～＃】 ′～′° ′～′％】 ′～￥′】 ′～′％

最不幸運位置】 】 ′】 ′】 ℃】 ″】 ″】 ′】 ″】 ￥】 ″】

∫】 ′′】 ′″】 ′℃】 ′￥】 ′＄】 ′¢】 ′£】 ′％】 ′＃】 ″°】

∵】 ′～℃＃】 ′～″＄】 ′～″″ ′～￥¢ ′～¢′ ′～￥￥ ′～＄＄ ′～＃′】 ′～＄￥】 ′～％＄

最不幸運位置】 ￥】 ￥】 £】 ℃】 ℃】 ＄】 ′￥】 ′℃】 ％】 ′￥】

∫】 ″′】 ″″】 ″℃】 ″￥】 ″＄】 ″¢】 ″£】 ″％】 ″＃】 ℃°】

∵】 ′～£℃】 ′～¢′】 ′～¢¢ ′～％￥ ′～¢￥ ′～％￥ ′～′¢％ ′～′′％】 ′～′°￥ ′～′＄″

最不幸運位置】 ′％】 ￥】 ＄】 ′＃】 ′°】 ′′】 ′°】 ′℃】 ″＄】 ″】

根據附錄一和表 ＄討論發現：】

＜一＞ 人數 ′人時，沒有最不幸運位置ろ】

＜二＞ 最不幸運位置與人數間沒有明顯的關係ろ】

＜三＞ 最不幸運位置京在時，幸運位置都沒有形成循環；幸運位置產生循環時，最不

幸運位置就不京在ろ】

＜四＞ ∫＝′～℃°，只要∵的範圍夠大，最不幸運位置就不京在ろ】

根據 〒∇∂∠≪】◇∠♭⊥†♯∫ 與 ⊆†０∇♪∴〒≫∫≪】↓≪∠∫】＜″°°′＞】 的研究結果可發現：不論人數多

少，幸運位置一定會產生循環ろ我們設想：不論人數多少，倒數第 ∽個淘汰編號會

形成循環嗎？於是我們接著探討倒數第 ∽個淘汰編號的循環情形ろ】

】

三れ探討倒數第 ∽個淘汰編號的循環情形】

當 ∵可改變的範圍夠大時，討論】 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 的循環情形如下：】

＜一＞ 人數 ″人時，∵從 ′開始逐次增加 ′，並依下列規則推算 ≡＜″∞∵∞″＞，結果如表 ¢：】

′♂ 當∵】∵∬∂】″＝′，則 ≡＜″∞∵∞″＞＝′ろ】

″♂ 當∵】∵∬∂】″＝°，則 ≡＜″∞∵∞″＞＝″ろ】

表 ¢：∫＝″，倒數第 ∽個淘汰編號的推算方式】

∵】 ′】 ″】 ℃ ￥】 ＄】 ¢】 £ ％ ＃ ′° ′′ ′″ ′℃ ′￥ ′＄】 ′¢】 ′£】 ′％】 ′＃ ″°

∵】∵∬∂】″】 ′】 °】 ′ °】 ′】 °】 ′ ° ′ ° ′ ° ′ ° ′】 °】 ′】 °】 ′ °

≡＜″∞∵∞″＞】 ′】 ″】 ′ ″】 ′】 ″】 ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′】 ″】 ′】 ″】 ′ ″

≡＜″∞∵∞′＞】 ″】 ′】 ″ ′】 ″】 ′】 ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″】 ′】 ″】 ′】 ″ ′

討論：】
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′♂ 當∵可改變的範圍夠大時，≡＜″∞∵∞″＞】 依編號 ′れ″ 循環，其循環節長度為 ″ろ】

″♂ 留下的 ′人就是】 ≡＜″∞∵∞′＞，依編號 ″れ′循環，其循環節長度也是 ″ろ】

＜二＞ 人數 ℃人時，∵從 ′開始逐次增加 ′，並依下列規則推算 ≡＜℃∞∵∞℃＞，結果如表 £：】

′♂ 當∵】∵∬∂】℃＝′，則 ≡＜℃∞∵∞℃＞＝′ろ】

″♂ 當∵】∵∬∂】℃＝″，則 ≡＜℃∞∵∞℃＞＝″ろ】

℃♂ 當∵】∵∬∂】℃＝°，則 ≡＜℃∞∵∞℃＞＝℃ろ】

表 £：∫＝℃，倒數第 ∽個淘汰編號的推算方式】

∵】 ′】 ″】 ℃ ￥】 ＄】 ¢】 £ ％ ＃ ′° ′′ ′″ ′℃ ′￥ ′＄】 ′¢】 ′£】 ′％】 ′＃ ″°

∵】∵∬∂】℃】 ′】 ″】 ° ′】 ″】 °】 ′ ″ ° ′ ″ ° ′ ″ °】 ′】 ″】 °】 ′ ″

≡＜℃∞∵∞℃＞】 ′】 ″】 ℃ ′】 ″】 ℃】 ′ ″ ℃ ′ ″ ℃ ′ ″ ℃】 ′】 ″】 ℃】 ′ ″

′】 ″】 ℃】 ′ ″】 ℃】 ′】 ″ ℃ ′ ″ ℃ ′ ″ ℃ ′】 ″】 ℃】 ′】 ″ ℃留下的

編號】 ″】 ℃】 ′】 ″ ℃】 ′】 ″】 ℃ ′ ″ ℃ ′ ″ ℃ ′ ″】 ℃】 ′】 ″】 ℃ ′

∵】∵∬∂】″】 ′】 °】 ′ °】 ′】 °】 ′ ° ′ ° ′ ° ′ ° ′】 °】 ′】 °】 ′ °

≡＜℃∞∵∞″＞】 ″】 ′】 ′ ℃】 ℃】 ″】 ″ ′ ′ ℃ ℃ ″ ″ ′ ′】 ℃】 ℃】 ″】 ″ ′

≡＜℃∞∵∞′＞】 ℃】 ℃】 ″ ″】 ′】 ′】 ℃ ℃ ″ ″ ′ ′ ℃ ℃ ″】 ″】 ′】 ′】 ℃ ℃

討論：】

′♂ 當∵可改變的範圍夠大時，≡＜℃∞∵∞℃＞】 依原編號 ′れ″れ℃ 循環，其循環節長度為 ℃ろ】

″♂ 留下的 ″人，從】 ≡＜℃∞∵∞℃＞】 的下一個編號起，重新編為 ′～″號後再淘汰 ′人，此時第 ″

次編號依原編號循環，其循環節長度為 ℃ろ】

℃♂ 根據表 ¢可知：≡＜℃∞∵∞″＞】 會依新編號 ′れ″循環，其循環節長度為 ″ろ所以】 ≡＜℃∞∵∞″＞】 會依

原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜℃∞″＞＝¢ろ】

￥♂ 留下的 ′人就是】 ≡＜℃∞∵∞′＞，會依新編號 ″れ′循環，其循環節長度也是 ″ろ所以】 ≡＜℃∞∵∞′＞

會依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜℃∞″＞＝¢ろ】

註：綠色格子內的編號為】 ≡＜℃∞∵∞″＞ろ】

＜三＞ 人數 ￥人時，∵從 ′開始逐次增加 ′，並依下列規則推算】 ≡＜￥∞∵∞￥＞，結果如表 ％：】

′♂ 當∵】∵∬∂】￥＝′，則 ≡＜￥∞∵∞￥＞＝′ろ】

″♂ 當∵】∵∬∂】￥＝″，則 ≡＜￥∞∵∞￥＞＝″ろ】

℃♂ 當∵】∵∬∂】￥＝℃，則 ≡＜￥∞∵∞￥＞＝℃ろ】

￥♂ 當∵】∵∬∂】￥＝°，則 ≡＜￥∞∵∞￥＞＝￥ろ】
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表 ％：∫＝￥，倒數第 ∽個淘汰編號的推算方式】

∵】 ′】 ″】 ℃ ￥】 ＄】 ¢】 £ ％ ＃ ′° ′′ ′″ ′℃ ′￥ ′＄】 ′¢】 ′£】 ′％】 ′＃ ″°

∵】∵∬∂】￥】 ′】 ″】 ℃ °】 ′】 ″】 ℃ ° ′ ″ ℃ ° ′ ″ ℃】 °】 ′】 ″】 ℃ °

≡＜￥∞∵∞￥＞】 ′】 ″】 ℃ ￥】 ′】 ″】 ℃ ￥ ′ ″ ℃ ￥ ′ ″ ℃】 ￥】 ′】 ″】 ℃ ￥

′】 ″】 ℃】 ￥ ′】 ″】 ℃】 ￥ ′ ″ ℃ ￥ ′ ″ ℃ ￥】 ′】 ″】 ℃】 ￥ ′

″】 ℃】 ￥】 ′ ″】 ℃】 ￥】 ′ ″ ℃ ￥ ′ ″ ℃ ￥ ′】 ″】 ℃】 ￥】 ′ ″
留下的

編號】
℃】 ￥】 ′】 ″ ℃】 ￥】 ′】 ″ ℃ ￥ ′ ″ ℃ ￥ ′ ″】 ℃】 ￥】 ′】 ″ ℃

∵】∵∬∂】℃】 ′】 ″】 ° ′】 ″】 °】 ′ ″ ° ′ ″ ° ′ ″ °】 ′】 ″】 °】 ′ ″

≡＜￥∞∵∞℃＞】 ″】 ￥】 ″ ′】 ℃】 ′】 ￥ ″ ￥ ℃ ′ ℃ ″ ￥ ″】 ′】 ℃】 ′】 ￥ ″

′】 ℃】 ′】 ￥ ″】 ￥】 ℃】 ′ ℃ ″ ￥ ″ ′ ℃ ′ ￥】 ″】 ￥】 ℃】 ′ ℃留下的

編號】 ″】 ￥】 ℃】 ′ ℃】 ″】 ￥】 ″ ′ ℃ ′ ￥ ″ ￥ ℃ ′】 ℃】 ″】 ￥】 ″ ′

≡＜￥∞∵∞″＞】 ℃】 ℃】 ￥ ℃】 ￥】 ￥】 ′ ′ ″ ′ ″ ″ ℃ ℃ ￥】 ℃】 ￥】 ￥】 ′ ′

≡＜￥∞∵∞′＞】 ￥】 ′】 ′ ″】 ″】 ℃】 ″ ℃ ℃ ￥ ￥ ′ ￥ ′ ′】 ″】 ″】 ℃】 ″ ℃

討論：】

′♂ 當∵可改變的範圍夠大時，≡＜￥∞∵∞￥＞】 依原編號 ′れ″れ℃れ￥ 循環，其循環節長度為 ￥ろ】

″♂ 留下的 ℃人，從】 ≡＜￥∞∵∞￥＞】 的下一個編號起，重新編為 ′～℃號後再淘汰 ′人，此時第 ″

次編號依原編號循環，其循環節長度為 ￥ろ】

℃♂ 根據表 £可知：≡＜￥∞∵∞℃＞】 會依第 ″次編號 ′れ″れ℃ 循環，其循環節長度為 ℃ろ所以】 ≡＜￥∞∵∞℃＞

會依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜￥∞℃＞＝′″ろ】

￥♂ 留下的 ″人，從】 ≡＜￥∞∵∞℃＞】 的下一個編號起，重新編為 ′～″號後再淘汰 ′人，此時第 ℃

次編號依原編號循環，其循環節長度為】 ∝⌒∵＜￥∞℃＞＝′″ろ】

＄♂ 根據表 ¢可知：≡＜￥∞∵∞″＞】 會依第 ℃次編號 ′れ″循環，其循環節長度為 ″ろ所以】 ≡＜￥∞∵∞″＞】 會

依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜￥∞℃∞″＞＝′″ろ】

¢♂ 留下的 ′人就是】 ≡＜￥∞∵∞′＞，會依第 ℃次編號 ″れ′循環，其循環節長度也是 ″ろ所以】 ≡＜￥∞∵∞′＞

會依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜￥∞℃∞″＞＝′″ろ】

註：藍色格子內的編號為】 ≡＜￥∞∵∞℃＞，綠色格子內的編號為】 ≡＜￥∞∵∞″＞ろ】

＜四＞ 根據 ″～￥人的結果，歸納淘汰流程圖如圖 ″，並探討】 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 的循環情形如下：】

′♂ 當∵可改變的範圍夠大時，≡＜∫∞∵∞∫＞】 依原編號 ′～∫ 循環，其循環節長度為 ∫ろ】

″♂ 剩餘 ∫∴′ 人，從】 ≡＜∫∞∵∞∫＞】 的下一個編號起，重新編為】 ′～∫∴′】 號，此時第 ″次編

號依原編號循環，其循環節長度為 ∫ろ】

℃♂ 但是】 ≡＜∫∞∵∞∫∴′＞】 會依第″次編號′～∫∴′循環，其循環節長度為∫∴′，所以】 ≡＜∫∞∵∞∫∴′＞
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會依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′＞ろ】

￥♂ 剩餘 ∫∴″ 人，從】 ≡＜∫∞∵∞∫∴′＞】 的下一個編號起，重新編為】 ′～∫∴″】 號，此時第 ℃次

編號依原編號循環，其循環節長度為】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′＞ろ】

＄♂ 而】 ≡＜∫∞∵∞∫∴″＞】 會依第℃次編號】 ′～∫∴″】 循環，其循環節長度為】 ∫∴″，所以】 ≡＜∫∞∵∞∫∴″＞】

會依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞∫∴″＞ろ】

¢♂ 依此類推，≡＜∫∞∵∞∽＞】 會依原編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞ろ】

£♂ 當淘汰】 ∫∴″】 人，留下 ″人時，從】 ≡＜∫∞∵∞℃＞】 的下一個編號起，重新編為 ′～″ 號，

則第】 ∫∴′】 次編號會依原編號循環，其循環節長度為】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞℃＞ろ】

％♂ ≡＜∫∞∵∞″＞】 會依第 ∫∴′ 次編號 ′れ″循環，其循環節長度為 ″ろ所以】 ≡＜∫∞∵∞″＞】 會依原

編號循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞ろ】

＃♂ 此時剩下 ′人為】 ≡＜∫∞∵∞′＞，會依第 ∫∴′ 次編號 ″れ′ 循環，其循環節長度為 ″ろ所

以】 ≡＜∫∞∵∞′＞】 會依原編號循環，其循環節長度是 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞ろ】

＜五＞ 討論】

因為】 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 的循環節長度為】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞，所以當∵可改變的範圍

是】 ′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 時，≡＜∫∞∵∞∽＞】 就會產生循環ろ令 √＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞，

則】
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＜∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞≧√＞】∵∬∂】∽＝√】∵∬∂】∽】

由此可知∵＝∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞≧√ 和 ∵＝√ 時，倒數第 ∽個淘汰的新編號相

同，所以倒數第 ∽個淘汰的原編號也會相同，即】

】 】 】 】 ≡＜∫∞】∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞≧√∞∽＞＝≡＜∫∞√∞∽＞，其中 √＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 】 】 】ゴ公式 ″サ】

例如：≡＜＄∞¢°≧√∞′＞＝≡＜＄∞√∞′＞，其中 √＝′～¢°ろ】

因此當∵可改變的範圍是連續】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 個數時，≡＜∫∞∵∞∽＞】 一樣會

產生循環ろ我們猜想：不論人數多少，當∵的範圍剛好使幸運位置形成循環時，

每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都一樣嗎？】

】

四れ探討每個編號倒數第 ∽個淘汰機會的公平性ゴ∽＝∫～′サ】

根據上述結果，當∵可改變的範圍是 ′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 時，≡＜∫∞∵∞∽＞】 一定會

產生循環，所以如果要同時探討每個編號倒數第】 ∽ゴ∽＝∫～′サ】 個淘汰機會的公平

性，需取∵的範圍為】 ′～∝⌒∵＜∫∞】∝⌒∵＜∫∞∫∴′＞∞∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞∫∴″＞∞……∞】∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞＞，也就

是】 ′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞ろ】

＜一＞ 人數 ″人時，取∵＝′～″ 討論，則】

′♂ 】 ∵】∵∬∂】″＝′】 的數有 ′個，故編號 ′倒數第 ″個淘汰的機會是
2

1
ろ】

″♂ 】 ∵】∵∬∂】″＝°】 的數有 ′個，故編號 ″倒數第 ″個淘汰的機會是
2

1
ろ】

℃♂ 】 顯而易見，編號 ′和 ″倒數第 ′個淘汰的機會也都是
2

1
ろ】

＜二＞ 人數 ℃人時，將表 £部分資料重排可得表 ＃ろ】 】

表 ＃：∫＝℃，倒數第 ∽個淘汰的編號】

∵】 ′】 ￥】 ＄】 ″】 ℃】 ¢】

∵】∵∬∂】℃】 ′】 ′】 ″】 ″】 °】 °】

∵】∵∬∂】″】 ′】 °】 ′】 °】 ′】 °】

≡＜℃∞∵∞℃＞】 ′】 ′】 ″】 ″】 ℃】 ℃】

′】 ″】 ″】 ℃】 ℃】 ′】 ′】留下的

編號】 ″】 ℃】 ℃】 ′】 ′】 ″】 ″】

因 ∝⌒∵＜℃∞″＞＝¢，故取∵=′～¢ 討論，則】

′♂ ∵】∵∬∂】℃＝′ 的數有 ′れ￥，此時淘汰編號 ′，留下編號依序為 ″れ℃，所以】
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＜′＞ 編號 ′倒數第 ℃個淘汰的次數是 ″次ろ】

＜″＞ 】 ′れ￥ 除以 ″的餘數分別是 ′れ°，根據表 ¢可推知，編號 ″れ℃倒數第 ″個淘汰各 ′

次，且倒數第 ′個淘汰各 ′次ろ】

″♂ ∵】∵∬∂】℃＝″ 的數有 ″和 ＄，此時淘汰編號 ″，留下編號依序為 ℃れ′，同理】

＜′＞ 編號 ″倒數第 ℃個淘汰的次數是 ″次ろ】

＜″＞ 編號 ℃れ′倒數第 ″個淘汰各 ′次，且倒數第 ′個淘汰各 ′次ろ】

℃♂ ∵】∵∬∂】℃＝° 的數有 ℃和 ¢，此時淘汰編號 ℃，留下編號依序為 ′れ″，同理】

＜′＞ 編號 ℃倒數第 ℃個淘汰的次數是 ″次ろ】

＜″＞ 編號 ′れ″倒數第 ″個淘汰各 ′次，且倒數第 ′個淘汰各 ′次ろ】

結果：每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都是
3

1

6

2
6)13(1 ==÷−× ろ】

＜三＞ 人數 ￥人時，將表 ％部分資料重排可得表 ′°：】

表 ′°：∫＝￥，倒數第 ∽個淘汰的編號】

∵】 ′】 ＄】 ＃】 ′°】 ″】 ¢】 £】 ′′】 ℃】 ￥】 ％】 ′″】

∵】∵∬∂】￥】 ′】 ′】 ′】 ″】 ″】 ″】 ℃】 ℃】 ℃】 °】 °】 °】

∵】∵∬∂】℃】 ′】 ″】 °】 ′】 ″】 °】 ′】 ″】 °】 ′】 ″】 °】

∵】∵∬∂】″】 ′】 ′】 ′】 °】 °】 °】 ′】 ′】 ′】 °】 °】 °】

≡＜￥∞∵∞￥＞】 ′】 ′】 ′】 ″】 ″】 ″】 ℃】 ℃】 ℃】 ￥】 ￥】 ￥】

′】 ″】 ″】 ″】 ℃】 ℃】 ℃】 ￥】 ￥】 ￥】 ′】 ′】 ′】

″】 ℃】 ℃】 ℃】 ￥】 ￥】 ￥】 ′】 ′】 ′】 ″】 ″】 ″】
留下的

編號】
℃】 ￥】 ￥】 ￥】 ′】 ′】 ′】 ″】 ″】 ″】 ℃】 ℃】 ℃】

因 ∝⌒∵＜￥∞℃∞″＞＝′″，故取∵＝′～′″ 討論，則】

′♂ ∵】∵∬∂】￥＝′ 的數有 ℃個，此時淘汰編號 ′，留下編號依序為 ″れ℃れ￥，所以】

＜′＞ 編號 ′倒數第 ￥個淘汰的次數是 ℃次ろ】

＜″＞ 根據表 ＃可推知，編號 ″れ℃れ￥ 倒數第 ℃個淘汰各 ′次，倒數第 ″個淘汰各 ′次，倒

數第 ′個淘汰各 ′次ろ】

″♂ ∵】∵∬∂】￥＝″ 的數有 ℃個，此時淘汰編號 ″，留下編號依序為 ℃れ￥れ′，同理】

＜′＞ 編號 ″倒數第 ￥個淘汰的次數是 ℃次ろ】

＜″＞ 編號 ℃れ￥れ′ 倒數第 ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ′次ろ】

℃♂ ∵】∵∬∂】￥＝℃ 的數有 ℃個，此時淘汰編號 ℃，留下編號依序為 ￥れ′れ″，同理】



 12

＜′＞ 編號 ℃倒數第 ￥個淘汰的次數是 ℃次ろ】

＜″＞ 編號 ￥れ′れ″ 倒數第 ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ′次ろ】

￥♂ ∵】∵∬∂】￥＝° 的數有 ℃個，此時淘汰編號 ￥，留下編號依序為 ′れ″れ℃，同理】

＜′＞ 編號 ￥倒數第 ￥個淘汰的次數是 ℃次ろ】

＜″＞ 編號 ′れ″れ℃ 倒數第 ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ′次ろ】

結果：每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都是
4

1

12

3
12)14(1 ==÷−× ろ】

＜四＞ 人數 ＄人時，仿造表 ′° 的模式，可建立表 ′′ 的資料ろ】

表 ′′：∫＝＄，倒數第 ∽個淘汰的編號】

∵】 ′】 ￥′】 ″′ ￥¢】 ″¢】 ¢】 ℃′ ′′ ＄′ ′¢ ＄¢ ℃¢

∵】∵∬∂】＄】 ′】 ′】 ′ ′】 ′】 ′】 ′ ′ ′ ′ ′ ′

∵】∵∬∂】￥】 ′】 ′】 ′ ″】 ″】 ″】 ℃ ℃ ℃ ° ° °

∵】∵∬∂】℃】 ′】 ″】 ° ′】 ″】 °】 ′ ″ ° ′ ″ °

∵】∵∬∂】″】 ′】 ′】 ′ °】 °】 °】 ′ ′ ′ ° ° °

″れ£れ

′″れ…

…れ＄£

℃れ％れ

′℃れ…

…れ＄％】

￥れ＃れ

′￥れ…

…れ＄＃】

＄れ′°れ

′＄れ…

…れ¢°

≡＜＄∞∵∞＄＞】 ′】 ′】 ′ ′】 ′】 ′】 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ″】 ℃】 ￥】 ＄】

′】 ″】 ″】 ″ ″】 ″】 ″】 ″ ″ ″ ″ ″ ″ ℃】 ￥】 ＄】 ′】

″】 ℃】 ℃】 ℃ ℃】 ℃】 ℃】 ℃ ℃ ℃ ℃ ℃ ℃ ￥】 ＄】 ′】 ″】

℃】 ￥】 ￥】 ￥ ￥】 ￥】 ￥】 ￥ ￥ ￥ ￥ ￥ ￥ ＄】 ′】 ″】 ℃】

留下的

編號】

￥】 ＄】 ＄】 ＄ ＄】 ＄】 ＄】 ＄ ＄ ＄ ＄ ＄ ＄ ′】 ″】 ℃】 ￥】

因 ∝⌒∵＜＄∞￥∞℃∞″＞＝¢°，故取∵＝′～¢° 討論，則】

′♂ ∵】∵∬∂】＄＝′ 的數有 ′″ 個，此時淘汰編號 ′，留下編號依序為 ″れ℃れ￥れ＄，所以】

＜′＞ 編號 ′倒數第 ＄個淘汰的次數是 ′″ 次ろ】

＜″＞ 根據表 ′° 可推知，編號 ″れ℃れ￥れ＄ 倒數第 ￥れ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ℃次ろ】

″♂ ∵】∵∬∂】＄＝″ 的數有 ′″ 個，此時淘汰編號 ″，留下編號依序為 ℃れ￥れ＄れ′，同理】

＜′＞ 編號 ″倒數第 ＄個淘汰的次數是 ′″ 次ろ】

＜″＞ 編號 ℃れ￥れ＄れ′ 倒數第 ￥れ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ℃次ろ】

℃♂ ∵】∵∬∂】＄＝℃ 的數有 ′″ 個，此時淘汰編號 ℃，留下編號依序為 ￥れ＄れ′れ″，同理】

＜′＞ 編號 ℃倒數第 ＄個淘汰的次數是 ′″ 次ろ】

＜″＞ 編號 ￥れ＄れ′れ″ 倒數第 ￥れ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ℃次ろ】

￥♂ ∵】∵∬∂】＄＝￥ 的數有 ′″ 個，此時淘汰編號 ￥，留下編號依序為 ＄れ′れ″れ℃，同理】
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＜′＞ 編號 ￥倒數第 ＄個淘汰的次數是 ′″ 次ろ】

＜″＞ 編號 ＄れ′れ″れ℃ 倒數第 ￥れ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ℃次ろ】

＄♂ ∵】∵∬∂】＄＝° 的數有 ′″ 個，此時淘汰編號 ＄，留下編號依序為 ′れ″れ℃れ￥，同理】

＜′＞ 編號 ＄倒數第 ＄個淘汰的次數是 ′″ 次ろ】

＜″＞ 編號 ′れ″れ℃れ￥ 倒數第 ￥れ℃れ″れ′ 個淘汰都各 ℃次ろ】

結果：每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都是
5

1

60

12
60)15(3 ==÷−× ろ】

＜五＞ 當人數增加至 ¢人，每個編號倒數第 ∽個淘汰次數的推算模式便不再如此明顯ろ】

】

伍れ研究結果】

一れ本研究在】 ∫＝′～℃°，且 ∵值可改變的條件下，討論最不幸運位置，發現】

＜一＞ 如果最不幸運位置京在時，幸運位置都沒有形成循環；幸運位置產生循環時，

最不幸運位置就不京在ろ】

＜二＞ ∫＝′～℃°，只要∵的範圍夠大，最不幸運位置就不京在ろ】

二れ】當 ∵可改變的範圍是】 ′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 或連續】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 個數時，≡＜∫∞∵∞∽＞

就會產生循環ろ】

三れ】當】 ∫＝″～＄，∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都是
n

1
ろ】

】

陸れ討論】

一れ能以數學方法證明：人數相同時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會有可能相同嗎？】

從表 ＃れ表 ′° 和表 ′′ 的討論發現：取∵＝′～∫＋，可以得到下列定理：】

定理 ′：人數 ∫人，反覆淘汰留下來的第∵個人，取∵＝′～∫＋】 時，每個編號倒數

第 ∽個淘汰的機會都是
n

1
ろ】

證明：以數學歸納法證明如下】

步驟 ′：當 ∫＝′，取 ∵＝′，因為只有一個人，所以淘汰機會一定相同ろ】

步驟 ″：當 ∫＝″，取 ∵＝′～″ゴ″＋サ，因為∵＝′時，≡＜″∞′∞″＞＝′れ≡＜″∞′∞′＞＝″；∵＝″

時，≡＜″∞″∞″＞＝″れ≡＜″∞″∞′＞＝′；所以每個編號倒數第 ∽】＜∽＝″～′＞】 個淘汰的機
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會都是
2

1
，因此，上述命題成立ろ】

步驟 ℃：假設】 ∫＝◯，取】 ∵＝′～◯＋】 時，上述命題成立；則每個編號倒數第】 ∽】＜∽＝◯

～′＞】 個淘汰的機會都是
x

1
ろ而此時】 ∵】∵∬∂】◯】 的數值為 ′れ″れ……れ◯∴′れ°

各】 ＜◯∴′＞＋】 個；換句話說】 ∫＝◯，∵】∵∬∂】◯】 的數值為 ′れ″れ……れ◯∴′れ° 各】 ＜◯∴′＞＋】

個時，每個編號倒數第】 ∽】＜∽＝◯～′＞】 個淘汰的次數各】 ＜◯∴′＞＋】 次ろ】

步驟 ￥：當 ∫＝◯≧′ 時，取∵＝′～＜◯≧′＞＋，將 ∵分組討論如表 ′″ろ】

表 ′″：∫＝◯≧′，∵＝′～＜◯≧′＞！時，倒數第 ∽個淘汰的編號】

∵】 】

′れ】

＜◯≧′＞≧′れ

″＜◯≧′＞≧′れ】

……れ】

＜◯＋∴′＞＜◯≧′＞≧′】

″れ】

＜◯≧′＞≧″れ

″＜◯≧′＞≧″れ】

……れ】

＜◯＋∴′＞＜◯≧′＞≧″】

……】

◯れ】

＜◯≧′＞≧◯れ

″＜◯≧′＞≧◯れ】

……れ】

＜◯＋∴′＞＜◯≧′＞≧◯】

＜◯≧′＞れ】

″＜◯≧′＞れ】

℃＜◯≧′＞れ】

……れ】

◯＋＜◯≧′＞】

∵】∵∬∂】＜◯≧′＞

的值及個數】

′】

◯＋個】

″】 】

◯＋個】
……】

◯】 】

◯＋個】

°】 】

◯＋個】

≡＜∫∞∵∞◯≧′＞】 ′】 ″】 ……】 ◯】 ◯≧′】

剩下的編號】 ″れ℃れ…れ◯≧′】 ℃れ￥れ…れ◯≧′れ′ ……】 ◯≧′れ′れ″れ…れ◯∴′】 ′れ″れ…れ◯】

∵】∵∬∂】◯ 的

值及個數】

′れ″れ…れ◯∴′れ°

各＜◯∴′＞＋個】

″れ…れ◯∴′れ°れ′

各＜◯∴′＞＋個】
……】

°れ′れ″れ…れ◯∴′

各＜◯∴′＞＋個】

′れ″れ…れ◯∴′れ°

各＜◯∴′＞＋個】

′♂ 根據表 ′″ 得知，每個編號倒數第 ◯≧′ 個淘汰的次數是 x!
1x

1)!(x =+
+

；所以每

個編號倒數第 ◯≧′ 個淘汰的機會是
1x

1

1)!(x

x!

+=+ ろ】

″♂ 此時剩下 ◯人，再依】 ∵】∵∬∂】＜◯≧′＞】 的值將 ∵分成 ◯≧′ 組討論；由表 ′″ 可

知每一組中，∵】∵∬∂】◯ 的數值為 ′れ″れ……れ◯∴′れ° 各】 ＜◯∴′＞＋】 個，所以每

個編號倒數第】 ∽】＜∽＝◯～′＞】 個淘汰的次數各】 ＜◯∴′＞＋】 次ろ】

但是每個編號在其中 ◯組各只出現 ′次，所以在 ◯≧′ 組中，每個編號

倒數第】 ∽】＜∽＝◯～′＞】 個淘汰的次數各】 ◯＜◯∴′＞＋＝◯＋】 次，因此每個編號倒數第

∽】＜∽＝◯～′＞】 個淘汰的機會是
1x

1

1)!(x

x!

+=+ ろ】

℃♂ 根據 ′れ″，上述命題成立ろ】

步驟 ＄：由步驟 ′～￥得證ろ】

】



 15

二れ在幸運位置的循環節中，每個編號出現的機會都相同嗎？】

＜一＞ 根據定理 ′得知：人數 ∫人，反覆淘汰留下來的第∵個人，只要取∵＝′～∫＋】 時，

每個編號倒數第 ′個淘汰的機會都相同ろ】

＜二＞ 由研究得知】 ∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，≡＜∫∞∵∞′＞】 會依原編號循環，其循環節長

度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞ろ】

＜三＞ 又因為】 ∫＋】 是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 的整數倍，所以在幸運位置的循環節中，每個編

號出現的機會都相同ろ】

】

三れ人數 ∫人，反覆淘汰留下來的第∵個人，取∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞時，每個編號倒

數第 ∽個淘汰的機會都相同嗎？】

＜一＞ 將表 ¢れ表 £和表 ％中，倒數第 ∽個淘汰的編號整理成表 ′℃，發現下列遞迴公

式：】

⎩⎨
⎧

=
≠=

0n mod m if,     n         

0n mod m if,n   mod m
n)m,f(n, 】

當 1-nk1 ≤≤ 時， 

⎩⎨
⎧

=+
≠++=

0n mod k))m,1,-f(n(m if,                              n         

0n mod k))m,1,-f(n(m if,n   mod k))m,1,-f(n(m
k)m,f(n,     ＜公式 ℃＞】

表 ′℃：∫＝″れ℃れ￥，倒數第 ∽個淘汰的編號】

∵】 ′】 ″】 ℃ ￥】 ＄】 ¢】 £ ％ ＃ ′° ′′ ′″ ′℃ ′￥ ′＄】 ′¢】 ′£】 ′％】 ′＃ ″°

≡＜″∞∵∞″＞】 ′】 ″】 ′ ″】 ′】 ″】 ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′】 ″】 ′】 ″】 ′ ″

≡＜″∞∵∞′＞】 ″】 ′】 ″ ′】 ″】 ′】 ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″ ′ ″】 ′】 ″】 ′】 ″ ′

≡＜℃∞∵∞℃＞】 ′】 ″】 ℃ ′】 ″】 ℃】 ′ ″ ℃ ′ ″ ℃ ′ ″ ℃】 ′】 ″】 ℃】 ′ ″

≡＜℃∞∵∞″＞】 ″】 ′】 ′ ℃】 ℃】 ″】 ″ ′ ′ ℃ ℃ ″ ″ ′ ′】 ℃】 ℃】 ″】 ″ ′

≡＜℃∞∵∞′＞】 ℃】 ℃】 ″ ″】 ′】 ′】 ℃ ℃ ″ ″ ′ ′ ℃ ℃ ″】 ″】 ′】 ′】 ℃ ℃

≡＜￥∞∵∞￥＞】 ′】 ″】 ℃ ￥】 ′】 ″】 ℃ ￥ ′ ″ ℃ ￥ ′ ″ ℃】 ￥】 ′】 ″】 ℃ ￥

≡＜￥∞∵∞℃＞】 ″】 ￥】 ″ ′】 ℃】 ′】 ￥ ″ ￥ ℃ ′ ℃ ″ ￥ ″】 ′】 ℃】 ′】 ￥ ″

≡＜￥∞∵∞″＞】 ℃】 ℃】 ￥ ℃】 ￥】 ￥】 ′ ′ ″ ′ ″ ″ ℃ ℃ ￥】 ℃】 ￥】 ￥】 ′ ′

≡＜￥∞∵∞′＞】 ￥】 ′】 ′ ″】 ″】 ℃】 ″ ℃ ℃ ￥ ￥ ′ ￥ ′ ′】 ″】 ″】 ℃】 ″ ℃

＜二＞ 以公式 ″和公式 ℃，使用 □◯⌒∇∝ 推算】 ∫＝′～′¢，∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，每

個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都是
n

1
；又因為人數 ∫人，∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞

時，≡＜∫∞∵∞∽＞】 一定會產生循環，其循環節長度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞，所以本研究
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據此提出ヌ約瑟夫定理ネ，內容及證明如下：】

定理 ″：人數 ∫人，反覆淘汰留下來的第∵個人，取】 ∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞

時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都相同ろ】

證明： 

′♂ 根據定理 ′ 得知人數 ∫ 人，反覆淘汰留下來的第 ∵ 個人，取 ∵＝′～∫＋】

時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都相同ろ】

″♂ 由研究得知】 ∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 時，≡＜∫∞∵∞∽＞】 會依原編號循環，其

循環節長度是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞ろ】

℃♂ 又因為】 ∫＋】 是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 的整數倍，所以在倒數第 ∽個淘汰的循

環節中，每個編號出現的機會都相同ろ】

￥♂ 又因為】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 是】 ∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 的整數倍，所以 ∵＝′～

∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，每個編號倒數第 ∽個淘汰的機會都相同，得證ろ】

】

柒れ結論】

本研究發現 ∫ 個人的約瑟夫問題，反覆淘汰留下來的第 ∵ 個人，∵＝′～

∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞】 時，倒數第 ∽ 個淘汰的編號 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 會循環，其循環節長度是

∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞∽＞；又找出】 ≡＜∫∞∵∞∽＞】 的遞迴公式，再以娜公式使用 □◯⌒∇∝ 推算】 ∫＝′～′¢，

∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，發現人數不變時，每個編號倒數第】 ∽】＜∽＝∫～′＞】 個淘汰的機

會都相同；據此提出並證明ヌ約瑟夫定理ネ：人數 ∫ 人，反覆淘汰留下來的第 ∵ 個人，

取 ∵＝′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 時，每個編號倒數第 ∽ 個淘汰的機會都相同ろ也就是說：∫

個人，報 ′～∵汰 ∵的約瑟夫問題，每個人倒數第 ∽個淘汰機會公平的條件是取∵的範

圍為 ′～∝⌒∵＜∫∞∫∴′∞……∞″＞】 的整數倍ろ】 】

■♯∠∫∽】∈†♭∽∇０ 與 ●∠♯∬∫】W≫∝∝≫∠∵♭】＜″°′°＞提出 ⊆≪∇】■∇∝≫∫∇】▼∬♭∇Å≪†♭】↓♯∬⊥∝∇∵ 的淘汰規則，即

每個編號有 ♪ 條命，報 ′～∵選 ∵，選到第 ♪ 次才淘汰，未來可以挑戰在此汰留規則下，

探討每個編號倒數第 ∽個淘汰機會的公平性ろ】

】
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捌れ參考資料】

一れ中文部分：】

林千雅れ陳珉儒れ邱晨熙れ梁育棻ゴ″°°￥サろ公主的抉擇─數的規律ろ中華民國第 ￥￥ 屆

中小學科學展覽會參展作品專輯ろ取自

≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥￥♀□♀°￥°￥°″♂Å∂≡ろ】

林奕丞れ洪嘉蔓れ陳昊廷れ徐東葦ゴ″°°＄サろ探索俄羅斯遊戲法則之奧秘ろ中華民國第 ￥＄

屆中小學科學展覽會參展作品專輯ろ取自

≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥＄♀∇∝∇∵∇∫♪∠♯０♀°％°￥♀°％°￥°＃♂Å∂≡ろ】

林豐正れ詹朱聰れ林裕翔れ簡子為ゴ″°°℃サろ九死一生ろ中華民國第 ￥℃ 屆中小學科學展

覽會參展作品專輯ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥℃♀Å∂≡♀∇♀°￥°￥°′♂Å∂≡ろ】

段凱文れ梁廷宇れ羅子瑞れ黃蛟晟ゴ″°°￥サろ王位繼承人ろ中華民國第 ￥￥ 屆中小學科學

展覽會參展作品專輯ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥￥♀⌒°％♀°％°￥°℃♂Å∂≡ろ】

張廷仰れ胡豐榮れ許天維ゴ″°°′サろ環狀重排序列的性質ろ測驗統計簡訊，￥℃，′″∴′¢ろ】

陳衍文ゴ譯サゴ′＃＃′サろ具體數學ろ臺北市：格致ろゴ△♯∠≪∠∵∞】∈∬∫∠∝∂】〒】＊】※∫†♪≪∞】◆∬∫∠∝∂】□♯‡≫∫】＊】

↓∠♪∠♭≪∫≫∽∞】↑♯∇∫∞】′＃％＃サ】

葉佩雯ゴ″°°＄サろ老師無法解決的難題ろ中華民國第 ￥＄ 屆中小學科學展覽會參展作品專

輯ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥＄♀∇∝∇∵∇∫♪∠♯０♀°％°￥♀°％°￥′％♂Å∂≡ろ】

葉佩雯ゴ″°°¢∠サろ約瑟夫數列ろ臺灣 ″°°¢ 年國際科學展覽會參展作品專輯ろ取自

≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴″♀″°°¢♀Å∂≡♀°′°°°″♂Å∂≡ろ】

葉佩雯ゴ″°°¢⊥サろ約瑟夫數列的最後一章ろ中華民國第 ￥¢ 屆中小學科學展覽會參展作品

專輯ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥¢♀√†∫≫∬♯♀°℃°￥♀°℃°￥′£♂Å∂≡ろ】

葉佩雯ゴ″°°£サろ約瑟夫問題ろ臺灣 ″°°£ 年國際科學展覽會參展作品專輯ろ取自

≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴″♀″°°£♀Å∂≡♀°′°°°℃♂Å∂≡ろ】

楊皓琮れ翁郁婷ゴ′＃＃＃サろ公主如何救王子ろ中華民國第 ℃＃ 屆中小學科學展覽會優勝作

品專輯ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀℃＃♀♭⌒≪∬∬∝♀℃＃∴￥∴＄♂Å∂≡ろ】

談祥柏ゴ′＃＃′サろ數學奇趣錄ろ臺北市：台灣商務ろ】

戴于珽ゴ″°°￥サろ我要活下去ろ中華民國第 ￥￥ 屆中小學科學展覽會參展作品專輯ろ取自
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≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥￥♀□♀°￥°￥°＃♂Å∂≡ろ】

簡民惠ゴ″°°°サろ天生贏家的奧秘─バ傳遞問題パ之研究與探討ろ中華民國第 ￥° 屆中小

學科學展覽會優勝作品專輯ろ取自

≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥°♀∵♭⌒≪∬∬∝♀′£≪♀′£♂≪♪∵ろ】

鄒慶叡れ劉志豪れ林己豪れ劉欣宜ゴ″°°＄サろ魔數ろ中華民國第 ￥＄ 屆中小學科學展覽會

參展作品專輯ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒♪≫‡≫♪０♂∫♪♭∇⌒♂≒∬‡♂♪¶♀∠⌒♪≫‡≫♪０♀♯∠⌒∇∴′♀￥＄♀≪≫≒≪♀°℃°￥♀°℃°￥°¢♂Å∂≡ろ】

】

二れ英文部分：】

◇∠♭⊥†♯∫】〒∇∂∠≪】&】↓≪∠∫】⊆†０∇♪∴〒≫∫≪】＜″°°′＞】 ♂】⊆≪∇】↑♯♪≪∬≒∬∫∠∝】▼∬♭∇Å≪†♭】↓♯∬⊥∝∇∵♂】▽∫】⊆≪∇】▼∬†♯∫∠∝】

∬≡】♪≪∇】∋†∵∵∇♯】⊇∫∂∇♯≒♯∠∂†∠♪∇】→∠♪≪∇∵∠♪≫⌒∠∝】∋⌒≫∇∫⌒∇】∈∇♭∇∠♯⌒≪】▽∫♭♪≫♪†♪∇＜♭†∵∵∇♯】″°°′＞♂】

◆∇Å∠♯♪∵∇∫♪】∬≡】→∠♪≪∇∵∠♪≫⌒♭】→≫∠∵≫】⊇∫≫‡∇♯♭≫♪０♂】≡♯∬∵】

≪♪♪Å＆♀♀¶¶¶♂†∫≫♪♭♂∵≫∠∵≫∬≪♂∇∂†♀♭†∵♭♯≫♀♭†∵√♀″°°′♀↑♯♪≪∬≒♂Å∂≡】

∈†♭∽∇０】■♯∠∫∽】&】W≫∝∝≫∠∵♭】●∠♯∬∫＜″°′°＞♂】⊆≪∇】■∇∝≫∫∇】▼∬♭∇Å≪†♭】↓♯∬⊥∝∇∵♂】▽∫】↓∠∬∝∬】◎∬∝∂≫】&】〒†≫♭∠】

△∠♯≒∠∫∬＜□∂♭♂＞∞】■†∫】¶≫♪≪】●∝≒∬♯≫♪≪∵♭＆】＄♪≪】▽∫♪∇♯∫∠♪≫∬∫∠∝】◇∬∫≡∇♯∇∫⌒∇∞】■⊇←】″°′°∞】▽♭⌒≪≫∠∞】

▽♪∠∝０∞▼†∫∇】″°′°】↓♯∬⌒∇∇∂≫∫≒♭♂】≡♯∬∵】

≪♪♪Å♭＆♀♀⊥∬∬∽♭♂≒∬∬≒∝∇♂⌒∬∵♂♪¶♀⊥∬∬∽♭?≫∂=□◯→∵°≫▽▼▼′〓◇&Å≒=↓●℃￥℃&∝Å≒=↓●℃￥℃&∂‰=♪≪∇≧≡∇∝≫

∫∇≧√∬♭∇Å≪†♭≧Å♯∬⊥∝∇∵&♭∬†♯⌒∇】

】

三れ網路資料：】

Y≫†】 ↓∠†∝＜″°°℃＞♂】 ⊆≪∇】 ▼∬♭∇Å≪†♭】 Å♯∬⊥∝∇∵】 ∠∫∂】 ≫♪♭】 ≒∇∫∇♯∠∝≫１∠♪≫∬∫♂ In】 Y≫†】 ↓∠†∝＜″°°℃＞∞】 ∈∇⌒♯∇∠♪≫∬∫∠∝】

→∠♪≪∇∵∠♪≫⌒♭＜ÅÅ♂′°°′∴′°°￥＞♂ ◆∇Å∠♯♪∵∇∫♪】 ∬≡】 →∠♪≪∇∵∠♪≫⌒♭】 ■∝∬♯≫∂∠】 ●♪∝∠∫♪≫⌒】 ⊇∫≫‡∇♯♭≫♪０♂】 ≡♯∬∵】

≪♪♪Å＆♀♀¶∇⊥♂⊥∬†∫♂∇∂†♂♪♯♀♪∬Å⌒†♀∈∇⌒♯∇∠♪≫∬∫∠∝→∠♪≪∇∵∠♪≫⌒♭♂Å∂≡】

Y≫†】↓∠†∝＜″°′″＞♂】⊆≪∇】▼∬♭∇Å≪†♭】Å♯∬⊥∝∇∵】∠∫∂】≫♪♭】≒∇∫∇♯∠∝≫１∠♪≫∬∫♂ In】Y≫†】↓∠†∝＜″°′″＞∞】↓♯∬⊥∝∇∵】∋∬∝‡≫∫≒】

∠∫∂】 ∈∇⌒♯∇∠♪≫∬∫∠∝】 →∠♪≪∇∵∠♪≫⌒♭＜ÅÅ♂￥°′∴￥°＄＞♂ ◆∇Å∠♯♪∵∇∫♪】 ∬≡】 →∠♪≪∇∵∠♪≫⌒♭】 ■∝∬♯≫∂∠】 ●♪∝∠∫♪≫⌒】

⊇∫≫‡∇♯♭≫♪０♂】≡♯∬∵】≪♪♪Å＆♀♀∵∠♪≪♂≡∠†♂∇∂†♀Y≫†♀↓∋∈→″°′″♀↓∋∈→″°′″°£°″♂Å∂≡】

▼∬♭∇Å≪†♭】↓♯∬⊥∝∇∵ろ取自 ≪♪♪Å＆♀♀∠⌒∵♂∫†∂♪♂∇∂†♂⌒∫♀~♪¶⌒∬†♯♭∇♀▼∬♭∇Å≪†♭↓♯∬⊥∝∇∵♂≪♪∵∝】

】
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玖れ附錄： 

∵】
∫】

′】 ″】 ℃】 ￥】 ＄】 ¢ £】 ％】 ＃】 ′° ′′ ′″ ′℃ ′￥ ′＄ ′¢ ′£ ′％ ′＃ ″°】 ″′】 ″″】 ″℃】 ″￥ ″＄ ″¢

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

℃】 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 

￥】 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 

＄】 5 3 4 1 2 4 4 1 2 4 5 3 2 5 1 3 4 1 1 3 4 1 2 5 4 2 

¢】 6 5 1 5 1 4 5 3 5 2 4 3 3 1 4 1 3 1 2 5 1 5 1 5 5 4 

£】 7 7 4 2 6 3 5 4 7 5 1 1 2 1 5 3 6 5 7 4 1 6 3 1 2 2 

％】 8 1 7 6 3 1 4 4 8 7 4 5 7 7 4 3 7 7 2 8 6 4 2 1 3 4 

＃】 9 3 1 1 8 7 2 3 8 8 6 8 2 3 1 1 6 7 3 1 9 8 7 7 1 3 

′°】 10 5 4 5 3 3 9 1 7 8 7 10 5 7 6 7 3 5 2 1 10 10 10 1 6 9 

′′】 11 7 7 9 8 9 5 9 5 7 7 11 7 10 10 1 9 1 10 10 9 10 11 3 9 2 

′″】 12 9 10 1 1 3 12 5 2 5 6 11 8 12 1 5 2 7 5 6 6 8 10 3 10 4 

′℃】 13 11 13 5 6 9 6 13 11 2 4 10 8 13 3 8 6 12 11 13 1 4 7 1 9 4 

′￥】 14 13 2 9 11 1 13 7 6 12 1 8 7 13 4 10 9 2 2 5 8 12 2 11 6 2 

′＄】 15 15 5 13 1 7 5 15 15 7 12 5 5 12 4 11 11 5 6 10 14 4 10 5 1 13

′¢】 16 1 8 1 6 13 12 7 8 1 7 1 2 10 3 11 12 7 9 14 3 10 1 13 10 7 

′£】 17 3 11 5 11 2 2 15 17 11 1 13 15 7 1 10 12 8 11 17 7 15 7 3 1 16

′％】 18 5 14 9 16 8 9 5 8 3 12 7 10 3 16 8 11 8 12 1 10 1 12 9 8 6 

′＃】 19 7 17 13 2 14 16 13 17 13 4 19 4 17 12 5 9 7 12 2 12 4 16 14 14 13

″°】 20 9 20 17 7 20 3 1 6 3 15 11 17 11 7 1 6 5 11 2 13 6 19 18 19 19

″′】 21 11 2 21 12 5 10 9 15 13 5 2 9 4 1 17 2 2 9 1 13 7 21 21 2 3 

″″】 22 13 5 3 17 11 17 17 2 1 16 14 22 18 16 11 19 20 6 21 12 7 22 1 5 7 

″℃】 23 15 8 7 22 17 1 2 11 11 4 3 12 9 8 4 13 15 2 18 10 6 22 2 7 10

″￥】 24 17 11 11 3 23 8 10 20 21 15 15 1 23 23 20 6 9 21 14 7 4 21 2 8 12

″＄】 25 19 14 15 8 4 15 18 4 6 1 2 14 12 13 11 23 2 15 9 3 1 19 1 8 13

″¢】 26 21 17 19 13 10 22 26 13 16 12 14 1 26 2 1 14 20 8 3 24 23 16 25 7 13

″£】 27 23 20 23 18 16 2 7 22 26 23 26 14 13 17 17 4 11 27 23 18 18 12 22 5 12

″％】 28 25 23 27 23 22 9 15 3 8 6 10 27 27 4 5 21 1 18 15 11 12 7 18 2 10

″＃】 29 27 26 2 28 28 16 23 12 18 17 22 11 12 19 21 9 19 8 6 3 5 1 13 27 7 

℃°】 30 29 29 6 3 4 23 1 21 28 28 4 24 26 4 7 26 7 27 26 24 27 24 7 22 3 

】
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】

∵】
∫】

27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

℃】 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 

￥】 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 

＄】 3 5 1 3 3 5 1 3 4 2 1 4 5 2 3 5 5 2 3 5 1 4 3 1 2 4 

¢】 6 3 6 3 4 1 4 1 3 2 2 6 2 6 2 5 6 4 6 3 6 4 4 3 5 2 

£】 5 3 7 5 7 5 2 7 3 3 4 2 6 4 1 5 7 6 2 7 4 3 4 4 7 5 

％】 8 7 4 3 6 5 3 1 6 7 1 8 5 4 2 7 2 2 7 5 3 3 5 6 2 1 

＃】 8 8 6 6 1 1 9 8 5 7 2 1 8 8 7 4 9 1 7 6 5 6 9 2 8 8 

′°】 5 6 5 6 2 3 2 2 10 3 9 9 7 8 8 6 2 5 2 2 2 4 8 2 9 10

′′】 10 1 1 3 11 2 2 3 1 6 2 3 2 4 5 4 1 5 3 4 5 8 2 8 5 7 

′″】 1 5 6 9 6 10 11 1 12 6 3 5 5 8 10 10 8 1 12 2 4 8 3 10 8 11

′℃】 2 7 9 13 11 3 5 9 8 3 1 4 5 9 12 13 12 6 5 9 12 4 13 8 7 11

′￥】 1 7 10 1 14 7 10 1 1 11 10 14 2 7 11 13 13 8 8 13 3 10 6 2 2 7 

′＄】 13 5 9 1 15 9 13 5 6 2 2 7 11 2 7 10 11 7 8 14 5 13 10 7 8 14

′¢】 8 1 6 15 14 9 14 7 9 6 7 13 2 10 16 4 6 3 5 12 4 13 11 9 11 2 

′£】 1 12 1 11 11 7 13 7 10 8 10 17 7 16 6 12 15 13 16 7 17 10 9 8 11 3 

′％】 10 4 12 5 6 3 10 5 9 8 11 1 10 2 11 18 4 3 7 17 10 4 4 4 8 1 

′＃】 18 13 3 16 18 16 5 1 6 6 10 1 11 4 14 3 9 9 14 6 19 14 15 16 2 15

″°】 5 1 12 6 9 8 18 15 1 2 7 19 10 4 15 5 12 13 19 12 6 2 4 6 13 7 

″′】 11 8 20 15 19 19 9 7 15 17 2 15 7 2 14 5 13 15 1 16 11 8 11 14 1 17

″″】 16 14 5 1 6 7 20 19 6 9 17 9 2 20 11 3 12 15 2 18 14 12 16 20 8 3 

″℃】 20 19 11 8 14 16 7 7 18 22 8 1 18 14 6 22 9 13 1 18 15 14 19 1 13 9 

″￥】 23 23 16 14 21 24 16 17 5 10 21 15 9 6 23 16 4 9 22 16 14 14 20 3 16 13

″＄】 25 1 20 19 2 6 24 1 15 21 8 3 23 21 14 8 22 3 17 12 11 12 19 3 17 15

″¢】 26 3 23 23 7 12 5 9 24 5 19 15 10 9 3 24 13 21 10 6 6 8 16 1 16 15

″£】 26 4 25 26 11 17 11 16 5 14 2 26 22 22 17 12 2 11 1 25 26 2 11 24 13 13

″％】 25 4 26 28 14 21 16 22 12 22 11 8 5 6 2 26 17 27 18 15 17 22 4 18 8 9 

″＃】 23 3 26 29 16 24 20 27 18 29 19 17 15 17 14 10 2 13 5 3 6 12 24 10 1 3 

℃°】 20 1 25 29 17 26 23 1 23 5 26 25 24 27 25 22 15 27 20 19 23 30 13 30 22 25

】
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】

∵】
∫】

53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

℃】 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 

￥】 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 

＄】 5 2 2 4 5 2 3 1 5 3 4 1 2 4 4 1 2 4 5 3 2 5 1 3 4 1 

¢】 4 2 3 6 2 6 2 1 6 5 1 5 1 4 5 3 5 2 4 3 3 1 4 1 3 1 

£】 1 7 2 6 3 1 5 5 4 4 1 6 3 7 2 1 4 2 5 5 6 5 2 7 3 2 

％】 6 5 1 6 4 3 8 1 1 2 8 6 4 1 5 5 1 8 4 5 7 7 5 3 8 8 

＃】 5 5 2 8 7 7 4 7 8 1 8 7 6 4 9 1 7 6 3 5 8 9 8 7 4 5 

′°】 8 9 7 4 4 5 3 7 9 3 1 1 1 10 6 9 6 6 4 7 1 3 3 3 1 3 

′′】 6 8 7 5 6 8 7 1 4 10 9 10 11 10 7 11 9 10 9 2 8 11 1 2 1 4 

′″】 11 2 2 1 3 6 6 1 5 12 12 2 4 4 2 7 6 8 8 2 9 1 4 6 6 10

′℃】 12 4 5 5 8 12 13 9 1 9 10 1 4 5 4 10 10 13 1 9 4 10 1 4 5 10

′￥】 9 2 4 5 9 14 2 13 6 1 3 9 13 1 1 8 9 13 2 11 7 14 6 10 12 4 

′＄】 2 11 14 1 6 12 1 13 7 3 6 13 3 7 8 1 3 8 13 8 5 13 6 11 14 7 

′¢】 7 1 5 9 15 6 12 9 4 1 5 13 4 9 11 5 8 14 4 16 14 7 1 7 11 5 

′£】 9 4 9 14 4 13 3 1 14 12 17 9 1 7 10 5 9 16 7 3 2 13 8 15 3 15

′％】 8 4 10 16 7 17 8 7 3 2 8 1 12 1 5 1 6 14 6 3 3 15 11 1 8 3 

′＃】 4 1 8 15 7 18 10 10 7 7 14 8 1 10 15 12 18 8 1 18 19 13 10 1 9 5 

″°】 17 15 3 11 4 16 9 10 8 9 17 12 6 16 2 20 7 18 12 10 12 7 5 17 6 3 

″′】 7 6 16 4 19 11 5 7 6 8 17 13 8 19 6 4 13 4 20 19 1 18 17 9 20 18

″″】 16 16 5 16 10 3 20 1 1 4 14 11 7 19 7 6 16 8 3 3 8 4 4 19 9 8 

″℃】 23 1 14 3 21 15 10 15 16 20 8 6 3 16 5 5 16 9 5 6 12 9 10 3 17 17

″￥】 4 7 21 11 6 1 21 3 5 10 23 22 20 10 24 1 13 7 4 6 13 11 13 7 22 23

″＄】 7 11 1 17 13 9 5 13 16 22 11 11 10 1 16 19 7 2 25 3 11 10 13 8 24 1 

″¢】 8 13 4 21 18 15 12 21 25 6 22 23 23 15 5 9 24 20 18 23 6 6 10 6 23 1 

″£】 7 13 5 23 21 19 17 27 5 14 4 6 7 27 18 23 12 9 8 14 25 26 4 1 19 25

″％】 4 11 4 23 22 21 20 3 10 20 11 14 16 9 1 7 25 23 23 2 14 16 23 21 12 19

″＃】 28 7 1 21 21 21 21 5 13 24 16 20 23 17 10 17 7 6 7 16 29 3 11 10 2 10

℃°】 21 1 26 17 18 19 20 5 14 26 19 24 28 23 17 25 16 16 18 28 12 17 26 26 19 28

】
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】

∵】
∫】

79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

℃】 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 

￥】 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 

＄】 1 3 4 1 2 5 4 2 3 5 1 3 3 5 1 3 4 2 1 4 5 2 3 5 5 2 

¢】 2 5 1 5 1 5 5 4 6 3 6 3 4 1 4 1 3 2 2 6 2 6 2 5 6 4 

£】 4 1 5 3 7 5 6 6 2 7 4 2 4 2 6 4 7 7 1 6 3 1 5 2 4 3 

％】 3 1 6 5 2 1 3 4 1 7 5 4 7 6 3 2 6 7 2 8 6 5 2 8 3 3 

＃】 1 9 6 6 4 4 7 9 7 5 4 4 8 8 6 6 2 4 9 7 6 6 4 2 7 8 

′°】 10 9 7 8 7 8 2 5 4 3 3 4 9 10 9 10 7 10 6 5 5 6 5 4 10 2 

′′】 1 1 11 2 2 4 10 3 3 3 4 6 1 3 3 5 3 7 4 4 5 7 7 7 3 7 

′″】 8 9 8 12 1 4 11 5 6 7 9 12 8 11 12 3 2 7 5 6 8 11 12 1 10 3 

′℃】 9 11 11 3 6 10 5 13 2 4 7 11 8 12 1 6 6 12 11 13 3 7 9 12 9 3 

′￥】 4 7 8 1 5 10 6 1 5 8 12 3 1 6 10 2 3 10 10 13 4 9 12 2 14 9 

′＄】 8 12 14 8 13 4 1 12 2 6 11 3 2 8 13 6 8 1 2 6 13 4 8 14 12 8 

′¢】 7 12 15 10 16 8 6 2 9 14 4 13 13 4 10 4 7 1 3 8 16 8 13 4 3 16

′£】 1 7 11 7 14 7 6 3 11 17 8 1 2 11 1 13 17 12 15 4 13 6 12 4 4 1 

′％】 8 15 2 17 7 1 1 17 8 15 7 1 3 13 4 17 4 18 4 12 4 16 5 16 17 15

′＃】 11 19 7 4 14 9 10 8 19 8 1 15 18 10 2 16 4 19 6 15 8 2 11 4 6 5 

″°】 10 19 8 6 17 13 15 14 6 16 10 5 9 2 15 10 19 15 3 13 7 2 12 6 9 9 

″′】 5 15 5 4 16 13 16 16 9 20 15 11 16 10 3 20 9 6 16 6 1 18 8 3 7 8 

″″】 18 7 20 20 11 9 13 14 8 20 16 13 19 14 8 4 16 14 3 16 12 8 21 17 22 2 

″℃】 5 18 9 10 2 1 6 8 3 16 13 11 18 14 9 6 19 18 8 22 19 16 7 4 10 14

″￥】 12 2 18 20 13 13 19 22 18 8 6 5 13 10 6 4 18 18 9 24 22 20 12 10 17 22

″＄】 16 7 24 2 21 22 4 8 5 21 20 20 4 2 24 23 13 14 6 22 21 20 13 12 20 1 

″¢】 17 9 1 6 26 2 11 16 14 5 5 6 17 16 13 13 4 6 25 16 16 16 10 10 19 1 

″£】 15 8 1 7 1 5 15 21 20 12 13 15 27 27 25 26 18 21 14 6 7 8 3 4 14 24

″％】 10 4 26 5 28 5 16 23 23 16 18 21 6 7 6 8 1 5 27 20 22 24 20 22 5 16

″＃】 2 26 20 29 24 2 14 22 23 17 20 24 10 12 12 15 9 14 8 2 5 8 5 8 21 4 

℃°】 21 16 11 21 17 26 9 18 20 15 19 24 11 14 15 19 14 20 15 10 14 18 16 20 4 18

】
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】

∵】
∫】

105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

℃】 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 

￥】 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 

＄】 3 5 1 4 3 1 2 4 5 2 2 4 5 2 3 1 5 3 4 1 2 4 4 1 2 4 

¢】 6 3 6 4 4 3 5 2 4 2 3 6 2 6 2 1 6 5 1 5 1 4 5 3 5 2 

£】 6 4 1 7 1 1 4 2 5 4 6 3 7 5 2 2 1 1 5 3 7 4 6 5 1 6 

％】 7 6 4 3 6 7 3 2 6 6 1 7 4 3 1 2 2 3 8 7 4 2 5 5 2 8 

＃】 4 4 3 3 7 9 6 6 2 3 8 6 4 4 3 5 6 8 5 5 3 2 6 7 5 3 

′°】 9 10 10 1 6 9 7 8 5 7 3 2 1 2 2 5 7 10 8 9 8 8 3 5 4 3 

′′】 4 6 7 10 5 9 8 10 8 11 8 8 8 10 11 4 7 11 10 1 1 2 9 1 1 1 

′″】 1 4 6 10 6 11 11 2 1 5 3 4 5 8 10 4 8 1 1 5 6 8 4 9 10 11

′℃】 2 6 9 1 11 4 5 10 10 2 1 3 5 9 12 7 12 6 7 12 1 4 1 7 9 11

′￥】 9 14 4 11 8 2 4 10 11 4 4 7 10 1 5 1 7 2 4 10 14 4 2 9 12 1 

′＄】 9 15 6 14 12 7 10 2 4 13 14 3 7 14 4 1 8 4 7 14 4 10 9 2 6 11

′¢】 2 9 1 10 9 5 9 2 5 15 1 7 12 4 11 9 1 14 2 10 1 8 8 2 7 13

′£】 5 13 6 16 16 13 1 12 16 10 14 4 10 3 11 10 3 17 6 15 7 15 16 11 17 7 

′％】 2 11 5 16 17 15 4 16 3 16 3 12 1 13 4 4 16 13 3 13 6 15 17 13 2 11

′＃】 12 3 17 10 12 11 1 14 2 16 4 14 4 17 9 10 4 2 12 4 17 8 11 8 17 8 

″°】 17 9 4 18 1 1 12 6 15 10 19 10 1 15 8 10 5 4 15 8 2 14 18 16 6 18

″′】 17 10 6 21 5 6 18 13 2 19 8 21 13 7 1 4 21 21 12 6 1 14 19 18 9 1 

″″】 12 6 3 19 4 6 19 15 5 1 13 5 20 15 10 14 10 11 3 20 16 8 14 14 6 21

″℃】 2 20 18 12 21 1 15 12 3 23 13 6 22 18 14 19 16 18 11 6 3 19 3 4 20 13

″￥】 11 6 5 24 10 15 6 4 20 17 8 2 19 16 13 19 17 20 14 10 8 1 10 12 5 23

″＄】 16 12 12 7 19 25 17 16 8 6 23 18 11 9 7 14 13 17 12 9 8 2 12 15 9 3 

″¢】 17 14 15 11 24 5 24 24 17 16 8 4 24 23 22 4 4 9 5 3 3 24 9 13 8 3 

″£】 14 12 14 11 25 7 27 1 22 22 15 12 6 6 6 16 17 23 20 19 20 15 1 6 2 25

″％】 7 6 9 7 22 5 26 1 23 24 18 16 11 12 13 24 26 5 3 3 5 1 16 22 19 15

″＃】 25 25 29 28 15 28 21 26 20 22 17 16 12 14 16 28 2 11 10 11 14 11 27 5 3 29

℃°】 10 11 16 16 4 18 12 18 13 16 12 12 9 12 15 28 3 13 13 15 19 17 4 13 12 9 

】
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】

∵】
∫】

131 132 133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

℃】 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 

￥】 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 

＄】 5 3 2 5 1 3 4 1 1 3 4 1 2 5 4 2 3 5 1 3 3 5 1 3 4 2 

¢】 4 3 3 1 4 1 3 1 2 5 1 5 1 5 5 4 6 3 6 3 4 1 4 1 3 2 

£】 2 2 3 2 6 4 7 6 1 5 2 7 4 2 3 3 6 4 1 6 1 6 3 1 4 4 

％】 5 6 8 8 5 4 8 8 4 1 7 5 3 2 4 5 1 8 6 4 8 6 4 3 7 8 

＃】 1 3 6 7 5 5 1 2 8 6 4 3 2 2 5 7 4 3 2 1 6 5 4 4 9 2 

′°】 2 5 9 1 10 1 8 10 7 6 5 5 5 6 10 3 1 1 1 1 7 7 7 8 4 8 

′′】 1 5 10 3 2 5 2 5 3 3 3 4 5 7 1 6 5 6 7 8 4 5 6 8 5 10

′″】 12 5 11 5 5 9 7 11 10 11 12 2 4 7 2 8 8 10 12 2 11 1 3 6 4 10

′℃】 13 7 1 9 10 2 1 6 6 8 10 1 4 8 4 11 12 2 5 9 6 10 13 4 3 10

′￥】 4 13 8 3 5 12 12 4 5 8 11 3 7 12 9 3 5 10 14 5 3 8 12 4 4 12

′＄】 15 10 6 2 5 13 14 7 9 13 2 10 15 6 4 14 2 8 13 5 4 10 15 8 9 3 

′¢】 2 14 11 8 12 5 7 1 4 9 15 8 14 6 5 16 5 12 2 11 11 2 8 2 4 15

′£】 14 10 8 6 11 5 8 3 7 13 3 14 4 14 14 9 16 7 15 8 9 1 8 3 6 1 

′％】 1 16 15 14 2 15 1 15 2 9 18 12 3 14 15 11 1 11 2 14 16 9 17 13 17 13

′＃】 18 15 15 15 4 18 5 1 8 16 7 2 13 6 8 5 15 7 18 12 15 9 18 15 1 17

″°】 9 7 8 9 19 14 2 19 7 16 8 4 16 10 13 11 2 15 7 2 6 1 11 9 16 13

″′】 14 13 15 17 7 3 13 10 20 9 2 20 12 7 11 10 2 16 9 5 10 6 17 16 3 1 

″″】 13 13 16 19 10 7 18 16 5 17 11 8 1 19 2 2 17 10 4 1 7 4 16 16 4 3 

″℃】 6 7 11 15 7 5 17 16 6 19 14 12 6 2 9 10 3 20 15 13 20 18 8 9 21 21

″￥】 17 19 24 5 22 21 10 10 1 15 11 10 5 2 10 12 6 24 20 19 3 2 17 19 8 9 

″＄】 23 1 7 14 7 7 22 23 15 5 2 2 23 21 5 8 3 22 19 19 4 4 20 23 13 15

″¢】 24 3 10 18 12 13 3 5 24 15 13 14 10 9 20 24 20 14 12 13 25 26 17 21 12 15

″£】 20 27 8 17 12 14 5 8 1 20 19 21 18 18 3 8 5 27 26 1 14 16 8 13 5 9 

″％】 11 19 1 11 7 10 2 6 28 20 20 23 21 22 8 14 12 7 7 11 25 28 21 27 20 25

″＃】 26 6 18 29 26 1 23 28 22 15 16 20 19 21 8 15 14 10 11 16 2 6 29 7 1 7 

℃°】 7 18 1 13 11 17 10 16 11 5 7 12 12 15 3 11 11 8 10 16 3 8 2 11 6 13

】
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】

∵】
∫】

157 158 159 160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 

′】 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

″】 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

℃】 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 3 

￥】 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 

＄】 1 4 5 2 3 5 5 2 3 5 1 4 3 

¢】 2 6 2 6 2 5 6 4 6 3 6 4 4 

£】 5 3 7 5 2 6 1 7 3 1 5 4 5 

％】 2 1 6 5 3 8 4 3 8 7 4 4 6 

＃】 6 6 3 3 2 8 5 5 2 2 9 1 4 

′°】 3 4 2 3 3 10 8 9 7 8 6 9 3 

′′】 6 8 7 9 10 7 6 8 7 9 8 1 7 

′″】 7 10 10 1 3 1 1 4 4 7 7 1 8 

′℃】 8 12 13 5 8 7 8 12 13 4 5 13 8 

′￥】 11 2 4 11 1 1 3 8 10 2 4 13 9 

′＄】 3 10 13 6 12 13 1 7 10 3 6 1 13

′¢】 16 8 12 6 13 15 4 11 15 9 13 9 6 

′£】 3 13 1 13 4 7 14 5 10 5 10 7 5 

′％】 16 9 16 11 3 7 15 7 13 9 15 13 12

′＃】 2 15 4 19 12 17 7 19 7 4 11 10 10

″°】 19 13 3 19 13 19 10 3 12 10 18 18 19

″′】 8 3 15 11 6 13 5 20 9 8 17 18 20

″″】 11 7 20 17 13 21 14 8 20 20 8 10 13

″℃】 7 4 18 16 13 22 16 11 1 2 14 17 21

″￥】 20 18 9 8 6 16 11 7 22 24 13 17 22

″＄】 2 1 18 18 17 3 24 21 12 15 5 10 16

″¢】 3 3 21 22 22 9 5 3 21 25 16 22 3 

″£】 25 26 18 20 21 9 6 5 24 2 21 1 10

″％】 14 16 9 12 14 3 1 1 21 28 20 1 11

″＃】 26 29 23 27 1 20 19 20 12 20 13 24 6 

℃°】 3 7 2 7 12 2 2 4 27 6 30 12 25

 

】



そ評語た080412  

從某書的一個神奇結果，引發研究動機，值得肯定。針對欲研

究的問題也提出了相關的文獻探討與說明，並指出了本研究的獨特

性。而解決問題的方法相當不錯，值得鼓勵。 
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