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摘要 

 

在べ們的生活中所見到很多圓的應用 車輪↓硬幣↓瀦蓋…… 似乎無處

不在 大有不可避代之勢 但早在 19世紀德國的一位科學家勒洛的﨟現 從袪

打破了 個一へ不變的傳說〓因為勒洛㎜角形滾動玺可以實現㎝㎞區間高度一

致 與圓在直線㎝滾動玺是完憘一樣的 因袪本活動以R學的複合圖形面積

為根基 拓展到圓和勒洛㎜角形在多邊形或變軌曲線圖形外滾動的區域面積

藉㤗"拼及尺規作圖諸解不規則的區域面積 看似複雜的問題竟然變簡單了

並且找到面積求解的一般式 不但讓べ們學會如何把未知的問題轉化為已知的

問題來進行解決 還能進一袽Jべ們的研究轉化へ好玩且晗挑戰性的軌道拼圖

㤗長方形↓扇形↓環形扇組合﨟多種不ﾘ的軌道 並反推﨟原型〓 

 

 

 

關鍵字詞 勒洛㎜角形↓變軌多邊形↓軌道拼圖 
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壹↓研究動機 

蕃在 youtube的影擐中看到一輛奇怪的車子 它的輪子不是圓

形 而是類似㎜角形和註邊形 べ們疑惑著 樣的車子能騎嗎？

怎能チ穩呢？無獨有偶 蕃有一位老師﨟了 樣一道數學題 如㎞

圖 が哪個圖形能像圓一樣 在滾動玺保持㎝㎞軌道不動？ぎ諸如

袪類現象與應用還有很多 讓べ們不得不產生強烈的好

奇心 聯颴㎝述戓件濯 べ們開始著手廣泛搜尋相關資料

意外地認識了チ凡而又顯奇特的勒洛㎜角形1 沒想到它就

一直存在べ們的幾何圖形學習當中 於是べ們針P圓和勒

洛㎜角形的滾動問題進行了深入È究 主軸聚焦在繞行的

區域面積 期望在幾何的È索中擦﨟美麗且驚奇的火花〓 

 

 

 

 

貳↓研究目的 

一↓ È究圓和等徑輪的關係〓 

琢↓ È究圓和等徑輪在 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積〓 

㎜↓ È究圓和等徑輪在變軌 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積〓 

四↓ È究圓在晥它圖形外滾動一圈所掃過的區域面積〓 

註↓ 圓或等徑輪滾動的拓展與應用 

 

參↓實驗研究器材 

圓規↓量角器↓直尺↓軟墊↓方格紙↓實驗單↓電腦↓厚泡棉↓圓規刀↓幾何畫板 

 

肆↓ﾙ詞釋義  

べ們定義㎞列ﾙ詞在本研究的意義  

一↓ 等徑㎜角形 也就是勒洛㎜角形 以等邊㎜角形每個頂點為圓心 以邊長為半徑 在

另戓個頂點間作一段弧 ㎜段弧圍へ的曲邊㎜角形就是勒洛㎜角形〓㤗於本研究是È

索滾動的情況 因袪J它簡稱為＂等徑輪＂或＂等徑㎜角形＂方便理解〓 

                                                 
1 以等邊㎜角形每個頂點為圓心 以邊長為半徑 在另戓個頂點間作一段弧 ㎜段弧圍へ的曲邊㎜角形就是勒洛㎜角形

reuleaux triangle 也稱萊洛㎜角形〓 
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琢↓ 變軌N邊形 本活動以蕙多邊形為主 J圖形的長度做琢等諸弧形變化

Ç等徑㎜角形的曲線做變軌 遇到直角㎜角形べ們也嘗試做等腰直角形

的曲線變軌〓 

㎜↓ 琢邊形 本活動中也嘗試在 點的連線㎝㎞戓邊做滾動 因袪J袪線也以＂琢邊形＂

的稱ど來做辨識〓 

四↓ 定寬曲線 指幾何圖形中在任何方向㎝的直徑 或稱寬度 都是定值〓 

註↓ 徑長 指的是圓的直徑或等徑輪的寬度 為了搭配等徑輪 因袪活動皆以直徑長度來

記錄進行〓 

撝↓ 動輪與母體 動輪指滾動的圖形 母體指定住不動被滾動的圖形〓 

七↓ 環形扇 相ﾘ的圓心角不ﾘ半徑長的戓條弧線所形へ的圖形〓 

伍↓研究觱程↓討論與結果 

活動一 È究圓和等徑輪的關係 

在進行滾動之前 べ們先P勒洛㎜角形有個前置性的了解 然“再進行圓和等徑輪

滾動面積的È究〓 

⇒實驗 1 1⇔ 認識勒洛㎜角形 等徑㎜角形 的基本性質〓 

一↓ 當以㎜角形的㎜邊頂點為圓心 邊長為半徑 諸別畫﨟㎜個圓 中間會﨟現一個交

集 個圖形即為勒洛㎜角形 它是㤗德國機坰工程K家勒洛2首先渞現 因袪以他

的ﾙ字ばﾙ〓㤗於是翻譯的ﾙ稱 也有人譯作萊洛㎜角形↓弧㎜角形或曲邊㎜角形

為了較好區辨 本實驗J它稱之為が等徑輪が〓 圓也可以算是一種等徑輪  

琢↓ 勒洛㎜角形和圓都是屬於定寬曲線的幾何圖形 晥邊㎝的每個點到P應頂點的距

都相等 因袪 J圓和勒洛㎜角形放在戓條チ行線中間 使之與 戓チ行線相諶

則可以做到 無論 個曲線圖形如何運動 只要它還是在 戓條チ行線愰 就始終

與 戓條チ行線相諶〓 資料來源 維基渲科  

㎜↓ 根據推算ﾘ樣徑長的圓和勒洛㎜角形 晥周長相等 但面積則是勒洛㎜角形較R〓

與べ們課程愰學習的知識～周長相等的正多邊形，其邊數愈多，則面積愈大，當

正多邊形趨近於圓形時，面積最大的道理是一樣的〓 

  

                                                 
2 勒洛生於 1829ツ卒於 1905ツ〓 

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9B%B2%E8%BE%B9%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%B3%E8%A1%8C%E7%BA%BF
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%9B%B8%E5%88%87
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圖 1 1 4 

 

 

 

 

四↓  㤗於勒洛㎜角形和圓皆是定寬的曲線圖形 因袪有人利用勒

洛㎜角形來取代車輪 但因其中心並不穩定，每旋轉一圈會

有三次跳動〓而作為滾軸使用則是相當チ穩 很多ﾙ車的滾

軸渞電機渞動機也是 個原理 因為勒洛㎜角形是定寬曲線

中面積最R的〓 

 

  

註↓ 等徑輪也可以在與徑長相等邊的袘方形愰旋轉 因袪一位美國

工程師根據袪渞明了方孔鑽頭 方孔鑽頭的截面是一個勒洛㎜

角形 在工作玺鑽頭的中心隨著鑽頭的轉動ﾘ玺繞軸做似圓周

的運動 如袪可以鑽﨟四角略圓的袘方形〓 資料來源 科學人  

 

⇒實驗 1 2⇔ È究圓滾圓↓等徑輪滾等徑輪以及圓和等徑輪互滾晥掃過的區域面積 並

比較晥關聯性〓 

 

為了觀察圓和等徑輪轉動的情況 べ們一開始先試著用厚泡棉及圓規刀諶﨟模型

因為厚泡棉的摩擦力比較大 不容易滑動而造へ測量誤差 然“模擬轉動畫﨟它的軌

圖 1 1 2 

圖 1 1 3 

圖 1 2 1 

http://baike.baidu.com/view/1765192.htm
http://baike.baidu.com/view/1765192.htm
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跡並觀察之 幾次之“渞現都會﨟現誤差 因袪借a幾何畫板來生へ模擬的軌跡 然“

進行諶割拼組〓 

鷮 1 徑長比為が動輪的徑長 母體的徑長ぎ 為方便運算 所以J母體的圓半徑設計為

1 徑長為 2〓 

鷮 2 㤗於攩面有限 べ們只呈現徑長比為
怠態 1的那組圖形〓 

   

 

 

 

 

 

 

⊃べ們渞現∪  

1. 若以等徑輪當母體 不管動輪是圓或等徑輪 晥滾過的區域似が御飯團壽司ぎ的環形

如圖 1 2 2 若以圓當母體 不管動輪是圓或等徑輪晥滾過的區域是個環形 所不

ﾘ的地方是圓中心點的移動軌跡與輪廓邊緣皆へ等距 而等徑輪中心點會形へ曲線〓 

 

 

 

 

 

2. が御飯團ぎ的環形面積看似非べ們所學習的幾何圖形 但經過諶割“渞現 它可以諸

へ一個半環形扇和一個半圓 就能用べ們已知的扇形面積摠式來推Q〓 

3. 㤗㎝述實驗 べ們渞現が等徑輪與圓ぎ互滾或が等徑輪滾等徑輪ぎ皆可

回訇到が圓滾圓ぎ的問題 求環形面積即為 岫に�態 + �怠岻態 − �怠態 × π〓r怠為母體的半徑 r態為動輪的半徑  

 

 

 

 



邊
是
直
線 


有
弧
形
邊 

圖 1 2 2 圖 1 2 3 

圖 1 2 4 

圖 1 2 5 
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活動琢 È究圓和等徑輪在 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積〓 

在活動一中べ們知道母體 圓或等徑輪 固定 圓和等徑輪在外滾動晥所掃過的區

域面積一樣 那 若在袘 N邊形與非袘 N邊形外滾動 面積還會是一樣的嗎？要如何計

算晥面積呢？因袪活動琢べ們針P袘 N邊形及非袘 N邊形進行È究圓和等徑輪滾動的情

形 並且試著找﨟區域面積求法的一般式〓 

鷮 滾動的區域面積不考慮重疊處〓 

 

⇒實驗 2 1⇔ 圓與等徑輪在袘 N邊形外滾動的區域面積〓 

研究設定在袘㎜角形到袘揵邊形 希望藉㤗"拼及數據推算找到圓或等徑輪在袘 N

邊形外滾動的區域面積一般化摠式〓 

一↓圓在袘 N邊形外滾動的區域面積È究 

鷮 袪比例是指圓的直徑 d與正 N邊形的邊長 a之比〓 

 

 

 

 

 

 

 
圓在袘 N邊形外滾動一圈 所形へ區域可以諸割へ N個長方形及 N個扇形 而 N

個扇形剛好又可以拼へ一個圓形 以袘註邊形為例 愰角是などぱ° 所以P面形へ的就是

圖 2 1 1 
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圖 2 1 2 

一個 72°的扇形 而 5個 72°的扇形又可以組合へ一個圓〓因袪㤗㎝表可以推Q一般式
直徑 d↓半徑 r↓邊長 a  

     袈��＋袈匝� う或 匝���＋想�匝�え→直徑×正 N邊形周長＋1個大圓面積 

  琢↓等徑輪在袘 N邊形外滾動的區域面積È究 

鷮 袪比例是指等徑輪的徑長 d與正 N邊形的邊長 a的比〓  

 

 

 

 

 

 

べ們渞現等徑輪在袘 N多邊形外滾動一圈 所形へ的區域面積一樣和圓一樣 皆可

以諸割へ N個長方形及一個圓形 因袪所推得的一般式也是袈�� 袈匝�〓 

 

 
 

 
 
 
 
 

⇒實驗 2 2⇔ 圓與等徑輪在非袘 N邊形外滾動的區域面積〓 

研究設定為不等邊的 N邊形 以蕙 N邊形為主 希望藉㤗"拼及數據推算找到圓或

等徑輪在非袘 N邊形外滾動的區域面積一般化摠式〓 

一↓圓在非袘 N邊形外滾動的區域面積È究 

鷮 袪實驗J圓直徑 d固定為 2 在不等邊不等角的 N邊形㎝進行滾動 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2 1 3 

圖 2 1 4 

表 2 2 1 
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(層匝 掻 想√層惣)× 匝 匝匝� 

＝想宋 掻√層惣 想� 

(層匝 層宋 層想)× 匝 匝匝� 

＝挿匝 想� 

(捜 掃 掻 層宋)× 匝 匝匝� 

＝捜掻 想� 

(掃 × 匝 掻 層宋 × 匝)× 匝 匝匝� 

＝掻宋 想� 

 

⊃べ們渞現∪  

1. 在沒有給﨟直角㎜角形斜邊長度玺 べ們可以用畢氏定理求﨟邊

AC的長為ね√なぬ 進而求﨟長條形面積總和 即㎜角形周長×徑

長 但扇形べ們並不知道角度 所以べ們J它進行"拼 渞現也

可以形へ一個圓 但真是一個圓嗎？會不會在"拼中有誤差呢？

圖形只給了一個直角的線索 因袪べ們思考了一個方法 用⇒㎜

個周角⇔ ⇒㎜角形愰角和⇔ ⇒6個直角⇔即可算﨟㎜個扇形

圓心角度數和為ぬはど° × ぬ − なぱど° − ひど° × は＝ぬはど°〓 

2. 雖然任意 N邊形並沒有給﨟各角的角度 但べ們也可以利用㎝述的方法算﨟來 且渞

現所有圓在袘 N邊形外滾動一圈 所形へ的扇形皆可以組合へ一個圓〓 

3. 綜合㎝述 要算圓在 N邊形外滾動一圈的區域面積 可以總結㎞列方法  

圓在 N邊形外滾動一圈的面積＝�邊形周長× 袈 纂匝� 

 

琢↓等徑輪在非袘 N邊形外滾動的區域面積È究 

鷮 袪實驗J等徑輪的徑寬 d固定為 2 在不等邊不等角的 N邊形㎝進行滾動〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⊃べ們渞現∪ 

以非袘 N邊形為母體 等徑輪在晥周圍滾動 晥掃過的區域面積和圓滾動是一樣

的 可以利用N邊形周長× d �態� 即袈卦 + 纂匝�岻求﨟區域面積〓 

附註 1：在一開始研究圓在正 N邊形外部滾動時，我們也同時研究圓在內部滾動的情形，

圖 2 2 1 

表 2 2 2 
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圖 2 2 2 

設定研究對象為正三角形到正八邊形，但只有正三角形′正四邊形′正六邊形成

功，而正五邊形′正七邊形′正八邊形皆無法成功，因為無法像外部滾動那樣切

割成單純的長方形和扇形，反而會出現箏形的小區塊，遇到非特殊角時，我們就

無法用特殊角的邊長比來求出長度，因

此，接下來的活動我們就不研究圓或等

徑輪在內部滾動的情形了̈う如表 2－2－2え 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

附註 2：當圓形在正 N邊形內部滾動時，圓的直徑若比正 N邊形底邊長到中心點的距離還

長，這樣會造成面積重疊的狀況う如圖 2－2－3え,因此在設定圓的直徑時要注意長

度；若直徑剛好和正 N邊形底邊長到中心點的距離等長，則中心內部都會被圓形

所掃過，但要注意的是，它又與圓形繞著

一個圓點滾動所掃過的區塊不同¨ 

圖 2 2 3 
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附註 3：若圓在正 N邊形外滾動，則滾過的區域外圍是一個圓角的正 N邊形，且圓愈大，

則形體愈趨於圓形う如圖 2－2－4え；若圓在正 N邊形內滾動，則滾過的區域外圍也

是一個圓角的 N邊形，所不同的是，外滾圓滾出的軌跡都是等寬，而內滾圓則非

全部等寬，在轉角處相對會比較寬う如圖 2－2－5え̈  

 

 

 

 

 

 

 

 

活動㎜ È究圓和等徑輪在變軌 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積〓 

等徑輪因晥與特殊的 60度扇形弧有關 因袪べ們J活動琢所È究的相關圖形進行琢

等諸的變軌 再觀察晥圓和等徑輪在變軌 N邊形㎝滾動的區域 並利用"拼方式及數據推

算找到推算區域面積的一般化摠式〓 

 

有關所謂的が變軌 N邊形ぎ べ們是Ç邊長琢等諸的方式來進行變軌 以㎞說明戓

種變軌的方式  

圓的直徑長 

比圓的直徑長 

圖 2 2 4 圖 2 2 5 

圖 2 2 6 

圖 3 1 1 
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1. 等徑㎜角變軌 先J邊線琢等諸 取晥中一段 OA為長度 利用尺規作圖做﨟一

個袘㎜角形 OAP 再以點 P為圓心 線段 PO為半徑 過點 O和點 A畫﨟弧長

另一邊則反方向 用ﾘ樣的方法顣製﨟一段弧長 依序完へ N邊形的變軌圖形〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 等腰直角變軌 因為等腰直角㎜角形是特殊角 べ們也嘗試在等腰直角㎜角形㎝

進行等腰直角變軌 先J邊線琢等諸 取晥中的一段為斜邊 利用尺規作圖做﨟

一個等腰直角㎜角形 再以直角點為圓心 股長為半徑諸別畫弧 完へ N邊形的

變軌圖形 但Ç用袪法做變軌滾動的研究會碰㎝無理數的運算 但㤗於 45度是

特殊角 運用 1 1 √に還是能解決問題的〓 

 

 

 

 

 

 

 

⇒實驗 3 1⇔ 圓與等徑輪在變軌袘 N邊形外滾動的區域面積〓 

研究設定在袘琢邊形 以一維的線為主 繞線周圍一圈 到袘揵邊形的變軌圖形 Ç

等徑㎜角形變軌 べ們先進行尺規作圖 做﨟袘 N邊形的變軌圖形 再顣製﨟圓滾動

“的區域畫﨟諶割線 藉㤗"拼及數據推算找到圓或等徑輪在變軌袘 N邊形外滾動的區

域面積一般化摠式〓 

鷮 1 袪比例指的是圓的直徑 d與袘 N邊形的邊長 a之比 袘 N邊形的邊長皆設定為 4〓 

 

圖 3 1 2 

圖 3 1 3 



 

 12 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⊃べ們渞現∪ 

1. 當圓在變軌袘 N邊形㎝滾動玺 圖形變複雜了 べ們開始順著圓滾動的軌跡嘗試先J

圖形進行諶割 渞現被諸割へ許多環形扇 且往內變軌的環形扇比往外變軌的環形扇

小，而且兩個圖形剛好可以合而為一，變成一個はど°雙層環形扇 且依據邊數的不ﾘ

雙層環數也不ﾘ 袘註邊形有 5

個 就是相當於是
泰滞個はど°的雙層

環形扇 若是袘撝邊形 就有
滞滞個はど°的雙層環形扇 若是袘揵邊

形 就有
腿滞個はど°的雙層環形扇

以袪類推〓得﨟結論 圓或等徑輪在變軌袘 N邊形外滾動 晥可利用
�滞個雙層環形扇

1個圓算﨟來→得﨟一般摠式為
纂��惣 � 袈匝�〓 鷮 d為直徑↓a為邊長  

表 3 1 1 
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2. !㎞零散的扇形拼組的結果也是個圓 べ們也進一袽做了角度的推算 晥中涉及了チ

角↓愰角↓外角 推算結果確實是個完整的圓〓在袪

べ們幾乎可以確認任意蕙多邊形或蕙變軌多邊形 晥

轉角處的扇形面積剛好是一個圓的大R〓 

3. 㤗袘 N邊形 搭配直徑與邊長的比 d a べ們可以

推﨟一般式圓在變軌袘N邊形的外面滾動一圈的區域面積 S摠式為  <註：aN即為周長，

也可以用 c替代> S = 岫aに + d岻態 − 岫aに − d岻態 × π × �は + �態π = にad × π × �は + �態π = ���ぬ π + d態π 

4. 以變軌袘N邊形為母體 等徑輪在晥周圍滾動 晥掃過的區域面積和圓滾動是一樣的

所以在袪べ們省略不重覆了〓 

5. 變軌袘 N邊形不ﾘ比例所﨟現的繞軌區塊就不一樣 當直徑與邊長的比例R於
怠態玺

則滾動的區域諶割“會形へ戓種環形扇 諸別可以組へ一組組的雙層環形扇 但當徑

長與邊長的比剛好為 1 2玺 愰外戓個變軌處生へ的圖形一個是扇形及一個環形扇

戓者合而為一剛好形へ一個
層掃的扇形 當直徑與邊長的比例大於

怠態玺 渞現﨟現了交疊

的部諸 如㎞圖右 べ們無法求﨟晥面積 也無法使用拼組的方式找到解 因袪べ

們設計的徑長是在不大於
怠態的範圍㎞進行〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3 1 4 

圖 3 1 6 
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⇒實驗 3 2⇔ 圓與等徑輪在變軌非 N邊形外滾動的區域面積〓 

研究設定為不等邊的 N邊形 以蕙 N邊形為

主 Ç等徑㎜角形的方式變軌 希望藉㤗"拼及

數據推算找到圓或等徑輪在非袘N邊形外滾動的

區域面積一般化摠式 晥中べ們也P等腰直角㎜

角形進行了等腰直角變軌方式進行再È究〓 

註※：此實驗將圓或等徑輪的徑長固定為 2う徑長不大於最短邊的
怠態え̈  

註〒：直角三角形及等腰直角三角形是特殊的三角形，所以我們針對此圖形進行不同的

變軌方式來探究：う1え採等徑三角變軌 う̈2え採等腰直角變軌 う̈3え採混合變軌 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

表 3 2 1 
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圖 3 2 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⊃べ們渞現∪ 

1. 不等邊圖形的變軌 相P就複雜些 邊長不等長 N邊形要畫﨟變軌圖形 在尺規作圖

㎝就有一些 煩 需找到變軌的中心位置 因為那個中心點J會牽引著接㎞來圓繞行

的軌跡以及爾“的諶割線 因袪が尺規作圖ぎ也へ了べ們 次研究的附加學習〓 

2. 依照依各個環形扇來諸開算 再利用諸配’結合玺 べ們渞現了 它也與⇒實驗 3 1⇔

一樣 只要是等徑㎜角變軌的圖形似乎都可以用周長來處理 例如 圖 H 周長為 29

べ們套用前面的摠式
��戴 π + d態π 得﨟

態×態苔戴 � + ね� 又圖 D 周長為なは ぱ√に 套用摠

式得﨟
態×岫怠滞+腿√態岻戴 π + ねπ＝ 戴態+怠滞√態戴 � + ね� 答案完憘相ﾘ 因袪可以得﨟一個結論 不

等邊的變軌 N邊形也可以運用
�算戴 π + d態π求﨟圓或等徑輪滾動所繞行的面積〓  

3. べ們思考著等徑㎜角變軌有規’可以算﨟 那 等腰直角變軌是否也有規’可循呢？

它與周長有何相關呢？經訇納得﨟一般式是 �算 × π態√態 + d態π 那 混合變軌也可以搭

著 戓個摠式諸別代入了〓 

4. 綜合㎝述活動琢及活動㎜ 圓或等徑輪在 N邊形及變軌 N邊形外滾動的區域面積所訇

納﨟來的一般式 再進行整理如㎞  

怢↓ 在 N邊形㎝ �算 + d態π 

溝↓ 在等徑㎜角變軌 N邊形㎝ �算 × �惣 + d態π 

丙↓ 在等腰直角變軌 N邊形㎝ �算 × �匝√匝 + d態π 

べ們渞現 都是以原有的�算 + d態π來進行變化的 依晥不ﾘ的變軌方式 晥面積

推算會再昻㎝倍率 如
�惣及 �匝√匝 那 若べ們繼續往㎞推想 倘若Çなにど°或 ねの°變
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軌是否也能找﨟解題的一般式呢？べ們J繼續b力〓 

5. 當直角㎜角形遇㎝變軌玺 圓的徑長不能大於最短邊的
√態替 否則會﨟現交疊的現象

べ們目前無法處理 樣的運算問題〓 

6. 即使是不等邊的變軌圖形 晥諶割“的所有扇形組合起來還是一個完整的圓 也可

以用角度來驗鷰〓 

 

 

 

 

活動四 È究圓在晥它圖形滾動一圈所掃過的區域面積〓 

活動四べ們想È究圓在晥它變化圖形㎝滾動 晥所掃過的區域面積能否也是有規’

可循 因袪べ們選擇了直角轉的圖形 包含字母篇↓數字篇↓圖形篇 以及特殊角的折線

及曲線圖形來進行圓滾動的È究〓 

 

⇒實驗 4 1⇔ 圓在直角轉的字母圖愰外滾動的區域面積〓 

鷮 因為在愰滾動へ直角轉或 270度轉 べ們都還能算﨟來晥面積 因袪實驗 4 1べ

們增加了愰滾動的È討 也希望能進一袽È究愰滾和外滾的差異性〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 4 1 1 

圖 4 1 1 
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圖 4 1 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⊃べ們渞現∪ 

1. 觀察圓滾過的面積區塊 包含了長條形面積與轉彎處

轉彎處又諸へ戓種 一個是R轉彎 轉ひど° 是以滾圓

的半徑為半徑所形へ的,另一個是大轉彎 轉にばど° 請

見圖 4-1-2 是以滾圓的直徑為半徑所形へ的 因袪べ們Ç用算﨟總長條

再扣除轉彎處的R區塊來計算圓滾過的區域面積〓而 大R戓個轉彎的R

區塊 べ們在活動中稱為がR圓黑が和が大圓黑が 大圓黑的面積是R圓

黑的 4倍 因袪在計算中可轉換へR圓黑來計算 4

個R圓黑(如圖 4-1-3)可以用一個袘方形"掉一個圓面

積形へぎ 一組R圓黑が求﨟來 即 4 π 實驗單中

的每個方格邊長是 2 方格邊長為 a 則一組R圓黑

的面積為�匝 − �匝 × �匝 × � = �匝 × 岫層 − 層想 �岻 〓   

2. 從表中可以看﨟愰滾和外滾的長條面積皆相差 8個方

格 べ們J愰外圈滾過的區域合併在一起觀察 渞現

不管圖形怎 拐彎 轉彎處一一P應“ 永遠都是外

圈多了 8個方格 而外滾經過的大轉彎比較多所以相P要

扣除的R圓黑比較多 因袪相扺結果 在直角轉的圖形中 外滾比愰滾的面積多了 20

3π〓為何如袪？べ們J圖形回訇到基本的矩形來觀察愰外轉情形 渞現外轉一角

比愰轉一角多了 (ね ね) π − ね − 岾な − 怠替 �峇 =の + 戴替 � 那 4個轉角處就多了

20 3π〓 

圖 4 1 2 

圖 4 1 3 
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⇒實驗 4 2⇔ 圓在直角轉的數字圖愰外滾動的區域面積〓 

 

   

 

 

 

⊃べ們渞現∪ 

1. 圓在直角轉的數字圖中 外滾區比愰滾區也是和英文圖一樣多了 20 3π 道理ﾘ前〓 

2. 在計算長條總面積玺 べ們盡量Çが移花接木ぎ的方式 先求完整的一個框邊 20×2

10×2 再算多餘的長度 最“昻㎝每個單位是 4 就是面積總數了〓 

⇒實驗 4 3⇔ 圓在直角轉的幾何圖愰外滾動的區域面積〓 

表 4 2 1 
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⊃べ們渞現∪ 

1. 圓在直角轉的圖形中 外滾區域比愰滾區域也是和英文圖↓數字圖一樣

多了 20 3π 道理ﾘ前〓 

2. 在計算長條總面積玺 四角的轉彎處都可以拉﨟へ一個

矩形 只要再算中間增加的長度再換算へ面積就行了

前面的圖形也都可以如法炮製〓 

  

表 4 3 1 
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⇒實驗 4 4⇔ 圓在曲線圖形外滾動的區域面積〓 

鷮 動圓直徑大R設定以不超過曲線徑長的一半 以免﨟現重疊的狀況〓 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⊃べ們渞現∪  

1. 㤗圖 D↓E↓F㎜圖中べ們可以得﨟母體以半圓形的方式繞轉 若圖形的圓周相等 則

滾動的面積也會相ﾘ〓 

2. 㤗㎝述撝個圖形中 べ們渞現繞行的區域面積與圓周有很大關係 且面積都是周長的

2倍 4π 再仔細È究 渞現 個 2倍晥實就是動圓的直徑 而 4π則是袪動圓的面

積 因袪べ們又畫了戓個改造圖 如表 4 4 2 相互比P如㎞ 渞現結果依舊是圖

形周長的 2倍 4π 因袪可以寫へ的一般式為 袈卦 + 纂匝�〓 

3. 活動進行到袪 似乎又與活動琢及活動㎜所得的結果相ど應 都是圖形周長×徑長 1

個圓 即袈卦 + 纂匝� 裡讓べ們好奇的是 為何還是會﨟現多一個圓的面積呢？べ們
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嘗試J母體圖形縮R再縮R到へ為一個點 可以說已沒有圓周了 再拿一個直徑為 d

的圓繞著袪點滾動一圈 渞現晥繞行的區域剛好是纂匝� 當母體擴大為半徑 a的圓玺

所繞行形へ的環形面積為岫袈 + �岻匝� − �匝� = 纂匝� + 匝纂�� + �匝� − �匝� = 纂匝� +匝纂�� = 纂匝� + 纂 × 匝�� 而匝��即為母體的圓周長 與べ們前面的推測結論是一樣

的 利用圓周長×動圓的徑長 1個圓即能求﨟面積〓因袪 べ們只要J圓曲線圖形的

周長算﨟來即能推算晥圓滾動的面積〓 

總結一般式為  

圓曲線圖形周長×d d態�う註：必要條件為圓需能接觸到整個圓曲線圖形的周圍え 

 

 

 

 

 

 

 

 

⇒實驗 4 5⇔ 圓在特殊角的折線㎝滾動的區域面積〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 4 4 2 

表 4 5 1 
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⊃べ們渞現∪ 

1. 圓在折線㎝滾動會遇㎝愰轉及外轉 外轉部諸可以併へ扇形來計算 而愰滾的部諸

若是直角就好處理 若是遇㎝等殊角岫ぬど°↓ねの°↓はど°↓なにど°岻 則運算㎝需要使用到

特殊角邊長比例關係 如な な √に或 な √ぬ に 運算㎝比較 煩些 但只要把握

好原則 先算長方形和直角坌形部諸 再算合併的扇形及戓邊的半圓 最“再減去

轉彎處的R空㴑區域即可〓 

活動註 圓或等徑輪滾動的拓展與應用 

在整個學期的È究觱程中 べ們學習到了尺規作圖 藉㤗諶割"拼及運算求證 J

看似無法解決的滾動面積問題簡單化 並找﨟一般式 在僅有的玺間愰べ們還希望它能有

所拓展或在生活㎝能有所應用 因袪 べ們又做了一些È究〓 

 

⇒實驗 5 1⇔ 除了等徑㎜角形有和圓滾動一樣的特徵外 還有沒有晥它形狀也有相ﾘ的

特徵嗎？ 

等徑㎜角形是㤗袘㎜角形生へ的 因袪 べ們思考著 那 袘 N邊形是不是也都能

比照辦理而做﨟等徑 N邊形呢？べ們嘗試的結果渞現袘奇數邊形都可以做﨟來 因為袘

奇數邊形晥是點和邊的P稱圖形 P稱軸皆等長 只要㤗頂點為圓心 頂點到P邊的晥

中一個端點為半徑 即可畫﨟和圓及等徑㎜角形一樣的性質 在戓條チ行線愰滾動 始

終與 戓條チ行線相諶〓而袘偶數邊形則無法顣製﨟來 因為相P頂點的連線與相P邊

的連線長度不一樣之故〓 

 

 

 

 

 

圖 5 1 1 
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⇒實驗 5 2⇔ 圓滾動研究在軌道拼圖㎝的應用〓 

實驗中べ們渞現圓和等徑輪晥滾動有晥固定的軌跡 在多邊形或變軌圖形滾動所形

へ的區域面積諶割“ 會形へ長方形↓扇形及環形扇 べ們運用 些基本元件J它拓展

へ為が軌道拼圖が 利用有序的諸割方式 挑戰J零碎的區塊拼組回原型 有a於べ

們P較複雜的チ面圖形面積的求解〓 

目標：能觀察圖形，判斷其邊數，並觀察轉角處的幅度選擇正確的元件，拼組出指定的

圖形軌跡¨ 

元件：12×4的長方形′8×4的長方形′下 2上 6

環形扇′下 4上 8環形扇′下 6上 10環

形扇′下 8上 12環形扇′
怠態圓′怠戴圓′怠替圓′怠泰圓′怠滞圓′怠胎圓′怠腿圓等元件¨ 

圖卡：初級篇→呈現內環與外環，方便觀察拼組 

高級篇→僅呈現外框，難度較高¨ 
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⇒實驗 5 3⇔ 結合等徑輪的弧與チ行軌道移動的特性改造嬰兒推車的車輪〓 

等徑輪能做到和圓輪チ行滾動 但因為等徑輪找不到

一個點使晥到邊㎝的距 都相等 因袪晥が重心ぎ 即㎜

角形㎜邊中點的交點 會因前進滾動而形へ曲線 只要能

像方孔鑽頭一樣隨轉動做繞軸的圓周運動，那麼將也能像圓輪一樣平穩，用來當車輪騎

玺 會比較費力 那 べ們就聯想到嬰兒推車 媽媽

推著嬰兒車﨟門Ç購 街 遇㎞坡玺較不會有不R心

沒抓好嬰兒車Q致嬰兒車往㎞滑的危險 另外 媽媽

停㎞來和別人說話玺 可以輕𠮟一㎞推車 由於下方

是較平穩的弧線，媽媽輕輕的搖動，寶寶就好像睡在

搖籃裡一樣舒服 ㎞圖是べ們的渞想 也許有機會可以突破困 創作﨟一輛不一樣的

嬰兒推車讓媽媽們更便利〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

陸↓結論 

一↓等徑輪和圓在繞行封閉性圖形玺 晥滾動所形へ的區域面積會一樣 因為等徑輪和圓

一樣 能在戓條チ行線中進行滾動 晥它等徑註邊形↓等徑七邊形推理也會相ﾘ〓 

琢↓圓或等徑輪在蕙多邊形的外圍滾動形へ的區域 晥轉彎處會是個以徑長為半徑的扇形

J 些扇形組合起來剛好形へ一個圓〓 

㎜↓圓或等徑輪在變軌 N邊形外滾動 晥徑長與邊長的比值不ﾘ晥愰彎處會有所不ﾘ  

1.徑長與邊長的比R於
怠態玺 圖形愰蕫處是個R環形扇〓 

2.徑長與邊長的比等於
怠態玺 圖形愰蕫處是個扇形〓 

3.徑長與邊長的比大於
怠態玺 圓形會﨟現重疊狀況〓 目前べ們沒有研究  

圖 5 3 1 

圖 5 3 2 
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四↓圓在直角轉的圖形愰外滾動 外滾比愰滾的面積多了 20 3π〓 徑長為 玺  

註↓圓和等徑輪繞著㎞列各種不ﾘ圖形外圍滾動 晥滾動的區域面積如㎞  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

撝↓ 圓或等徑輪在多邊形或圓曲線圖形外圍滾動區域面積皆可總結為 周長×徑長 大圓

面積 即袈卦 + 纂匝�〓⊃㤗㎞方的圖示中可以看﨟周長與滾過區域面積間的關係∪ 

1. 在 N邊形㎝ �算 + d態π 

2. 在等徑㎜角變軌 N邊形㎝ �算 × �惣 + d態π 

3. 在等腰直角變軌 N邊形㎝ �算 × �匝√匝 + d態π 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

七↓變軌多邊形是以袘㎜角形為原型轉化﨟來的 晥P應的是的はど°的弧 滾動區域都可

表 6 1 1 
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以諶割へ扇形及はど°的環形扇 因袪べ們依據袪滾圓的大R設計幾組環形扇↓扇形及長

方形 べ們可以自㤗組裝﨟指定的圖形並推Q﨟袪圖的原型 或是利用 些拼圖元件

搭配扇形找﨟可拼組的圖形 過程中可以提升べ們P圖形的敏銳度〓 

揵↓利用尺規作圖 讓べ們很容易看﨟 些看似不規則圖形中所蘊涵不變的原則～環形扇

扇形的組合 接著再運用幾何畫板來製作報告書的圖形就非常得心應手了〓 

 

柒↓展望未來 

一↓找﨟圓或等徑㎜角形在不ﾘ特殊角變軌 N邊形外滾動的區域面積之運算規’〓 

琢↓圓和等徑㎜角形繞行多邊形的自轉圈數È究〓 

 

捌↓參考資料 

一↓維基渲科 http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8B%92%E6%B4%9B%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2  

琢↓祁斌〓以不變應萬變滾動圓問題方法研究初È〓http://wenku.baidu.com/view/0636236ba98271fe910ef945.html  



そ評語た080405  

本件作品討論幾何圖形的滾動問題，並探討相關圖形的面積問

題，討論分析的結果相當具有可讀性，問題的分析，在深度及廣度，

都有一定的程度，是一件不錯的作品。 
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