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摘要 

 

在ㆹ們的生活中所見到很多圓的應用炻車輪ˣ硬幣ˣḽ蓋……炻似乎無處

不在炻大有不可㚧代之勢炻但早在 19世紀德國的一位科學家勒洛的↢現炻從㬌

打破了忁個一ㆸ不變的傳說ˤ因為勒洛ᶱ角形滾動㗪可以實現ᶲᶳ區間高度一

致炻忁與圓在直線ᶲ滾動㗪是完ℐ一樣的炻因㬌本活動以小學的複合圖形面積

為根基炻拓展到圓和勒洛ᶱ角形在多邊形或變軌曲線圖形外滾動的區域面積炻

藉䓙−拼及尺規作圖↮解不規則的區域面積炻看似複雜的問題竟然變簡單了炻

並且找到面積求解的一般式炻不但讓ㆹ們學會如何把未知的問題轉化為已知的

問題來進行解決炻還能進一㬍將ㆹ們的研究轉化ㆸ好玩且℟挑戰性的軌道拼圖炻

䓙長方形ˣ扇形ˣ環形扇組合↢多種不⎴的軌道炻並反推↢原型ˤ 

 

 

 

關鍵字詞烉勒洛ᶱ角形ˣ變軌多邊形ˣ軌道拼圖 
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壹ˣ研究動機 

㚦在 youtube的影䇯中看到一輛奇怪的車子炻它的輪子不是圓

形炻而是類似ᶱ角形和Ḽ邊形炻ㆹ們疑惑著烉忁樣的車子能騎嗎？

怎能⸛穩呢？無獨有偶炻㚦有一位老師↢了忁樣一道數學題炻如ᶳ

圖烉Ⱦ哪個圖形能像圓一樣炻在滾動㗪保持ᶲᶳ軌道不動？ȿ諸如

㬌類現象與應用還有很多炻忁讓ㆹ們不得不產生強烈的好

奇心炻聯专ᶲ述ℑ件ḳ炻ㆹ們開始著手廣泛搜尋相關資料炻

意外地認識了⸛凡而又顯奇特的勒洛ᶱ角形1炻沒想到它就

一直存在ㆹ們的幾何圖形學習當中炻於是ㆹ們針對圓和勒

洛ᶱ角形的滾動問題進行了深入㍊究炻主軸聚焦在繞行的

區域面積炻期望在幾何的㍊索中擦↢美麗且驚奇的火花ˤ 

 

 

 

 

貳ˣ研究目的 

一ˣ ㍊究圓和等徑輪的關係ˤ 

Ḵˣ ㍊究圓和等徑輪在 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積ˤ 

ᶱˣ ㍊究圓和等徑輪在變軌 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積ˤ 

四ˣ ㍊究圓在℞它圖形外滾動一圈所掃過的區域面積ˤ 

Ḽˣ 圓或等徑輪滾動的拓展與應用 

 

參ˣ實驗研究器材 

圓規ˣ量角器ˣ直尺ˣ軟墊ˣ方格紙ˣ實驗單ˣ電腦ˣ厚泡棉ˣ圓規刀ˣ幾何畫板 

 

肆ˣ⎵詞釋義  

ㆹ們定義ᶳ列⎵詞在本研究的意義烉 

一ˣ 等徑ᶱ角形烉也就是勒洛ᶱ角形炻以等邊ᶱ角形每個頂點為圓心炻以邊長為半徑炻在

另ℑ個頂點間作一段弧炻ᶱ段弧圍ㆸ的曲邊ᶱ角形就是勒洛ᶱ角形ˤ䓙於本研究是㍊

索滾動的情況炻因㬌將它簡稱為＂等徑輪＂或＂等徑ᶱ角形＂方便理解ˤ 

                                                 
1 以等邊ᶱ角形每個頂點為圓心炻以邊長為半徑炻在另ℑ個頂點間作一段弧炻ᶱ段弧圍ㆸ的曲邊ᶱ角形就是勒洛ᶱ角形
炷reuleaux triangle 炸炻也稱萊洛ᶱ角形ˤ 
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Ḵˣ 變軌N邊形烉本活動以↠多邊形為主炻將圖形的長度做Ḵ等↮弧形變化炻

㍉等徑ᶱ角形的曲線做變軌炻遇到直角ᶱ角形ㆹ們也嘗試做等腰直角形

的曲線變軌ˤ 

ᶱˣ Ḵ邊形烉本活動中也嘗試在烁點的連線ᶲᶳℑ邊做滾動炻因㬌將㬌線也以＂Ḵ邊形＂

的稱␤來做辨識ˤ 

四ˣ 定寬曲線烉指幾何圖形中在任何方向ᶲ的直徑炷或稱寬度炸都是定值ˤ 

Ḽˣ 徑長烉指的是圓的直徑或等徑輪的寬度炻為了搭配等徑輪炻因㬌活動皆以直徑長度來

記錄進行ˤ 

ℕˣ 動輪與母體烉動輪指滾動的圖形炻母體指定住不動被滾動的圖形  ʕ

七ˣ 環形扇烉相⎴的圓心角不⎴半徑長的ℑ條弧線所形ㆸ的圖形ˤ 

伍ˣ研究㬟程ˣ討論與結果 

活動一烉㍊究圓和等徑輪的關係 

在進行滾動之前炻ㆹ們先對勒洛ᶱ角形有個前置性的了解炻然⼴再進行圓和等徑輪

滾動面積的㍊究ˤ 

˰實驗 1炼1 烉˱認識勒洛ᶱ角形炷等徑ᶱ角形炸的基本性質ˤ 

一ˣ 當以ᶱ角形的ᶱ邊頂點為圓心炻邊長為半徑炻↮別畫↢ᶱ個圓炻中間會↢現一個交

集炻忁個圖形即為勒洛ᶱ角形炻它是䓙德國機㡘工程專家勒洛2首先䘤現炻因㬌以他

的⎵字␥⎵ˤ䓙於是翻譯的⎵稱炻也有人譯作萊洛ᶱ角形ˣ弧ᶱ角形或曲邊ᶱ角形炻

為了較好區辨炻本實驗將它稱之為Ⱦ等徑輪Ⱦ 炷ʕ圓也可以算是一種等徑輪炸 

Ḵˣ 勒洛ᶱ角形和圓都是屬於定寬曲線的幾何圖形炻℞邊ᶲ的每個點到對應頂點的距暊

都相等炻因㬌炻將圓和勒洛ᶱ角形放在ℑ條⸛行線中間炻使之與忁ℑ⸛行線相↯炻

則可以做到烉無論忁個曲線圖形如何運動炻只要它還是在忁ℑ條⸛行線ℏ炻就始終

與忁ℑ條⸛行線相↯ 炷ʕ資料來源烉維基䘦科炸 

ᶱˣ 根據推算⎴樣徑長的圓和勒洛ᶱ角形炻℞周長相等炻但面積則是勒洛ᶱ角形較小ˤ

忁與ㆹ們課程ℏ學習的知識～周長相等的正多邊形，其邊數愈多，則面積愈大，當

正多邊形趨近於圓形時，面積最大的道理是一樣的ˤ 

  

                                                 
2 勒洛生於 1829⸜卒於 1905⸜ˤ 

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9B%B2%E8%BE%B9%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%B3%E8%A1%8C%E7%BA%BF
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%9B%B8%E5%88%87
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圖 1炼1炼4 

 

 

 

 

四ˣ  䓙於勒洛ᶱ角形和圓皆是定寬的曲線圖形炻因㬌有人利用勒

洛ᶱ角形來取代車輪炻但因其中心並不穩定，每旋轉一圈會

有三次跳動ˤ而作為滾軸使用則是相當⸛穩炻很多⎵車的滾

軸䘤電機䘤動機也是忁個原理炻因為勒洛ᶱ角形是定寬曲線

中面積最小的ˤ 

 

  

Ḽˣ 等徑輪也可以在與徑長相等邊的㬋方形ℏ旋轉炻因㬌一位美國

工程師根據㬌䘤明了方孔鑽頭炻方孔鑽頭的截面是一個勒洛ᶱ

角形炻在工作㗪鑽頭的中心隨著鑽頭的轉動⎴㗪繞軸做似圓周

的運動炻如㬌可以鑽↢四角略圓的㬋方形 炷ʕ資料來源烉科學人炸 

 

˰實驗 1炼2 烉˱㍊究圓滾圓ˣ等徑輪滾等徑輪以及圓和等徑輪互滾℞掃過的區域面積炻並

比較℞關聯性ˤ 

 

為了觀察圓和等徑輪轉動的情況炻ㆹ們一開始先試著用厚泡棉及圓規刀↯↢模型

炷因為厚泡棉的摩擦力比較大炻不容易滑動而造ㆸ測量誤差炸炻然⼴模擬轉動畫↢它的軌

圖 1炼1炼2 

圖 1炼1炼3 

圖 1炼2炼1 

http://baike.baidu.com/view/1765192.htm
http://baike.baidu.com/view/1765192.htm
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跡並觀察之炻幾次之⼴䘤現都會↢現誤差炻因㬌借≑幾何畫板來生ㆸ模擬的軌跡炻然⼴

進行↯割拼組ˤ 

姣 1烉徑長比為Ⱦ動輪的徑長烉母體的徑長ȿ炻為方便運算炻所以將母體的圓半徑設計為

1炻徑長為 2ˤ 

姣 2烉䓙於䇰面有限炻ㆹ們只呈現徑長比為
ଵଶ烉1的那組圖形ˤ 

   

 

 

 

 

 

 

˪ㆹ們䘤現˫  

1. 若以等徑輪當母體炻不管動輪是圓或等徑輪炻℞滾過的區域似Ⱦ御飯團壽司ȿ的環形

炷如圖 1炼2炼2炸烊若以圓當母體炻不管動輪是圓或等徑輪℞滾過的區域是個環形炻所不

⎴的地方是圓中心點的移動軌跡與輪廓邊緣皆ㆸ等距炻而等徑輪中心點會形ㆸ曲線ˤ 

 

 

 

 

 

2. Ⱦ御飯團ȿ的環形面積看似非ㆹ們所學習的幾何圖形炻但經過↯割⼴䘤現炻它可以↮

ㆸ一個半環形扇和一個半圓炻就能用ㆹ們已知的扇形面積℔式來推導ˤ 

3. 䓙ᶲ述實驗炻ㆹ們䘤現Ⱦ等徑輪與圓ȿ互滾或Ⱦ等徑輪滾等徑輪ȿ皆可

回㬠到Ⱦ圓滾圓ȿ的問題炻求環形面積即為炢ሺʹ�ଶ + �ଵሻଶ − �ଵଶ炣× πˤ
炷rଵ為母體的半徑炻rଶ為動輪的半徑炸 

 

 

 

 



邊
是
直
線 


有
弧
形
邊 

圖 1炼2炼2 圖 1炼2炼3 

圖 1炼2炼4 

圖 1炼2炼5 
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活動Ḵ烉㍊究圓和等徑輪在 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積ˤ 

在活動一中ㆹ們知道母體炷圓或等徑輪炸固定炻圓和等徑輪在外滾動℞所掃過的區

域面積一樣炻那湤若在㬋 N邊形與非㬋 N邊形外滾動炻面積還會是一樣的嗎？要如何計

算℞面積呢？因㬌活動Ḵㆹ們針對㬋 N邊形及非㬋 N邊形進行㍊究圓和等徑輪滾動的情

形炻並且試著找↢區域面積求法的一般式ˤ 

姣烉滾動的區域面積不考慮重疊處ˤ 

 

˰實驗 2炼1 烉˱圓與等徑輪在㬋 N邊形外滾動的區域面積ˤ 

研究設定在㬋ᶱ角形到㬋ℓ邊形炻希望藉䓙−拼及數據推算找到圓或等徑輪在㬋 N

邊形外滾動的區域面積一般化℔式ˤ 

一ˣ圓在㬋 N邊形外滾動的區域面積㍊究 

姣烉㬌比例是指圓的直徑 d與正 N邊形的邊長 a之比ˤ 

 

 

 

 

 

 

 
圓在㬋 N邊形外滾動一圈炻所形ㆸ區域可以↮割ㆸ N個長方形及 N個扇形炻而忁 N

個扇形剛好又可以拼ㆸ一個圓形炻以㬋Ḽ邊形為例炻ℏ角是ͳͲͺ°炻所以對面形ㆸ的就是

圖 2炼1炼1 
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圖 2炼1炼2 

一個 72°的扇形炻而 5個 72°的扇形又可以組合ㆸ一個圓ˤ因㬌䓙ᶲ表可以推導一般式烉
炷直徑 dˣ半徑 rˣ邊長 a炸 

૛� Ȑ或 ૛���＋૝�૛�ȑ→直徑×正܌＋��܌      N邊形周長＋1個大圓面積 

  Ḵˣ等徑輪在㬋 N邊形外滾動的區域面積㍊究 

姣烉㬌比例是指等徑輪的徑長 d與正 N邊形的邊長 a的比ˤ  

 

 

 

 

 

 

ㆹ們䘤現等徑輪在㬋 N多邊形外滾動一圈炻所形ㆸ的區域面積一樣和圓一樣炻皆可

以↮割ㆸ N個長方形及一個圓形炻因㬌所推得的一般式也是܌��為܌૛�ˤ 

 

 
 

 
 
 
 
 

˰實驗 2炼2 烉˱圓與等徑輪在非㬋 N邊形外滾動的區域面積ˤ 

研究設定為不等邊的 N邊形炷以↠ N邊形為主炸炻希望藉䓙−拼及數據推算找到圓或

等徑輪在非㬋 N邊形外滾動的區域面積一般化℔式ˤ 

一ˣ圓在非㬋 N邊形外滾動的區域面積㍊究 

姣烉㬌實驗將圓直徑 d固定為 2炻在不等邊不等角的 N邊形ᶲ進行滾動 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2炼1炼3 

圖 2炼1炼4 

表 2炼2炼1 



 

 8 

(૚૛為ૡ為૝√૚૜)× ૛為૛૛� 

＝૝૙為ૡ√૚૜為૝� 

(૚૛為૚૙為૚૝)× ૛為૛૛� 

＝ૠ૛為૝� 

(૞為૟為ૡ為૚૙)× ૛為૛૛� 

＝૞ૡ為૝� 

(૟ × ૛為ૡ為૚૙ × ૛)× ૛為૛૛� 

＝ૡ૙為૝� 

 

˪ㆹ們䘤現˫  

1. 在沒有給↢直角ᶱ角形斜邊長度㗪炻ㆹ們可以用畢氏定理求↢邊

AC的長為Ͷ√ͳ͵炻進而求↢長條形面積總和炻即ᶱ角形周長×徑
長炻但扇形ㆹ們並不知道角度炻所以ㆹ們將它進行−拼炻䘤現也

可以形ㆸ一個圓炻但真是一個圓嗎？會不會在−拼中有誤差呢？

圖形只給了一個直角的線索炻因㬌ㆹ們思考了一個方法炻用˰ᶱ

個周角˱炼˰ᶱ角形ℏ角和˱炼˰6個直角˱即可算↢ᶱ個扇形

圓心角度數和為͵͸Ͳ° × ͵ − ͳͺͲ° − ͻͲ° × ͸＝͵͸Ͳ°ˤ 

2. 雖然任意 N邊形並沒有給↢各角的角度炻但ㆹ們也可以利用ᶲ述的方法算↢來炻且䘤

現所有圓在㬋 N邊形外滾動一圈炻所形ㆸ的扇形皆可以組合ㆸ一個圓ˤ 

3. 綜合ᶲ述炻要算圓在 N邊形外滾動一圈的區域面積炻可以總結ᶳ列方法烉 

圓在 N邊形外滾動一圈的面積＝�邊形周長×  �૛ࢊ為܌

 

Ḵˣ等徑輪在非㬋 N邊形外滾動的區域面積㍊究 

姣烉㬌實驗將等徑輪的徑寬 d固定為 2炻在不等邊不等角的 N邊形ᶲ進行滾動ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

˪ㆹ們䘤現˫ 

以非㬋 N邊形為母體炻等徑輪在℞周圍滾動炻℞掃過的區域面積和圓滾動是一樣

的炻可以利用N邊形周長× d為�ଶ�炷即܋܌ +  ૛�ሻ求↢區域面積ˤࢊ

附註 1：在一開始研究圓在正 N邊形外部滾動時，我們也同時研究圓在內部滾動的情形，

圖 2炼2炼1 

表 2炼2炼2 
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圖 2炼2炼2 

設定研究對象為正三角形到正八邊形，但只有正三角形ǵ正四邊形ǵ正六邊形成

功，而正五邊形ǵ正七邊形ǵ正八邊形皆無法成功，因為無法像外部滾動那樣切

割成單純的長方形和扇形，反而會出現箏形的小區塊，遇到非特殊角時，我們就

無法用特殊角的邊長比來求出長度，因

此，接下來的活動我們就不研究圓或等

徑輪在內部滾動的情形了ǶȐ如表 2－2－2ȑ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

附註 2：當圓形在正 N邊形內部滾動時，圓的直徑若比正 N邊形底邊長到中心點的距離還

長，這樣會造成面積重疊的狀況Ȑ如圖 2－2－3ȑ,因此在設定圓的直徑時要注意長

度；若直徑剛好和正 N邊形底邊長到中心點的距離等長，則中心內部都會被圓形

所掃過，但要注意的是，它又與圓形繞著

一個圓點滾動所掃過的區塊不同Ƕ 

圖 2炼2炼3 
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附註 3：若圓在正 N邊形外滾動，則滾過的區域外圍是一個圓角的正 N邊形，且圓愈大，

則形體愈趨於圓形Ȑ如圖 2－2－4ȑ；若圓在正 N邊形內滾動，則滾過的區域外圍也

是一個圓角的 N邊形，所不同的是，外滾圓滾出的軌跡都是等寬，而內滾圓則非

全部等寬，在轉角處相對會比較寬Ȑ如圖 2－2－5ȑǶ 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動ᶱ烉㍊究圓和等徑輪在變軌 N邊形外滾動一圈所掃過的區域面積ˤ 

等徑輪因℞與特殊的 60度扇形弧有關炻因㬌ㆹ們將活動Ḵ所㍊究的相關圖形進行Ḵ

等↮的變軌炻再觀察℞圓和等徑輪在變軌 N邊形ᶲ滾動的區域炻並利用−拼方式及數據推

算找到推算區域面積的一般化℔式ˤ 

 

有關所謂的Ⱦ變軌 N邊形ȿ炻ㆹ們是㍉邊長Ḵ等↮的方式來進行變軌炻以ᶳ說明ℑ

種變軌的方式烉 

圓的直徑長 

比圓的直徑長 

圖 2炼2炼4 圖 2炼2炼5 

圖 2炼2炼6 

圖 3炼1炼1 
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1. 等徑ᶱ角變軌烉先將邊線Ḵ等↮炻取℞中一段 OA為長度炻利用尺規作圖做↢一

個㬋ᶱ角形 OAP炻再以點 P為圓心炻線段 PO為半徑炻忂過點 O和點 A畫↢弧長炻

另一邊則反方向炻用⎴樣的方法丒製↢一段弧長炻依序完ㆸ N邊形的變軌圖形ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 等腰直角變軌烉因為等腰直角ᶱ角形是特殊角炻ㆹ們也嘗試在等腰直角ᶱ角形ᶲ

進行等腰直角變軌炻先將邊線Ḵ等↮炻取℞中的一段為斜邊炻利用尺規作圖做↢

一個等腰直角ᶱ角形炻再以直角點為圓心炻股長為半徑↮別畫弧炻完ㆸ N邊形的

變軌圖形炻但㍉用㬌法做變軌滾動的研究會碰ᶲ無理數的運算炻但䓙於 45度是

特殊角炻運用 1烉1烉√ʹ還是能解決問題的ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

˰實驗 3炼1 烉˱圓與等徑輪在變軌㬋 N邊形外滾動的區域面積ˤ 

研究設定在㬋Ḵ邊形炷以一維的線為主炻繞線周圍一圈炸到㬋ℓ邊形的變軌圖形炷㍉

等徑ᶱ角形變軌炸炻ㆹ們先進行尺規作圖炻做↢㬋 N邊形的變軌圖形炻再丒製↢圓滾動

⼴的區域畫↢↯割線炻藉䓙−拼及數據推算找到圓或等徑輪在變軌㬋 N邊形外滾動的區

域面積一般化℔式ˤ 

姣 1烉㬌比例指的是圓的直徑 d與㬋 N邊形的邊長 a之比炻㬋 N邊形的邊長皆設定為 4ˤ 

 

圖 3炼1炼2 

圖 3炼1炼3 
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˪ㆹ們䘤現˫ 

1. 當圓在變軌㬋 N邊形ᶲ滾動㗪炻圖形變複雜了炻ㆹ們開始順著圓滾動的軌跡嘗試先將

圖形進行↯割炻䘤現被↮割ㆸ許多環形扇炻且往內變軌的環形扇比往外變軌的環形扇

小，而且兩個圖形剛好可以合而為一，變成一個͸Ͳ°雙層環形扇炻且依據邊數的不⎴
雙層環數也不⎴炻㬋Ḽ邊形有 5

個炻就是相當於是
ହ଺個͸Ͳ°的雙層

環形扇炻若是㬋ℕ邊形炻就有
଺଺個͸Ͳ°的雙層環形扇炻若是㬋ℓ邊

形炻就有଺଼個͸Ͳ°的雙層環形扇炻
以㬌類推ˤ得↢結論烉圓或等徑輪在變軌㬋 N邊形外滾動炻℞可利用

�଺個雙層環形扇
為1個圓算↢來→得↢一般℔式為

૜��ࢊ �為܌૛� 炷ʕ姣烉d為直徑ˣa為邊長炸 

表 3炼1炼1 
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2. ∑ᶳ零散的扇形拼組的結果也是個圓炻ㆹ們也進一㬍做了角度的推算炻℞中涉及了⸛

角x ℏ角x 外角炻推算結果確實是個完整的圓ʕ 在㬌炻

ㆹ們幾乎可以確認任意↠多邊形或↠變軌多邊形炻℞

轉角處的扇形面積剛好是一個圓的大小ˤ 

3. 䓙㬋 N邊形炻搭配直徑與邊長的比 d烉a炻ㆹ們可以

推↢一般式圓在變軌㬋N邊形的外面滾動一圈的區域面積 S℔式為烉 <註：aN即為周長，

也可以用 c替代> S =炢ሺaʹ + dሻଶ − ሺaʹ − dሻଶ炣× π × �͸ + �ଶπ = ʹad × π × �͸ + �ଶπ = ���͵ π + dଶπ 

4. 以變軌㬋N邊形為母體炻等徑輪在℞周圍滾動炻℞掃過的區域面積和圓滾動是一樣的炻

所以在㬌ㆹ們省略不重覆了ˤ 

5. 變軌㬋 N邊形不⎴比例所↢現的繞軌區塊就不一樣炻當直徑與邊長的比例小於
ଵଶ㗪炻

則滾動的區域↯割⼴會形ㆸℑ種環形扇炻↮別可以組ㆸ一組組的雙層環形扇烊但當徑

長與邊長的比剛好為 1烉2㗪炻ℏ外ℑ個變軌處生ㆸ的圖形一個是扇形及一個環形扇炻

ℑ者合而為一剛好形ㆸ一個
૚૟的扇形炻當直徑與邊長的比例大於ଵଶ㗪炻䘤現↢現了交疊

的部↮炷如ᶳ圖右炸炻ㆹ們無法求↢℞面積炻也無法使用拼組的方式找到解炻因㬌ㆹ

們設計的徑長是在不大於
ଵଶ的範圍ᶳ進行ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3炼1炼4 

圖 3炼1炼6 
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˰實驗 3炼2 烉˱圓與等徑輪在變軌非 N邊形外滾動的區域面積ˤ 

研究設定為不等邊的 N邊形炷以↠ N邊形為

主炸炻㍉等徑ᶱ角形的方式變軌炻希望藉䓙−拼及

數據推算找到圓或等徑輪在非㬋N邊形外滾動的

區域面積一般化℔式炻℞中ㆹ們也對等腰直角ᶱ

角形進行了等腰直角變軌方式進行再㍊究ˤ 

註˞：此實驗將圓或等徑輪的徑長固定為 2Ȑ徑長不大於最短邊的
ଵଶȑǶ 

註˟：直角三角形及等腰直角三角形是特殊的三角形，所以我們針對此圖形進行不同的

變軌方式來探究：Ȑ1ȑ採等徑三角變軌ǶȐ2ȑ採等腰直角變軌ǶȐ3ȑ採混合變軌 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

表 3炼2炼1 
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圖 3炼2炼1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

˪ㆹ們䘤現˫ 

1. 不等邊圖形的變軌炻相對就複雜些炻邊長不等長 N邊形要畫↢變軌圖形炻在尺規作圖

ᶲ就有一些湣煩炻需找到變軌的中心位置炻因為那個中心點將會牽引著接ᶳ來圓繞行

的軌跡以及爾⼴的↯割線炻因㬌Ⱦ尺規作圖ȿ也ㆸ了ㆹ們忁次研究的附加學習ˤ 

2. 依照依各個環形扇來↮開算炻再利用↮配⼳結合㗪炻ㆹ們䘤現了炻它也與˰ 實驗 3炼1˱

一樣炻只要是等徑ᶱ角變軌的圖形似乎都可以用周長來處理炻例如烉圖 H炻周長為 29炻

ㆹ們套用前面的℔式
��ଷ π + dଶπ炻得↢ଶ×ଶଽଷ � + Ͷ�烊又圖 D炻周長為ͳ͸為ͺ√ʹ炻套用℔

式得↢
ଶ×ሺଵ଺+଼√ଶሻଷ π + Ͷπ＝ ଷଶ+ଵ଺√ଶଷ � + Ͷ�炻答案完ℐ相⎴炻因㬌可以得↢一個結論炻不

等邊的變軌 N邊形也可以運用
ଷࢉ� π + dଶπ求↢圓或等徑輪滾動所繞行的面積ˤ  

3. ㆹ們思考著等徑ᶱ角變軌有規⼳可以算↢炻那湤等腰直角變軌是否也有規⼳可循呢？

它與周長有何相關呢？經㬠納得↢一般式是烉�ࢉ × πଶ√ଶ + dଶπ炻那湤混合變軌也可以搭
著忁ℑ個℔式↮別代入了ˤ 

4. 綜合ᶲ述活動Ḵ及活動ᶱ炻圓或等徑輪在 N邊形及變軌 N邊形外滾動的區域面積所㬠

納↢來的一般式炻再進行整理如ᶳ烉 

䓚ˣ 在 N邊形ᶲ烉�ࢉ + dଶπ 

ḁˣ 在等徑ᶱ角變軌 N邊形ᶲ烉�ࢉ × �૜ + dଶπ 

丙ˣ 在等腰直角變軌 N邊形ᶲ烉�ࢉ × �૛√૛ + dଶπ 

ㆹ們䘤現炻都是以原有的�ࢉ + dଶπ來進行變化的炻依℞不⎴的變軌方式炻℞面積
推算會再Ḁᶲ倍率炷如

�૜及 �૛√૛炸炻那湤若ㆹ們繼續往ᶳ推想炻倘若㍉ͳʹͲ°或 Ͷͷ°變
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軌是否也能找↢解題的一般式呢？ㆹ們將繼續≒力ˤ 

5. 當直角ᶱ角形遇ᶲ變軌㗪炻圓的徑長不能大於最短邊的
√ଶସ炻否則會↢現交疊的現象炻

ㆹ們目前無法處理忁樣的運算問題ˤ 

6. 即使是不等邊的變軌圖形炻℞↯割⼴的所有扇形組合起來還是一個完整的圓炻忁也可

以用角度來驗姤ˤ 

 

 

 

 

活動四烉㍊究圓在℞它圖形滾動一圈所掃過的區域面積ˤ 

活動四ㆹ們想㍊究圓在℞它變化圖形ᶲ滾動炻℞所掃過的區域面積能否也是有規⼳

可循炻因㬌ㆹ們選擇了直角轉的圖形炷包含字母篇ˣ數字篇ˣ圖形篇炸以及特殊角的折線

及曲線圖形來進行圓滾動的㍊究ˤ 

 

˰實驗 4炼1 烉˱圓在直角轉的字母圖ℏ外滾動的區域面積ˤ 

姣烀烉因為在ℏ滾動ㆸ直角轉或 270度轉炻ㆹ們都還能算↢來℞面積炻因㬌實驗 4炼1ㆹ

們增加了ℏ滾動的㍊討炻也希望能進一㬍㍊究ℏ滾和外滾的差異性ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 4炼1炼1 

圖 4炼1炼1 
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圖 4炼1炼4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

˪ㆹ們䘤現˫ 

1. 觀察圓滾過的面積區塊炻包含了長條形面積與轉彎處炻

轉彎處又↮ㆸℑ種炻一個是小轉彎炷轉ͻͲ°炸炻是以滾圓
的半徑為半徑所形ㆸ的,另一個是大轉彎炷轉ʹ͹Ͳ°炸炷請
見圖 4-1-2炸炻是以滾圓的直徑為半徑所形ㆸ的炻因㬌ㆹ們㍉用算↢總長條

再扣除轉彎處的小區塊來計算圓滾過的區域面積ˤ而忁大小ℑ個轉彎的小

區塊炻ㆹ們在活動中稱為Ⱦ小圓黑Ⱦ和Ⱦ大圓黑Ⱦ炻大圓黑的面積是小圓

黑的 4倍炻因㬌在計算中可轉換ㆸ小圓黑來計算炻4

個小圓黑(如圖 4-1-3)可以用一個㬋方形−掉一個圓面

積形ㆸȿ 一組小圓黑Ⱦ求↢來炻即 4炼π炷實驗單中

的每個方格邊長是 2炻方格邊長為 a炻則一組小圓黑

的面積為�૛ − �૛ × �૛ × � = �૛ × ሺ૚ − ૚૝ �ሻ炸ʕ    

2. 從表中可以看↢ℏ滾和外滾的長條面積皆相差 8個方

格炻ㆹ們將ℏ外圈滾過的區域合併在一起觀察炻䘤現

不管圖形怎湤拐彎炻轉彎處一一對應⼴炻永遠都是外

圈多了 8個方格炻而外滾經過的大轉彎比較多所以相對要

扣除的小圓黑比較多炻因㬌相扺結果炻在直角轉的圖形中炻外滾比ℏ滾的面積多了 20

為3πˤ為何如㬌？ㆹ們將圖形回㬠到基本的矩形來觀察ℏ外轉情形炻䘤現外轉一角

比ℏ轉一角多了炢(Ͷ為Ͷ)為π炣−炢Ͷ − ቀͳ − ଵସ �ቁ炣=ͷ + ଷସ �炻那湤 4個轉角處就多了

20為3πˤ 

圖 4炼1炼2 

圖 4炼1炼3 
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˰實驗 4炼2 烉˱圓在直角轉的數字圖ℏ外滾動的區域面積ˤ 

 

   

 

 

 

˪ㆹ們䘤現˫ 

1. 圓在直角轉的數字圖中炻外滾區比ℏ滾區也是和英文圖一樣多了 20為3π炻道理⎴前ˤ 

2. 在計算長條總面積㗪炻ㆹ們盡量㍉Ⱦ移花接木ȿ的方式炻先求完整的一個框邊炷20×2

為10×2炸炻再算多餘的長度炻最⼴Ḁᶲ每個單位是 4炻就是面積總數了ˤ 

˰實驗 4炼3 烉˱圓在直角轉的幾何圖ℏ外滾動的區域面積ˤ 

表 4炼2炼1 



 

 19 

 

˪ㆹ們䘤現˫ 

1. 圓在直角轉的圖形中炻外滾區域比ℏ滾區域也是和英文圖ˣ數字圖一樣

多了 20為3π炻道理⎴前ˤ 

2. 在計算長條總面積㗪炻四角的轉彎處都可以拉↢ㆸ一個

矩形炻只要再算中間增加的長度再換算ㆸ面積就行了炻

前面的圖形也都可以如法炮製ˤ 

  

表 4炼3炼1 
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˰實驗 4炼4 烉˱圓在曲線圖形外滾動的區域面積ˤ 

姣烀烉動圓直徑大小設定以不超過曲線徑長的一半炻以免↢現重疊的狀況ˤ 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

˪ㆹ們䘤現˫  

1. 䓙圖 DˣEˣFᶱ圖中ㆹ們可以得↢母體以半圓形的方式繞轉炻若圖形的圓周相等炻則

滾動的面積也會相⎴ˤ 

2. 䓙ᶲ述ℕ個圖形中炻ㆹ們䘤現繞行的區域面積與圓周有很大關係炻且面積都是周長的

2倍為4π炻再仔細㍊究炻䘤現忁個 2倍℞實就是動圓的直徑炻而 4π則是㬌動圓的面

積炻因㬌ㆹ們又畫了ℑ個改造圖炷如表 4炼4炼2炸相互比對如ᶳ炻䘤現結果依舊是圖

形周長的 2倍為4π炻因㬌可以寫ㆸ的一般式為烉܋܌ +  ૛�ˤࢊ

3. 活動進行到㬌炻似乎又與活動Ḵ及活動ᶱ所得的結果相␤應炻都是圖形周長×徑長為1

個圓炻即܋܌ + ૛�炻忁裡讓ㆹ們好奇的是炻為何還是會↢現多一個圓的面積呢？ㆹ們ࢊ
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嘗試將母體圖形縮小再縮小到ㆸ為一個點炻可以說已沒有圓周了炻再拿一個直徑為 d

的圓繞著㬌點滾動一圈炻䘤現℞繞行的區域剛好是ࢊ૛�炻當母體擴大為半徑 a的圓㗪炻

所繞行形ㆸ的環形面積為ሺ܌ + �ሻ૛� − �૛� = �૛ࢊ + ૛ࢊ�� + �૛� − �૛� = �૛ࢊ +૛ࢊ�� = �૛ࢊ + ࢊ × ૛��炻而૛��即為母體的圓周長炻與ㆹ們前面的推測結論是一樣
的烉利用圓周長×動圓的徑長為1個圓即能求↢面積ˤ因㬌炻ㆹ們只要將圓曲線圖形的

周長算↢來即能推算℞圓滾動的面積ˤ 

總結一般式為烉 

圓曲線圖形周長×d為dଶ�Ȑ註：必要條件為圓需能接觸到整個圓曲線圖形的周圍ȑ 

 

 

 

 

 

 

 

 

˰實驗 4炼5 烉˱圓在特殊角的折線ᶲ滾動的區域面積ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 4炼4炼2 

表 4炼5炼1 
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˪ㆹ們䘤現˫ 

1. 圓在折線ᶲ滾動會遇ᶲℏ轉及外轉炻外轉部↮可以併ㆸ扇形來計算炻而ℏ滾的部↮

若是直角就好處理炻若是遇ᶲ等殊角ሺ͵Ͳ°ˣͶͷ°ˣ͸Ͳ°ˣͳʹͲ°ሻ炻則運算ᶲ需要使用到
特殊角邊長比例關係炻如ͳ烉ͳ烉√ʹ或 ͳ烉√͵烉ʹ炻運算ᶲ比較湣煩些炻但只要把握
好原則炻先算長方形和直角㡗形部↮炻再算合併的扇形及ℑ邊的半圓炻最⼴再減去

轉彎處的小空䘥區域即可ˤ 

活動Ḽ烉圓或等徑輪滾動的拓展與應用 

在整個學期的㍊究㬟程中炻ㆹ們學習到了尺規作圖炻藉䓙↯割−拼及運算求證炻將

看似無法解決的滾動面積問題簡單化炻並找↢一般式炻在僅有的㗪間ℏㆹ們還希望它能有

所拓展或在生活ᶲ能有所應用炻因㬌炻ㆹ們又做了一些㍊究ˤ 

 

˰實驗 5炼1 烉˱除了等徑ᶱ角形有和圓滾動一樣的特徵外炻還有沒有℞它形狀也有相⎴的

特徵嗎？ 

等徑ᶱ角形是䓙㬋ᶱ角形生ㆸ的炻因㬌炻ㆹ們思考著烉那湤㬋 N邊形是不是也都能

比照辦理而做↢等徑 N邊形呢？ㆹ們嘗試的結果䘤現㬋奇數邊形都可以做↢來炻因為㬋

奇數邊形℞是點和邊的對稱圖形炻對稱軸皆等長炻只要䓙頂點為圓心炻頂點到對邊的℞

中一個端點為半徑炻即可畫↢和圓及等徑ᶱ角形一樣的性質炻在ℑ條⸛行線ℏ滾動炻始

終與忁ℑ條⸛行線相↯ˤ而㬋偶數邊形則無法丒製↢來炻因為相對頂點的連線與相對邊

的連線長度不一樣之故ˤ 

 

 

 

 

 

圖 5炼1炼1 
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˰實驗 5炼2 烉˱圓滾動研究在軌道拼圖ᶲ的應用ˤ 

實驗中ㆹ們䘤現圓和等徑輪℞滾動有℞固定的軌跡炻在多邊形或變軌圖形滾動所形

ㆸ的區域面積↯割⼴炻會形ㆸ長方形ˣ扇形及環形扇炻ㆹ們運用忁些基本元件將它拓展

ㆸ為Ⱦ軌道拼圖Ⱦ炻利用有序的↮割方式炻挑戰將零碎的區塊拼組回原型炻忁有≑於ㆹ

們對較複雜的⸛面圖形面積的求解ˤ 

目標：能觀察圖形，判斷其邊數，並觀察轉角處的幅度選擇正確的元件，拼組出指定的

圖形軌跡Ƕ 

元件：12×4的長方形ǵ8×4的長方形ǵ下 2上 6

環形扇ǵ下 4上 8環形扇ǵ下 6上 10環

形扇ǵ下 8上 12環形扇ǵ
ଵଶ圓ǵଵଷ圓ǵଵସ圓ǵଵହ圓ǵଵ଺圓ǵଵ଻圓ǵଵ଼

圓等元件Ƕ 

圖卡：初級篇→呈現內環與外環，方便觀察拼組 

高級篇→僅呈現外框，難度較高Ƕ 
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˰實驗 5炼3 烉˱結合等徑輪的弧與⸛行軌道移動的特性改造嬰兒推車的車輪ˤ 

等徑輪能做到和圓輪⸛行滾動炻但因為等徑輪找不到

一個點使℞到邊ᶲ的距暊都相等炻因㬌℞Ⱦ重心ȿ炷即ᶱ

角形ᶱ邊中點的交點炸會因前進滾動而形ㆸ曲線炻只要能

像方孔鑽頭一樣隨轉動做繞軸的圓周運動，那麼將也能像圓輪一樣平穩，用來當車輪騎

㗪炻會比較費力炻那湤ㆹ們就聯想到嬰兒推車炻媽媽

推著嬰兒車↢門㍉購心街炻遇ᶳ坡㗪較不會有不小心

沒抓好嬰兒車導致嬰兒車往ᶳ滑的危險炻另外炻媽媽

停ᶳ來和別人說話㗪炻可以輕㗫一ᶳ推車炻由於下方

是較平穩的弧線，媽媽輕輕的搖動，寶寶就好像睡在

搖籃裡一樣舒服炻ᶳ圖是ㆹ們的䘤想炻也許有機會可以突破困暋炻創作↢一輛不一樣的

嬰兒推車讓媽媽們更便利ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

陸ˣ結論 

一ˣ等徑輪和圓在繞行封閉性圖形㗪炻℞滾動所形ㆸ的區域面積會一樣炻因為等徑輪和圓

一樣炻能在ℑ條⸛行線中進行滾動炻℞它等徑Ḽ邊形ˣ等徑七邊形推理也會相⎴ˤ 

Ḵx 圓或等徑輪在↠多邊形的外圍滾動形ㆸ的區域炻℞轉彎處會是個以徑長為半徑的扇形炻

將忁些扇形組合起來剛好形ㆸ一個圓ˤ 

ᶱˣ圓或等徑輪在變軌 N邊形外滾動炻℞徑長與邊長的比值不⎴℞ℏ彎處會有所不⎴烉 

1.徑長與邊長的比小於
ଵଶ㗪炻圖形ℏ↡處是個小環形扇ˤ 

2.徑長與邊長的比等於
ଵଶ㗪炻圖形ℏ↡處是個扇形ˤ 

3.徑長與邊長的比大於
ଵଶ㗪炻圓形會↢現重疊狀況 炷ʕ目前ㆹ們沒有研究炸 

圖 5炼3炼1 

圖 5炼3炼2 
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四ˣ圓在直角轉的圖形ℏ外滾動炻外滾比ℏ滾的面積多了 20為3π 炷ʕ徑長為烁㗪炸 

Ḽˣ圓和等徑輪繞著ᶳ列各種不⎴圖形外圍滾動炻℞滾動的區域面積如ᶳ烉 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ℕˣ 圓或等徑輪在多邊形或圓曲線圖形外圍滾動區域面積皆可總結為烉周長×徑長為大圓

面積炻即܋܌ + ˪૛�ˤࢊ 䓙ᶳ方的圖示中可以看↢周長與滾過區域面積間的關係˫ 

1. 在 N邊形ᶲ烉�ࢉ + dଶπ 

2. 在等徑ᶱ角變軌 N邊形ᶲ烉�ࢉ × �૜ + dଶπ 

3. 在等腰直角變軌 N邊形ᶲ烉�ࢉ × �૛√૛ + dଶπ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

七ˣ變軌多邊形是以㬋ᶱ角形為原型轉化↢來的炻℞對應的是的͸Ͳ°的弧炻滾動區域都可

表 6炼1炼1 
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以↯割ㆸ扇形及͸Ͳ°的環形扇炻因㬌ㆹ們依據㬌滾圓的大小設計幾組環形扇ˣ扇形及長
方形炻ㆹ們可以自䓙組裝↢指定的圖形並推導↢㬌圖的原型炻或是利用忁些拼圖元件

搭配扇形找↢可拼組的圖形炻過程中可以提升ㆹ們對圖形的敏銳度ˤ 

ℓˣ利用尺規作圖炻讓ㆹ們很容易看↢忁些看似不規則圖形中所蘊涵不變的原則～環形扇

為扇形的組合炻接著再運用幾何畫板來製作報告書的圖形就非常得心應手了ˤ 

 

柒ˣ展望未來 

一ˣ找↢圓或等徑ᶱ角形在不⎴特殊角變軌 N邊形外滾動的區域面積之運算規⼳ˤ 

Ḵˣ圓和等徑ᶱ角形繞行多邊形的自轉圈數㍊究ˤ 

 

捌ˣ參考資料 

一ˣ維基䘦科炷http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8B%92%E6%B4%9B%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2炸 

Ḵx 祁斌ʕ 以不變應萬變滾動圓問題方法研究初㍊ʕ炷http://wenku.baidu.com/view/0636236ba98271fe910ef945.html炸 



Ȝ評語ȝ080405  

本件作品討論幾何圖形的滾動問題，並探討相關圖形的面積問

題，討論分析的結果相當具有可讀性，問題的分析，在深度及廣度，

都有一定的程度，是一件不錯的作品。 
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