
中華民國第 55屆中小學科學展覽會 

作品說明書 

 

 

高中組  數學科 

 

 

040417-封面 

正方形內接蝴蝶形的相關性質與研究 

   

學校名稱：國立花蓮高級中學 

作者： 指導老師： 

高一 張華恩 

高一 吳尚澂 

高一 葉承恩 

 

黃俊豪 

 

關鍵詞：蝴蝶定理、蝶翼定理 



1 

 

㬋方形內接蝴蝶形的相關性質與討論 

摘要 

  蝴蝶定理炷Butterfly theorem炸是在一個圓形中，設M為圓內弦 PQ的中點，

過M作弦  和  ˤ設  和  各相交  於點 X和 Y，則M是  的中點ˤ 

    在㬌份研究中，ㆹ們探討㬋方形邊ᶲ兩個動點ˣ㬋方形內一個定點ẍ及邊

ᶲ動點與內點的連線，延伸交四邊的另外兩點，所構ㆸ的ˬ蝴蝶形狀˭的ˬ蝴蝶

線˭ʕ 主要利用兩個動點在邊ᶲ的位置，ẍ及內點在㬋方形內的位置，尋找ᶲ述

條件與蝴蝶線的關係ˤ由於邊ᶲ四個點的↮布⮵於蝴蝶線有很大的影響，所ẍ又

依照四點↮布位置進行↮段討論ˤ另外，ㆹ們也尋找㬋方形內接蝴蝶形的特殊性

質ˤ 

  



2 

 

壹ˣ研究動機 

  一次⮰題課時，在數學研究室侣閱書籍，從第四屆丘ㆸ桐數學獎的得獎作品

中，發現圓內接鋸齒形的研究靈感是來自於忁個網站：

http://mathafou.free.fr/index_en.html，好奇之ᶳ也去㬌網站尋寶ˤ在幾何問題中，找

到了圓外蝴蝶定理的問題，查詢資料後，發現蝴蝶定理原本是圓形內的幾何定理，

在圓形外卻也有相似的性質，便聯想出㬋方形內接蝴蝶形的題目ˤ 

 

貳ˣ研究目的 

  1. 利用兩個動點在邊ᶲ的位置，ẍ及內點在㬋方形內的位置，尋找ᶲ述條

件與蝴蝶線的關係ˤ 

    2. 尋找㬋方形內接蝴蝶形的特殊性質 

 

參ˣ研究設備與器材 

  筆ˣ紙ˣ電腦ˣ繪圖程式 Geogebra 
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肆ˣ研究過程與方法 

  一ˣ⎵詞定義： 

炷一炸蝴蝶形：任意四邊形的⮵角線相連，所產生四個ᶱ角形，兩個不相鄰的ᶱ

角形所構ㆸˤ 

炷Ḵ炸蝴蝶形中間點：蝴蝶形中，兩個ᶱ角形的共用頂點ˤ 

炷ᶱ炸蝴蝶線：忂過蝴蝶形的中間點，交蝴蝶形的兩側，一側交點到中間點的距

離等於另一側交點到中間點的距離，忁條線就是蝴蝶線ˤ 
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Ḵˣ先備知識 

炷一炸夾角內一點求蝴蝶線： 

  由於畫出蝴蝶線的℞中一個方法是，延長蝴蝶形的兩側，兩側的延伸線交於

一個點，構ㆸ夾角θˤ於是問題就變ㆸ了在一個夾角內有一點，作忂過㬌點的直
線，交夾角兩邊於兩點，兩點到夾角內點的距離相等ˤ 

    作圖如ᶳ：

 

1.延伸四邊形 ABCD℞中的一組⮵邊，直線 I與直線 L交於 E點ˤ 

2.作直線 L的平行線 L'過 F點，交直線 I於 G點，作 E點的⮵稱點 E'⮵稱於 G點ˤ 

3.連E’點與蝴蝶形中間點 F，直線 Q即為蝴蝶線ˤ 
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炷Ḵ炸蝴蝶線與夾角的關係 

由ᶲ述的作圖方法，ㆹ們可ẍ算出夾角與夾角內的點，⮵於蝴蝶線的關係ˤ 

 

在一個夾角∠   有一個 K點，K點向  做垂線，交  ˣ  於 MˣN兩點 MK = m，NK = n ͳ.過 K點向   作平行  的線，交  於 K′ 點  ʹ.  點向 K點作點⮵稱，得 ′點  ͵.連 ′點與 K點得到蝴蝶線 ′ ′′  Ͷ.過 K點向  作平行   的線，交  於K′′點，四邊形 K′KK′′為平行四邊形  ͷ.   K′′ צ K′K，  ∠MK′K = ∠M N = θ，K′K = mtan θ 

.   K′ צ K′′K，  ∠M N = ∠KK′′N = θ，K′′N = ntan θ .由於 KˣK′ˣK′′為 △   ′ ′′ᶱ邊中點，所ẍK′K =  K′′ = �′′�′′ ͺ.  ′′N = m − ntan � ， tan ∠ ′ ′′ = n tan θm − n  

結論:在一個夾角內一點，ẍ㬌方法作蝴蝶線，蝴蝶線與作圖中ˬ一開始被平行 

夾角一邊˭的夾角為 tan−ଵሺn tan θm − nሻ，℞中 mˣn為內點 K的垂線與夾角的邊的交點 

到 K點的長度ˤ 

B 

C 
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炷ᶱ炸⇌⇍蝴蝶線位置 

一個四邊都不互相平行的四邊形中，娚如何⇌⇍蝴蝶線是出現在哪一個蝴蝶形? 

ㆹ們的方法是利用炷一炸中的蝴蝶線作法ˤ 

 

圖中，EF長度為MHଶsin θ，EG長度為 ʹ × MHଶsin θ 

( HଵˣMHଶˣ Hଷ為  ˣMˣ ᶱ點⮵  的垂線) 

E 長度為  Hଵsin θ，E 長度為  Hଷsin θ 

蝴蝶線要出現在△   M與 △   M構ㆸ的蝴蝶形中，G點必須要在  線段ᶲ，也就是說 E < EG < E  

當 E < EG < E ，表示  Hଵsin θ < ʹ × MHଶsin θ <  Hଷsin θ 

得出 Hଵ < ʹ × MHଶ <  Hଷ 

⮯ᶲ列不等式⎴乘ẍ
  ʹ

 

得到 △    < ʹ △   M <△     △   M +△   M < ʹ △   M <△   M +△   M 

⎴減 △   M 

得到 △   M <△   M <△   M 
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也就是說，任意四邊形裡面的兩個蝴蝶形炷四個ᶱ角形炸，蝴蝶線會出現在面積

大⮷介於兩個相鄰的ᶱ角形的ᶱ角形中ˤ 

炷四炸證明蝴蝶線唯一存在 

1. 任意兩側不平行的蝴蝶形中，證明蝴蝶線只存在一條ˤ 

 

證明：， 

 △   M與△   M中，過 M點作LଵˣLଶ Lଵ交  ˣ  於 ଵˣ ଵ，Lଶ交  ˣ  於 ଶˣ ଶ 

若  ק    

假設 ଵM =  ଵM  ଶM =  ଶM   ଵM =  ଵM， ଶM =  ଶM，∠ ଵM ଶ = ∠ ଵM ଶ(⮵頂角相等) △  ଵ ଶM ≅△  ଵ ଶM (SAS) 

故∠M ଵ ଶ = ∠M ଵ ଶ 

得 ଵ ଶ צ  ଵ ଶ 

與假設不符，故一個兩側不平行的蝴蝶形中不存在兩條蝴蝶線ˤ 
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得證 

2. 任意四邊不互相平行的四邊形中，兩條⮵角線構ㆸ的兩組蝴蝶形，只會有℞

中一個有蝴蝶線ˤ 

 

證明：利用炷Ḵ炸的⇌⇍方式 

 

 

若蝴蝶線要出現在由ᶱ角形 KˣM構ㆸ的蝴蝶形中，則必須符合ᶳ列條件: 

 則烝烋烜烋烛且烝烋烚烋烛──荛 

炷或烛烋烜烋烝且烛烋烚烋烝炸─荜 

若蝴蝶線要出現在由ᶱ角形 NˣL構ㆸ的蝴蝶形中，則必須符合ᶳ列條件: 

 烚烋烝烋烜且烚烋烛烋烜──荝 

炷或烜烋烝烋烚且烜烋烛烋烚炸─荞 

荛與荜不⎴時ㆸ立，且荛與荝荞矛盾 

荜與荝荞矛盾，且荝與荞不⎴時ㆸ立 

推論出在K ≠ L ≠ M ≠ N的情況ᶳ，荛荜荝荞只會有一個ㆸ立ˤ也就是不可能有
兩條蝴蝶線⎴時存在的情況，得到任意四邊不互相平行的四邊形中，只有一個蝴

蝶形有蝴蝶線ˤ 

得證 
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炷五炸蝶侤定理： 

  ㆹ們發現，在一個任意的蝴蝶形 ABCDM中，做一條忂過中間點的任意蝴蝶

線炷不需要交兩側使兩側交點到中間點的距離相等炸，交兩側於 XˣY兩點，則 ଡ଼×ଢ଼×େM×ୈMେଢ଼×ୈଡ଼×M×M = ͳ炷圖中紅色線段長度的積烌藍色線段長度的積炸 

 

證明:由 AˣBˣCˣD四個點向   ⃡   做垂線hଵˣhଶˣhଷˣhସˤ  M M = hଵhଷ，  M M = hଶhସ，     = hଷhଶ，    = hସhଵ 

  M M ×  M M ×     ×     = hଵhଷ × hଶhସ × hଷhଶ × hସhଵ = ͳ 

得證 
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ᶱˣ↮段討論 

  㬋方形ᶲ兩動點ẍ及動點與內點的連線，交㬋方形的邊於兩點炷ẍᶳ稱為被

動點炸，而根據動點與被動點的位置，ㆹ們↮段討論不⎴的情況ˤ 

炷一炸x ↮段方式說明 

1. 動點與被動點↮⇍位於平行的邊ᶲ 炷ʕ如附圖一炸 

2. 動點與被動點↮⇍位於垂直的邊ᶲ 炷ʕ如附圖Ḵ炸 

3. 兩個動點↮⇍在平行的邊ᶲ，而兩個被動點則都在垂直動點所在邊的邊 炷ʕ如

附圖ᶱ炸 

4. 兩個動點的位置在垂直的兩邊，而兩個被動點則一起在另外一邊ˤ 

 炷如附圖四炸 

5. 兩個動點與被兩個動點↮⇍在不⎴的邊ᶲ 炷ʕ如附圖五炸 

ẍᶲ情況，相⎴的圖形，動點與被動點位置⮵調視為相⎴圖形，而可ẍ經過侣轉

得到的圖形，也視為相⎴圖形ˤ 
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附圖一 

 

附圖Ḵ 

 

附圖ᶱ 

 

附圖四 

 

附圖五 
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炷Ḵ炸x 動點與被動點↮⇍在平行的邊ᶲ 

 

性質：㬋方形中，蝴蝶形    M的蝴蝶線會平行於邊ˤ 

證明：假設蝴蝶線   ⃡   平行於  ˣ   

    צ      

     M: M =  M: M   M: ( M + M ) =  M: ሺ M + M ሻ  M:   =  M:    

   又    ⃡   平行於  ˣ   

      M:   = M :     M:   = M :    

因為 M:   =  M:    

         所ẍM :   = M :    

        得出M = M  

得證 
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炷ᶱ炸x 動點與被動點↮⇍在垂直的邊ᶲ 

 

㬋方形中，M點的位置用 pˣqˣr表示， E長度為 k， E長度為 l 
1. 由於㬌蝴蝶形的延伸線交角為直角(∠ E )，由先備知識(一)的作圖方法，由

M點向 E作平行 E的線，交 E線段於  ，由E⮵ 作點⮵稱E′，連E′M ⃡      ，即為
蝴蝶線ˤ 

在忁個部↮中，若M點到蝴蝶兩側延伸線(就是㬋方形垂直的兩邊)距離為 

qˣr，則蝴蝶線就是在兩側ᶲ，距離兩側延伸交點 2rˣ2q的兩點的連線ˤ 

至於⇌斷蝴蝶線位置的方法，則是利用蝴蝶形頂點垂線的長度⇌斷方式較 

為方便ˤ ሺk − rሻ: q = k:  E， E = ୩୯ሺ୩−୰ሻ ሺl − rሻ: q = l:  E， E = ୪୯ሺ୪−୰ሻ 
ẍ圖為例，當l < ݎʹ < ݇ (ẍ另一側來看就是 ୩୯ሺ୩−୰ሻ < ʹq < ୪୯ሺ୪−୰ሻ) 
蝴蝶線會在△   M與 △   M構ㆸ的蝴蝶形中ˤ 

反之，若ʹr > ݇或 ʹr < ݈ (ʹq < ୩୯ሺ୩−୰ሻ或 ʹq > ୪୯ሺ୪−୰ሻ) 
則蝴蝶線會在△   M與 △   M構ㆸ的蝴蝶形中ˤ(ᶲ述不等式皆不ㆸ立，則㬌蝴

蝶形不℟有蝴蝶線) 

E′ 
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炷四炸ˣ兩個動點的位置在平行的兩邊，而兩個被動點⎴在一邊 

 

1.㬋方形中，pˣqˣrᶱ線段是⮵ᶱ邊的垂線，表示 M點在㬋方形中的位置ˤ 

在本部↮中，利用平行線內的角度性質，即為∠θଵ + ∠θଶ = ∠ G  M = p，M = q，MR = r， F = k， E = l ∠  F = Ƚ，∠  E = Ⱦ，∠  F = θଵ，∠  E = θଶ  MR צ  F צ  E  ∠ MR = ∠  F = Ƚ，∠ MR = ∠  E = Ⱦ 

得出 

R = r tan Ⱦ， F = p − r tan Ⱦ， tan θଵ = p − r tan Ⱦk  

R = r tan Ƚ， E = q − r tan Ƚ， tan θଶ = q − r tan Ƚl  

由於 θଵ + θଶ = ∠ G  

所ẍ由㬋↯和角℔式可知 tan ∠ G = tanθଵ + tanθଶͳ − tan θଵ tan θଶ = lሺp − r tanȾሻ + kሺq − r tanȽሻkl − ሺp − r tanȾሻሺq − r tanȽሻ 

知道∠ G 的㬋↯值後，即可透過先備知識炷Ḵ炸中㍸到的方法，利用過內點作
垂直線的方式，找出蝴蝶線與蝴蝶℞中一邊的夾角ˤ 
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2. 在忁個部↮裡，由於要在夾角，過中間點做輔助線，又必須ẍ mˣn等不是

一開始題目給的條件，所ẍㆹ們認為利用平行線內的角度性質來解析忁個問

題不太漂亮，因㬌發想出另外一個方式ˤ 

    由於蝴蝶線是指平↮蝴蝶形，也就是說蝴蝶線與蝴蝶形的兩側交點，ẍ及蝴

蝶形中間點，向㬋方形的一邊作垂線，交一邊於ᶱ點，㬌ᶱ點的最左與最右點到

中間點的距離相等ˤ⮯㬌性質結合先前㍸到的蝶侤定理，搭配任意四邊形中蝴蝶

線的位置⇌⇍，即可較為俐落的解決問題ˤ 

    ẍ忁個問題來說明: 

 

㬋方形中， M = p， M = q， E = k， F = l ∠  E = Ƚ，∠  F = Ⱦ，∠  E = θଵ，∠  F = θଶ 

⇌⇍蝴蝶線：Ẍ  線段長度為 x 

ᶱ角形面積 △   M = rxʹ
 

△   M = ሺl − rሻxʹ  

△   M = ሺk − rሻxʹ  

△   M = ሺl − rሻሺk − rሻxʹr  
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ẍᶳ為 r < ሺl − rሻ < ሺl − rሻሺk − rሻr 之情形 

 

炷ͳ炸.設蝴蝶線交  ˣ  於  ˣ 兩點， ˣMˣ ᶱ點向㬋方形邊EF作垂線 

交EF於TଵˣTଶˣTଷᶱ點，由於蝴蝶線使 M =  M，所ẍTଵTଶ = TଶTଷ = t 
炷ʹ炸.由蝶侤定理可知 M M ×  M M ×     ×     = ͳ  M ×  M ×   ×   =  M ×  M ×   ×    

炷͵炸.  M̅̅̅̅̅ = psin Ƚ，  M̅̅ ̅̅ ̅ = qsin Ⱦ，  = t − r tan Ƚsin θଶ ，  = t − r tan Ⱦsin θଵ  

        = p − tsin θଵ，  = q − tsin θଶ， M = rcos Ƚ， M = rcos Ⱦ 

炷Ͷ炸.   M ×  M ×   ×   =  M ×  M ×   ×    

炷ͷ炸.  psin Ƚ × qsin Ⱦ × t − r tan Ƚsin θଶ × t − r tan Ⱦsin θଵ = p − tsin θଵ × q − tsin θଶ × rcos Ƚ × rcos Ⱦ 

炷炸.   p × q × ሺt − r tan Ƚሻ × ሺt − r tan Ⱦሻ = rଶሺpq − pt − qt + tଶሻ × tan Ƚ × tan Ⱦ    tଶሺrଶ tan Ƚ tan Ⱦ − pqሻ + tሺpqr tan Ƚ + pqr tan Ⱦ − prଶ tan Ƚ tan Ⱦ − qrଶ tan Ƚ tan Ⱦሻ = Ͳ    t = − pqr tan Ƚ + pqr tan Ⱦ − prʹ tan Ƚ tan Ⱦ − qrʹ tan Ƚ tan Ⱦrʹ tan Ƚ tan Ⱦ − pq  
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ẍᶳ為ሺl − rሻ < ݎ < ሺk − rሻ或ሺk − rሻ < ݎ < ሺl − rሻ之情形 

 

㬋方形中， M = p， M = q， E = k， F = l ∠  E = Ƚ，∠  F = Ⱦ，∠  E = θଵ，∠  F = θଶ 

 

炷ͳ炸.設蝴蝶線交  ˣ  於  ˣ 兩點， ˣMˣ ᶱ點向㬋方形邊EF作垂線 

交EF於TଵˣTଶˣTଷᶱ點，由於蝴蝶線使 M =  M，所ẍTଵTଶ = TଶTଷ = t 
炷ʹ炸.由蝶侤定理可知 M ×  M ×   ×    M ×  M ×   ×   = ͳ，  M ×  M ×   ×   =  M ×  M ×   ×    

炷͵炸.  M = qsin Ⱦ， M = rcos Ƚ，  = p − tsin γ，  = r tan Ⱦ + t 
 M = psin Ƚ， M = rcos Ⱦ，  = q + tsin γ，  = r tan Ⱦ − t qsin Ⱦ × rcos Ƚ × p − tsin γ × ሺr tan Ⱦ + tሻ = psin Ƚ × rcos Ⱦ × q + tsin γ × ሺr tan Ⱦ − tሻ 

ሺͶሻ.化簡得到 t = − ݍ tan ߙ + ݍ tan ߚ − ݎݍ tan ߙ tan ߚ − ݎ tan ߙ tan ߚ tan ߚ −q tan ߙ  
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炷五炸x 兩個動點↮⇍在垂直的邊ᶲ，而兩個被動點⎴在一邊 

 

㬋方形中，ㆹ們稍微⮵㍷述 M點的位置的方式作了一點修改 S = s， M = p， M = q，  ′ = k， F = l ∠   ′ = Ƚ，∠  F = Ⱦ，∠   ′ = θଵ，∠  F = θଶ ͳ.  M = rcos Ⱦ， M = rcos Ƚ，  = t − psin θଵ，  = q − tsin θଶ 

     M = psin Ƚ， M = qsin Ⱦ，  = r tan Ⱦ − tsin θଵ ，  = t − r tan Ⱦsin θଶ  

ʹ.   M ×  M ×   ×    M ×  M ×   ×   = ͳ， M ×  M ×   ×   =  M ×  M ×   ×    rcos Ⱦ × rcos Ƚ × t − psin θଵ × q − tsin θଶ = psin Ƚ × qsin Ⱦ × r tan Ⱦ − tsin θଵ × t − r tan Ⱦsin θଶ  

͵.化簡得到 t = − qrଶ tan Ƚ tan Ⱦ + prଶ tan Ƚ tan Ⱦ − pqr tan Ƚ − pqr tan Ⱦpq − rଶ tan Ƚ tan Ⱦ  

根據  的位置，ᶲ述線段的數值可能會改變，例如  點在 M點右邊的娙   = t + psin θଵ 
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炷ℕ炸x 兩個動點與被兩個動點↮⇍在不⎴的邊ᶲˤ 

 SM = s， M = p， M = q，  ′ = k， F = l ∠   ′ = Ƚ，∠  F = Ⱦ，∠   ′ = θଵ，∠  F = θଶ ͳ.  M = psin Ⱦ， M = rcos Ƚ，  = s + tsin θଵ，  = q − tsin θଶ 

     M = ssin Ƚ， M = qsin Ⱦ，  = p − tsin θଵ，  = t + r tan Ƚsin θଶ  

ʹ.   M ×  M ×   ×    M ×  M ×   ×   = ͳ， M ×  M ×   ×   =  M ×  M ×   ×    

     psin Ⱦ × rcos Ƚ × s + tsin θଵ × q − tsin θଶ = ssin Ƚ × qsin Ⱦ × p − tsin θଵ × t + r tan Ƚsin θଶ  

 ͵.化簡得到 t = − spq − sqr tan Ƚ + spr tan Ƚ − pqr tan Ƚpr tan Ƚ − sq  
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四ˣ㬋方形內接蝴蝶形的特殊性質 

    另外，ㆹ們還發現了一個㬋方形內接蝴蝶形的特殊性質ˤ 

 

敘述：在㬋方形     中，有一蝴蝶形 EFGH，四頂點在㬋方形個邊ᶲ，M點固定ˤ 

若EG與FH的夾角為 ͻͲ度，則㬋方形被EGˣFH↮割ㆸ四塊四邊形，忁四塊四邊形 

可形ㆸ四個蝴蝶形，不論 E點如何移動，㬌四個蝴蝶形的蝴蝶線夾角ㆸ定值ˤ 

 

證明：在證明之前，ㆹ們必須先了解ᶳ面忁件ḳˤ 

 ∠   中，在兩個邊ᶲ任意點做垂直線，則忁兩條垂直線的夾角(比較⮷的那一個)， 

會等於∠   ，理由是過 M點做平行線平行於  ，使得∠   = ∠MFE，而利用 

直角ᶱ角形子母相似可得知ˤ 
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再來，ㆹ們發現忁個圖形中，由於EGˣHF垂直，四邊形  EMHẍ及 

四邊形 GMF為圓內接四邊形(⮵頂角互補)ˤ利用圓內接蝴蝶定理的性質 

，可ẍ知道蝴蝶線會垂直於ˬ 中間點與圓心的連線 ，˭又因為EHˣGF為直徑，
所ẍ兩圓的圓心↮⇍在EHˣGFᶲ，可知，四邊形  EMHẍ及四邊形 GMF 

形ㆸ的蝴蝶形的蝴蝶線，垂直於EHˣGFˤ 

因㬌，欲證明動點 E移動值，兩蝴蝶線的夾角ㆸ定值，就變ㆸ的證明 EH線

段及 FG線段的延長線夾角，也不會受到 E點移動的影響ˤ 
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證明: 

 

在㬋方形 ABCD中，有一蝴蝶形 EFGHMˤ 

ẌM = p，M = q，MR = r，MS = s，pˣqˣrx s為M點到㬋方形邊的最

短距離ˤ∠EHH′ = Ƚ，∠FG = Ⱦˤ∠FM = ∠GMR = ∠HM = ∠EMS = θ， 

蝴蝶形的傾斜角度，表示 E點移動ˤ 

欲求∠ENF，可由∠EHH′ − ∠FG 得之ˤ tan Ƚ = s + p tan θp − s tan θ， tan Ⱦ = r + q tan θq − r tan θ，利用㬋↯差角℔式，可得: tan ∠ENF = tanሺȽ − Ⱦሻ = ሺq − r tan θሻሺs + p tan θሻ − ሺp − stan θሻሺr + q tan θሻሺs + p tan θሻሺr + q tan θሻ + ሺp − s tan θሻሺq − rtan θሻ 

化簡得出 tan ∠ENF = qs − prpq + rs 

因㬌可得知: ∠ENF角度的值不會受到 θ的影響，只會被一開始選擇的內點位置決定ˤ 

⎴理可證℞他蝴蝶形的蝴蝶線夾角組合，亦為定值ˤ 

 證畢 
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伍ˣ結論 

  一ˣㆹ們㍸出了利用平行線截ᶱ角形的性質，作出蝴蝶線的方法ˤ 

  Ḵˣ在一個任意四邊形中，利用ㆹ們使用的蝴蝶線作圖法，延伸出頂點及⮵

角線交點向℞中一邊作垂線，比較垂線的長度可ẍ⇌斷蝴蝶線位置ˤ然後又由垂

線長度發展出，蝴蝶線的位置也可ẍ用面積來⇌斷，⮵於每種不⎴的情況，可ẍ

選擇較為方便簡潔的做法ˤ 

  ᶱˣ使用反證法證明一個兩側不互相平行的蝴蝶形，只可能有一條蝴蝶線ˤ

再利用比較面積⇌⇍蝴蝶線的方法，說明了一個四邊不互相平行且⮵角線不被平

↮的任意四邊形，若存在兩條蝴蝶線會產生的矛盾，證明了一個忁樣的四邊形只

有一條蝴蝶線ˤ 

  四ˣ在一個任意蝴蝶形中，過中間點作一條任意的蝴蝶線炷不需要符合原本

蝴蝶線的敘述炸↮⇍交兩側於兩點，再由蝴蝶形的四頂點向蝴蝶線作垂線，利用

相似形比例的關係，⮶出了一個線段長度作運算呈定值的定理，ㆹ們⮯之命⎵為

蝶侤定理ˤ 

 

  ℕˣ利用蝴蝶線的性質，也就是蝴蝶線與兩側的交點烧ˣ烨↮⇍到中間點烜

的距離相等，想出把烧ˣ烨ˣ烜ᶱ點向㬋方形中⎴一條邊作垂線，交邊於Ｔ烀ˣ

Ｔ烁ˣＴ烂ᶱ點，Ｔ
烀
Ｔ
烁
烌Ｔ

烁
Ｔ
烂
烌ｔˤ利用蝶侤定理ẍ及已知的訊息，可ẍ算

出 t與㬋方形內點ẍ及動點的關係ˤ 

 M M ×  M M ×     ×     = hଵhଷ × hଶhସ × hଷhଶ × hସhଵ = ͳ 
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    七ˣ在㬋方形 ABCD中，有一蝴蝶形 EFGH，四頂點在㬋方形個邊ᶲ，M點

固定ˤ若EG 與FH 的夾角為 90度，則被㬋方形EG ˣFH ↮割ㆸ四塊四邊形，

忁四塊四邊形，可形ㆸ四個蝴蝶形，不論 E點如何移動，㬌四個蝴蝶形的蝴蝶線

夾角ㆸ定值ˤ 
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陸ˣ參考資料 

http://mathafou.free.fr/index_en.html 

幾何學的新探索 

第四屆丘ㆸ桐中學數學獎得獎作品 

http://mathafou.free.fr/index_en.html


Ȝ評語ȝ040417  

1. 蝶翼四頂點在正方形上變動情形似乎沒有簡潔的規律，也許在

正方形不是蝴蝶定理合適的推廣情形。 

2. 討論四Ȑ四頂點在四個邊ȑ中若 EG與 HF夾角並非直角，是

否兩蝴蝶線夾角也會是定值? 

3. 比較有趣的結果是蝶翼定理。 
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