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摘要 

網路上提及旋輪線的性質許多都與物理相關，較少有數學方面的深入探討。我們先利用

繪圖軟體試著繪製出旋輪線，然後以旋輪線的基本性質為出發點，進一步拓展到外旋輪線及

內旋輪線，探討它們之間的相互關係，並試著找出各種不同變形間的規律與性質。 
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壹、研究動機 

升高二時，在物理實驗室看見了旋輪線的模型(照片一)，因為科學班的關係，數學老

師在課堂上也介紹了旋輪線的基本數學性質，於是我們就燃起了研究的熱忱，決定上網

找尋資料，我們發現網路上的資料皆是探討其週期、重力加速度、和正向力的關係，較

少純數學方面的結論。因此我們決定要針對這樣的圖形，找出不同於物理的數學性質，

進而延伸出更多種圓繞不同圖形所成的軌跡，利用座標化的方式，證明其圖內面積和軌

跡長的關係。。 

 

照片一、旋輪線模型 

 

貳、研究目的 

一、當圓繞直線一周時，針對其固定一點的軌跡，探討其所走過的距離和圍成的面積。 

二、當軌跡一點距圓心特定距離時，針對其固定一點的軌跡，探討其長度、面積。  

三、利用高中方法求得旋輪線及相關圖形面積， 

四、在旋輪線中，針對不同直線所切割的圖形，探討部分圖形間面積的關係。 

五、當圓繞另一圓外一周時，針對其固定一點的軌跡，探討其走過的面積和長度和特定圖形

間面積關係。 

六、當圓繞另一圓內一周時，針對其固定一點的軌跡，探討其走過的面積和長度和特定圖形

間面積關係。 
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七、探討當兩圓旋轉等角時，其中的長度關係。 

參、研究設備與器材 

鉛筆、紙、動態繪圖軟體(Geogebra)、電腦、小畫家 

肆、研究過程與方法 

一、旋輪線、外旋輪線、內旋輪線的介紹 

 

圖一、旋輪線 

(一)旋輪線（擺線）：一半徑為 r 之圓沿直線滾動時，圓上固定一點 A 的軌跡 

 

 

 

 

 

 

 

(二)外旋輪線（外擺線）：一半徑為 r 之圓在圓外沿一圓滾動時，圓上固定一點 A 的軌跡 

(三)內旋輪線（內擺線）：一半徑為 r 之圓在圓內沿一圓滾動時，圓上固定一點 A 的軌跡 

二、旋輪線及其變形的面積和軌跡長 

(一)旋輪線 

 

圖四、旋輪線 

圖二、外旋輪線 圖三、內旋輪線 
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以 B 為原點 A(x) = rθ − r sin θ ，A(y) = r − r cos θ dxdθ = r − r cos θ，
dydθ = r sin θ 

將 θ 轉到 α 度時 

1.面積： 

陰影部分面積 = 豹 ydx = 豹 (r − r cos θ)(r − r cos θ) dθ池
待  

= 豹 r態(1 − cos θ)態 dθ池
待 = r態 磐32 θ − 2 sin θ + 12 sin θ cos θ卑 嵳α0 

= r態 磐32 α − 2 sin α + 12 sin α cos α卑 

當 α = 2π，整個旋輪線面積 = 3πr態 

2.軌跡長： 

曲線ＡＢ＝旋輪線軌跡長 = 豹 俵磐dxdθ卑態 + 磐dydθ卑態池
待 dθ = 豹 r√2 − 2 cos θ dθ池

待  

= 豹 2r sin θ2 dθ = −4r cos θ2池
待 嵳α0 = −4r cos α2 + 4r 

當 α = 2π，整段旋輪線長 = 8r 

(二)外伸旋輪線 

 

圖五、外伸旋輪線 

以 O 為原點 

定義：O怠B =  O態C為外伸軸 C 為在外伸軸上距圓心(L + r)之一點 
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紅線為圓滾動 2π 時，C 之軌跡 

B 是 C 在軸上時之位置 

以 O 為原點 

為了算出 EBGFHO 面積，分兩部分計算 Step1: 令 BGB 面積(BG 為曲線) = A怠 α = θ + ∅, 其中∅為圓從O怠旋轉至O態之角度 

此時∅為外伸軸上 B 至 C 時，圓旋轉之角度 O態: (rθ + r∅, r) D: (r(θ + ∅) − r sin(θ + ∅) , r − r cos(θ + ∅)) ∵ D = rL + r C + LL + r O態 ∴ C = (L + r)A − LO態r  C(x) = r(θ + ∅) − (r + L) sin(θ + ∅)， C(y) = r − (r + L) cos(θ + ∅) dx = {r − (L + r) cos(θ + ∅)}d∅ A怠 = BGB 面積 = 豹 y dx (對 C 點) 

= 豹 {r − (L + r) cos(θ + ∅)}{r − (L + r) cos(θ + ∅)}d∅態窒貸態馳
待  

= 豹 r態 − 2r(L + r) cos(θ + ∅) + (L + r)態 cos態(θ + ∅) d∅態窒貸態馳
待  

= r態∅ − 2r(L + r) sin(θ + ∅) + (L + r)態 犯12 (θ + ∅) + 12 sin(θ + ∅) cos(θ + ∅)般 鞭2π − 2θ0  = r(2π − 2θ) + 4r(L + r) sin θ + (L + r)態{π − θ − sin θ cos θ} 

 

圖六、外伸旋輪線 Step2: 令 OBE 面積 = HGF 面積(其中 BE、GF 為曲線) = A態 
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β = θ − ∅, 其中∅為圓從O怠旋轉至O戴之角度 

此時∅為外伸軸上 B 至 J 時，圓旋轉之角度 O戴: (rθ + r∅, r) I: (r(θ − ∅) − r sin(θ − ∅) , r − r cos(θ − ∅)) ∵ I = rL + r J + LL + r O戴 ∴ J = (L + r)I − LO戴r  J(x) = r(θ − ∅) − (r + L) sin(θ − ∅) ，J(y) = r − (r + L) cos(θ − ∅) dx = {−r + (L + r) cos(θ − ∅)}dϕ A態 = 豹 ydx      (對 J 點) 

= 豹 {r − (L + r) cos(θ − ∅)}{−r + (L + r) cos(θ − ∅)}d∅待
馳  

= − 豹 r態 − 2r(L + r) cos(θ − ∅) + (L + r)態 cos態(θ − ∅) d∅待
馳  

= −r態∅ − 2r(L + r) sin(θ − ∅) + (L + r)態 犯12 (θ − ∅) + 12 sin(θ − ∅) cos(θ − ∅)般 鞭0θ 

= −2r(L + r) sin θ + 12 (L + r)態(θ + sin θ cos θ) + r態θ Step3: 故 EBGFHO 面積 = A怠 + 2A態 = 2πr態 + (L + r)態π 

(三)內縮旋輪線 

 

圖七、內縮旋輪線 

以 G 為原點 

定義：OB為內縮軸 B 為在內縮軸上距圓心(r − L)之一點 

紅線為圓滾動 2π 時，B 之軌跡 B: ( rθ − (r − L) sin θ, r − (r − L) cos θ) 
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dxdθ =  r − (r − L) cos θ ，
dydθ = (r − L) sin θ 

GEFH 面積盤EF 為曲線匪 = 豹 y dx (對 B 點) 

= 豹 [r − (r − L) cos θ][r − (r − L) cos θ]dθ態窒
待  

= r態θ − 2r(r − L) sin θ + (r − L)態 磐12 θ + 12 sin θ cos θ卑 鞭2π0  = 2πr態 + (r − L)態π 

三、旋輪線及其變形的面積較簡易之算法 

    (一)定義旋輪線的投影曲線 

 
圖八、旋輪線及其投影曲線 

紅色曲線是旋輪線 

做直線 L ⊥ 直線 P，且使直線 L 過O怠 A 是圓O怠轉 θ 時在旋輪線上的點，B 是 A 對直線 L 做投影點 

B 的軌跡即為藍色曲線，我們稱之為投影曲線 B(x) = rθ，B(y) = r − r cos θ 

藍色區線的方程式：y = r − r cos xr ，為一餘弦函數圖形 

    (二)計算旋輪線的面積 

 
圖九、旋輪線及其投影曲線 
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作圓半徑 = r 的 O態過 E，且使O態E ⊥ 直線 M(O態E在直線 N 上) 
過 A 作線段BC平行直線 M，交圓O態於 D，交直線 N 於 C AB = rθ − (rθ − r sin θ) = r sin θ ∵ D(y) = A(y)   ∴ ∠CO態D = π − θ ⇒ CD = rsin(π − θ) = AB 

藍色面積為AB博博博博在 0 至 π 間的積分和，半圓 NDE 面積為CD在 0 至 π 的積分和。 ∵ AB = CD ∴ 藍色面積 = 半圓 NDE 面積 = r態π2  

∵ 藍色區線為餘弦函數 ∴ 黃色面積 =△ EFG 面積 = rπ × 2r2 = r態π 

故整個旋輪線面積 = 2盤藍色面積 + 黃色面積匪 = 2 峭r態π2 + r態π嶌 = 3πr態 

(三)計算外伸旋輪線的面積 

 

圖十、外伸旋輪線及其投影曲線 

 

紅色曲線為圖六中的外伸旋輪線 

藍色曲線為外伸旋輪線的投影曲線 B(x) = rθ，B(y) = r − (r + L) cos θ 盤θ 為外伸軸上 E 至 A 時，圓所旋轉的角度匪 

藍色曲線方程式：y = r − (r + L) cos xr ，為一餘弦函數圖形 

作半徑 = (r + L)的圓 O 過 E，且使O態E ⊥ 直線 M盤OE在直線 N 上匪 

過 A 作線段BC平行直線 M，交圓 O 於 D，交直線 N 於 C 
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AB = rθ − (rθ − (r + L) sin θ) = (r + L) sin θ ∵ D(y) = A(y)   ∴ ∠COD = π − θ ⇒ CD = (r + L)sin(π − θ) = AB 

可將藍色面積視為AB在 0 至 π 的積分和，半圓 NDE 面積視為CD在 0 至 π 的積分和 ∵ AB = CD ∴ 藍色面積 = 半圓 NDE 面積 = (r + L)態π2  

∵ 藍色曲線為餘弦函數 ∴ 黃色面積 =△ EFG 面積 = rπ × 2(r + L)2 = r態π + rLπ 

故整個外伸旋輪線面積 = 2盤藍色面積 + 黃色面積 − 長方形 IHGE 面積匪                                                = 2 峭(r + L)態π2 + r態π + rLπ − rπ × L嶌 = 2πr態 + (r + L)態π 

    (四)計算內縮旋輪線的面積 

 

圖十一、內縮旋輪線及其投影曲線 

 

紅色曲線為圖八中的內縮旋輪線 

藍色曲線為內縮旋輪線的投影曲線 B(x) = rθ，B(y) = r − (r − L) cos θ 盤θ 為內縮軸上 E 至 A 時，圓所旋轉的角度匪 

藍色曲線方程式：y = r − (r − L) cos xr ，為一餘弦函數圖形 

作半徑 = (r − L)的圓 O 過 E，且使OE ⊥ 直線 M盤OE在直線 N 上匪 

過 A 作線段BC平行直線 M，交圓 O 於 D，交直線 N 於 C AB = rθ − (rθ − (r − L) sin θ) = (r − L) sin θ 
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∵ D(y) = A(y)   ∴ ∠COD = π − θ ⇒ CD = (r − L)sin(π − θ) = AB 

藍色面積為AB在 θ 為 0 至 π 的總和，半圓 NDE 面積為CD在 θ 為 0 至 π 的總和 ∵ AB = CD ∴ 藍色面積 = 半圓 NDE 面積 = (r − L)態π2  

∵ 藍色曲線為餘弦函數 ∴ 黃色面積 =△ EFG 面積 = rπ × 2(r − L)2 = r態π − rLπ 

故整個內縮旋輪線面積 = 2盤藍色面積 + 黃色面積 + 長方形 IHGE 面積匪                                                = 2 峭(r − L)態π2 + r態π − rLπ + rπ × L嶌 = 2πr態 + (r − L)態π 

四、旋輪線中簡易圖形的關係 

(一)圖形一 

 

圖十二、圖形一 

設∠IOG = α   ∠JOF = β ∵ EF = GO ∴ cosα + cosβ = 1 A(x) = r(π − α) + rsin(π − α) = rπ − rα − rsinα B(x) = r(π + β) − rsin(π + β) = rπ + rβ + rsinβ Step1: ABCD 面積(AB 為曲線) = 豹 ydx 

= 豹 (r − rcosθ)態dθ窒袋痴
窒貸池  

= r態θ − 2r態sinθ + r態θ2 + r態2 sinθcosθ 鞭π + βπ − α 

= 3r態2 (π + β) + 2r態sinβ + r態2 (−sinβ)(−cosβ) − 3r態2 (π + α) + 2r態(sinα) − r態2 sinα(−cosα) 
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= 3r態β2 + 3r態α2 + 2r態(sinα + sinβ) + r態2 (sinαcosα + sinβcosβ) 

Step2:梯形 ABCD 面積 

= (r + rcosα + r + rcosβ)[(rα + rβ + r(sinα + sinβ)]2  

= 3r[(rα + rβ + r(sinα + sinβ)]2  Step3: 陰影面積 = ABCD 面積 − 梯形 ABCD 面積 = 12 r態(sinα + sinβ) + r態2 (sinαcosα + sinβcosβ) Step4:△ IGH 面積 +△ JFH 面積 = r態2 (sinαcosα + sinβcosβ) + r態2 (sinα + sinβ) 

故陰影面積 =△ IGH 面積 +△ JFH 面積 

(二)圖形二 

 

圖十三、圖形二 ∠JOG = α   ∠IOF = β ∵ EF = GO ∴ cosα + cosβ = 1 A(x) = r(π − α) + rsin(π − α) = rπ − rα + rsinα B(x) = r(π − β) − rsin(π − β) = rπ + rβ − rsinβ Step1: ABCD 面積(AB 為曲線) = ∫ ydx(從 A 到 B) = 豹 (r − rcosθ)態dθ窒貸痴
窒貸池  

= r態θ − 2r態sinθ + r態θ2 + r態2 sin θ cos θ 鞭π + βπ − α 

= 3r態2 (π − β) − 2r態sinβ + r態2 (sinβ)(−cosβ) − 3r態2 (π − α) + 2r態(sinα) − r態2 sinα(−cosα) 



12 
 

= − 3r態β2 + 3r態α2 + 2r態(sinα − sinβ) + r態2 (sinαcosα − sinβcosβ)_ 

Step2:梯形 ABCD 面積 

= (r + rcosα + r + rcosβ)[(rα − rβ + r(sinα − sinβ)]2  

= 3r[(rα − rβ + r(sinα − sinβ)]2  Step3: 陰影面積＝ABCD 面積 − 梯形 ABCD 面積 = − 3r態β2 + 3r態α2 + 2r態(sinα − sinβ) + r態2 (sinαcosα − sinβcosβ) 

 − (r + rcosα + r + rcosβ)[(rα − rβ + r(sinα − sinβ)]2  

= − 3r態β2 + 3r態α2 + 2r態(sinα − sinβ) + r態2 (sinαcosα − sinβcosβ) − 3r態(α − β + sinα − sinβ)2  

= 12 r態(sinα − sinβ) + r態2 (sinαcosα − sinβcosβ) 

Step4:△ JGH 面積 −△ IFH 面積 = r態2 (sinαcosα − sinβcosβ) + r態2 (sinα − sinβ) 

故陰影面積 =△ JGH 面積 −△ IFH 面積 

(三)圖形三 

以 A 為原點 

設∠EOF = θ E: (rθ − r sin θ, r − r cos θ) 

此時將 θ 轉至 α E: (rα − r sin α, r − r cos α) Step1: CEGB 面積(其中 CE 為曲線) = 豹 (r − r cos θ)態窒
池 dθ 

= r態 磐32 θ − 2 sin θ + 12 sin θ cos θ卑 嵳πα 

= r態 磐32 π − 32 α + 2 sin α − 12 sin α cos α卑 

Step2: 梯形 CEGB 面積 = 盤EG + CB匪 × GB2  

圖十四、圖形三 
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= (r − r cos α + 2r)(rπ − rα + r sin α)2  Step3: 陰影面積 = r態 磐32 π − 32 α + 2 sin α − 12 sin α cos α卑 − (r − r cos α + 2r)(rπ − rα + r sin α)2  

= 12 r態 sin α + π2 r態 cos α − 12 r態α cos α Step4:△ OGH 面積 +△ OIF 面積 = r × r sin α2 + (rπ − rα) × r cos α2  

= 12 r態 sin α + π2 r態 cos α − 12 r態α cos α 

故陰影面積 =△ OGH 面積 +△ OIF 面積 

 

(四)圖形四 

以 A 為原點 ∠EOF = θ E: (r(π − θ) − r sin θ, r + r cos θ) 

此時將 θ 轉至 α E: (r(π − α) − r sin α, r + r cos α) Step1: CEGB 面積(CE 為曲線) = 豹 −(r + r cos θ)態待
池 dθ 

= −r態 磐32 θ + 2 sin θ + 12 sin θ cos θ卑 鞭0α 

= r態 磐32 α + 2 sin α + 12 sin α cos α卑 

Step2: 梯形 CEGB 面積 = 盤EG + CB匪 × GB2 = (r + r cos α + 2r)(rα + r sin α)2  

Step3:陰影面積 = r態 磐32 α + 2 sin α + 12 sin α cos α卑 − (r + r cos α + 2r)(rα + r sin α)2  

= 12 r態 sin α − 12 r態α cos α 

圖十五、圖形四 
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Step4:△ OGH 面積 −△ OIF 面積 = r × r sin α2 − rα × r cos α2  

= 12 r態 sin α − 12 r態α cos α 

故陰影面積 =△ OGH 面積 −△ OIF 面積 

五、外旋輪線及內旋輪線的面積及軌跡長 

(一)外旋輪線 

 

圖十六、外旋輪線 

以O怠為原點 ∵ 圓弧 BC = 圓弧 AC ∴ θ = Rr ϕ O態: (R sin ∅ + r sin ∅, R cos ϕ + r cos ϕ) B(x) = (R + r) sin ϕ − r cos(ϕ + θ − 90°) = (R + r) sin ϕ − r sin 磐R + rr ϕ卑 

B(y) = (R + r) cos ϕ + r sin ( θ + ϕ − 90°) = (R + r) cos ϕ − rcos 磐R + rr ϕ卑 

dx = 釆(R + r) cos ϕ − (R + r) cos( R + rr ϕ)挽 dϕ 

dy = 釆−(R + r)sin∅ + (R + r)sin (R + rr ∅)挽 d∅ 

我們將ϕ轉到角度α，則θ便為
嘆琢 α 

1.面積 
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為了算陰影部分的面積，分成四部分計算 Step1: AO怠DB 面積(AB 為曲線) = 豹 ydx 

= 豹 〔(R + r) cos ϕ − r cos 磐R + rr ϕ卑〕〔(R + r) cos ϕ − (R + r) cos(R + rr ϕ)〕池
待 d∅ 

= (R + r) 豹 〔(R + r)cos態ϕ − (R + r)cosϕ cos(R + rr ϕ) − r cos ϕ cos 磐R + rr ϕ卑池
待  

+r cos態 磐R + rr ϕ卑〕dϕ 

此方程依序分四部分計算： (a) 豹 [(R + r)cos態∅ ]d∅ = (R + r) 豹 cos態∅ d∅ = (R + r)(α2 + sin α + cosα2 )池
待

池
待  

(b)(R + r) 豹 釆cos∅ cos 磐R + rr ∅卑挽池
待 d∅ 

= (R + r) 豹 12 釆cos 磐R + 2rr ∅卑 + cos (Rr ∅)挽池
待 d∅ 

= R + r2 釆 rR + 2r sin 磐R + 2rr α卑 + rR sin (Rr α)挽 
(c)r 豹 釆cos ∅ cos 磐R + rr ∅卑挽 d∅ 如池

待 (b) = r2 釆 rR + 2r sin 磐R + 2rr α卑 + rR sin (Rr α)挽 
(d)r 豹 釆cos態 磐R + rr ∅卑挽 d∅ = r態R + r 釆R + r2r α + 12 sin 磐R + rr α卑 cos 磐R + rr α卑挽池

待  

AO怠DB 面積 = (a) − (b) − (c) + (d) = 磐3 + 2rR 卑 r態2 〔Rαr − sin(Rαr )〕 Step2: 梯形 BDEC 面積 = 12 釆(R + r) cos α − rcos 磐R + rr α卑 + R cos α挽 釆R sin α − (R + r) sin α +  r sin 磐R + rr α卑挽 
= 12 釆(2R + r) cos α − r cos 磐R + rr α卑挽 釆r sin 磐R + rr α卑 − r sin α挽 
Step3: 扇形 AO怠C 面積 = 12 R態α  
Step4:△ O怠CE 面積 = 12 R態 sin α cos α 

陰影面積 = Step1 + Step2 − Step3 − Step4 = 磐3 + 2rR 卑 r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 

當
Rr α = 2π，一個外旋輪線所圍面積 = 磐3 + 2rR 卑 r態2 × 2π = (3 + 2rR )r態π 

2.軌跡長 
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曲線 AB =  豹 紐(dx)態 + (dy)態池
待  

= (R + r) 豹 俵釆cos∅ − cos (R + rr ∅)挽態 + 釆−sin∅ + sin (R + rr ∅)挽態池
待 d∅ 

= (R + r) 豹 俵2 − 2 釆cos∅ cos 磐R + rr ∅卑 + sin∅sin (R + rr ∅)挽 d∅池
待  

= (R + r) 豹 俵2 − 2cos (Rr ∅)d∅池
待 = (R + r) 豹 俵4sin態( R2r ∅)d∅池

待  

= 2(R + r) 豹 sin ( R2r ∅)d∅池
待 = 2(R + r) 釆− 2rR cos 磐 R2r ϕ卑挽 嵳α0 

= 4(R + r) rR 釆− cos Rα2r + 1挽 
當

Rr α = 2π  ，一個旋輪線軌跡長 = 8(R + r) rR 

(二)內旋輪線 

 

圖十七、內旋輪線 

以O怠為原點 ∵ 弧 BC = 弧 AC ∴ θ = Rr ϕ       O態: (R sin ∅ − r sin ∅, R cos ϕ − r cos ϕ)  B(x) = (R − r) sin ϕ − r cos(ϕ − θ + 90°) = (R − r) sin ϕ + r sin 磐r − Rr ϕ卑 
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B(y) = (R − r) cos ϕ + r sin ( ϕ − θ + 90°) = (R − r) cos ϕ + rcos 磐r − Rr ϕ卑 
dx = 釆(R − r) cos ϕ + (r − R) cos ( r − Rr ϕ)挽 dϕ 
dy = 釆−(R − r) sin ϕ − (r − R) sin ( r − Rr ϕ)挽 dϕ 
我們將ϕ轉到角度α，則θ便為

嘆琢 α 1.面積 
為了算出陰影部分的面積，分成四部分計算         Step1: AO怠DB 面積(其中 AB 為曲線) = 豹 ydx池

待  
= 豹 釆(R − r) cos ϕ + r cos 磐r − Rr ϕ卑〕〔(R − r) cos ϕ − (R − r) cos(r − Rr ϕ)挽池

待 d∅ 
= (R − r) 豹 釆(R − r)cos態ϕ − (R − r)cosϕ cos(r − Rr ϕ) + r cos ϕ cos 磐r − Rr ϕ卑池

待  
−r cos態 磐r − Rr ϕ卑挽 dϕ 
此方程依序分四部分計算： (a) 豹 [(R − r)cos態∅] d∅ = (R − r) 豹 cos態∅ d∅ = (R − r)(α2 + sin α + cosα2 )池

待
池

待  
(b)(R − r) 豹 釆cos∅ cos 磐r − Rr ∅卑挽池

待 d∅ 
= (R − r) 豹 12 釆cos 磐2r − Rr ∅卑 + cos (Rr ∅)挽池

待 d∅ 
= R − r2 釆 r2r − R sin 磐2r − Rr α卑 + rR sin (Rr α)挽 
(c)r 豹 釆cos ∅ cos 磐r − Rr ∅卑挽 d∅  如池

待 (b) = r2 釆 r2r − R sin 磐2r − Rr α卑 + rR sin (Rr α)挽 
(d)r 豹 釆cos態 磐r − Rr ∅卑挽 dθ = r態r − R 釆r − R2r α + 12 sin 磐r − Rr α卑 cos 磐r − Rr α卑挽池

待  AO怠DB 面積 = (a) − (b) + (c) − (d)  Step2: 梯形 BDEC 面積 = 12 釆(R − r) cos α + rcos 磐r − Rr α卑 + R cos α挽 釆R sin α − (R − r) sin α −  r sin 磐r − Rr α卑挽 
= 12 釆(2R − r) cos α + r cos 磐r − Rr α卑挽 釆r sin α − r sin 磐r − Rr α卑挽 
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Step3: 扇形 AO怠C 面積 = 12 R態α  
Step4:△ O怠CE 面積 = 12 R態 sin α cos α 
陰影面積 = Step3 + Step4 − Step1 − Step2 = 磐3 − 2rR 卑 r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 
當

Rr α = 2π，一個外旋輪線所圍面積 = 磐3 − 2rR 卑 r態2 × 2π = (3 − 2rR )r態π 

2.軌跡長 

曲線 AB =  豹 紐(dx)態 + (dy)態池
待  

= (R − r) 豹 俵釆cos∅ − cos (r − Rr ∅)挽態 + 釆−sin∅ + sin (r − Rr ∅)挽態池
待 d∅ 

= (R − r) 豹 俵2 − 2 釆cos∅ cos 磐r − Rr ∅卑 + sin∅sin (r − Rr ∅)挽 d∅池
待  

= (R − r) 豹 俵2 − 2cos (Rr ∅)d∅池
待  

= (R − r) 豹 俵2 − 2 釆1 − 2sin態 磐 R2r ∅卑挽 d∅池
待  

= (R − r) 豹 俵4sin態( R2r ∅)d∅池
待 = 2(R − r) 豹 sin 磐 R2r ∅卑 d∅池

待  

= 2(R − r) 釆− 2rR cos 磐 R2r ϕ卑挽 嵳α0 = 4(R − r) rR 釆−cos 磐Rα2r卑 + 1挽 
當

Rr α = 2π  ，一個內旋輪線軌跡長 = 8(R − r) rR 

六、旋輪線、外旋輪線、內旋輪線中的面積倍數關係 

(一)第一型岾3 倍、3 + 態嘆琢 倍、3 − 態嘆琢 倍峇 

1.旋輪線 
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圖十八、旋輪線 

以 A 為原點 ABC 面積盤AB 為曲線匪 = ABD 面積(AB 為曲線) +△ BDC 面積 = r態 磐32 θ − 2 sin θ + 12 sin θ cos θ卑 鞭θ0 + 12 r sin θ (r − r cos θ) 

= r態 磐32 θ − 2 sin θ + 12 sin θ cos θ卑 + r態 磐12 sin θ − 12 sin θ cos θ卑 

= r態 磐32 θ − 32 sin θ卑 

陰影面積 = 扇形 BOC 面積 −△ BOC 面積 = 12 r態θ − 12 r態 sin θ 

故 ABC 面積為陰影面積的 3 倍 

2.外旋輪線 

 

圖十九、外旋輪線 

以O怠為原點 

將ϕ轉到角度α時 

由圖十五，ABC 面積(AB 為曲線，AC 為弧) = 磐3 + 2rR 卑 r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 
陰影面積 = 扇形 BO態C 面積 −△ BO態C 面積 = r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 
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故 ABC 面積為陰影面積的 3 + 2rR 倍 

3.內旋輪線 

 

圖二十、內旋輪線 

以O怠為原點 

將ϕ轉到角度α時 

由圖十六，ABC 面積(AB 為曲線，AC 為弧) = 磐3 − 2rR 卑 r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 
陰影面積 = 扇形 BO態C 面積 −△ BO態C 面積 = r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 
故 ABC 面積為陰影面積的 3 − 2rR 倍 

(二)第二型岾1 倍、1 + 態嘆琢 倍、1 − 態嘆琢 倍峇 

1.旋輪線 

 

圖二十一、旋輪線 

以 A 為原點 E: (rθ − r sin θ , r − r cos θ) AECB 面積(AE 為曲線) = AEFB 面積(AE 為曲線) +△ ECF 面積 
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= 長方形 ABFG 面積 − AEG 面積(其中 AE 為曲線) +△ ECF 面積 = 2r(rθ − r sin θ) − 豹 dA馳
待 + 12 r sin θ (r cos θ + r) 

= 2r態θ − 2r態 sin θ − 磐32 r態θ − 2 r態sin θ + 12 r態 sin θ cos θ卑 + 12 r態 sin θ cos θ +   12 r態 sin θ 

= 12 r態 sin θ + 12 r態θ 

陰影面積 = 12 r態 sin(π − θ) + 12 r態θ = 12 r態 sin θ + 12 r態θ 

故 AECB 面積為陰影面積 1 倍 

2.外旋輪線 

 
圖二十二、外旋輪線 

以O怠為原點 ABED 面積盤AB 為曲線匪 = 扇形O怠DE − 扇形O怠AC − ABC 面積盤AB 為曲線匪 −△ BCE 面積 = 12 (R + 2r)態α − 12 R態α − 磐3 + 2rR 卑 r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 − 2 × 12 r態 sin 磐Rαr 卑 

= 12 Rrα + r態α + (R + 2r)r態2R sin 磐Rαr 卑 

= (1 + 2rR ) 磐12 Rrα + 12 r態 sin 磐Rαr 卑卑 

陰影面積 = 扇形 BCO態面積 +△ BEO態面積 = 12 r態 磐Rαr 卑 + 12 r態 sin 磐π − Rαr 卑 

= 12 Rrα + 12 r態 sin 磐Rαr 卑 

故 ABED 面積為陰影面積的 1 + 2rR 倍 



22 
 

3.內旋輪線 

 
圖二十三、內旋輪線 

以O怠為原點 ABED 面積(其中 AB 為曲線) = 扇形O怠AC 面積 − 扇形O怠DE 面積 − ABC 面積 −△ BCE 面積 = 12 R態α − 12 (R − 2r)態α − 磐3 − 2rR 卑 r態2 釆Rαr − sin 磐Rαr 卑挽 − 2 × 12 r態 sin 磐Rαr 卑 

= 12 Rrα − r態α + (R − 2r)r態2R sin 磐Rαr 卑 

= (1 − 2rR ) 磐12 Rrα + 12 r態 sin 磐Rαr 卑卑 

陰影面積 = 扇形 BCO態面積 +△ BEO態面積 = 12 r態 磐Rαr 卑 + 12 r態 sin 磐π − Rαr 卑 

= 12 Rrα + 12 r態 sin 磐Rαr 卑 

故 ABED 面積為陰影面積的 1 − 2rR 倍 

七、旋輪線、外旋輪線、內旋輪線軌跡相疊時的等長關係 

(一)旋輪線 

 

以 O 為原點 圓 O1、O2 皆為半徑 r 的圓 OC 及 CD 皆為圓繞了 π 所形成的旋輪線 A、B 分別為兩圓轉了 θ 時，圓在旋輪上的點 A: (rθ − r sin θ, r − r cos θ)，B: (rθ + r sin θ, 3r + r cos θ) 

當 θ 轉到 α 時 
圖二十四、旋輪線的重疊軌跡 
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AB = 紐[(rα + r sin α) − (rα − r sin α)]態 + [(3r + r cos α) − (r − r cos α)]態  = 紐8r態(1 + cos α) = 謬8r態 岾1 + 2 cos態 α2 − 1峇 = 4r cos α2 

AC 曲線 = 豹 俵磐dxdθ卑態 + 磐dydθ卑態 dθ = −4r cos θ2 嵳πα窒
池 = 4r cos α2 

故AB = AC 曲線 

(二)外旋輪線 

以 O 為原點 EC 及 CD 皆為圓繞了 π 所形成的旋輪線 A、B 分別為兩圓轉了 θ 時，圓在旋輪上的點 

黑色部分大、小圓半徑各為 R、r 
藍色部分大、小圓半徑各為 T、t T = R + 2r 
且

Rr = Tt (此做法能使 C 點重疊) 

⇒ t = rTR = r(R + 2r)R  rθ = Rϕ A: ((R + r) sin ϕ − r sin(ϕ + θ), (R + r) cos ϕ − r cos(ϕ + θ)) = 磐(R + r) sin ϕ − r sin 磐r + Rr ϕ卑 , (R + r) cos ϕ − r cos 磐r + Rr ϕ卑卑 

dx = (R + r) cos ϕ − (r + R) cos 磐r + Rr ϕ卑 dϕ 

dy = −(R + r) sin ϕ + (r + R) sin 磐r + Rr ϕ卑 dϕ 

將 ϕ 轉到 α, θ 轉到 β = Rαr  A: ((R + r) sin α − r sin(α + β), (R + r) cos α − r cos(α + β)) B(x) = 峭R + 2r + r(R + 2r)R 嶌 sin α + r(R + 2r)R sin(α + β), 
B(y) = 峭R + 2r + r(R + 2r)R 嶌 cos α + r(R + 2r)R cos(α + β) Step1: AB 

圖二十五、外旋輪線的重疊軌跡 
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       = 俵峪2rR + 2r態R sin α + 2rR + 2r態R sin(α + β)崋態 + 峪2rR + 2r態R cos α + 2rR + 2r態R cos(α + β)崋態
 

= 2rR + 2r態R 紐(sinα + sin(α + β))態 + (cosα + cos(α + β))態 

= 2rR + 2r態R 紐2 + 2 cos β 

= 2rR + 2r態R 俵2 + 2 磐2cos態 磐β2卑 − 1卑 

= 4rR + 4r態R cos 磐β2卑  Step2:AC 曲線 

= 豹 紐(dx)態 + (dy)態梼得都池  

= 豹 俵釆(R + r)cosϕ − (R + r)cos (R + rr ϕ)挽態 + 釆(R + r)sinϕ − (R + r)sin (R + rr ϕ)挽態梼得都池 d∅ 

= 豹 (R + r) ×梼得都池  

俵cos態ϕ − 2 cosϕcos 磐R + rr ϕ卑 + cos態 磐R + rr ϕ卑 + sin態ϕ − 2sinϕ sin 磐R + rr ϕ卑 + sin態(R + rr ϕ)d∅ 

= (R + r) 豹 俵2 − 2cos 磐Rϕr 卑梼得都池 dϕ 

= (R + r) 峭− 4rR cos 磐Rϕ2r 卑 嶐嘆窒琢α 嶌 

= (R + r) 釆− 4rR cos 岾π2峇 + 4rR cos 磐Rα2r卑挽 

= 4r(R + r)R cos 磐β2卑 

故AB = AC 曲線 

(三)內旋輪線 

以 O 為原點 EC 及 CD 皆為圓繞了 π 所形成的旋輪線 A、B 分別為兩圓轉了 θ 時，圓在旋輪上的點 
圖二十六、內旋輪線的重疊軌跡 
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黑色部分大、小圓半徑各為 R、r 
藍色部分大、小圓半徑各為 T、t L = R − 2r 

且
Rr = Tt (此做法能使 C 點重疊) 

⇒ t = rTR = r(R − 2r)R  rθ = Rϕ A: ((R − r) sin ϕ − r sin(θ − ϕ), (R − r) cos ϕ + r cos(θ − ϕ)) = 磐(R − r) sin ϕ − r sin 磐R − rr ϕ卑 , (R − r) cos ϕ + r cos 磐R − rr ϕ卑卑 

dx = 釆(R − r) cos ϕ − (R − r) cos 磐R − rr ϕ卑挽 dϕ 

dy = 釆−(R − r) sin ϕ − (R − r) sin 磐R − rr ϕ卑挽 dϕ 

將 ϕ 轉到 α, θ 轉到 β = Rαr  A: ((R − r) sin α − r sin(β − α), (R − r) cos α + r cos(β − α)) B(x) = 峭R − 2r − r(R − 2r)R 嶌 sin α + r(R − 2r)R sin(β − α), 
B(y) = 峭R − 2r − r(R − 2r)R 嶌 cos α − r(R − 2r)R cos(β − α) AB      

= 俵峪2rR − 2r態R sin α − 2rR − 2r態R sin(β − α)崋態 + 峪2rR − 2r態R cos α + 2rR − 2r態R cos(β − α)崋態
 

= 2rR − 2r態R 紐(sinα − sin(β − α))態 + (cosα + cos(β − α))態 

= 2rR − 2r態R 紐2 + 2 cos β = 2rR − 2r態R 俵2 + 2 磐2cos態 磐β2卑 − 1卑 

= 4rR − 4r態R cos 磐β2卑 

AC 曲線 
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= 豹 紐(dx)態 + (dy)態梼得都池
= 豹 俵釆(R − r) cos ϕ − (R − r) cos 磐R − rr ϕ卑挽態 + 釆−(R − r) sin ϕ − (R − r) sin 磐R − rr ϕ卑挽態梼得都池 d∅ 

= 豹 (R − r) ×梼得都池  

俵cos態ϕ − 2 cosϕcos 磐R − rr ϕ卑 + cos態 磐R − rr ϕ卑 + sin態ϕ + 2sinϕ sin 磐R − rr ϕ卑 + sin態(R − rr ϕ)d∅ 

= (R − r) 豹 俵2 − 2cos 磐Rϕr 卑梼得都池 dϕ 

= (R − r) 峭− 4rR cos 磐Rϕ2r 卑 嶐嘆窒琢α 嶌 

= (R − r) 釆− 4rR cos 岾π2峇 + 4rR cos 磐Rα2r卑挽 

= 4r(R − r)R cos 磐β2卑 

故AB = AC 曲線 

伍、結果討論 

一、旋輪線、外伸旋輪線、內縮旋輪線、外旋輪線、內旋輪線性質之相關性 (一)在「旋輪線及其變形的面積和軌跡長」中 1. 在外伸旋輪線中，L 趨近於 0，面積 = lim宅→待 2πr態 + (r + L)態π = 3πr態 

2. 在內縮旋輪線中，L 趨近於 0，面積 = lim宅→待 2πr態 + (r − L)態π = 3πr態 ⇒ 因為當上述二者 L 趨近於 0 時，便成為旋輪線，所以結果與旋輪線面積(3πr態)相同 (二)在「旋輪線及其變形的面積較簡易之算法」中 

我們利用了非微積分的算法，找出了旋輪線、外伸旋輪線及內縮旋輪線的面積，其   

結果與利用積分所得結果相同，因此，我們找到了一個較易了解且快速的方法。 (三)在「外旋輪線及內旋輪線的面積及周長」中 

1. 在外旋輪線中，R 趨近於∞， 畔面積 = lim琢→著 磐3 + 2rR 卑 r態π = 3πr態
軌跡長 = lim琢→著 8(R + r) rR = 8r  
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2. 在內旋輪線中，R 趨近於∞， 畔面積 = lim琢→著 磐3 − 2rR 卑 r態π = 3πr態
軌跡長 = lim琢→著 8(R − r) rR = 8r  

⇒ 因為當上述二者 R 趨近於∞時，便成為旋輪線，所以結果與旋輪線 崕面積(3πr態)
軌跡長(8r)相同 

(四)在「旋輪線、外旋輪線、內旋輪線中的面積倍數關係」中 

1. 在外旋輪線中，R 趨近於∞， 畔第一型倍數 = lim琢→著 3 + 2rR = 3
第二型倍數 = lim琢→著 1 + 2rR = 1 

2. 在外旋輪線中，R 趨近於∞， 畔第一型倍數 = lim琢→著 3 − 2rR = 3
第二型倍數 = lim琢→著 1 − 2rR = 1 

⇒ 因為當上述二者 R 趨近於∞時，便成為旋輪線，所以結果與旋輪線 崕第一型倍數(3)
第二型倍數(1)相同 

(五)在「旋輪線、外旋輪線、內旋輪線軌跡相疊時的等長關係」中  1. 在旋輪線中，當 θ = 0， 崕 AB = 4rAC 曲線長 = 半個旋輪線軌跡長 = 4r 

2. 在外旋輪線中，當 θ = 0， 畔 AB = 2r + 2r(R + 2r)RAC 曲線長 = 半個外旋輪線軌跡長 = 4(R + r) rR 

3. 在內旋輪線中，當 θ = 0， 畔 AB = 2r + 2r(R − 2r)RAC 曲線長 = 半個外旋輪線軌跡長 = 4(R − r) rR 

⇒ 上述三者 θ = 0 時，結果都符合AB = AC 曲線長，且此結果不與因其為旋輪線、外旋輪線 

亦或內旋輪線而改變。 

二、延伸 

(一)外旋輪線軌跡有重疊時的面積 
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圖二十七、外旋輪線 迎剛 = 堅肯 頚頚怠鶏面積(頚鶏為曲線) = 頚鶏系面積(頚鶏為曲線) + 扇形頚怠頚系面積 − ∆頚怠鶏系面積 

根據上圖 頚鶏系面積(頚鶏為曲線) = 岾3 + 態追眺 峇 (怠態 堅態肯 − 怠態 堅態嫌件券肯) 
扇形頚怠頚系面積 = 12 迎態剛 = 12 迎堅肯 
頚怠鶏系面積 = 12 迎堅嫌件券肯 

頚頚怠鶏面積(頚鶏為曲線) = 追鉄態 (態追眺 + 眺追 + 3)(肯 − 嫌件券肯) ∠畦頚稽 = ∅ 

設 B 為小圓旋轉肯的點 ⇒ 迎∅ = 堅肯 稽(捲) = (迎 + 堅) 嫌件券 剛 − 堅 嫌件券 磐迎 + 堅堅 剛卑 

稽(検) = (迎 + 堅) 潔剣嫌 剛 − 堅潔剣嫌 磐迎 + 堅堅 剛卑 頚系方程式為検 = 建欠券 (90 − 2∅)捲 

B 點到 Y 軸距離與頚系屎⃖屎屎屎⃗ 距離相等 

有此解得剛，推得肯 

再利用圖二十六結果，將肯代入，便可解得 AOB 面積(AB 為曲線) 

再扣掉扇形 AOD 面積，解得 ABD 面積(半個陰影面積)，兩倍即為陰影面積 

圖二十八、外旋輪線的重疊面積 
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一個旋輪線面積減兩個陰影面積即為藍色面積 

 

(二)外伸旋輪線、內縮旋輪線的軌跡 

在計算圖六中外伸旋輪線的軌跡長(EBGF 曲線)、內縮旋輪線的軌跡長(EF 曲線)，積分到後 

來會出現 豹 √欠 + 決潔剣嫌肯穴肯 ，此為橢圓積分的一種，所用到的數學理論過於複雜，非在高 

中生所可以的理解範圍內，且不影響研究內容，因此不深入討論。以後若有人想研究此領域，

可在此多著墨。 

陸、結論 

一、旋輪線之基本性質: 

        (一)旋輪線:崕 面積 = 3講堅態
旋輪線軌跡長 = 8堅 

         (二)外伸旋輪線:面積 = 2講堅態 + (堅 + 詣)態講 

(三)內縮旋輪線:面積 = 2講堅態 + (堅 − 詣)態講 

         (四)外旋輪線(以半徑堅之圓繞半徑迎之圓): 畔 單一面積 = (3 + 2堅迎 )堅態講
單一旋輪線軌跡長 = 8(迎 + 堅) 堅迎 

          (五)內旋輪線(以半徑堅之圓繞半徑迎之圓): 畔 單一面積 = (3 − 2堅迎 )堅態講
單一旋輪線軌跡長 = 8(迎 − 堅) 堅迎 

二、旋輪線的加減面積變化: (一)圖十二: 令継繋 = 罫頚 ≤ 圓半徑時 ⇒ 陰影面積 =△ 荊罫茎面積 +△ 蛍繋茎面積 (二)圖十三: 令継繋 = 罫頚 ≤ 圓半徑時 ⇒ 陰影面積 =△ 蛍罫茎面積 −△ 荊繋茎面積 (三)圖十四 ⇒ 陰影面積 =△ 頚罫茎面積 +△ 頚荊繋面積 (四)圖十五 ⇒ 陰影面積 =△ 頚罫茎面積 −△ 頚荊繋面積 

三、旋輪線、外旋輪線、內旋輪線中的面積倍數關係:          (一)第一型 磐3 倍、3 + 2堅迎 倍、3 − 2堅迎 倍卑 1. 旋輪線: 圖十八 ⇒ 畦稽系面積為陰影面積的 3 倍 
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2. 外旋輪線: 圖十九 ⇒ 畦稽系面積為陰影面積的 3 + 2堅迎 倍 

3. 內旋輪線: 圖二十 ⇒ 畦稽系面積為陰影面積的 3 − 2堅迎 倍 

(二)第二型 磐1 倍、1 + 2堅迎 倍、1 − 2堅迎 倍卑 

1.旋輪線:圖二十一 ⇒ 畦継系稽面積 = 陰影面積 2. 外旋輪線: 圖二十二 ⇒ 畦稽継経面積為陰影面積的 1 + 2堅迎 倍 

3. 內旋輪線: 圖二十三 ⇒ 畦稽継経面積為陰影面積的 1 − 2堅迎 倍 

四、旋輪線、外旋輪線、內旋輪線軌跡相疊時的等長關係 (一)旋輪線: 圖二十四盤二匪外旋輪線: 圖二十五盤三匪內旋輪線: 圖二十六

販 ⇒ 畦稽 = 畦系曲線長 
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そ評語た040415  

本作品同時利用三角函數、座標及微積分工具，耐心及仔細計

算了一系列內、外旋輪線下的面積及弧長，文中若能嘗試再加上幾

何觀點來處理進而得到可能的定性結果再結合所獲得的定量性質

將使本作品更加完整及深入¨ 
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