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摘要 

    本篇的目標在於È究多項定理的展開式，若將展開式憘部列出來是繁雜的，べ們 過幾

何來呈現展開項，配合動點へ線，動線へ面，動面へ體的概念，べ們共發展了四種幾何表現，

並且呈現出不同的性質，帶出更多的唳數,2幾何的規’，同時還推廣了多項展開式的係數表

示法↓�津↓巴斯卡等式↓並且找出多項展開中不同項,2變數項的數量間的 式等等性質，處

處ｻ見數形合一的微妙關係，也帶動了幾何與代數之美〓 
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壹、研究動機 

  多項定理展開式很複雜，思考二項定理㤗巴援卡等式訤生而得，而巴援卡等式是否推廣

至多項定理呢？然而是否存在幾何表現涵蓋多項定理所有展開項呢？這些問題都讓べ感到,3

趣，於是べ們展開一連串的研究〓 

貳、研究目的與問題 

一↓將二項定理的性質推廣至多項定理的性質〓 

二↓在平面幾何㎝，È討多項定理的幾何表現與諸析頂點P應的展開項或係數的性質〓 

㎜↓在平面幾何㎝，È討多項定理的幾何表現與諸析頂點P應的展開項或係數的性質〓 

四↓在㎜維空間㎝，È討多項定理的幾何表現與各頂點對應多項定理的性質〓 

參、研究設備及器材 

  紙↓筆↓人腦↓電腦↓軟體 ＶＢ↓ＧＧＢ 
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肆、研究過程或方法 

一、重訪二項定理 ( Binomial Theorem ) 

  べ們要㤗熟知的二項定理出發  

そ定理 1た(二項定理) 

假設仔 ∈ ℕ，則有 

岫捲怠 + 捲態岻津 = ∑ � 券券怠 ∙ 捲怠津迭 ∙ 捲態津−津迭津
津迭=待 = ∑ 岾券券怠峇 ∙ 捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄津

津迭=待                            岫な岻 
又可將上式改寫為方便於推廣的形式 岫捲怠 + 捲態岻津 = ∑ 岾 券券怠, 券態峇 ∙ 捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄津迭,津鉄  

其中的 ∑  是對ど 判 券怠, 券態 判 券且券怠 + 券態 = 券來求和。 

  把各冪次方展開式的係數抽取出來就得到巴援卡㎜角形  岫捲怠 + 捲態岻待 橋橋橋橋橋橋岫捲怠 + 捲態岻怠 橋橋橋橋橋橋岫捲怠 + 捲態岻態 橋橋橋橋橋橋岫捲怠 + 捲態岻戴 橋橋橋橋橋橋
�待待�待怠 �怠怠�待態 �怠態 �態態�待戴 �怠戴 �態戴 �戴戴 → なな なな に なな ぬ ぬ な 

圖 1. 巴援卡㎜角形 

  從岫捲怠 + 捲態岻待到岫捲怠 + 捲態岻津的展開係數所形へ的巴援卡㎜角形叫做第仔階巴斯卡三角形〓べ
們注意到，在二項定理岫捲怠 + 捲態岻沈的展開式中，有茎沈態 ≡ �沈沈+怠個的不同類項， 表示 從戓類

東西中ｻ重複取出 i個來的重覆組合數〓嗤
0

i
i

i j
j

P C


 表示巴援卡㎜角形第�列(row)之和〓 

那麼べ們就有㎞面四個周知的結果  

  1. 巴援卡等式 �珍沈+怠 = �珍沈 + �珍−怠沈  

  2. 巴援卡㎜角形第�列之和
0

2
i

i i
i j

j

P C


  ，� ∈ 軽 ∪ {ど} 
  3. 第券階巴援卡㎜角形的所有組合係數之和為 

∑∑�珍沈沈
珍=待

津
沈=待 =∑鶏沈津

沈=待 = に待 + に怠 +橋+ に津−怠 + に津 = に津+怠 − な = に津+怠 − なに − な  
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  4. 第券階巴援卡㎜角形的不同類項之個數為 

∑茎沈態津
沈=待 = な + に + ぬ +橋+ 岫券 + な岻 = 岫券 + な岻岫券 + に岻に!  

二、多項定理 ( Multinomial Theorem ) 

  將(1)式的二項定理作推廣就得到  

そ定理 2た(多項定理，暫項定理) 

假設仔 ∈ ℕ，則有 岫捲怠 + 捲態 +橋+ 捲賃−怠 + 捲賃岻津 = ∑ 岾 券券怠, … , 券賃峇 ∙ 捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲賃−怠津入−迭 ∙ 捲賃津入津迭,…,津入              岫に岻 
其中的  ∑  是對ど 判 券怠, 券態, … , 券賃 判 券且券怠 + 券態 +橋+ 券賃 = 券來求和，而組合係數定義為岾 券券怠, … , 券賃峇 = n!津迭!∙橋∙津入!，叫做多項展開式的係數。 

  在岫捲怠 + 捲態 +橋+ 捲賃−怠 + 捲賃岻津的展式中，有茎津賃 ≡ �津賃+津−怠個不同類項，因為 相當於方程

式券怠 + 券態 +橋+ 券賃 = 券的非負整數解的個數〓 

將二項定理四個周知的結果推廣，べ們有嘲㎞結果  

  1. 推廣巴援卡等式 詳見“述定理 7 (P19)  

  2. 第�面組合係數和的摠式 詳見“述定理 8 (P20) 

  3. 憘部組合係數和的摠式  

∑�沈津
沈=待 = �待 + �怠 +橋+ �津−怠 + �津 = �津+怠 − な� − な  

  4. 不同類項個數的摠式  

∑茎沈賃津
沈=待 = �待賃−怠 + �怠賃⏟      

用巴援卡等式

+橋⏟          橋
+ �津津+賃−怠⏟                

用巴援卡等式

= �津津+賃 = �賃津+賃 = 岫券 + な岻岫券 + に岻橋 岫券 + �岻�!  

  接著定義 � 項定理的變數項  暫 項式定理展開式中每個 ℎ 變數項的項數，嘲符號 錆暫岫仔, 酸岻
來表示，其中 層 判 酸 判 暫，例如 單變數項 �層仔層 , �匝仔匝，及二變數項 �層仔層�匝仔匝 , �匝仔匝�惣仔惣等等〓 

些 錆暫岫仔, 酸岻值有㎞列結果如㎞  
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  (1) 錆暫岫仔, 層岻 + 錆暫岫仔, 匝岻+橋+錆暫岫仔, 酸岻 + 橋+錆暫岫仔, 暫岻 = 殺仔暫 

  (2) 錆暫岫仔, 酸岻 = 層酸 [�層暫−岫酸−層岻 ∙ 錆暫岫仔 − 層, 酸 − 層岻 + �層酸 ∙ 錆暫岫仔 − 層, 酸岻] 
  (3) 錆暫岫仔, 酸岻 = �酸暫 ∙ 殺仔−酸酸  

そ證明た 

(1)詳見“述定理 6 

(2)設(2)式展開 ℎ 變數項的形態為捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲賃津入 (不含係數)，則 軽賃岫券, ℎ岻ｻ㤗 軽賃岫券 − な, ℎ − な岻,2軽賃岫券 − な, ℎ岻而得，說明如㎞  

(I)若券 − な次ℎ − な變數項的形態為捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲ℎ−怠津ℎ−迭，則存在捲痛 ∈ {捲ℎ, 捲ℎ+怠, 捲ℎ+態, 橋 , 捲賃}，
使得券 − な次ℎ − な變數項乘嘲捲痛等於券次ℎ變數項，又因為捲痛有�怠賃−岫ℎ−怠岻個，因袪其項數為�怠賃−ℎ+怠 ∙ 軽賃岫券 − な, ℎ − な岻〓 

(II)若券 − な次ℎ變數項的形態為捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲沈津日−怠 ∙ 橋 ∙ 捲ℎ津ℎ，其中捲沈 ∈ {捲怠, 捲態, 捲戴, 橋 , 捲ℎ}，則券 − な次ℎ變數項乘嘲捲沈等於券次ℎ變數項，因為捲沈有�怠ℎ個，因袪其項數為�怠ℎ ∙ 軽賃岫券 − な, ℎ岻〓 

因袪 軽賃岫券, ℎ岻 ｻ由(I)與(II)產生而得，但ℎ變數捲怠津迭 ∙ 捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲ℎ津ℎｻ能㤗ℎ − な變數加㎝{捲怠, 捲態, 捲戴, 橋 , 捲ℎ}中任意一項而得，因為有�怠ℎ個來源所以要再除以ℎ，因袪 軽賃岫券, ℎ岻 =怠ℎ [�怠賃−岫ℎ−怠岻 ∙ 軽賃岫券 − な, ℎ − な岻 + �怠ℎ ∙ 軽賃岫券 − な, ℎ岻]〓 

(3)軽賃岫券, ℎ岻相當於從�選定ℎ變數捲怠, 捲態, 捲戴, 橋 , 捲ℎ“，而產生方程式券怠 + 券態 + 券戴 +橋+ 券ℎ = 券
的袘整數解，就是軽賃岫券, ℎ岻 = �ℎ賃 ∙ 茎津−ℎℎ 〓                    █ 

  其次，多項定理的展開更複雜且豐富，理應有更多的唳數的,2幾何的規’ｻ尋〓 些袘

是本文所要È討的，底㎞就先建構㎜項定理的幾何表現〓 

 

三、建構三項定理的幾何表現 

  べ們先看㎜項定理(Trinomial Theorem)  岫捲怠 + 捲態 + 捲戴岻津 = ∑ 岾 券券怠, 券態, 券戴峇 ∙ 捲怠津迭津迭,津鉄,津典 ∙ 捲態津鉄 ∙ 捲戴津典                                    岫ぬ岻 
其中的  ∑  是Pど 判 券怠, 券態, 券戴 判 券且券怠 + 券態 + 券戴 = 券來求和〓 
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  (一) 三項定理展開式→三邊形數陣 

  為了作本文的推廣，べ們將二項定理的展開，重沿敘述へべ們要的形式  

把每一項用點來表示，並且將展開看作成 2個方向，夾角為 層掻宋° ，每一點都賦予二項定理之
係數，並將排成的數陣稱為二邊形數陣，記為皿岫匝,仔岻，說明如圖 2〓 
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(2,2)P二邊形數陣

 

                圖 2. 建構二項定理 岫�層 + �匝岻匝 的二邊形數陣 皿岫匝, 匝岻 
 

  P 岫捲怠 + 捲態 + 捲戴岻津 的展開，也是將每一項用點來表示，並將展開看作成三個方向，相鄰
方向的夾角為

惣掃宋°惣 = 層匝宋°，為了符合左右對稱性，形狀是正三角形的呈現，並且每一點都賦
予三項展開式的係數，並將排成的數陣稱為三邊形數陣，記為 皿岫惣, 仔岻，以 皿岫惣, 匝岻為例如圖 3。 
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                圖 3. 建構㎜項定理 岫�層 + �匝 + �惣岻匝 的㎜邊形數陣 皿岫惣, 匝岻 
 

  (二) 三邊形數陣→三邊形疊圖 

  將㎜邊形數陣 鶏岫ぬ, 券岻 改變另一種幾何表現，重沿敘述へべ們要的形式  

  三邊形數陣中相鄰兩兩方向的夾角 層匝宋° 的三個方向，改為正三角形如圖 4與圖 5，就

形成一個大正三角形內有數個小正三角形，此圖形除了呈現三角形外，還有頂點，以 �(仔層,仔匝,仔惣) 
表示，每個頂點對應三項定理展開項 捲怠津迭捲態津鉄捲戴津典 (如：頂點 �岫層,匝,捜岻 表示對應三項定理展開項�層層�匝匝�惣捜 )，此幾何圖形稱為三邊形疊圖，記為 札岫惣, 仔岻。 
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そ例た㎜邊形數陣→㎜邊形疊圖說明如圖 4,2圖 5 

                              


 1

1 1
→

(1,0,0)V
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                   圖 4. ㎜邊形數陣 鶏岫ぬ,な岻→㎜邊形疊圖 罫岫ぬ,な岻                
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     暫 個方向改為袘暫 邊形      圖 5. ㎜邊形數陣 鶏岫ぬ,に岻 → ㎜邊形疊圖 罫岫ぬ,に岻 
そ性質 1た㎜邊形疊圖 罫岫ぬ, 券岻形狀是袘大三角形且其內有茎津−怠戴 個袘小三角形組へ，同時袘小
三角形個數等於 罫岫ぬ, 券 − な岻的頂點數(含邊㎝及愰點)〓 

そ說明た觀察㎜邊形疊圖罫岫ぬ,な岻 → 罫岫ぬ,に岻 → 罫岫ぬ,ぬ岻的建構方式如圖 6，ｻ知㎜邊形疊圖 罫岫ぬ, 券 − な岻中所有頂點(含邊㎝及愰點)沿著㎜個方向展開產生㎜邊形疊圖 罫岫ぬ, 券岻 ，因袪其愰
部有茎津−怠戴 個R袘㎜角形等於罫岫ぬ, 券 − な岻的頂點數(含邊㎝及愰點)〓 

         

(0,1,1)V

(2,0,0)V

(1,1,0)V

(0,2,0)V

(1,0,1)V

(0,0,2)V

(3,2)G

(1,0,0)V

(0,1,0)V
(0,0,1)V

(3,1)G
1

1 2 3( )x x x  2
1 2 3( )x x x 

(1,0,2)V

(2,0,1)V

(3,0,0)V

(2,1,0)V

(1,2,0)V

(0,3,0)V
(0,2,1)V (0,1,2)V (0,0,3)V

(1,1,1)V

(3,3)G 3
1 2 3( )x x x   

               圖 6. ㎜邊形疊圖罫岫ぬ,な岻  罫岫ぬ,に岻   罫岫ぬ,ぬ岻的建構 

  (三) 三邊形疊圖→三邊形簡圖 

在岫捲怠 + 捲態 + 捲戴岻津展開式所P應的三邊形疊圖 罫岫ぬ, 券岻中，べ們發現只要考慮三邊作 仔 等
分點(分別作出 1等分點、2等分點、…、仔 − 層等分點)，如圖 7.作連線後再作仔 − 層等分點，
可得到所有頂點對應三項定理展開項，因此疊圖簡化了，稱此圖形為三邊形簡圖，記為札′岫惣, 仔岻。 
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作        等諸點1n

作4等諸點  

圖 7. ㎜邊形疊圖 罫′岫ぬ, 券岻  
そ性質 2た在㎜邊形簡圖 札′岫惣, 仔岻如圖 7，則(1)單變數項落在黑色頂點㎝如圖 7〓 

(2)二變數項落在㎜邊的 仔 等諸點㎝，就是如圖 6的藍色點〓 

(3)㎜變數項落在所有愰點㎝，就是如圖 7的紅色點〓 

  (四) 三邊形簡圖→三角錐 

  ㎜項定理 岫�層 + �匝 + �惣岻仔  的幾何圖形是否有在㎜維空間的圖形呢？ 

  先考察二項式定理的情形，從岫�層 + �匝岻宋到岫�層 + �匝岻想的展開係數如圖 8，方便推廣我們

看成為一平面，並且把每一項用頂點表示，記為�(仔層,仔匝)，Т表其頂點對應二項定理展開項 �層仔層�匝仔匝，此圖由線段組成，同冪次項用橫線段表示如圖 9，視其為在三維空間的角錐側面。 
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  (2,0)V (2,2)V
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  (3,0)V

(3,2)V
(3,3)V


(3,1)V

  
(4,0)V

(3,2)V (3,2)V


(3,3)V
 

 圖 8. 二項定理中岫�層 + �匝岻宋到岫�層 + �匝岻想的展開係數  圖 9. 在㎜維空間的角錐側面 

  底㎞就來建構㎜項定理在㎜維空間的幾何表現〓 

  因為三項定理 岫�層 + �匝 + �惣岻仔 展開項比二項定理多了一個變數  �惣，所以會有三個角錐
側面分別為�層�匝, �匝�惣, �惣�層，並且底面為三邊形簡圖 罫′岫ぬ, 券岻就構成了三角錐如圖 10，為了

方便起見把每一項用頂點表示，記為 �(仔層,仔匝,仔惣)，Т表其頂點對應三項定理的展開項 �層仔層�匝仔匝�惣仔惣，合起來成為三項定理在三維空間的表現，簡稱三角錐，記為 札′′岫惣, 仔岻。 
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3
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                     圖 10. ㎜角錐 札′′岫惣, 惣岻 
  (五) 三項定理的性質 

  べ們ｻ從建構幾何表現推出一些性質，底㎞是べ們的結果〓 

  べ們發現 鶏岫ぬ, 券岻 中係數ｻ㤗 鶏岫ぬ, 券 − な岻係數所構へ，舉例說明如圖 11〓  
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(3,5)P㎜邊形數陣
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㎜邊形數陣


 

       圖 11. 三邊數 皿岫惣, 捜岻 由 皿岫惣, 想岻建構而へ 

 

そ說明た在鶏岫ぬ,の岻中如圖 11 

藍色係數岾 捜惣, 層, 層峇等於在鶏岫ぬ,ね岻中藍色三角形三個數字和 

岾 捜惣, 層, 層峇 = 想 + 想 + 層匝 = 岾層宋峇 岾想層峇 + 岾層層峇 岾想層峇 + 岾匝層峇 岾想匝峇 
紅色係數岾 捜層, 匝, 匝峇等於在鶏岫ぬ,ね岻中紅色三角形三個數字和 

岾 捜層, 匝, 匝峇 = 層匝 + 層匝 + 掃 = 岾惣層峇 岾想惣峇 + 岾惣匝峇 岾想惣峇 + 岾想匝峇 岾想想峇 
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因袪猜測出そ定理 3た(推廣的巴斯卡等式) (券態 + 券戴 − な券態 − な ) ( 券 − な券態 + 券戴 − な) + (券態 + 券戴 − な券態 ) ( 券 − な券態 + 券戴 − な) + 岾券態 + 券戴券態 峇 ( 券 − な券態 + 券戴) = 岾 券券怠, 券態, 券戴峇 
そ證明た用巴援卡等式 (券態 + 券戴 − な券態 − な ) ( 券 − な券態 + 券戴 − な) + (券態 + 券戴 − な券態 ) ( 券 − な券態 + 券戴 − な) + 岾券態 + 券戴券態 峇 ( 券 − な券態 + 券戴) 
   = [(券態 + 券戴 − な券態 − な ) + (券態 + 券戴 − な券態 )] ( 券 − な券態 + 券戴 − な) + 岾券態 + 券戴券態 峇 ( 券 − な券態 + 券戴)      

   = 岾券態 + 券戴券態 峇 ( 券 − な券態 + 券戴 − な) + 岾券態 + 券戴券態 峇 ( 券 − な券態 + 券戴) 
   = 岾券態 + 券戴券態 峇 [( 券 − な券態 + 券戴 − な) + ( 券 − な券態 + 券戴)]        = 岾券態 + 券戴券態 峇 岾 券券態 + 券戴峇        = 岫券態 + 券戴岻!券態! 岫券態 + 券戴 − 券態岻! ∙ 券!岫券態 + 券戴岻! 岫券 − 券態 − 券戴岻!        = 券!券怠! 券態! 券戴!                                 █ 

そ定理 4た 

惣仔＝ ∑ �餐層仔 �餐匝餐層仔
仔≥餐層≥餐匝≥宋 ,餐層+餐匝=仔  

そ證明た 

方法 1 嗤  捲怠 = 捲態 = 捲戴 = な 唳入㎜項展開式，得ぬ津 = ∑岾 券券怠, 券態, 券戴峇〓 

即是ぬ津值為㎜項展開式的所有係數和，也等於㎜邊形數陣皿岫惣,仔岻中所有點的數字和如圖 13〓

㤗定理 3得到㎜項展開式係數表示法，如 券 = に 時如圖 12，因袪 ぬ態 = �待態�待待 + �怠態�待怠 + �怠態�怠怠 + �態態�待態 + �態態�怠態 + �態態�態態 

推廣至 券 ，得ぬ津值為㎜邊形數陣皿岫惣,仔岻中所有點的數字和如圖 12，配合定理 3有 ぬ津 = �待津�待待 + �怠津岫�待怠 + �怠怠岻 + �態津岫�待態 + �怠態 + �態態岻 + 橋+ �津津岫�待津 + �怠津 +橋+ �津−怠津 + �津津岻 
ｻ改寫へ 

惣仔 = ∑ �餐層仔 �餐匝餐層仔
仔≥餐層≥餐匝≥宋 ,餐層+餐匝=仔  
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圖 12. ㎜邊形數陣皿岫惣, 匝岻                 圖 13. ㎜邊形數陣皿岫惣,仔岻 
方法 2 改考慮 �餐層仔 �餐匝餐層 = 仔!岫仔 − 餐層岻! 餐層! ∙ 餐層!岫餐層 − 餐匝岻! 餐匝! = 仔!岫仔 − 餐層岻! 岫餐層 − 餐匝岻! 餐匝! 
取券怠 = 仔− 餐層，券態 = 餐層 − 餐匝，券戴 = 餐匝，則 

∑ �餐層仔 �餐匝餐層仔
仔≥餐層≥餐匝≥宋 ,餐層+餐匝=仔 =∑岾 券券怠, 券態, 券戴峇 = ぬ津                                           █ 

そ定理 5た 在袘㎜角錐札′′岫惣, 仔岻中，べ們有㎞面㎜個結果  

(1)㎜個側面頂點P應展開項係數排列如圖 14中紅色截面，且排列數和為 12 1n  〓 

(2) 札′岫惣, 仔岻 ⊂  札′′岫惣, 仔岻〓 

(3)平訠任何一面且 過等諸點的㎜角形截面�，如圖 14中㎜個綠色截面，其截面右到左依序

用��層史�匝史−嗣�惣層 , ��層史�匝史−嗣�惣匝 , ��層史�匝史−嗣�惣惣表示，其中 史 ∈ 錆, 嗣 ∈ {層, 匝,橋 , 史}，其中截面��層史�匝史−嗣�惣層中，截
面㎝所有係數之和為 1

0

( 1) 2 1
n

n
i

i

i P n 


    〓 
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                              圖 14. 定理 5的圖形  
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そ證明た 

(1)觀察㎜角錐㎜側面頂點如圖 14中紅色截面㤗定義很易得證〓 

(2)如圖 14中四個藍色截面㤗定義得是㎜邊形簡圖 札′岫惣, 仔岻，即罫′岫ぬ, 券岻 ⊂  罫′′岫ぬ, 券岻〓 

(3)所指㎜角形截面就是��層史�匝史−嗣�惣層 , ��層史�匝史−嗣�惣匝 , ��層史�匝史−嗣�惣惣在圖 14中，諸別 過頂點V岫待,待,怠岻, V岫待,待,態岻, V岫待,待,戴岻綠色截面，特別地㎜角截面��層史�匝史−嗣�惣層㎝數字排列如㎞  
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嗤券列所有係數之和S
0

( 1)
n

i
i

i P


 ，則 に� − � = 岫券 + な岻に津+怠 − 岫に待 + に怠 +橋+ に津岻 = 岫券 + な岻に津+怠 − 岫に津+怠 − な岻 
因袪 1

0

( 1) 2 1
n

n
i

i

i P n 


    〓                          █ 

 

そ性質 3た在㎜角錐中，㎜角形截面愰頂點的係數均ｻ㤗巴援卡㎜角形遵循規’而得〓 

そ說明たべ們,4圖 15的紫色,2綠色二個㎜角形截面來說明〓 
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圖 15. 取紫色截面,2綠色截面說明 
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そ紫色截面上頂點係數的配置說明た 
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取巴援卡㎜角形中紫色數字 
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そ藍色截面上頂點係數的配置說明た 
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取巴援卡㎜角形 
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㎝述方法雖不包含憘部，但所有截痕系數皆ｻ㤗巴援卡㎜角依循特定規’而得〓 

 

そ性質 4た在㎜角錐中，若 � 為過二頂點  �岫仔層,仔匝,仔惣岻 ,2  �岫仕層,仕匝,仕惣岻  的直線，則當 仔層 −仕層 ,   仔匝 −仕匝, 仔惣 −仕惣 同號時，�為射線〓 

 

そ證明た在㎜角錐中，若 � 為過二頂點  �岫津迭,津鉄,津典岻 ,2  �岫陳迭,陳鉄,陳典岻  的直線，則存在s>ど 

使得 岫券怠 −兼怠, 券態 −兼態, 券戴 −兼戴岻 = 嫌，利用等諸點概念ｻ得到直線 � ㎝頂點形如                             �岾津迭+韮迭−尿迭� 痛 ,   津鉄+韮鉄−尿鉄� 痛 ,   津典+韮典−尿典� 痛峇 ，其中 建 ∈ � 

因為每一個頂點都P應㎜項式定理的展開項，所嘲 券怠 + 券怠 −兼怠嫌 建 半 ど ,   券態 + 券態 −兼態嫌 建 半 ど,   券戴 + 券戴 −兼戴嫌 建 半 ど 

因袪當 券怠 −兼怠 ,   券態 −兼態, 券戴 −兼戴 同號時，�為射線〓 
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四、建構多項定理的幾何表現 

  (一) 多項定理展開式→暫邊形數陣 

  暫邊形數陣建構方式如三邊形數陣，只是將相鄰兩兩方向的夾角改為惣掃宋°暫 ，為了符合左右
對稱性，形狀是正 暫 邊形的呈現，並且每一點都賦予多項式係數，如此排成的數陣稱為暫邊
形數陣，記為皿岫暫,仔岻，如圖 16中皿岫想, 匝岻與皿岫捜, 匝岻。 

 

                圖 16.  四邊形數陣皿岫想, 匝岻   五邊形數陣皿岫捜, 匝岻 
 

そ性質 5た 

(1)設�為質數，則鶏岫�, 券岻是左右P稱的，且每個點P應唯一展開項〓 

例如 掃�層�匝�惣 →˙再附㎝ 6 層匝宋�層�匝�想匝�捜惣 →˙再附㎝ 120〓 

(2)設�為合數，則鶏岫�, 券岻是左右P稱的，且部諸點會P應數個展開項( 種點稱為重疊點 )〓 

そ說明た P岫捲怠 + 捲態 + 捲戴 + 捲替岻態展開，並且將展開看作へ四個方向，相鄰戓戓方向的夾角為ひど°，觀察袪四邊形數陣如圖 17，中心點會P應 2個展開項為 匝�層�惣 ,2 匝�匝�想 ，因袪四邊形
數陣皿岫想, 匝岻中，中心點的係數值要戓展開項相加為 4，稱袪點為重疊點〓 

 

圖 17. 岫�層 + �匝 + �惣 + �想岻匝展開的四邊形數陣中重疊點圖示      █ 
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  (二) 暫邊形數陣→暫邊形疊圖 

  暫邊形疊圖建構方式如三邊形疊圖，但相鄰兩兩方向的夾角改為惣掃宋°暫 的暫 個方向，有一個
大正暫 邊形內有數個小正暫 邊形，此圖形除了呈現正暫 邊形外，還有頂點，記為 �(仔層,仔匝,橋,仔暫) ，
每個頂點對應 暫 項定理展開項為 捲怠津迭捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲賃津入 (如：頂點 �岫怠,待,態,戴,泰岻 表示P應 岫捲怠 + 捲態 +捲戴 + 捲替 + 捲泰岻怠+待+態+戴+泰  中展開項為 捲怠怠捲態待捲戴態捲替戴捲泰泰 )，此表現稱為暫邊形疊圖，記為 札岫暫, 仔岻，
以五項定理岫捲怠 + 捲態 + 捲戴 + 捲替 + 捲泰岻態數陣、疊圖為例如圖 18。 
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圖 18. 五邊形數陣 鶏岫の,に岻   →  五邊形疊圖 罫岫の,に岻  . 

そ建構五邊形疊圖た現在就來從建構五邊形疊圖罫岫の, 券岻就是先給定大五邊形，㤗外至愰諸為
五層，在最外層將每邊諸割 券 個等諸點黑色R袘五邊形，而依序愰縮一個等諸長，放入等諸
長為邊長的R袘五邊形，㤗外至愰是橘色↓綠色↓藍色,2紅色的R袘五邊形，並將R袘五邊

形頂點(含邊㎝及愰點)  �岫津迭,津鉄,津典,津填,津天岻 找到，嘲建構五邊形疊圖罫岫の,は岻為例如圖 19-1~19-5，同

理就ｻ建構出十一邊形疊圖罫岫なな,ぬ岻 如圖 20，如袪類推即ｻ建構出所有的五邊形疊圖罫岫�, 券岻〓 

 

圖 19-1.建構五邊形疊圖罫岫の,は岻㤗外而愰第一層 圖 19-2.建構五邊形疊圖罫岫の,は岻再增加第二層 
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圖 19-3. 建構五邊形疊圖罫岫の,は岻再增加第㎜層 圖 19-4.建構五邊形疊圖罫岫の,は岻再增加第四層 

 

圖 19-5. 建構五邊形疊圖罫岫の,は岻   圖 20. 作法同圖 18就ｻ建構出五邊形疊圖 罫岫なな,ぬ岻 
そ性質 6た� 邊形疊圖罫岫�, 券岻形狀是袘大 � 邊形，並且其內有茎津−怠賃 個小袘�邊形組へ，同時小
袘�邊形個數等於罫岫�, 券 − な岻的頂點數( 含邊㎝及愰點 )〓 

そ說明た暫邊形疊圖建構方式ｻ推至有 茎津k 個頂點 �岫津迭,津鉄,…,津入岻 ，且愰部有 茎津−怠k  個R袘 � 邊形，
使得所有頂點(含邊㎝及愰點)一一P應，說明表 1〓 

表 1. 性質 6的說明 券 罫岫�, 券岻頂點數 
罫岫�, 券岻內小袘�
邊形個數 

說明 な 茎怠賃 な 

罫岫�, 券岻內小袘�邊形個數相
當等於罫岫�, 券 − な岻的頂點數〓 

に 茎態賃 茎怠賃 ぬ 茎戴賃 茎態賃 教 教 教 券 − な 茎津−怠賃  茎津−態賃  券 茎津賃 茎津−怠賃  
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  (三) 暫邊形疊圖→暫邊形簡圖 

  暫邊形簡圖建構方式延續等分點概念，考慮岫�層 + �匝 +橋+ �暫−層 + �暫岻仔之中的兩個頂點�岫鎚迭,鎚鉄,橋,鎚入岻與�岫痛迭,痛鉄,橋,痛入岻，因為兩點可得一線所以我們利用そ等分點法た求得�岫鎚迭,鎚鉄,橋,鎚入岻與�岫痛迭,痛鉄,橋,痛入岻兩頂點連線段上的等分點，注意到兩頂點必存在� = 岫史層 − 嗣層, 史匝 − 嗣匝, 橋 , 史暫 − 嗣暫岻，
再將兩頂點的連線段�等分，則可得� − 層個等分點，而� − 層個等分點即為所求，用そ等分點
法た可得到所有暫邊形疊圖中頂點所對應暫項定理展開項，因為利用そ等分點法た使疊圖簡化
了，所以我們稱此圖為 暫 邊形簡圖，記為札′岫暫, 仔岻。 暫邊形簡圖的特性 ｻ快速找到頂點,2P應的展開項(含係數)，圖 21→圖 22為簡Ì札岫捜, 惣岻〓 







   




 
 

(3,0,0,0,0)V

(0,3,0,0,0)V
(0,0,0,0,3)V

(0,0,3,0,0)V (0,0,0,3,0)V


 


 



 

 

  
 

圖 21. 五邊形疊圖 札岫捜, 惣岻到五邊形簡圖 札′岫捜, 惣岻 

 

                               圖 22. 五邊形簡圖 罫′岫の,の岻  
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そ性質 7た暫邊形簡圖中頂點 �(仔層,仔匝,橋,仔暫) P應 暫項定理的展開項捲怠津迭捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲賃津入〓 

 

そ說明た配合求頂點法就ｻ嘲完へ 暫 邊形簡圖 罫′岫�, 券岻，同時ｻ找到 ℎ 變數項的頂點位置
(な 判 ℎ 判 �)，說明如表 2〓 

 

表 2. 簡圖札′岫暫, 仔岻中求頂點法說明 

變數項 說  明 酸變數項的項數 錆暫岫仔, 酸岻 
單變數項 大袘�邊形的頂點 券 = �怠賃茎津−怠怠  

二變數項 大袘�邊形的邊,2P角線㎝的券等諸點 
共有邊,2P角線個數等諸點個
數等於�態賃茎津−態態 項〓 

㎜變數項 

任㎜個頂點的罫岫ぬ, 券岻的愰點，也發現㎜變
數項產生於愰縮一個等諸長袘�邊形的愰
點〓 

共有罫岫ぬ, 券岻個數每個罫岫ぬ, 券岻的
愰點數等於�戴賃茎津−戴戴 項〓 

四變數項 
四變數項產生於愰縮二個等諸長圖形的愰

點〓 

共有罫岫ね, 券岻個數每個罫岫ね, 券岻的
愰點數等於�替賃茎津−替替 項〓 

五變數項 
五變數項產生於愰縮㎜個等諸長圖形的愰

點〓 

共有罫岫の, 券岻個數每個罫岫の, 券岻的
愰點數等於�泰賃茎津−泰泰 項〓 教 教 教 暫變數項 

�變數項產生於愰縮� − に個等諸長圖形的
愰點〓 

共有罫岫�, 券岻個數每個罫岫�, 券岻的
愰點數等於�賃賃茎津−賃k 項〓 

 

現在要證明 暫項定理中不同類項殺仔暫 = �仔暫+仔−層等於變數項項數 錆暫岫仔, 酸岻總和，即 �怠賃茎津−怠態 + �態賃茎津−態態 + �戴賃茎津−戴態 +橋+ �賃賃茎津−賃態 = �怠賃�津−怠津−怠 + �態賃�津−態津−怠 +橋+ �賃賃�津−賃津−怠 = �津賃+津−怠   █ 

 

そ定理 6た�層暫殺仔−層匝 +橋+ �暫暫殺仔−暫匝 = �怠賃�津−怠津−怠 +橋+ �賃賃�津−賃津−怠 = �津賃+津−怠 = 殺仔暫 
 

そ證明た 

因為岫捲 + 検岻賃岫捲 + 検岻津−怠的展開中捲賃−怠検津的係數為(�怠賃�津−怠津−怠 +橋+ �賃賃�津−賃津−怠) 
而岫捲 + 検岻賃+津−怠的展開中，捲賃−怠検津的係數為�津賃+津−怠，於是ｻ發現 �怠賃�津−怠津−怠 +橋+ �賃賃�津−賃津−怠 = �津賃+津−怠                                                       █ 
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  (四) 暫邊形簡圖→正 暫角錐 

  底㎞就來建構暫項定理在㎜維空間的幾何表現〓 

  正暫角錐建構方式如三角錐，因為暫項定理展開項共有暫個變數，所以會有暫個側面，並逐
一放入簡圖直到底面為暫邊形簡圖罫′岫�, 券岻就構成了暫角錐如圖 23，為了方便此圖形把每一項

用頂點表示，記為�(仔層,仔匝,橋,仔暫)，且對應 暫 項定理展開項為 捲怠津迭捲態津鉄 ∙ 橋 ∙ 捲賃津入，再У圖中最左邊
之線段為�層之變換，並依序逆時針為�匝, �惣, �想, �捜的變換，即紫為�層之變換，綠、橘、藍、虛
依序為�匝, �惣, �想, �捜的變換，合起來成為暫項定理在三維空間的表現，簡稱暫角錐，記為 札′′岫暫, 仔岻。 

0
1 2 3 4 5( )x x x x x   

1
1 2 3 4 5( )x x x x x   

2
1 2 3 4 5( )x x x x x   

3
1 2 3 4 5( )x x x x x   

 

圖 23. 袘五角錐 札′′岫捜, 惣岻 
そ性質 8た �角錐愰頂點所へ的線段,2截面ｻ找到 �項定理展開式〓 

そ說明た如圖 23中黃色,2紅色線段諸別P應 �項定理展開式為，並且藍色,2紫色截面諸別P
應 �項定理展開式為〓 

0
1 2 3 4 5( )x x x x x   

1
1 2 3 4 5( )x x x x x   

2
1 2 3 4 5( )x x x x x   

3
1 2 3 4 5( )x x x x x   

4
1 2 3 4 5( )x x x x x   

 

              圖 24. 黃色,2紅色線段↓藍色,2紫色截面ｻ找到 暫項定理展開式 
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黃色線段 �層匝−餐�匝匝−餐�想餐，其中餐 = 宋, 層, 匝 

紅色線段 �層層−餐�匝層−餐�惣匝餐�想匝餐，其中餐 = 宋, 層 

藍色截面 岫�層 + �匝岻岫�惣 + �捜岻餐，其中餐 = 宋, 層,橋 , 仔 − 層 

紫色截面 岫�層 + �匝岻匝+餐岫�惣 + �捜岻餐，其中餐 = 宋, 層,橋 , 仔−匝匝  

  (五) 多項定理的性質 

  べ們ｻ從建構幾何表現推出一些性質，底㎞是べ們的結果〓 

そ定理 7た (推廣巴斯卡等式) 

 岾 券券怠, 券態, 券戴, 橋 , 券賃峇 

= (券態 + 券戴 − な券態 − な ) (券態 + 券戴 + 券替 − な券態 + 券戴 − な )橋( 券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠 − な) ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な) 

 +(券態 + 券戴 − な券態 ) (券態 + 券戴 + 券替 − な券態 + 券戴 − な )橋( 券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠 − な) ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な) 

 +橋+ 岾券態 + 券戴券態 峇 岾券態 + 券戴 + 券替券態 + 券戴 峇橋(券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠 ) ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な)  

 +岾券態 + 券戴券態 峇 岾券態 + 券戴 + 券替券態 + 券戴 峇橋岾 券態 + 券戴 +橋+ 券賃券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠峇 ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃) 

 

そ證明たべ們利用數學歸納法證明，當 � = に 時就是巴援卡等式，顯然へ立，並且從定理 3

得當 � = ぬ 時亦へ立，現在假設 � − な 項式等式へ立，則嘲㎞證明 � 項式等式也へ立〓 

 

 (券態 + 券戴 − な券態 − な ) (券態 + 券戴 + 券替 − な券態 + 券戴 − な )橋( 券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠 − な) ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な) 

 +(券態 + 券戴 − な券態 ) (券態 + 券戴 + 券替 − な券態 + 券戴 − な )橋( 券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠 − な) ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な) 

 +橋+ 岾券態 + 券戴券態 峇 岾券態 + 券戴 + 券替券態 + 券戴 峇橋(券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠 ) ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な)  

 +岾券態 + 券戴券態 峇 岾券態 + 券戴 + 券替券態 + 券戴 峇橋岾 券態 + 券戴 +橋+ 券賃券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠峇 ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃) 
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= ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な) ∙ ( 
  (券態 + 券戴 − な券態 − な )橋( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な)+(券態 + 券戴 − な券態 )橋( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な)+橋+ 岾券態 + 券戴券態 峇橋( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な)) 

  
⏟                              

利用� − な項式等式
 

 +岾券態 + 券戴券態 峇 岾券態 + 券戴 + 券替券態 + 券戴 峇橋岾 券態 + 券戴 +橋+ 券賃券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠峇 ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃) 

= 岾券態 + 券戴券態 峇橋岾 券態 + 券戴 +橋+ 券賃券態 + 券戴 +橋+ 券賃−怠峇 [( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃 − な) + ( 券 − な券態 + 券戴 +橋+ 券賃)] = 岾券態 + 券戴券態 峇橋岾 券券態 + 券戴 +橋+ 券賃峇 

= 岫券態 + 券戴岻!券態! 券戴! ∙ 橋 ∙ 券!岫券態 + 券戴 +橋+ 券賃岻! 券怠! = 券!券怠!橋橋券賃! 
そ定理 8た  

暫仔 = ∑ �餐層仔 �餐匝餐層�餐惣餐匝 ∙ 橋 ∙ �餐暫−層餐暫−匝仔
仔≥餐層≥橋≥餐暫−層≥宋 ,   餐層+橋+餐暫−層=仔  ,其中暫 半 匝 

そ證明た 

方法 1 嗤 捲怠 = 捲態 = 橋 = 捲賃 = な 唳入�項展開式，得�津 = ∑岾 券券怠, 橋 , 券賃峇〓 

現在要證明第二個等式，從暫 項式定理的暫 邊形數陣建構ｻ知， 暫 邊形數陣所有係數和即是�津
如圖 25的例子，本文ｻ用有序性組合數形式表示所有係數如圖 26的例子〓 

 

圖 25.  3,4,5 邊形數陣所有係數和 
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              圖 26. 數陣皿岫惣, 仔岻↓皿岫想,仔岻↓皿岫捜, 仔岻 有序性組合數形式表示所有係數 

因袪有序性組合數和形式ｻ寫へ 

暫仔 = ∑ �餐層仔 �餐匝餐層�餐惣餐匝 ∙ 橋 ∙ �餐暫−層餐暫−匝仔
仔≥餐層≥橋≥餐暫−層≥宋 ,   餐層+橋+餐暫−層=仔  ,其中暫 半 匝

 

 

方法 2 改考慮 �餐層仔 ∙ 橋 ∙ �餐暫−層餐暫−匝 = 仔!岫仔 − 餐層岻! 餐層! ∙ 橋 ∙ 餐暫−匝!岫餐暫−匝 − 餐暫−層岻! 餐暫−層! = 仔!岫仔 − 餐層岻! ∙ 橋 ∙ (餐斬 − 餐斬+層)! ∙ 橋 ∙ 餐暫−層! 
其中層 判 斬 判 暫 − 匝 

取券怠 = 仔− 餐層，券態 = 餐層 − 餐匝，…，券賃 = 餐暫−匝 − 餐暫−層，券賃 = 餐暫−層，則 

∑ �餐層仔 �餐匝餐層�餐惣餐匝 ∙ 橋 ∙ �餐暫−層餐暫−匝仔
仔≥餐層≥橋≥餐暫−層≥宋 ,   餐層+橋+餐暫−層=仔 =∑岾 券券怠, 橋 , 券賃峇 = 暫仔                    █ 

 

そ定理 9た(多項展開式係數性質) 

(1)當仔 < �時 

暫仔 =∑�暫−餐暫 岫暫 − 餐岻仔暫
餐=層 岫−層岻岫餐+層岻 

(2)當仔 半 暫時 

暫仔 半∑�暫−餐暫 岫暫 − 餐岻仔暫
餐=層 岫−層岻岫餐+層岻 
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そ證明た㤗定理 8得  �津 = 暫 邊形數陣所有係數和，也就是考慮每個 ℎ 變數的係數和〓 

(1)當 券 < �時，嘲� 項式定理展開項不會有�變數項，所嘲�津是在酸 判 暫 − 層㎞ ℎ 變數項的係
數和，另外幾何建構得�變數項會在� 邊形產生，因袪利用排容原理得 暫仔 = (暫 − 層變數項係數和) − ( 暫 − 匝變數項係數和) + 橋+ 岫−層岻岫暫+層岻(暫 − 暫變數項係數和) 

現在來求捜想 = (想變數項係數和) − 橋+ (宋變數項係數和) 捜想 = C替泰ね替 − C戴泰ぬ替 + C態泰に替 − C怠泰な替 + C待泰ど替 = はにの 

四變數項有 
5
4C 個

㎜變數項有 
5
3C 個

二變數項有 
5
2C 個

單變數項有 
5
1C 個

 

因袪 

暫仔 =∑�暫−餐暫 岫暫 − 餐岻仔暫
餐=層 岫−層岻岫餐+層岻 

(2)當券 半 �時，� 項式定理展開項會多了有 �變數項，因袪 

暫仔 半∑�暫−餐暫 岫暫 − 餐岻仔暫
餐=層 岫−層岻岫餐+層岻                                                        █ 

  (六) 項點分析 

  �項式定理的疊圖罫岫�, 券岻各頂點諸e微妙的呈現了P稱關係，為了更清楚諸e程度於是用
圓來諶割諸層觀察各頂點的諸e情形，定義暫邊形疊圖札岫暫, 仔岻中，只取大暫邊形依序作外接圓
如紅色圓、相鄰二頂點做中點作圓如藍色圓，接著間隔不相鄰二頂點做中點作圓如綠色圓是

間隔一個頂點與紫色圓是間隔二個頂點…等等直到無法畫圓如圖 27，同時由外而內的分成崚暫匝崙
層的圓環(崚暫匝崙是上高斯符號)，如圖 27五邊形疊圖札岫捜,仔岻作圓分割可分成三層(紅色圓至藍色

圓區域為第 1層的圓環、藍色圓至綠色圓區域為第 2層的圓環且綠色圓內為第 3層的圓環)，

依同樣方法疊圖札岫挿,仔岻作圓分割可分成四層為例如圖 27。 
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     圖 27. 五邊形疊圖札岫捜, 仔岻作圓諸割諸へ㎜層,2七邊形疊圖札岫挿,仔岻作圓諸割諸へ四層 

 

そ推論た在暫邊形疊圖札岫暫, 仔岻作圓諸割へ層，得到當第崚賃態崙層的頂點諸e最稠密〓 

 

そ證明た 過 Visual Basic電腦繪圖得到當券足夠大時，第崚賃態崙層的罫岫�, 券岻中頂點諸e最稠密，
如圖 28中 罫岫なな,ぬ岻~罫岫なな,は岻的頂點諸e，ｻ看到當券越大時，最愰圈頂點諸e是最稠密〓█ 

(11,3)G (11,4)G (11,5)G (11,6)G

                          圖 28. 札岫層層, 惣岻~札岫層層, 掃岻的頂點諸e 

 

そ性質 7た(暫邊形疊圖的頂點向量式) 

在坐標平面㎝，頚為原點，設�津迭,津鉄,津典,橋,津入岫捲, 検岻為暫邊形疊圖罫岫�, 券岻的頂點坐標，若 � 為疊圖罫岫�, 券岻中大袘暫邊形的外接圓半徑，則 

存在 � 個方向的單位向量 �怠⃑⃑  ⃑, �態⃑⃑  ⃑, 橋 , �賃⃑⃑⃑⃑  ，滿足 頚�津迭,津鉄,津典,橋,津入⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 券怠�怠⃑⃑  ⃑ + 券態�態⃑⃑  ⃑ + 橋+ 券賃�賃⃑⃑⃑⃑  ，且 

�津迭,津鉄,津典,橋,津入岫捲, 検岻 = (堅券∑糠沈 �剣嫌 岫に� − に岻��賃
沈=怠 , 堅券∑糠沈 嫌�券 岫に� − に岻��賃

沈=怠 )其中 堅 = 券に �嫌� �� 
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圖 29.求外接圓半徑       圖 30. 五邊形疊圖 (5,3)G 中五個單位向量 

そ說明た如圖 29中紅色的圓半徑為 堅，且不難推Q出 � = 津態 �嫌� �賃 〓 

  在坐標平面㎝，頚為原點，取 � 個向量 頚�津,待,待,橋,待⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   , … , 頚 �待,待,待,橋,津⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑的單位向量為�怠⃑⃑  ⃑, �態⃑⃑  ⃑, 橋 , �賃⃑⃑⃑⃑ ，
並且設 � 個單位向量坐標為�怠⃑⃑  ⃑ = 岾r津 c�s ど , r津 si� ど峇 ,橋 , �賃⃑⃑⃑⃑ = 岾r津 c�s 岫態賃−態岻�賃 , r津 si� 岫態賃−態岻�賃 峇〓 

五邊形疊圖札岫捜, 惣岻其五個單位向量  �怠⃑⃑  ⃑ = 岾r戴 c�s ど , r戴 si� ど峇 ,橋 , �泰⃑⃑  ⃑ = 岾r戴 c�s 8�泰 , r戴 si� 8�泰 峇， 

如㎝圖 30中綠色向量〓 

そ例 1た岫捲怠 +橋+ 捲泰岻津之中的捲態戴 捲態戴為罫岫の,ぬ岻的頂點�待,戴,待,待,待，因袪換へ向量就相當於是取糠怠 = 糠戴 = 糠替 = 糠泰 = ど, 糠態 = ぬ，
則 頚�待,戴,待,待,待⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ぬ�態⃑⃑  ⃑ = 岾戴追迭戴 c�s 態π泰 , 戴追迭戴 si� 態π泰 峇 = 岾堅怠 c�s 態π泰 , 堅怠 si� 態π泰 峇 如圖 30〓 

そ例 2た岫捲怠 +橋+ 捲泰岻津之中的捲態態捲替 捲態態捲替為罫岫の,ぬ岻的頂點�待,態,待,怠,待，因袪換へ向量就相當於是取糠怠 = 糠戴 = 糠泰 = ど, 糠態 = に,糠替 = な，則  頚�待,態,待,怠,待⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = に�態⃑⃑  ⃑ + �替⃑⃑  ⃑ = 岾態追迭戴 c�s 態π泰 , 態追迭戴 si� 態π泰 峇 + 岾追迭戴 c�s 滞πk , 追迭戴 si� 滞πk 峇 =岾態追迭戴 c�s 態π泰 + 追迭戴 c�s 滞πk , 態追迭戴 si� 態π泰 + 追迭戴 si� 滞πk 峇如圖 30 

㤗袪ｻ見依照頂點向量式同理ｻ推Q出在暫邊形疊圖每個中的頂點〓          █ 

そ定理 10た當 暫 為質數，在暫邊形疊圖中不會產生重疊點，當 暫 為合數，就會產生重疊點〓 

そ證明た依照頂點向量式可找到�津迭,津鉄,津典,橋,津入岫捲, 検岻，若疊圖中產生重疊點，則存在存在�個方
向的單位向量 �怠⃑⃑  ⃑, �態⃑⃑  ⃑, 橋 , �賃⃑⃑⃑⃑  使得 
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∑糠沈��⃑⃑ 賃
沈=怠 =∑紅沈��⃑⃑ 賃

沈=怠 ，其中糠沈, 紅沈 ∈ {ど,な,に,橋 , 券} 
㤗 ∑糠沈賃

沈=怠 =∑紅沈賃
沈=怠 = 券ｻ推得∑岫糠沈 − 紅沈岻��⃑⃑ 賃

沈=怠 = ど⃑  
因為�為質數，而單位向量位在單位圓諸へ�等諸且相距夾角為態�賃㎝，所嘲僅有糠沈 = 紅沈時 

∑岫糠沈 − 紅沈岻��⃑⃑ 賃
沈=怠 = ど⃑ 式才能恆へ立 

因袪在暫邊形疊圖中不會產生重疊點〓                       █ 

 

然而，當 暫 為合數，在暫邊形疊圖中會產生重疊點，如㎞說明  

 

紅色頂點ｻ㤗戓個或㎜個非零向量頚�津迭,津鉄,津典,橋,津入⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = の�怠⃑⃑  ⃑ + �戴⃑⃑  ⃑ 頚�津迭,津鉄,津典,橋,津入⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ぬ�怠⃑⃑  ⃑ + に�態⃑⃑  ⃑ + �滞⃑⃑  ⃑ 
而得，P應展開項為�泰待怠待待待,2�戴態待待待怠〓 

 

そ定理 11た設暫的質因數諸解為使層嗣層 ∙ 使匝嗣匝 ∙ 橋 ∙ 使仕嗣仕，有嘲㎞個結果 

(1)當滿足仔 = 刺層使層 + 刺匝使匝 +橋+ 刺仕使仕的等式時，暫邊形簡圖必有一頂點在中心，本文稱為
中心點，其中刺層, 刺匝, 橋 , 刺仕 ∈ 錆 ∪ {宋} , 使層, 使匝, 橋 , 使仕 ∈ 皿，且使層 < 使匝 < 橋 < 使仕〓 

(2)當取仔為 暫 中大於 1的因數時，袪時暫邊形簡圖的中心點為重疊點〓 

(3)考慮 暫角錐罫′′岫�, 券岻中，若中心點鮫′滿足(2)且仔為 暫 中最R因數時，則存在一個嘲頂點鮫′唯
一的相似 暫角錐罫′′岫�, 券岻，使得錐愰所有頂點都是重疊點〓 
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そ說明た(1) 當券 = 圏�喧�時，㤗券 = 圏��入��⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 圏��鉄入��⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 橋+ 圏����入��⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑的情形，能滿足券 = 圏�喧�有中
心點，因袪當券 = ∑ 圏�喧�陳�=怠 時，必有情形能滿足袪等式有中心點〓(2)(3)㤗定理 10,2幾何表

現就很顯然得證，說明如圖 30中，撝邊形簡圖罫′岫は,に岻的頂點頚′為中心點也是重疊點，P應展
開項有㎜個為捲怠捲替↓捲態捲泰,2捲戴捲滞，同時也得到嘲頂點頚′的藍色撝角錐愰頂點皆為重疊點，其
角錐P應 �項定理展開式為岫捲怠捲替 + 捲態捲泰 + 捲戴捲滞岻岫捲怠 +橋+ 捲滞岻津−態〓然而在暫角錐中要找到相
似的暫角錐有無限多個，但僅有藍色撝角錐愰頂點皆為重疊點，而如圖 31中綠色撝角錐,2紅

色撝角錐愰頂點不憘為重疊點，其戓角錐P應 �項定理式展開式諸別為捲態捲滞岫捲怠 +橋+ 捲滞岻津−態
,2捲戴捲替捲泰岫捲怠 +橋+ 捲滞岻津−戴〓 

'O"O

'''O

(4,0,0,0,0,0)V

(0,4,0,0,0,0)V
(0,0,4,0,0,0)V

(0,0,0,4,0,0)V

(0,0,0,0,4,0)V(0,0,0,0,0,4)V

4
1 2 6( )x x x  

3
1 2 6( )x x x  

2
1 2 6( )x x x  

1
1 2 6( )x x x  

0
1 2 6( )x x x  

 

圖 31. 藍色↓綠色,2紅色撝角錐 

 (七) 特化數陣 

  我們發現：得到向量的結果後更進一步的說明了改變向量之方向並不影響等分點之結論，

也就是說我們得以任意改變向量之方向，現在べ們重沿敘述 � = ね , ぱ 之數陣〓 

  べ們先敘述� = ね的情況，將 4視為 2×2得到的結果如圖 30，記作鶏′岫ね, 券岻 
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圖 32.特Ì“的四邊形數陣 

そ定理 12た(性質一與性質二) 

そ證明た 

性質一  �沈津�珍津 + �沈+怠津 �珍津 + �沈津�珍+怠津 + �沈+怠津 �珍+怠津 = �沈+怠津+怠�珍+怠津+怠 
㤗數陣的擴張及合併的結果能得㎝式，現在用巴援卡等式來證明 �沈津�珍津 + �沈+怠津 �珍津 + �沈津�珍+怠津 + �沈+怠津 �珍+怠津 = �沈津�珍津 + �沈+怠津 �珍津 + �沈津�珍+怠津 + �沈+怠津 �珍+怠津  = �珍津岫�沈津 + �沈+怠津 岻 + �珍+怠津 岫�沈津 + �沈+怠津 岻 = 岫�沈津 + �沈+怠津 岻(�珍津 + �珍+怠津 ) = �沈+怠津+怠�珍+怠津+怠 
性質二  

∑ (�沈津�珍津)(�津−沈津 �津−珍津 )津
沈=待 ,珍=待 = �津態津�津態津 

㤗數陣的擴張及合併的結果能得㎝式，現在用二項定理來證明 

將 �沈津視為岫な + 捲岻津中捲沈之係數↓�津−沈津 視為岫な + 捲岻津中捲津−沈之係數 

  �珍津視為岫な + 検岻津中検珍之係數↓�津−珍津 視為岫な + 検岻津中検津−珍之係數 

  �津態津視為岫な + 捲岻態津中捲津之係數↓�津態津視為岫な + 検岻態津中検津之係數，則  

∑ �沈津捲沈 × �津−沈津 捲津−沈 × �珍津検珍 × �津−珍津 検津−珍津
沈=待 ,珍=待 = �津態津捲津 × �津態津検津 
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現再將捲 = 検 = な帶入，又因為�沈津�珍津 = �津−沈津 �津−珍津 ，得到 

∑ (�沈津�珍津)(�津−沈津 �津−珍津 )津
沈=待 ,珍=待 = ∑ (�沈津�珍津)態津

沈=待 ,珍=待 = �津態津�津態津                             █ 

  現在べ們敘述� = ぱ的情況，將 8視為 2×2×2得到的結果如圖 32，記作鶏′岫ぱ, 券岻 

 

圖 33.特Ì“的揵邊形數陣──袘立方體 

そ定理 13た㤗數陣的擴張及合併的結果能得到㎞列的戓個結果  �沈津�珍津�鎮津 + �沈+怠津 �珍津�鎮津 + �沈津�珍+怠津 �鎮津 + �沈津�珍津�鎮+怠津 + �沈+怠津 �珍+怠津 �鎮津 + �沈津�珍+怠津 �鎮+怠津 + �沈+怠津 �珍津�鎮+怠津 + �沈+怠津 �珍+怠津 �鎮+怠津 = �沈+怠津+怠�珍+怠津+怠�鎮+怠津+怠 
∑ (�沈津�珍津�鎮津)(�津−沈津 �津−珍津 �津−鎮津 )津

沈=待 ,珍=待,鎮=待 = �津態津�津態津�津態津 

そ證明た類似そ定理 12た一用巴斯卡等式證明，二用二項定理證明 
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そ推論た由そ定理 12た及そ定理 13た推論出下列兩結果： 

∑ ∑ �沈迭津�沈鉄津橋�沈乳津沈迭,沈鉄,橋,沈乳其中鎮個+怠
珍
鎮=待 = �沈迭+怠津+怠�沈鉄+怠津+怠橋�沈乳+怠津+怠 
∑ 岾�沈迭津�沈鉄津橋�沈乳津峇 岾�津−沈迭津 �津−沈鉄津 橋�津−沈乳津 峇津

沈迭=沈鉄=橋=沈乳=待 = �津態津珍 
伍、研究結果 

一↓建構出 � 項式定理的四種幾何表現  

  �邊形數陣鶏岫�, 券岻↓�邊形疊圖罫岫�, 券岻↓�邊形簡圖罫′岫�, 券岻↓�角錐罫′′岫�, 券岻，得到性質  

  (一)疊圖 罫岫�, 券岻中小袘�邊形個數等於罫岫�, 券 − な岻的頂點數，並且當 � 為質數，在�邊形
疊圖中不會產生重疊點〓  

  (二)從簡圖罫′岫�, 券岻中，ｻ更快速找到 暫 項式定理展開項,2利用等諸點法找到展開項係數〓 

  (㎜)在㎜角錐中，㎜邊形截面愰頂點的係數均ｻ㤗巴援卡㎜角形遵循規’而得〓 

  (四)�角錐愰頂點所へ的線段,2截面ｻ找到 �項定理展開式，並且存在一個嘲頂點唯一的
相似 �角錐，使得錐愰所有頂點都是重疊點〓 

 

二↓證明暫 項式定理重要的性質  

  (一)推廣的巴援卡等式 (定理 3與定理 7 )  

  (二)ℎ 變數項的項數 軽賃岫券, ℎ岻 = 怠ℎ [�怠賃−岫ℎ−怠岻 ∙ 軽賃岫券 − な, ℎ − な岻 + �怠ℎ ∙ 軽賃岫券 − な, ℎ岻] 
  (㎜)不同類的項個數為 茎津賃 = �怠賃茎津−怠態 +橋+ �賃賃茎津−賃態 = �怠賃�津−怠津−怠 +橋+ �賃賃�津−賃津−怠 = �津賃+津−怠 
  (四)多項展開式係數為岾 券券怠, 橋 , 券賃峇 = �沈迭津�沈鉄沈迭�沈典沈鉄 ∙ 橋 ∙ �沈入−迭沈入−鉄 
  (五)暫仔 = ∑ �餐層仔 �餐匝餐層�餐惣餐匝 ∙ 橋 ∙ �餐暫−層餐暫−匝仔仔≥餐層≥橋≥餐暫−層≥宋 ,   餐層+橋+餐暫−層=仔  ,其中暫 半 匝 

  (撝)當仔 < �時，暫仔 = ∑ �暫−餐暫 岫暫 − 餐岻仔暫餐=層 岫−層岻岫餐+層岻 
當仔 半 暫時，暫仔 半 ∑ �暫−餐暫 岫暫 − 餐岻仔暫餐=層 岫−層岻岫餐+層岻 

  (七)用特Ì數陣的性質找出之定理 12,2定理 13嘲及推論出的戓個結果 
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陸、結論與未來展望 

    本篇建構∩多項式定理∧的幾何表現，主要是Ç點へ線，線へ面，面へ體的概念去建構，

希望能抽絲剝繭找出其中的規則,2性質，串起了唳數㎞的幾何描述，相互間密不ｻ諸意義，

充份展現數,2形的完美搭配性，也呈現頂點,2邊微妙的幾何價值〓 

    多項定理的展開是複雜的，因為等諸點概念引進，讓多項展開式係數ｻ容易試算出來， 

其次，本篇期盼能有更多的唳數的,2幾何的規’性質，在∩多項式定理∧㎞，訤生出幾何規

’的美，至於規’性,2延續性是べ們未來努力的方向，相信必能有出乎意料的驚喜〓 

 

柒、參考文獻 

⇒1⇔ A. W. F. Edwards (2002)〓Pascal's Arithmetical Triangle: The Story of a Mathematical Idea〓 

London Charles Griffin & Company LTD〓 

⇒2⇔Kiselev, A. P. (2006).Kiselev's Geometry, Book I: Planimetry.USAAlexander Givental. 

⇒3⇔王元元(主編) (2000)〓組合數學-原理及題解〓ｼÍd 中央圖書出版社〓 

⇒4⇔許志農(主編) (2011)〓數學 2. 3. 4↓數學怢㎝㎞冊〓沿Íd 龍騰書局〓 



そ評語た040414  

本作品利用探究多項式定理的展開式獲得一些疊圖與簡圖性

質是一有趣的切入點，作品中推導出一系列的組合數學公式，其中

定理九是有趣的結果，建議若能對所獲得的簡潔公式多加說明並賦

予主題，應可讓整個研究主題更完整與深入。 
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