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摘要 

    本篇的目標在於㍊究多項定理的展開式，若將展開式ℐ部列出來是繁雜的，ㆹ們德過幾

何來呈現展開項，配合動點ㆸ線，動線ㆸ面，動面ㆸ體的概念，ㆹ們共發展了四種幾何表現，

並且呈現出不同的性質，帶出更多的ẋ數冯幾何的規⼳，同時還推廣了多項展開式的係數表

示法ˣ�ˣ巴斯卡等式ˣ並且找出多項展開中不同項冯變數項的數量間的忂式等等性質，處
處⎗見數形合一的微妙關係，也帶動了幾何與代數之美ˤ 
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壹、研究動機 

  多項定理展開式很複雜，思考二項定理䓙巴㕗卡等式埵生而得，而巴㕗卡等式是否推廣

至多項定理呢？然而是否存在幾何表現涵蓋多項定理所有展開項呢？這些問題都讓ㆹ感到冰

趣，於是ㆹ們展開一連串的研究ˤ 

貳、研究目的與問題 

一ˣ將二項定理的性質推廣至多項定理的性質ˤ 

二ˣ在平面幾何ᶲ，㍊討多項定理的幾何表現與↮析頂點對應的展開項或係數的性質ˤ 

ᶱˣ在平面幾何ᶲ，㍊討多項定理的幾何表現與↮析頂點對應的展開項或係數的性質ˤ 

四ˣ在ᶱ維空間ᶲ，㍊討多項定理的幾何表現與各頂點對應多項定理的性質ˤ 

參、研究設備及器材 

  紙ˣ筆ˣ人腦ˣ電腦ˣ軟體烉ＶＢˣＧＧＢ 
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肆、研究過程或方法 

一、重訪二項定理 ( Binomial Theorem ) 

  ㆹ們要䓙熟知的二項定理出發烉 

Ȝ定理 1ȝ(二項定理) 

假設 ∈ ℕ，則有 

ሺݔଵ + ଶሻݔ = ∑ � ݊݊ଵ ∙ ଵభݔ ∙ ଶ−భݔ
భ= = ∑ ቀ ݊݊ଵቁ ∙ ଵభݔ ∙ ଶమݔ

భ=                            ሺͳሻ 
又可將上式改寫為方便於推廣的形式 ሺݔଵ + ଶሻݔ = ∑ ቀ ݊݊ଵ, ݊ଶቁ ∙ ଵభݔ ∙ ଶమభ,మݔ  

其中的 ∑  是對Ͳ  ݊ଵ, ݊ଶ  ݊且݊ଵ + ݊ଶ = ݊來求和。 

  把各冪次方展開式的係數抽取出來就得到巴㕗卡ᶱ角形烉 ሺݔଵ + ଶሻݔ ଵݔሺڮڮڮڮڮڮ + ଶሻଵݔ ଵݔሺڮڮڮڮڮڮ + ଶሻଶݔ ଵݔሺڮڮڮڮڮڮ + ଶሻଷݔ ڮڮڮڮڮڮ
��ଵ �ଵଵ�ଶ �ଵଶ �ଶଶ�ଷ �ଵଷ �ଶଷ �ଷଷ → ͳͳ ͳͳ ʹ ͳͳ ͵ ͵ ͳ 

圖 1. 巴㕗卡ᶱ角形 

  從ሺݔଵ + ଵݔଶሻ到ሺݔ + 階巴斯卡三角形ʕଶሻ的展開係數所形ㆸ的巴㕗卡ᶱ角形叫做第ݔ ㆹ

們注意到，在二項定理ሺݔଵ + ଶܪଶሻ的展開式中，有ݔ ≡ �+ଵ個的不同類項，忁表示烉從ℑ類
東西中⎗重複取出 i個來的重覆組合數ˤẌ

0

i
i

i j
j

P C


 表示巴㕗卡ᶱ角形第�列(row)之和ˤ 

那麼ㆹ們就有ᶳ面四個周知的結果烉 

  1. 巴㕗卡等式烉�+ଵ = � + �−ଵ  

  2. 巴㕗卡ᶱ角形第�列之和烉
0

2
i

i i
i j

j

P C


  ，� ∈ ܰ ∪ {Ͳ} 
  3. 第݊階巴㕗卡ᶱ角形的所有組合係數之和為 

∑∑�
=


= =∑ ܲ

= = ʹ + ʹଵ +ڮ+ ʹ−ଵ + ʹ = ʹ+ଵ − ͳ = ʹ+ଵ − ͳʹ − ͳ  
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  4. 第݊階巴㕗卡ᶱ角形的不同類項之個數為 

ଶܪ∑
= = ͳ + ʹ + ͵ +ڮ+ ሺ݊ + ͳሻ = ሺ݊ + ͳሻሺ݊ + ʹሻʹ!  

二、多項定理 ( Multinomial Theorem ) 

  將(1)式的二項定理作推廣就得到烉 

Ȝ定理 2ȝ(多項定理，項定理) 

假設 ∈ ℕ，則有 ሺݔଵ + ଶݔ +ڮ+ −ଵݔ + ሻݔ = ∑ ቀ ݊݊ଵ, … , ݊ቁ ∙ ଵభݔ ∙ ଶమݔ ∙ ڮ ∙ −ଵೖ−భݔ ∙ ೖభ,…,ೖݔ              ሺʹሻ 
其中的  ∑  是對Ͳ  ݊ଵ, ݊ଶ, … , ݊  ݊且݊ଵ + ݊ଶ +ڮ+ ݊ = ݊來求和，而組合係數定義為ቀ ݊݊ଵ, … , ݊ቁ = n!భ!∙ڮ∙ೖ!，叫做多項展開式的係數。 

  在ሺݔଵ + ଶݔ +ڮ+ −ଵݔ + ܪሻ的展式中，有ݔ ≡ �+−ଵ個不同類項，因為忁相當於方程
式݊ଵ + ݊ଶ +ڮ+ ݊ = ݊的非負整數解的個數ˤ 

將二項定理四個周知的結果推廣，ㆹ們有ẍᶳ結果烉 

  1. 推廣巴㕗卡等式烉詳見⼴述定理 7 (P19)  

  2. 第�面組合係數和的℔式烉詳見⼴述定理 8 (P20) 

  3. ℐ部組合係數和的℔式烉 

∑�
= = � + �ଵ +ڮ+ �−ଵ + � = �+ଵ − ͳ� − ͳ  

  4. 不同類項個數的℔式烉 

ܪ∑
= = �−ଵ + �ଵ⏟      

用巴㕗卡等式

ڮ          ⏟ڮ+
+ �+−ଵ⏟                

用巴㕗卡等式

= �+ = �+ = ሺ݊ + ͳሻሺ݊ + ʹሻڮ ሺ݊ + �ሻ�!  

  接著定義 � 項定理的變數項烉  項式定理展開式中每個 ℎ 變數項的項數，ẍ符號 ࡺሺ, ሻࢎ
來表示，其中   ࢎ  例如烉單變數項 �， , �，及二變數項 �� , ��等等ˤ 

忁些 ࡺሺ,  ሻ值有ᶳ列結果如ᶳ烉ࢎ
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,ሺࡺ (1)   ሻ + ,ሺࡺ ሻ+ࡺ+ڮሺ, ሻࢎ + ,ሺࡺ+ڮ ሻ =  ࡴ

,ሺࡺ (2)   ሻࢎ = ࢎ [�−ሺࢎ−ሻ ∙ ሺࡺ − , ࢎ − ሻ + �ࢎ ∙ ሺࡺ − ,  [ሻࢎ
,ሺࡺ (3)   ሻࢎ = ࢎ� ∙ ࢎࢎ−ࡴ  

Ȝ證明ȝ 

(1)詳見⼴述定理 6 

(2)設(2)式展開 ℎ 變數項的形態為ݔଵభ ∙ ଶమݔ ∙ ڮ ∙ ,ೖ (不含係數)，則 ܰሺ݊ݔ ℎሻ⎗䓙 

ܰሺ݊ − ͳ, ℎ − ͳሻ冯 ܰሺ݊ − ͳ, ℎሻ而得，說明如ᶳ烉 

(I)若݊ − ͳ次ℎ − ͳ變數項的形態為ݔଵభ ∙ ଶమݔ ∙ ڮ ∙ ௧ݔℎ−ଵℎ−భ，則存在ݔ ∈ ,ℎݔ} ,ℎ+ଵݔ ,ℎ+ଶݔ ڮ , ，{ݔ
使得݊ − ͳ次ℎ − ͳ變數項乘ẍݔ௧等於݊次ℎ變數項，又因為ݔ௧有�ଵ−ሺℎ−ଵሻ個，因㬌其項數為�ଵ−ℎ+ଵ ∙ ܰሺ݊ − ͳ, ℎ − ͳሻˤ 

(II)若݊ − ͳ次ℎ變數項的形態為ݔଵభ ∙ ଶమݔ ∙ ڮ ∙ −ଵݔ ∙ ڮ ∙ ݔℎℎ，其中ݔ ∈ ,ଵݔ} ,ଶݔ ,ଷݔ ڮ , ℎ}，則݊ݔ − ͳ次ℎ變數項乘ẍݔ等於݊次ℎ變數項，因為ݔ有�ଵℎ個，因㬌其項數為�ଵℎ ∙ ܰሺ݊ − ͳ, ℎሻˤ 

因㬌 ܰሺ݊, ℎሻ ⎗由(I)與(II)產生而得，但ℎ變數ݔଵభ ∙ ଶమݔ ∙ ڮ ∙ ℎℎ⎗能䓙ℎݔ − ͳ變數加ᶲ{ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ڮ , ,ℎ}中任意一項而得，因為有�ଵℎ個來源所以要再除以ℎ，因㬌 ܰሺ݊ݔ ℎሻ =ଵℎ [�ଵ−ሺℎ−ଵሻ ∙ ܰሺ݊ − ͳ, ℎ − ͳሻ + �ଵℎ ∙ ܰሺ݊ − ͳ, ℎሻ]ˤ 

(3)ܰ ሺ݊, ℎሻ相當於從�選定ℎ變數ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ڮ , ℎ⼴，而產生方程式݊ଵݔ + ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ℎ = ݊
的㬋整數解，就是 ܰሺ݊, ℎሻ = �ℎ ∙ −ℎℎܪ ˤ                    █ 

  其次，多項定理的展開更複雜且豐富，理應有更多的ẋ數的冯幾何的規⼳⎗尋ˤ忁些㬋

是本文所要㍊討的，底ᶳ就先建構ᶱ項定理的幾何表現ˤ 

 

三、建構三項定理的幾何表現 

  ㆹ們先看ᶱ項定理(Trinomial Theorem)烉 ሺݔଵ + ଶݔ + ଷሻݔ = ∑ ቀ ݊݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷቁ ∙ ଵభభ,మ,యݔ ∙ ଶమݔ ∙ ଷయݔ                                    ሺ͵ሻ 
其中的  ∑  是對Ͳ  ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ  ݊且݊ଵ + ݊ଶ + ݊ଷ = ݊來求和ˤ 
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  (一) 三項定理展開式→三邊形數陣 

  為了作本文的推廣，ㆹ們將二項定理的展開，重㕘敘述ㆸㆹ們要的形式烉 

把每一項用點來表示，並且將展開看作成 2個方向，夾角為 ૡ° ，每一點都賦予二項定理之
係數，並將排成的數陣稱為二邊形數陣，記為ࡼሺ,ሻ，說明如圖 2ˤ 
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(2,2)P二邊形數陣

 

                圖 2. 建構二項定理 ሺ� + �ሻ 的二邊形數陣 ࡼሺ, ሻ 
 

  對 ሺݔଵ + ଶݔ + ଷሻ 的展開，也是將每一項用點來表示，並將展開看作成三個方向，相鄰ݔ
方向的夾角為

° = °，為了符合左右對稱性，形狀是正三角形的呈現，並且每一點都賦
予三項展開式的係數，並將排成的數陣稱為三邊形數陣，記為 ࡼሺ, ,ሺࡼ ሻ，以 ሻ為例如圖 3。 
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                圖 3. 建構ᶱ項定理 ሺ� + � + �ሻ 的ᶱ邊形數陣 ࡼሺ, ሻ 
 

  (二) 三邊形數陣→三邊形疊圖 

  將ᶱ邊形數陣 ܲሺ͵, ݊ሻ 改變另一種幾何表現，重㕘敘述ㆸㆹ們要的形式烉 

  三邊形數陣中相鄰兩兩方向的夾角 ° 的三個方向，改為正三角形如圖 4與圖 5，就

形成一個大正三角形內有數個小正三角形，此圖形除了呈現三角形外，還有頂點，以 �(,,) 
表示，每個頂點對應三項定理展開項 ݔଵభݔଶమݔଷయ (如：頂點 �ሺ,,ሻ 表示對應三項定理展開項��� )，此幾何圖形稱為三邊形疊圖，記為 ࡳሺ,  。ሻ
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Ȝ例ȝᶱ邊形數陣→ᶱ邊形疊圖說明如圖 4冯圖 5 
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1 1
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                   圖 4. ᶱ邊形數陣 ܲሺ͵,ͳሻ→ᶱ邊形疊圖 ܩሺ͵,ͳሻ                
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 ሺ͵,ʹሻܩ 邊形      圖 5. ᶱ邊形數陣 ܲሺ͵,ʹሻ → ᶱ邊形疊圖 個方向改為㬋      
Ȝ性質 1ȝᶱ邊形疊圖 ܩሺ͵, ݊ሻ形狀是㬋大三角形且其內有ܪ−ଵଷ 個㬋小三角形組ㆸ，同時㬋小
三角形個數等於 ܩሺ͵, ݊ − ͳሻ的頂點數(含邊ᶲ及ℏ點)ˤ 

Ȝ說明ȝ觀察ᶱ邊形疊圖ܩሺ͵,ͳሻ → ܩሺ͵,ʹሻ → ܩሺ͵,͵ሻ的建構方式如圖 6，⎗知ᶱ邊形疊圖 ܩሺ͵, ݊ − ͳሻ中所有頂點(含邊ᶲ及ℏ點)沿著ᶱ個方向展開產生ᶱ邊形疊圖 ܩሺ͵, ݊ሻ ，因㬌其ℏ
部有ܪ−ଵଷ 個小㬋ᶱ角形等於ܩሺ͵, ݊ − ͳሻ的頂點數(含邊ᶲ及ℏ點)ˤ 
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               圖 6. ᶱ邊形疊圖ܩሺ͵,ͳሻ ሺ͵,ʹሻ ܩ   ሺ͵,͵ሻ的建構ܩ 

  (三) 三邊形疊圖→三邊形簡圖 

在ሺݔଵ + ଶݔ + ,͵ሺܩ ଷሻ展開式所對應的三邊形疊圖ݔ ݊ሻ中，ㆹ們發現只要考慮三邊作  等
分點(分別作出 1等分點、2等分點、…、 − 等分點)，如圖 7.作連線後再作 − 等分點，
可得到所有頂點對應三項定理展開項，因此疊圖簡化了，稱此圖形為三邊形簡圖，記為ࡳ′ሺ,  。ሻ
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圖 7. ᶱ邊形疊圖 ܩ′ሺ͵, ݊ሻ  
Ȝ性質 2ȝ在ᶱ邊形簡圖 ࡳ′ሺ, ሻ如圖 7，則(1)單變數項落在黑色頂點ᶲ如圖 7ˤ 

(2)二變數項落在ᶱ邊的  等↮點ᶲ，就是如圖 6的藍色點ˤ 

(3)ᶱ變數項落在所有ℏ點ᶲ，就是如圖 7的紅色點ˤ 

  (四) 三邊形簡圖→三角錐 

  ᶱ項定理 ሺ� + � + �ሻ  的幾何圖形是否有在ᶱ維空間的圖形呢？ 

  先考察二項式定理的情形，從ሺ� + �ሻ到ሺ� + �ሻ的展開係數如圖 8，方便推廣我們

看成為一平面，並且把每一項用頂點表示，記為�(,)，ж表其頂點對應二項定理展開項 ��，此圖由線段組成，同冪次項用橫線段表示如圖 9，視其為在三維空間的角錐側面。 
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(3,2)V (3,2)V


(3,3)V
 

 圖 8. 二項定理中ሺ� + �ሻ到ሺ� + �ሻ的展開係數  圖 9. 在ᶱ維空間的角錐側面 

  底ᶳ就來建構ᶱ項定理在ᶱ維空間的幾何表現ˤ 

  因為三項定理 ሺ� + � + �ሻ 展開項比二項定理多了一個變數  �，所以會有三個角錐
側面分別為��, ��, ��，並且底面為三邊形簡圖 ܩ′ሺ͵, ݊ሻ就構成了三角錐如圖 10，為了

方便起見把每一項用頂點表示，記為 �(,,)，ж表其頂點對應三項定理的展開項 ���，合起來成為三項定理在三維空間的表現，簡稱三角錐，記為 ࡳ′′ሺ,  。ሻ
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3
1 2 3( )x x x 

    

                     圖 10. ᶱ角錐 ࡳ′′ሺ, ሻ 
  (五) 三項定理的性質 

  ㆹ們⎗從建構幾何表現推出一些性質，底ᶳ是ㆹ們的結果ˤ 

  ㆹ們發現 ܲሺ͵, ݊ሻ 中係數⎗䓙 ܲሺ͵, ݊ − ͳሻ係數所構ㆸ，舉例說明如圖 11ʕ   
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(3,5)Pᶱ邊形數陣
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中ᶱ個數字相加

1

4 4

6 12 6

4 12 12 4

1 4 6 4 1



 

 

   

   
(3,4)P

1 4 1 4
0 1 1 1

2

0 4
0 0

2 4 2 4
0 2 2 2

3 4 3 4
0 3 3 3

4 4 4 4 4 4 4 4
0

3 4 3 4
1 3 2 3

4 4
2

4
1 2

4 1 4 4 44 3 4

C C

C C

C C C C

C

C C C C

C

C C

C

C C

C

CC C C C

C

C C C C



 









 





ᶱ邊形數陣


 

       圖 11. 三邊數 ࡼሺ, ሻ 由 ࡼሺ, ሻ建構而ㆸ 

 

Ȝ說明ȝ在ܲሺ͵,ͷሻ中如圖 11 

藍色係數ቀ , , ቁ等於在ܲሺ͵,Ͷሻ中藍色三角形三個數字和 

ቀ , , ቁ =  +  +  = ቀቁ ቀቁ + ቀቁ ቀቁ + ቀቁ ቀቁ 
紅色係數ቀ , , ቁ等於在ܲሺ͵,Ͷሻ中紅色三角形三個數字和 

ቀ , , ቁ =  +  +  = ቀቁ ቀቁ + ቀቁ ቀቁ + ቀቁ ቀቁ 
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因㬌猜測出Ȝ定理 3ȝ(推廣的巴斯卡等式) (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ − ͳ ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ) = ቀ ݊݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷቁ 
Ȝ證明ȝ用巴㕗卡等式 (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ − ͳ ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ) 
   = [(݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ − ͳ ) + (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ )] ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ)      

   = ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ) 
   = ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ [( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ) + ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ)]        = ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ቀ ݊݊ଶ + ݊ଷቁ        = ሺ݊ଶ + ݊ଷሻ!݊ଶ! ሺ݊ଶ + ݊ଷ − ݊ଶሻ! ∙ ݊!ሺ݊ଶ + ݊ଷሻ! ሺ݊ − ݊ଶ − ݊ଷሻ!        = ݊!݊ଵ! ݊ଶ! ݊ଷ!                                 █ 

Ȝ定理 4ȝ 

＝ ∑ � �
=+, ≥≤≤  

Ȝ證明ȝ 

方法 1烉Ẍ  ݔଵ = ଶݔ = ଷݔ = ͳ ẋ入ᶱ項展開式，得͵ = ∑ቀ ݊݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷቁˤ 

即是͵值為ᶱ項展開式的所有係數和，也等於ᶱ邊形數陣ࡼሺ,ሻ中所有點的數字和如圖 13ʕ

䓙定理 3得到ᶱ項展開式係數表示法，如 ݊ = ʹ 時如圖 12，因㬌 ͵ଶ = �ଶ� + �ଵଶ�ଵ + �ଵଶ�ଵଵ + �ଶଶ�ଶ + �ଶଶ�ଵଶ + �ଶଶ�ଶଶ 

推廣至 ݊ ，得͵值為ᶱ邊形數陣ࡼሺ,ሻ中所有點的數字和如圖 12，配合定理 3有 ͵ = �� + �ଵሺ�ଵ + �ଵଵሻ + �ଶሺ�ଶ + �ଵଶ + �ଶଶሻ + +ڮ �ሺ� + �ଵ +ڮ+ �−ଵ + �ሻ 
⎗改寫ㆸ 

 = ∑ � �
=+, ≥≤≤  
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圖 12. ᶱ邊形數陣ࡼሺ, ሻ                 圖 13. ᶱ邊形數陣ࡼሺ,ሻ 
方法 2烉改考慮 � � = ሺ! − !ሻ ! ∙ !ሺ − !ሻ ! = ሺ! − !ሻ ሺ − !ሻ  !
取݊ଵ = − ，݊ଶ =  − ，݊ଷ =  ，則

∑ � �
=+, ≥≤≤ =∑ቀ ݊݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷቁ = ͵                                           █ 

Ȝ定理 5ȝ 在㬋ᶱ角錐ࡳ′′ሺ,  ሻ中，ㆹ們有ᶳ面ᶱ個結果烉

(1)ᶱ個側面頂點對應展開項係數排列如圖 14中紅色截面，且排列數和為 12 1n  ˤ 

,ሺ′ࡳ (2) ሻ ⊂ ,ሺ′′ࡳ   ሻˤ

(3)平埴任何一面且忂過等↮點的ᶱ角形截面�，如圖 14中ᶱ個綠色截面，其截面右到左依序

用��࢙�࢚−࢙� , ��࢙�࢚−࢙� , ��࢙�࢚−࢙�表示，其中 ࢙ ∈ ,ࡺ ࢚ ∈ {, ,ڮ , 中，截�࢚−࢙�࢙其中截面��，{࢙
面ᶲ所有係數之和為 1

0

( 1) 2 1
n

n
i

i

i P n 


    ˤ 
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(0,2,0)V
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(0,0,3)V

(0,4,0)V (0,0,4)V

(0,0,4)V

O

(0,0,0)V

 

                              圖 14. 定理 5的圖形  
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Ȝ證明ȝ 

(1)觀察ᶱ角錐ᶱ側面頂點如圖 14中紅色截面䓙定義很易得證ˤ 

(2)如圖 14中四個藍色截面䓙定義得是ᶱ邊形簡圖 ࡳ′ሺ, ,͵ሺ′ܩሻ，即 ݊ሻ ⊂ ,͵ሺ′′ܩ  ݊ሻˤ 

(3)所指ᶱ角形截面就是��࢙�࢚−࢙� , ��࢙�࢚−࢙� , ��࢙�࢚−࢙�在圖 14中，↮別忂過頂點Vሺ,,ଵሻ, Vሺ,,ଶሻ, Vሺ,,ଷሻ綠色截面，特別地ᶱ角截面��࢙�࢚−࢙�ᶲ數字排列如ᶳ烉 
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Ẍ݊列所有係數之和S
0

( 1)
n

i
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i P


 ，則 ʹ� − � = ሺ݊ + ͳሻʹ+ଵ − ሺʹ + ʹଵ +ڮ+ ʹሻ = ሺ݊ + ͳሻʹ+ଵ − ሺʹ+ଵ − ͳሻ 
因㬌 1

0

( 1) 2 1
n

n
i

i

i P n 


    ˤ                          █ 

 

Ȝ性質 3ȝ在ᶱ角錐中，ᶱ角形截面ℏ頂點的係數均⎗䓙巴㕗卡ᶱ角形遵循規⼳而得ˤ 

Ȝ說明ȝㆹ們冱圖 15的紫色冯綠色二個ᶱ角形截面來說明ˤ 

     

11
3 3

4 4

6 6

    

1

2

6
 

圖 15. 取紫色截面冯綠色截面說明 
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Ȝ紫色截面上頂點係數的配置說明ȝ 
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取巴㕗卡ᶱ角形中紫色數字 
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乘ᶲ
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Ȝ藍色截面上頂點係數的配置說明ȝ 
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取巴㕗卡ᶱ角形 
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藍色截面ℏ
的頂點係數
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ᶲ述方法雖不包含ℐ部，但所有截痕系數皆⎗䓙巴㕗卡ᶱ角依循特定規⼳而得ˤ 

 

Ȝ性質 4ȝ在ᶱ角錐中，若 � 為過二頂點  �ሺ,,ሻ 冯  �ሺ,,ሻ  的直線，則當     , − ,−    同號時，�為射線ˤ−

 

Ȝ證明ȝ在ᶱ角錐中，若 � 為過二頂點  �ሺభ,మ,యሻ 冯  �ሺభ,మ,యሻ  的直線，則存在s>Ͳ 

使得 ሺ݊ଵ −݉ଵ, ݊ଶ −݉ଶ, ݊ଷ −݉ଷሻ = �利用等↮點概念⎗得到直線 � ᶲ頂點形如                             �ቀభ+భ−భ，ݏ ௧ ,   మ+మ−మ� ௧ ,   య+య−య� ௧ቁ ，其中 ݐ ∈ � 

因為每一個頂點都對應ᶱ項式定理的展開項，所ẍ ݊ଵ + ݊ଵ −݉ଵݏ ݐ  Ͳ ,   ݊ଶ + ݊ଶ −݉ଶݏ  ݐ Ͳ,   ݊ଷ + ݊ଷ −݉ଷݏ ݐ  Ͳ 

因㬌當 ݊ଵ −݉ଵ ,   ݊ଶ −݉ଶ, ݊ଷ −݉ଷ 同號時，�為射線ˤ 
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四、建構多項定理的幾何表現 

  (一) 多項定理展開式→邊形數陣 

°邊形數陣建構方式如三邊形數陣，只是將相鄰兩兩方向的夾角改為   ，為了符合左右
對稱性，形狀是正  邊形的呈現，並且每一點都賦予多項式係數，如此排成的數陣稱為邊
形數陣，記為ࡼሺ,ሻ，如圖 16中ࡼሺ, ሻ與ࡼሺ, ሻ。 

 

                圖 16.  四邊形數陣ࡼሺ, ሻ   五邊形數陣ࡼሺ, ሻ 
 

Ȝ性質 5ȝ 

(1)設�為質數，則ܲሺ�, ݊ሻ是左右對稱的，且每個點對應唯一展開項ˤ 

例如烉��� →˙再附ᶲ 6 烊���� →˙再附ᶲ 120ˤ 

(2)設�為合數，則ܲሺ�, ݊ሻ是左右對稱的，且部↮點會對應數個展開項( 忁種點稱為重疊點 )ˤ 

Ȝ說明ȝ 對ሺݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସሻଶ展開，並且將展開看作ㆸ四個方向，相鄰ℑℑ方向的夾角為ͻͲ°，觀察㬌四邊形數陣如圖ݔ 17，中心點會對應 2個展開項為 �� 冯 �� ，因㬌四邊形
數陣ࡼሺ, ሻ中，中心點的係數值要ℑ展開項相加為 4，稱㬌點為重疊點ˤ 

 

圖 17. ሺ� + � + � + �ሻ展開的四邊形數陣中重疊點圖示      █ 
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  (二) 邊形數陣→邊形疊圖 

°邊形疊圖建構方式如三邊形疊圖，但相鄰兩兩方向的夾角改為   的 個方向，有一個
大正 邊形內有數個小正 邊形，此圖形除了呈現正 邊形外，還有頂點，記為 �(,,,ڮ) ，
每個頂點對應  項定理展開項為 ݔଵభݔଶమ ∙ ڮ ∙ ଵݔೖ (如：頂點 �ሺଵ,,ଶ,ଷ,ହሻ 表示對應 ሺݔ + ଶݔ ଷݔ+ + ସݔ + ,ሺࡳ 邊形疊圖，記為ହହ )，此表現稱為ݔସଷݔଷଶݔଶݔଵଵݔ ହሻଵ++ଶ+ଷ+ହ  中展開項為ݔ ，ሻ
以五項定理ሺݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସݔ + ହሻଶ數陣、疊圖為例如圖ݔ 18。 
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(0,0,1,1,0)V

(0,0,0,2,0)V
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圖 18. 五邊形數陣 ܲሺͷ,ʹሻ   →  五邊形疊圖 ܩሺͷ,ʹሻ  . 

Ȝ建構五邊形疊圖ȝ現在就來從建構五邊形疊圖ܩሺͷ, ݊ሻ就是先給定大五邊形，䓙外至ℏ↮為
五層，在最外層將每邊↮割 ݊ 個等↮點黑色小㬋五邊形，而依序ℏ縮一個等↮長，放入等↮
長為邊長的小㬋五邊形，䓙外至ℏ是橘色ˣ綠色ˣ藍色冯紅色的小㬋五邊形，並將小㬋五邊

形頂點(含邊ᶲ及ℏ點)  �ሺభ,మ,య,ర,ఱሻ 找到，ẍ建構五邊形疊圖ܩሺͷ,ሻ為例如圖 19-1~19-5，同

理就⎗建構出十一邊形疊圖ܩሺͳͳ,͵ሻ 如圖 20，如㬌類推即⎗建構出所有的五邊形疊圖ܩሺ�, ݊ሻʕ  

 

圖 19-1.建構五邊形疊圖ܩሺͷ,ሻ䓙外而ℏ第一層 圖 19-2.建構五邊形疊圖ܩሺͷ,ሻ再增加第二層 
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圖 19-3. 建構五邊形疊圖ܩሺͷ,ሻ再增加第ᶱ層 圖 19-4.建構五邊形疊圖ܩሺͷ,ሻ再增加第四層 

 

圖 19-5. 建構五邊形疊圖ܩሺͷ,ሻ   圖 20. 作法同圖 18就⎗建構出五邊形疊圖 ܩሺͳͳ,͵ሻ 
Ȝ性質 6ȝ� 邊形疊圖ܩሺ�, ݊ሻ形狀是㬋大 � 邊形，並且其內有ܪ−ଵ 個小㬋�邊形組ㆸ，同時小
㬋�邊形個數等於ܩሺ�, ݊ − ͳሻ的頂點數( 含邊ᶲ及ℏ點 )ˤ 

Ȝ說明ȝ邊形疊圖建構方式⎗推至有 ܪk 個頂點 �ሺభ,మ,…,ೖሻ ，且ℏ部有 ܪ−ଵk  個小㬋 � 邊形，
使得所有頂點(含邊ᶲ及ℏ點)一一對應，說明表 1ˤ 

表 1. 性質 6的說明 ݊ ܩሺ�, ݊ሻ頂點數 
,�ሺܩ ݊ሻ內小㬋�
邊形個數 

說明 ͳ ܪଵ ͳ 

,�ሺܩ ݊ሻ內小㬋�邊形個數相
當等於ܩሺ�, ݊ − ͳሻ的頂點數  ʕ

݊ ڭ ڭ ڭ ଶܪ ଷܪ ͵ ଵܪ ଶܪ ʹ − ͳ ܪ−ଵ −ଶܪ  −ଵܪ ܪ ݊   
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  (三) 邊形疊圖→邊形簡圖 

邊形簡圖建構方式延續等分點概念，考慮ሺ�   + � +ڮ+ −� + �௧ೖሻ兩頂點連線段上的等分點，注意到兩頂點必存在,ڮ,௦ೖሻ與�ሺ௧భ,௧మ,ڮ,௧ೖሻ，因為兩點可得一線所以我們利用Ȝ等分點法ȝ求得�ሺ௦భ,௦మ,ڮ,௦ೖሻ與�ሺ௧భ,௧మ,ڮ,之中的兩個頂點�ሺ௦భ,௦మሻ� = ሺ࢙ − ,࢚ ࢙ − ,࢚ ڮ , ࢙ − ，ሻ࢚
再將兩頂點的連線段�等分，則可得� − 個等分點，而� − 個等分點即為所求，用Ȝ等分點
法ȝ可得到所有邊形疊圖中頂點所對應項定理展開項，因為利用Ȝ等分點法ȝ使疊圖簡化
了，所以我們稱此圖為  邊形簡圖，記為ࡳ′ሺ, 邊形簡圖的特性烉⎗快速找到頂點冯對應的展開項(含係數)，圖 。ሻ 21→圖 22為簡⊾ࡳሺ, ሻˤ 







   




 
 

(3,0,0,0,0)V

(0,3,0,0,0)V
(0,0,0,0,3)V

(0,0,3,0,0)V (0,0,0,3,0)V


 


 



 

 

  
 

圖 21. 五邊形疊圖 ࡳሺ, ሻ到五邊形簡圖 ࡳ′ሺ, ሻ 

 

                               圖 22. 五邊形簡圖 ܩ′ሺͷ,ͷሻ  
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Ȝ性質 7ȝ邊形簡圖中頂點 �(,,,ڮ) 對應 項定理的展開項ݔଵభݔଶమ ∙ ڮ ∙  ೖˤݔ

 

Ȝ說明ȝ配合求頂點法就⎗ẍ完ㆸ  邊形簡圖 ܩ′ሺ�, ݊ሻ，同時⎗找到 ℎ 變數項的頂點位置
(ͳ  ℎ  �)，說明如表 2ˤ 

 

表 2. 簡圖ࡳ′ሺ,  ሻ中求頂點法說明

變數項 說  明 ࢎ變數項的項數 ࡺሺ,  ሻࢎ
單變數項 大㬋�邊形的頂點 ݊ = �ଵܪ−ଵଵ  

二變數項 大㬋�邊形的邊冯對角線ᶲ的݊等↮點 
共有邊冯對角線個數等↮點個
數等於�ଶܪ−ଶଶ 項ˤ 

ᶱ變數項 

任ᶱ個頂點的ܩሺ͵, ݊ሻ的ℏ點，也發現ᶱ變
數項產生於ℏ縮一個等↮長㬋�邊形的ℏ
點ˤ 

共有ܩሺ͵, ݊ሻ個數每個ܩሺ͵, ݊ሻ的
ℏ點數等於�ଷܪ−ଷଷ 項ˤ 

四變數項 
四變數項產生於ℏ縮二個等↮長圖形的ℏ

點ˤ 

共有ܩሺͶ, ݊ሻ個數每個ܩሺͶ, ݊ሻ的
ℏ點數等於�ସܪ−ସସ 項ˤ 

五變數項 
五變數項產生於ℏ縮ᶱ個等↮長圖形的ℏ

點ˤ 

共有ܩሺͷ, ݊ሻ個數每個ܩሺͷ, ݊ሻ的
ℏ點數等於�ହܪ−ହହ 項ˤ  ڭ ڭ ڭ變數項 

�變數項產生於ℏ縮� − ʹ個等↮長圖形的
ℏ點ˤ 

共有ܩሺ�, ݊ሻ個數每個ܩሺ�, ݊ሻ的
ℏ點數等於�ܪ−k 項ˤ 

 

現在要證明 項定理中不同類項ࡴ = ,ሺࡺ 等於變數項項數−+� −ଵଶܪሻ總和，即 �ଵࢎ + �ଶܪ−ଶଶ + �ଷܪ−ଷଶ +ڮ+ �ܪ−ଶ = �ଵ�−ଵ−ଵ + �ଶ�−ଶ−ଵ +ڮ+ ��−−ଵ = �+−ଵ   █ 

 

Ȝ定理 6ȝ�ࡴ− +ڮ+ −ࡴ� = �ଵ�−ଵ−ଵ +ڮ+ ��−−ଵ = �+−ଵ =  ࡴ
 

Ȝ證明ȝ 

因為ሺݔ + ݔሻሺݕ + 的係數為(�ଵ�−ଵ−ଵݕ−ଵݔሻ−ଵ的展開中ݕ +ڮ+ ��−−ଵ) 
而ሺݔ + 的係數為�+−ଵ，於是⎗發現 �ଵ�−ଵ−ଵݕ−ଵݔ，ሻ+−ଵ的展開中ݕ +ڮ+ ��−−ଵ = �+−ଵ                                                       █ 
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  (四) 邊形簡圖→正 角錐 

  底ᶳ就來建構項定理在ᶱ維空間的幾何表現ˤ 

  正角錐建構方式如三角錐，因為項定理展開項共有個變數，所以會有個側面，並逐
一放入簡圖直到底面為邊形簡圖ܩ′ሺ�, ݊ሻ就構成了角錐如圖 23，為了方便此圖形把每一項

用頂點表示，記為�(,,,ڮ)，且對應  項定理展開項為 ݔଵభݔଶమ ∙ ڮ ∙ ೖ，再з圖中最左邊ݔ
之線段為�之變換，並依序逆時針為�, �, �, �的變換，即紫為�之變換，綠、橘、藍、虛
依序為�, �, �, �的變換，合起來成為項定理在三維空間的表現，簡稱角錐，記為 ࡳ′′ሺ,  。ሻ

0
1 2 3 4 5( )x x x x x   

1
1 2 3 4 5( )x x x x x   

2
1 2 3 4 5( )x x x x x   

3
1 2 3 4 5( )x x x x x   

 

圖 23. 㬋五角錐 ࡳ′′ሺ, ሻ 
Ȝ性質 8ȝ �角錐ℏ頂點所ㆸ的線段冯截面⎗找到 �項定理展開式ˤ 

Ȝ說明ȝ如圖 23中黃色冯紅色線段↮別對應 �項定理展開式為，並且藍色冯紫色截面↮別對
應 �項定理展開式為ˤ 

0
1 2 3 4 5( )x x x x x   

1
1 2 3 4 5( )x x x x x   

2
1 2 3 4 5( )x x x x x   

3
1 2 3 4 5( )x x x x x   

4
1 2 3 4 5( )x x x x x   

 

              圖 24. 黃色冯紅色線段ˣ藍色冯紫色截面⎗找到 項定理展開式 
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黃色線段烉�−�−�，其中 = , ,  

紅色線段烉�−�−��，其中 = ,  

藍色截面烉ሺ� + �ሻሺ� + �ሻ，其中 = , ,ڮ ,  −  

紫色截面烉ሺ� + �ሻ+ሺ� + �ሻ，其中 = , ,ڮ , −  

  (五) 多項定理的性質 

  ㆹ們⎗從建構幾何表現推出一些性質，底ᶳ是ㆹ們的結果ˤ 

Ȝ定理 7ȝ (推廣巴斯卡等式) 

 ቀ ݊݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ, ڮ , ݊ቁ 

= (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ − ͳ ) (݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ )ڮ( ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵ − ͳ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ) 

 +(݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ ) (݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ )ڮ( ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵ − ͳ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ) 

+ڮ+  ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ቀ݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ݊ଶ + ݊ଷ ቁڮ(݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵ ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ)  

 +ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ቀ݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ݊ଶ + ݊ଷ ቁڮቀ ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊) 

 

Ȝ證明ȝㆹ們利用數學歸納法證明，當 � = ʹ 時就是巴㕗卡等式，顯然ㆸ立，並且從定理 3

得當 � = ͵ 時亦ㆸ立，現在假設 � − ͳ 項式等式ㆸ立，則ẍᶳ證明 � 項式等式也ㆸ立ˤ 

 

 (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ − ͳ ) (݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ )ڮ( ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵ − ͳ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ) 

 +(݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ ) (݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ − ͳ )ڮ( ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵ − ͳ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ) 

+ڮ+  ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ቀ݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ݊ଶ + ݊ଷ ቁڮ(݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵ ) ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ)  

 +ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ቀ݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ݊ଶ + ݊ଷ ቁڮቀ ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊) 
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= ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ) ∙ ( 
  (݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ − ͳ )ڮ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ)+(݊ଶ + ݊ଷ − ͳ݊ଶ )ڮ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ)+ڮ+ ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁڮ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ)) 

  
⏟                              

利用� − ͳ項式等式
 

 +ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁ ቀ݊ଶ + ݊ଷ + ݊ସ݊ଶ + ݊ଷ ቁڮቀ ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵቁ ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊) 

= ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁڮቀ ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊−ଵቁ [( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ − ͳ) + ( ݊ − ͳ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊)] = ቀ݊ଶ + ݊ଷ݊ଶ ቁڮቀ ݊݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ቁ 

= ሺ݊ଶ + ݊ଷሻ!݊ଶ! ݊ଷ! ∙ ڮ ∙ ݊!ሺ݊ଶ + ݊ଷ +ڮ+ ݊ሻ! ݊ଵ! = ݊!݊ଵ!݊ڮڮ! 
Ȝ定理 8ȝ  

 = ∑ � �� ∙ ڮ ∙ −−�
=−+ڮ+   , ≥−≤ڮ≤≤  ,其中   

Ȝ證明ȝ 

方法 1烉Ẍ ݔଵ = ଶݔ = ڮ = ݔ = ͳ ẋ入�項展開式，得� = ∑ቀ ݊݊ଵ, ڮ , ݊ቁˤ 

現在要證明第二個等式，從 項式定理的 邊形數陣建構⎗知，  邊形數陣所有係數和即是�
如圖 25的例子，本文⎗用有序性組合數形式表示所有係數如圖 26的例子ˤ 

 

圖 25.  3,4,5 邊形數陣所有係數和 
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              圖 26. 數陣ࡼሺ, ,ሺࡼሻˣ,ሺࡼሻˣ  ሻ 有序性組合數形式表示所有係數

因㬌有序性組合數和形式⎗寫ㆸ 

 = ∑ � �� ∙ ڮ ∙ −−�
=−+ڮ+   , ≥−≤ڮ≤≤  ,其中  

 

 

方法 2烉改考慮 � ∙ ڮ ∙ −−� = ሺ! − !ሻ ! ∙ ڮ ∙ −!ሺ− − !ሻ− !− = ሺ! − !ሻ ∙ ڮ ∙ ) − !(+ ∙ ڮ ∙  !−
其中     −  

取݊ଵ = − ，݊ଶ =  − ，…，݊ = − − ，݊− =  ，則−

∑ � �� ∙ ڮ ∙ −−�
=−+ڮ+   , ≥−≤ڮ≤≤ =∑ቀ ݊݊ଵ, ڮ , ݊ቁ =  █                    

 

Ȝ定理 9ȝ(多項展開式係數性質) 

(1)當 < �時 

 −�∑= ሺ − ሻ
= ሺ−ሻሺ+ሻ 

(2)當   時

 ∑�− ሺ − ሻ
= ሺ−ሻሺ+ሻ 
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Ȝ證明ȝ䓙定理 8得  � =  邊形數陣所有係數和，也就是考慮每個 ℎ 變數的係數和ˤ 

(1)當 ݊ < �時，ẍ� 項式定理展開項不會有�變數項，所ẍ�是在ࢎ   − ᶳ ℎ 變數項的係
數和，另外幾何建構得�變數項會在� 邊形產生，因㬌利用排容原理得  = ) − 變數項係數和) −  ) − 變數項係數和) + +ڮ ሺ−ሻሺ+ሻ( −  (變數項係數和

現在來求 = (變數項係數和) − +ڮ (變數項係數和)  = CସହͶସ − Cଷହ͵ସ + Cଶହʹସ − Cଵହͳସ + CହͲସ = ʹͷ 

四變數項有 
5
4C 個

ᶱ變數項有 
5
3C 個

二變數項有 
5
2C 個

單變數項有 
5
1C 個

 

因㬌 

 −�∑= ሺ − ሻ
= ሺ−ሻሺ+ሻ 

(2)當݊  �時，� 項式定理展開項會多了有 �變數項，因㬌 

 ∑�− ሺ − ሻ
= ሺ−ሻሺ+ሻ                                                        █ 

  (六) 項點分析 

  �項式定理的疊圖ܩሺ�, ݊ሻ各頂點↮ⶫ微妙的呈現了對稱關係，為了更清楚↮ⶫ程度於是用
圓來↯割↮層觀察各頂點的↮ⶫ情形，定義邊形疊圖ࡳሺ, 邊形依序作外接圓ሻ中，只取大
如紅色圓、相鄰二頂點做中點作圓如藍色圓，接著間隔不相鄰二頂點做中點作圓如綠色圓是

間隔一個頂點與紫色圓是間隔二個頂點…等等直到無法畫圓如圖 27，同時由外而內的分成ቒቓ
層的圓環(ቒቓ是上高斯符號)，如圖 27五邊形疊圖ࡳሺ,ሻ作圓分割可分成三層(紅色圓至藍色

圓區域為第 1層的圓環、藍色圓至綠色圓區域為第 2層的圓環且綠色圓內為第 3層的圓環)，

依同樣方法疊圖ࡳሺૠ,ሻ作圓分割可分成四層為例如圖 27。 
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     圖 27. 五邊形疊圖ࡳሺ,  ሻ作圓↮割↮ㆸ四層,ሺૠࡳሻ作圓↮割↮ㆸᶱ層冯七邊形疊圖

 

Ȝ推論ȝ在邊形疊圖ࡳሺ,  ሻ作圓↮割ㆸ層，得到當第ቒଶቓ層的頂點↮ⶫ最稠密ˤ

 

Ȝ證明ȝ德過 Visual Basic電腦繪圖得到當݊足夠大時，第ቒଶቓ層的ܩሺ�, ݊ሻ中頂點↮ⶫ最稠密，
如圖 28中 ܩሺͳͳ,͵ሻ~ܩሺͳͳ,ሻ的頂點↮ⶫ，⎗看到當݊越大時，最ℏ圈頂點↮ⶫ是最稠密ˤ█ 

(11,3)G (11,4)G (11,5)G (11,6)G

                          圖 28. ࡳሺ, ሻ~ࡳሺ, ሻ的頂點↮ⶫ 

 

Ȝ性質 7ȝ(邊形疊圖的頂點向量式) 

在坐標平面ᶲ，ܱ為原點，設�భ,మ,య,ڮ,ೖሺݔ, ,�ሺܩ邊形疊圖ሻ為ݕ ݊ሻ的頂點坐標，若 � 為疊圖ܩሺ�, ݊ሻ中大㬋邊形的外接圓半徑，則 

存在 � 個方向的單位向量 �ଵ⃑⃑  ⃑, �ଶ⃑⃑  ⃑, ڮ , �⃑⃑⃑⃑  ，滿足 ܱ�భ,మ,య,ڮ,ೖ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ݊ଵ�ଵ⃑⃑  ⃑ + ݊ଶ�ଶ⃑⃑  ⃑ + +ڮ ݊�⃑⃑⃑⃑  ，且 

�భ,మ,య,ڮ,ೖሺݔ, ሻݕ = ߙ∑ݎ݊) ݏ� ሺʹ� − ʹሻ��
=ଵ , ݎ݊ ߙ∑ ݊�ݏ ሺʹ� − ʹሻ��

=ଵ )其中 ݎ = ݊ʹ �ݏ� �� 
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圖 29.求外接圓半徑       圖 30. 五邊形疊圖 (5,3)G 中五個單位向量 

Ȝ說明ȝ如圖 29中紅色的圓半徑為 ݎ，且不難推導出 � = ଶ �ݏ� � ˤ 

  在坐標平面 ，ɸܱ 為原點，取 � 個向量 ܱ�,,,ڮ,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   , … , ܱ �,,,ڮ,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑的單位向量為�ଵ⃑⃑  ⃑, �ଶ⃑⃑  ⃑, ڮ , �⃑⃑⃑⃑ ，
並且設 � 個單位向量坐標為�ଵ⃑⃑  ⃑ = ቀr c�s Ͳ , r si� Ͳቁ ڮ, , �⃑⃑⃑⃑ = ቀr c�s ሺଶ−ଶሻ� , r si� ሺଶ−ଶሻ� ቁˤ 

五邊形疊圖ࡳሺ, ሻ其五個單位向量  �ଵ⃑⃑  ⃑ = ቀrଷ c�s Ͳ , rଷ si� Ͳቁ ڮ, , �ହ⃑⃑  ⃑ = ቀrଷ c�s 8�ହ , rଷ si� 8�ହ ቁ， 

如ᶲ圖 30中綠色向量ˤ 

Ȝ例 1ȝሺݔଵ +ڮ+ ଵߙሺͷ,͵ሻ的頂點�,ଷ,,,，因㬌換ㆸ向量就相當於是取ܩଶଷ為ݔ ଶଷݔହሻ之中的ݔ = ଷߙ = ସߙ = ହߙ = Ͳ, ଶߙ = ͵，
則 ܱ�,ଷ,,,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ͵�ଶ⃑⃑  ⃑ = ቀଷభଷ c�s ଶπହ , ଷభଷ si� ଶπହ ቁ = ቀݎଵ c�s ଶπହ , ଵݎ si� ଶπହ ቁ 如圖 30ˤ 

Ȝ例 2ȝሺݔଵ +ڮ+ ଵߙሺͷ,͵ሻ的頂點�,ଶ,,ଵ,，因㬌換ㆸ向量就相當於是取ܩସ為ݔଶଶݔ ସݔଶଶݔହሻ之中的ݔ = ଷߙ = ହߙ = Ͳ, ଶߙ = ସߙ,ʹ = ͳ，則  ܱ�,ଶ,,ଵ,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ʹ�ଶ⃑⃑  ⃑ + �ସ⃑⃑  ⃑ = ቀଶభଷ c�s ଶπହ , ଶభଷ si� ଶπହ ቁ + ቀభଷ c�s πk , భଷ si� πk ቁ =ቀଶభଷ c�s ଶπହ + భଷ c�s πk , ଶభଷ si� ଶπହ + భଷ si� πk ቁ如圖 30 

䓙㬌⎗見依照頂點向量式同理⎗推導出在邊形疊圖每個中的頂點ʕ           █ 

Ȝ定理 10ȝ當  為質數，在邊形疊圖中不會產生重疊點，當  為合數，就會產生重疊點  ʕ

Ȝ證明ȝ依照頂點向量式可找到�భ,మ,య,ڮ,ೖሺݔ, ሻ，若疊圖中產生重疊點，則存在存在�個方ݕ
向的單位向量 �ଵ⃑⃑  ⃑, �ଶ⃑⃑  ⃑, ڮ , �⃑⃑⃑⃑  使得 
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��⃑⃑ ߙ∑
=ଵ ��⃑⃑ ߚ∑=

=ଵ ，其中ߙ, ߚ ∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,ڮ , ݊} 
䓙 ∑ߙ

=ଵ ߚ∑=
=ଵ = ݊⎗推得∑ሺߙ − ሻ��⃑⃑ ߚ

=ଵ = Ͳ⃑  
因為�為質數，而單位向量位在單位圓↮ㆸ�等↮且相距夾角為ଶ�ᶲ，所ẍ僅有ߙ =  時ߚ

∑ሺߙ − ሻ��⃑⃑ ߚ
=ଵ = Ͳ⃑ 式才能恆ㆸ立 

因㬌在邊形疊圖中不會產生重疊點ʕ                        █ 

 

然而，當  為合數，在邊形疊圖中會產生重疊點，如ᶳ說明烉 

 

紅色頂點⎗䓙ℑ個或ᶱ個非零向量ܱ�భ,మ,య,ڮ,ೖ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ͷ�ଵ⃑⃑  ⃑ + �ଷ⃑⃑  ⃑ ܱ�భ,మ,య,ڮ,ೖ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = ͵�ଵ⃑⃑  ⃑ + ʹ�ଶ⃑⃑  ⃑ + �⃑⃑  ⃑ 
而得，對應展開項為�ହଵ冯�ଷଶଵˤ 

 

Ȝ定理 11ȝ設的質因數↮解為࢚ ∙ ࢚ ∙ ڮ ∙  有ẍᶳ個結果，࢚

(1)當滿足 =  +  +ڮ+ 邊形簡圖必有一頂點在中心，本文稱為，的等式時
中心點，其中, , ڮ ,  ∈ ࡺ ∪ {} , , , ڮ ,  ∈ 且，ࡼ <  < ڮ <  ˤ

(2)當取為  中大於 1的因數時，㬌時邊形簡圖的中心點為重疊點ˤ 

(3)考慮 角錐ܩ′′ሺ�, ݊ሻ中，若中心點ࡻ′滿足(2)且為  中最小因數時，則存在一個ẍ頂點ࡻ′唯
一的相似 角錐ܩ′′ሺ�, ݊ሻ，使得錐ℏ所有頂點都是重疊點ˤ 
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Ȝ說明ȝ(1) 當݊ = 時，䓙݊��ݍ = + ⃑⃑⃑⃑⃑⃑��ೖ��ݍ + ⃑⃑⃑⃑⃑⃑��మೖ��ݍ +ڮ ⃑⃑��ೖ����ݍ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑的情形，能滿足݊ = 有中��ݍ
心點，因㬌當݊ = ∑ �=ଵ��ݍ 時，必有情形能滿足㬌等式有中心點ˤ(2)(3)䓙定理 10冯幾何表

現就很顯然得證，說明如圖 30中，ℕ邊形簡圖ܩ′ሺ,ʹሻ的頂點ܱ′為中心點也是重疊點，對應展
開項有ᶱ個為ݔଵݔସˣݔଶݔହ冯ݔଷݔ，同時也得到ẍ頂點ܱ′的藍色ℕ角錐ℏ頂點皆為重疊點，其
角錐對應 �項定理展開式為ሺݔଵݔସ + ହݔଶݔ + ଵݔሻሺݔଷݔ +ڮ+ 角錐中要找到相ሻ−ଶˤ然而在ݔ
似的角錐有無限多個，但僅有藍色ℕ角錐ℏ頂點皆為重疊點，而如圖 31中綠色ℕ角錐冯紅

色ℕ角錐ℏ頂點不ℐ為重疊點，其ℑ角錐對應 �項定理式展開式↮別為ݔଶݔሺݔଵ +ڮ+ ሻ−ଶݔ
冯ݔଷݔସݔହሺݔଵ +ڮ+  ሻ−ଷˤݔ

'O"O

'''O

(4,0,0,0,0,0)V

(0,4,0,0,0,0)V
(0,0,4,0,0,0)V

(0,0,0,4,0,0)V

(0,0,0,0,4,0)V(0,0,0,0,0,4)V

4
1 2 6( )x x x  

3
1 2 6( )x x x  

2
1 2 6( )x x x  

1
1 2 6( )x x x  

0
1 2 6( )x x x  

 

圖 31. 藍色ˣ綠色冯紅色ℕ角錐 

 (七) 特化數陣 

  我們發現：得到向量的結果後更進一步的說明了改變向量之方向並不影響等分點之結論，

也就是說我們得以任意改變向量之方向，現在ㆹ們重㕘敘述 � = Ͷ , ͺ 之數陣ˤ 

  ㆹ們先敘述� = Ͷ的情況，將 4視為 2×2得到的結果如圖 30，記作ܲ′ሺͶ, ݊ሻ 
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圖 32.特⊾⼴的四邊形數陣 

Ȝ定理 12ȝ(性質一與性質二) 

Ȝ證明ȝ 

性質一烉 �� + �+ଵ � + ��+ଵ + �+ଵ �+ଵ = �+ଵ+ଵ�+ଵ+ଵ 
䓙數陣的擴張及合併的結果能得ᶲ式，現在用巴㕗卡等式來證明 �� + �+ଵ � + ��+ଵ + �+ଵ �+ଵ = �� + �+ଵ � + ��+ଵ + �+ଵ �+ଵ  = �ሺ� + �+ଵ ሻ + �+ଵ ሺ� + �+ଵ ሻ = ሺ� + �+ଵ ሻ(� + �+ଵ ) = �+ଵ+ଵ�+ଵ+ଵ 
性質二烉 

∑ (��)(�− �− )
= ,= = �ଶ�ଶ 

䓙數陣的擴張及合併的結果能得ᶲ式，現在用二項定理來證明 

將烉�視為ሺͳ + 之係數ˣ�−ݔሻ中ݔ 視為ሺͳ +  −之係數ݔሻ中ݔ

  �視為ሺͳ + 之係數ˣ�−ݕሻ中ݕ 視為ሺͳ +  −之係數ݕሻ中ݕ

  �ଶ視為ሺͳ + 之係數ˣ�ଶ視為ሺͳݔሻଶ中ݔ +  之係數，則烉ݕሻଶ中ݕ

∑ �ݔ × �− −ݔ × �ݕ × �− −ݕ
= ,= = �ଶݔ × �ଶݕ 
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現再將ݔ = ݕ = ͳ帶入，又因為�� = �− �− ，得到 

∑ (��)(�− �− )
= ,= = ∑ (��)ଶ

= ,= = �ଶ�ଶ                             █ 

  現在ㆹ們敘述� = ͺ的情況，將 8視為 2×2×2得到的結果如圖 32，記作ܲ′ሺͺ, ݊ሻ 

 

圖 33.特⊾⼴的ℓ邊形數陣──㬋立方體 

Ȝ定理 13ȝ䓙數陣的擴張及合併的結果能得到ᶳ列的ℑ個結果烉 ��� + �+ଵ �� + ��+ଵ � + ���+ଵ + �+ଵ �+ଵ � + ��+ଵ �+ଵ + �+ଵ ��+ଵ + �+ଵ �+ଵ �+ଵ = �+ଵ+ଵ�+ଵ+ଵ�+ଵ+ଵ 
∑ (���)(�− �− �− )

= ,=,= = �ଶ�ଶ�ଶ 

Ȝ證明ȝ類似Ȝ定理 12ȝ一用巴斯卡等式證明，二用二項定理證明 
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Ȝ推論ȝ由Ȝ定理 12ȝ及Ȝ定理 13ȝ推論出下列兩結果： 

∑ ∑ �భ�మڮ�ೕభ,మ,ڮ,ೕ其中個+ଵ

= = �భ+ଵ+ଵ�మ+ଵ+ଵڮ�ೕ+ଵ+ଵ 
∑ ቀ�భ�మڮ�ೕቁ ቀ�−భ �−మ −ೕ�ڮ ቁ

భ=మ=ڮ=ೕ= = �ଶ 
伍、研究結果 

一ˣ建構出 � 項式定理的四種幾何表現烉 

  �邊形數陣ܲሺ�, ݊ሻˣ�邊形疊圖ܩሺ�, ݊ሻˣ�邊形簡圖ܩ′ሺ�, ݊ሻˣ�角錐ܩ′′ሺ�, ݊ሻ，得到性質烉 

  (一)疊圖 ܩሺ�, ݊ሻ中小㬋�邊形個數等於ܩሺ�, ݊ − ͳሻ的頂點數，並且當 � 為質數，在�邊形
疊圖中不會產生重疊點ˤ  

  (二)從簡圖ܩ′ሺ�, ݊ሻ中，⎗更快速找到  項式定理展開項冯利用等↮點法找到展開項係數  ʕ

  (ᶱ)在ᶱ角錐中，ᶱ邊形截面ℏ頂點的係數均⎗䓙巴㕗卡ᶱ角形遵循規⼳而得ˤ 

  (四)�角錐ℏ頂點所ㆸ的線段冯截面⎗找到 �項定理展開式，並且存在一個ẍ頂點唯一的
相似 �角錐，使得錐ℏ所有頂點都是重疊點ˤ 

 

二ˣ證明 項式定理重要的性質烉 

  (一)推廣的巴㕗卡等式 (定理 3與定理 7 )  

  (二)ℎ 變數項的項數 ܰሺ݊, ℎሻ = ଵℎ [�ଵ−ሺℎ−ଵሻ ∙ ܰሺ݊ − ͳ, ℎ − ͳሻ + �ଵℎ ∙ ܰሺ݊ − ͳ, ℎሻ] 
  (ᶱ)不同類的項個數為 ܪ = �ଵܪ−ଵଶ +ڮ+ �ܪ−ଶ = �ଵ�−ଵ−ଵ +ڮ+ ��−−ଵ = �+−ଵ 
  (四)多項展開式係數為ቀ ݊݊ଵ, ڮ , ݊ቁ = �భ�మభ�యమ ∙ ڮ ∙ �ೖ−భೖ−మ 
  (五) = ∑ � �� ∙ ڮ ∙ =−+ڮ+   , ≥−≤ڮ≤≤−−�  ,其中   

  (ℕ)當 < �時， = ∑ −� ሺ − =ሻ ሺ−ሻሺ+ሻ 
當  ，時  ∑ −� ሺ − =ሻ ሺ−ሻሺ+ሻ 

  (七)用特⊾數陣的性質找出之定理 12冯定理 13ẍ及推論出的ℑ個結果 
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陸、結論與未來展望 

    本篇建構ˬ 多項式定理 的˭幾何表現，主要是㍉點ㆸ線，線ㆸ面，面ㆸ體的概念去建構，

希望能抽絲剝繭找出其中的規則冯性質，串起了ẋ數ᶳ的幾何描述，相互間密不⎗↮意義，

充份展現數冯形的完美搭配性，也呈現頂點冯邊微妙的幾何價值ˤ 

    多項定理的展開是複雜的，因為等↮點概念引進，讓多項展開式係數⎗容易試算出來， 

其次，本篇期盼能有更多的ẋ數的冯幾何的規⼳性質，在ˬ多項式定理˭ᶳ，埵生出幾何規

⼳的美，至於規⼳性冯延續性是ㆹ們未來努力的方向，相信必能有出乎意料的驚喜ˤ 
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Ȝ評語ȝ040414  

本作品利用探究多項式定理的展開式獲得一些疊圖與簡圖性

質是一有趣的切入點，作品中推導出一系列的組合數學公式，其中

定理九是有趣的結果，建議若能對所獲得的簡潔公式多加說明並賦

予主題，應可讓整個研究主題更完整與深入。 
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