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摘要 

 
望研究是想尋找並建立一個數學模式 來探討戓物之間 礙物數量,2 過率的關係的問題〓

べ們可嘲J每個袘方形看へ一個R單元 因為べ們都知 所病東西都可嘲分割へ最R單位〓

而且也病數學家曾說 當べ們做過越多次試驗 則べ們所得到的數值會更接近機率〓所嘲

如果病很多樣望 過袪方格 列 則べ們可嘲J袪數值看做 過率〓再由古晙機率的性質

べ們反轉先求出路徑的走法數〓 

而若べ們Q出 個摠式“ べ們可嘲運用在不只是路徑走法的へW率↓更能用在電子流動的

機率 更可嘲運用在抽象的濯物㎝ 像拏府的決策へW率等等〓 
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一↓ 前言 

(一) 研究動機 

之前在數學K題課程裡 聽到ﾘ學分享他的國中科展的題目 癲述如㎞  

在一個方 中 隨機的扨入地雷 當地雷數量 到多少時 可嘲找到一條路徑 使

得路徑㎝都病地雷〓べ們試圖P 題做了一點改變 在方 中 隨機置入給定數量

的 礙物 找出它 過 礙的捷徑走法之方法數,2沒病任何 礙物時的捷徑走法之

方法數之比值 べ們稱 個比值為 過率〓而當べ們J方 縮到無限R時 即是任

意戓點之間的 過率〓而要計算戓點之間的 過率 べ們必須要先求出 過率的分

子 即捷徑的走法數〓 

剛開始解 個問題時 解法需要列,4歸類的邏輯思考,2演譯猜想 初袽找到一

些規’性 “來想運用探究,2構想操作的77思 嘗試破解並找到 個問題的解答之

一般式〓 

(琢) 研究目的 

1. 試圖尋找問題解決,2數學探究的數學模式〓 

2. 探究在方格 列2 n 病 k個 礙物時之捷徑走法數的一般式〓 

3. 探究 k個 礙物在方格 列m n 捷徑走法數的一般式即 過率一般式〓 

4. 探究 k個 礙物在方體 列m n  捷徑走法數的一般式即 過率一般式〓 

琢↓ 研究方法或過程 

(一) ﾙ詞定義  

1. 方格 列m n ,2方體 列m n  之定義 前者為 由長 m個↓寬 n個袘方形所

組へ的長方形方格 列 “者為 由長 m個↓寬 n個↓高 的袘方體所組へ的

長方體方體 列〓 

2. 符號 f(m n,k) ,2 f(m n ,k)  之定義 m n 是指方格 列之大R↓k值唳表

礙物的個數〓 f(m n,k) 之值表示在方格 列m n 中隨機扨置 k個 礙物之所病

mn
kC 個扨法中 所病從76㎞到 右㎝之捷徑走法數之總和〓m n  是指方體
列之大R↓k值唳表 礙物的個數〓 f(m n ,k)  之值表示在方體 列m n  中
隨機扨置 k個 礙物之所病

mn
kC 個扨法中 所病從76㎞到 右㎝之捷徑走法數

之總和〓由定義 べ們可嘲知 m,n, 的調換不影響 f函數的值 也就是說 f

函數的一般是P m,n, 而言應是P稱的〓 
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3. 符號方格 ( , )p q ,2 S↓F之定義 方格 ( , )p q 是指位於方格 列m n 之由㎞而㎝第
p列(橫)î由76而右第 q行(直)交會所在的方格 而 S唳表最76㎞角的方格 F

唳表最右㎝角的方格〓 

4. 定義塡在方格m n 之某個方格愰的數 袪數唳表 礙物扨置在該方格中的捷徑

走法數〓例如 由圖一 べ們利用X法算出 礙物在方格(2,2)時的捷徑走法

數為 7 べ們就把 7塡在方格(2,2) 如㎞圖琢〓 

 

                 圖一                         圖琢 

5. 
( , )

( , )
( ,0)mn

k

f m n k
P m n k

C f m n

   î
( , )

( , )
( ,0)mn

k

f m n k
P m n k

C f m n

      前者 唳表在

m n 方格 列中 存在病 k個 礙物時 捷徑走法的 過率 “者 唳表在

m n  方體 列中 存在病 k個 礙物時 捷徑走法的 過率〓 

6. 定義C{m,n}îC{m,n, }  

前者唳表
2

1 1

(m+ n )!

(m )!(n )!


  在m n 方格 列中 病 1m 條向㎝路徑 病 1n 條

向右路徑 由不盡相異物排列摠式得之 ﾘ理 “者表示
3

1 1 ( 1)!

(m+ n )!

(m )!(n )!

 
   〓

晥中 ( ,0) { , }f m n C m n  ( ,0) { , , }f m n C m n    

7. 符號 ( ) /[ ]kf x x 之定義 符號 ( ) /[ ]kf x x 表示生へ函數 ( )f x 的 kx 項係數〓 

8. ⇒引理一⇔Vandermonde恆等式
0

k
a b a b
k k i k

i

C C C 
  

㎜↓ 探討 f(m n,k) ,2 ( , )P m n k 一般式 

(一)方格 列m n 中 1個 礙物的探究過程 

首先 べ們針P方格 列m n 中的m值分別依 m =2↓3↓4↓… 一探討方格 列
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m n 中 1個 礙物的捷徑走法數 ( 1)f m n, 的一般式  

1. 當 m=2時 

⇒進行探究⇔ 

過㎞圖㎜之輔助說明  

(1)若那個 礙物在方格(1,2) 則捷徑走法病(1,1)→(2,1)→(2,2)→(2,3)→…→(2,n)

只病一種 所嘲在方格(2,1)填入 1〓 

(2)若 礙物在方格(1,3) 則捷徑走法病(1,1)→(2,1)→(2,2)→(2,3)→…→(2,n)和

(1,1)→(1,2)→(2,2)→(2,3)→…→(2,n) 共戓種 所嘲在方格(1,3)填入 2〓 

(3)依袪類推 可推得 礙物在方格(1,i)的捷徑走法病 i-1 (i=1,2,3,…,n)種 故在方格

(1,i)中填入 i-1 (i=1,2,3,…,n)  

â因為從 S點到 F 點î F 點到 S點的捷徑走法晗P稱性  

可知第琢列的方格中捷徑走法數依序填入(n-1),(n-2),…,1,0〓 

因袪 べ們推得完へ方格 列2 n 中 1個 礙物的捷徑走法數為 

(2 1) 2[( 1) 2) ...1] ( 1)f n, = n +(n + = n n     

並整理へ結果中的引理琢〓 

  
               圖㎜                             圖四 

2. 當 m=3時 

發現當 n分別為奇數,2偶數時 礙物在中間第琢列的捷徑走法數會不一樣

所嘲べ們依袘整數 n之奇偶性 進行討論  

⇒進行探究⇔ 

過㎝圖四之輔助說明  

(1)若 礙物在方格(1,2) 則捷徑走法病(1,1)→(2,1)→…→(3, n) 病 1
nC 種 所嘲在方

格(1,2)填入 1
nC 若 礙物在方格(1,3) 可分為㎞列戓種走法  
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(a) (1,1)→(2,1)→…→(3, n) 捷徑走法病 1
nC 種 

(b)(1,1)→(1,2)→(2,2)…→(3, n) 捷徑走法病 1
1
nC  種 

所嘲在方格(1,3)填入 1
1 1
n nC + C  〓 

ﾘ理在 礙物在方格 (1, )i 中的捷徑走法病 1 2
1 1 1...n n n i+C + C + + C   (i=1,2,3,…,n)種〓 

故在方格 (1, )i 填入 1 2
1 1 1...n n n i+C + C + + C   (i=1,2,3,…,n)  

â因為從 S點到 F 點î F 點到 S點的P稱性 可知第㎜列的方格中捷徑走法數依序

填入 1 2
1 1 1...n nC + C + + C , …, 

1
11
 nn CC ,

nC1 〓 

(2)接㎞來討論 礙物在第琢列方格中之捷徑走法數  

若 礙物在方格(2,1)時 則捷徑走法為(1,1)→(1,2)→…→ (3, )n 共 2
nC 種  

若 礙物在方格(2,2)時 則捷徑可分為㎞列戓種走法  

(a) (1,1)→(2,1)→(3,1)→(3,2)→(3,3)→…→ (3, )n 捷徑走法病 2
2C 種 

(b) (1,1)→(1,2)→(1,3)→…→ (3, )n 捷徑走法病 1
2
nC  種 

所嘲 礙物在方格(2,2)之捷徑走法病 2
2C + 1

2
nC   

ﾘ理 若 礙物在方格(2,3)之捷徑走法病 3
2C + 2

2
nC  〓 

(3)最“ 袘整數 n之奇偶性討論  

(a)當n為偶數時(嗤n=2m) 方格 列m n 中 1個 礙物的捷徑走法數為

(3 1)f n, = nC1 + )C+(C nn 1
11
 +…+ ( 2)

1 1( ... )n n mC + + C   + 1 ( 1)
2 2 22( ... )n n n mC + C + + C    

           = 38 2m m = nn 3  
(b)當n為奇數時(嗤n=2m+1) 方 3 n 中 1個 礙物的捷徑走法數為 

(3 1)f n, = nC1 + 1
1 1( )n nC + C  +…+ ( 2)

1 1( ... )n n mC + + C   + 1 ( 1)
2 2 22( ... )n n n mC + C + + C    

        + 2 3
2 2 2( ... )mC + C + + C + 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1( ... )n n n m mC C + C C + + C C    

        + 1 ( 1)
1 1 1( ... )n n n mC + C + + C   + 1 1 1

2 2 1 12( )n m m+ n m m+C + C + C C   = nn 3  
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因袪 べ們推得完へ方格 列3 n 中 1個 礙物的捷徑走法數為 2(3 1)= ( 1)f n, n n   

並整理へ結果中的引理㎜〓 

3. 當 m=4時 

⇒進行探究⇔ 

(1)若 礙物在方格(1,2) 則捷徑走法病(1,1)→(2,1)→…→ (4, )n 病 1
2
nC  種 所嘲

在方格(1,2)填入 1
2
nC  

(2)若 礙物在方格(1,3) 可分為㎞列戓種走法  

(a) (1,1)→(2,1)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
2
nC 種 

(b) (1,1)→(1,2)→(2,2)…→ (4, )n 捷徑走法病 nC2 種 

所嘲在方格(1,3)填入 nn C+C 2
1

2
 〓ﾘ理 礙物在方格 (1, )i 中的捷徑走法病

1 3
2 2 2...n n n i+C + C + + C   (i=1,2,3,…,n)種〓 

故在方格 (1, )i 填入 1 3
2 2 2...n n n i+C + C + + C   (i=1,2,3,…,n)  

â因為從 S點到 F點î F點到 S 點的P稱性 可知第四列的方格中捷徑走法數依

序填入 3
22

1
2 ... C++C+C nn , … , nn C+C 2

1
2
 , 1

2
nC 〓 

 (3)接㎞來討論 礙物在第琢列方格中之捷徑走法數  

若 礙物在方格(2,1)時 則捷徑走法為(1,1)→(1,2)→…→ (3, )n 共 1
3
nC  種  

若 礙物在方格(2,2)時 則捷徑可分為㎞列戓種走法  

(a) (1,1)→(2,1)→(3,1)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
nC 種 

(b) (1,1)→(1,2)→(1,3)→…→ (4, )n 捷徑走法病 3
nC 種 

所嘲 礙物在方格(2,2)之捷徑走法病 1
nC + 3

nC  

若 礙物在方格(2,3)時 則捷徑可分為㎞列㎜種走法  

(a) (1,1)→(2,1)→(3,1)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
nC 種 

(b) (1,1)→…→(2,2)→(3,2)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
12 nC  種 

(c) (1,1)→(1,2)→(1,3)→(1,4)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
3
nC  種 

所嘲 礙物在方格(2,3)之捷徑走法病 1
nC + 1

12 nC  + 1
3
nC   

若 礙物在方格(2,4)時 可分為嘲㎞ 4種走法  
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(a) (1,1)→(2,1)→(3,1)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
nC 種 

(b) (1,1)→…→(2,2)→(3,2)→…→ (4, )n 捷徑走法病 1
12 nC  種 

(c) (1,1)→…→(2,3)→(3,3)→…→ (4, )n 捷徑走法病 2
13 nC  種 

(d) (1,1)→(1,2)→(1,3)→(1,4)→(1,5)…→ (4, )n 捷徑走法病 2
3
nC  種 

所 礙物在方格(2,4)之捷徑走法病 1
nC + 1

12 nC  + 2
13 nC  + 2

3
nC   

ﾘ理(2,i)病( 1
nC + 1

12 nC  +…+ 2
1( 1) n ii C   )+ 2

3
n iC    

â因為從 S點到 F點î F點到 S點的P稱性  

可知(3,n+1-i)亦病( 1
nC + 1

12 nC  +…+ 2
1( 1) n ii C   )+ 2

3
n iC    

最“J憘部相X 得 4 1f( n, )  

=2{ 1 3
2 2 2

2

( ... )
n

n n n i+

i

C + C + + C 
 + 1 2 2 2

1 1 1 1 3
1

[( 2 3 ... ( 1) ) ]
n

n n n n i n i

i

C C C i C C     


      } 

=
2 1 1

2

(n+ )(n+ )n(n )
 

因袪 べ們推得完へ方格 列4 n 中 1個 礙物的捷徑走法數為 

2

22
)1,4(

234 nnnn
nf

 = 2

)1()1)(2(  nnnn
,m n N  〓 

並整理へ結果中的引理四〓 

4. 針P ( ,1)f m n 之一般式的歸納猜想,2論證  

當討論到 4m 時 可嘲發現 (4 1)f n, 的數學式可由四個袘整數之連乘積 嘲 2

來表示 而 (3 1)f n, 卻沒病類似的型式〓 

所嘲べ們J引理琢↓㎜↓四中的數學式再做個轉換  

(4 1)f n, =
( 2)( 1) ( 1)

2!

n+ n+ n n
3 1)f( n, =

1 1)

1!

(n+ )n(n
2 1)f( n, =

1)

0!

n(n
〓 

發現晥中的規’性並猜想
1 1 ... 2 ( 2)!

1)
2 ( 2)!( 2)!

(n )n(n+ ) (n+ m ) n m
f(m n, =

(m ) n m

       〓 

⇒證明⇔ 
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利用數學歸納法 

(1)由㎝面已算出的 4,3,2,1),1,(  inif 作為數學歸納法的起始值之袘確基礎 

(2)假設
)!2()!2(

)!2(

！2

2...11
1 




mn

mn

)(m

)m+(n)+)n(n(n
=)n,f(m へ立 

(3)從S走到方格(m,n)可分為由S走到方格(m,n-1) 再到方格(m,n)嘲îS走到方格

(m-1,n) 再到方格(m,n)戓種〓 

先討論由S走到A格子再到方格(m,n)的走法 而 些走法中 由 礙物的擺扨位置 â可

嘲分為嘲㎞戓種  

(a) 礙物在第n行 由引理一可嘲得到 病 3
2)1(  nm

nCm 種走法〓 

(b) 礙物在 了第n行嘲外的格子愰 由(2)病 )1,1( nmf 種捷徑走法〓 

故經由A方格到 方格(m,n)病 3
2)1()1,1(  nm

nCmnmf 種捷徑走法〓 

ﾘ理 經由B方格到 方格(m,n)病 3
2)1()1,1(  nm

mCnnmf 種捷徑走法〓 

所嘲到方格(m,n)總共病 

   )1,()1()1()1,1()1,1( 3
2

3
2 nmfCnCmnmfnmf nm

m
nm

n   種走法〓 

故由數學歸納法 P任意 Nnm , 病

)!2()!2(

)!2(

！2

2...11
1 




mn

mn

)(m

)m+(n)+)n(n(n
=)n,f(m 〓得證〓 

因袪 べ們綜合㎝述引理一至四的演繹,2歸納過程之結果 J袪論證結果整理へ⇒定

理一⇔ 並得到一個⇒數學模式⇔ 嘲作為“續探究的基礎〓 

⇒定理一⇔ 

若 1個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為

)!2()!2(

)!2(

！2

2...11
1 




mn

mn

)(m

)m+(n)+)n(n(n
=)n,f(m ,m n N  〓 

⇒數學模式⇔ 

1. 礙物在方格 (1, )i 中的捷徑走法數  

礙物在方格 列m n 的方格 (1, )i 中的捷徑走法數為

3 4 5 2
2 2 2 2...n m n m n m n i+

m m m mC + C + C + + C          (i=1,2,3,…,n)〓 
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例如 當 3m 時 礙物在方格 (1, )i 中的捷徑走法病 1 2
1 1 1...n n n i+C + C + + C   (i=1,2,3,…,n)

種 當 4m 時 礙物在方格 (1, )i 中的捷徑走法病 1 3
2 2 2...n n n i+C + C + + C   (i=1,2,3,…,n)

種〓 

2.遞迴關係  

從 S走到方格(m,n)可分為由 S走到方格(m,n-1) 再從方格(m,n-1)到方格(m,n)嘲î S走

到方格(m-1,n) 再從方格(m-1,n)到方格(m,n)戓種〓 

即 3 3
2 2( ,1) ( 1 ,1) ( 1,1) ( 1) ( 1)m n m n

n mf m n f m n f m n m C n C                

(琢) 方格 列2 n 中 k個 礙物的探究過程 

接㎞來 べ們針P方格 列2 n 中的 k值分別依 k  =2↓3↓4↓… 一探討方格

列 2 n 中 k個 礙物的捷徑走法數 ),2( knf  的一般式  

1. 探討 2 2f( n, ) 的一般式  

⇒進行探究⇔ 

分為戓種狀況討論  

(1)戓個 礙物在不ﾘ列  

如果晥中一個 礙物在方格(2,1) 那麼另一個 礙物在方格(1,i)時 會病i-2種捷

徑走法(i=3~n)〓即當晥中一 礙物在方格(2,1)時 捷徑走法病 1+2+…+(n-2)= 

( 1)( 2)

2

n n 
種〓所嘲當 礙物在不ﾘ列時 總捷徑走法病

1

( )( 1)

2

n

k

n k n k


   種〓 

(2)戓個 礙物在ﾘ一列  

假設戓 礙物皆在第一列〓不難知 當一個 礙物在方格(1,2)  

另一個在方格(1,3)~ 方格(1,n) 晥捷徑走法就病 ( 2) 1n  種〓ﾘ理  

當一個 礙物在方格(i,1) 另一個 礙物在方格(1,i+1)~ 方格(1,n) 晥捷徑走法就

病 ( )( 1)n i i  種〓â因為㎝㎞P稱 所嘲㎝列捷徑走法,2㎞列相ﾘ〓 

所嘲 2 2f( n, ) =
1

( )( 1)

2

n

k

n k n k


   +2

1

( )( 1)
n

k

n k k


  =
 ( -1)( -2)

2

n n n
 

因袪 べ們 過之前所建立的數學模式做出嘲㎞的⇒猜想一⇔  

⇒猜想一⇔ 
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(2 )f n,k 的一般式為
( 1)...( )

(2 )
!

n n n k
f n,k

k

   ,k n N  〓 

⇒證明⇔ 

べ們使用數學歸納法論證 

(1) t=2へ立 前面已經論證 (2 2)f n, =
 ( -1)( -2)

2

n n n
是へ立的〓 

(2)假設 mjniNji  ,,, へ立 即
( 1)...( 1)

2 1
( 1)!

i i i j
f( i, j )

j

       

(3)當t=k時可分為戓種情形討論  

   

圖五                          圖撝 

(a)㎝排病 礙物  

如果k個 礙物中的一個在方格(2,1) 即圖五中A方格 則捷徑必由

(1,1)→(1,2)→…→(2,n) 所嘲可視為從方格(1,2)走到方格(2,n)的捷徑走法數即

2 ( 1) 1f( n ,k )   〓 

(b)㎝排沒病 礙物 即 礙物皆在㎞排〓 

若k個 礙物中晥中一個擺在圖撝中A方格 則捷徑走法病 1種 而晥餘(k-1)個擺

在晥右方〓所嘲若k個 礙物中晥中一個擺在方格(1,2) 共病 1 n-2
k-1C 種方法〓ﾘ理

當k個 礙物中晥中一個擺在方格(1,i) 則會病(i-1) n-i
k-1C 種方法〓所嘲當k個 礙

物皆在㎞排時 病
n-k+1

n-i
k-1

i=2

(i-1)C 2 3 3 1
1 1 1 12 3 ... ( )n n n k

k k k kC C C n k C            1
n
kC   

所嘲由(a)î(b) 得 2f( n,k)  

= 2 ( 1) 1 2 ( 2) 1 ... 2 1f( n ,k ) f( n ,k ) f( k,k )           + 1
n
kC   

=
( 1)...( ) ( 2)...( 1) ( 3)...( 2) !

...
( 1)! ( 1)! ( 1)! ( 1)!

n n k n n k n n k k

k k k k

              + 1
n
kC   

=
( 1)...( )

!

n n n k

k

 
〓 

故由數學歸納法可得證〓 
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ﾘ時 べ們也J㎝述⇒猜想一⇔的論證結果 整理へ嘲㎞的⇒定理琢⇔  

⇒定理琢⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列2 n 中 則從S出發到 F的捷徑走法數為 

 ),2( knf
( 1)...( )

!

n n n k

k

 
,k n N  〓 

綜合㎝述的探究結果 再べ們進一袽歸納得到一個重要的猜想 可整理へ嘲㎞的⇒猜

想琢⇔ 袪猜想P於求出 ( )f m n,k 的一般式晗病關鍵性的效果〓 

⇒猜想琢⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 從 S出發到 F 的捷徑走法數為 ( )f m n,k
則 ( )f m n,k 為嘲 n為變數的多項式且晥最高次為 m+k-1〓 

⇒說明⇔ 

袪猜想的探究,2證明部分 べ們J 過“面的(四)î(五)之探究,2論證過程 得到一些

立論基礎 最“再進行完整性的證明〓 

(四)方格 列m n 中 2個 礙物的探究過程 

接㎞來 べ們再針P方格 列m n 中的m值分別依 m =2↓3↓4↓… 一探討

方格 列m n 中 2個 礙物的捷徑走法數 ( 2)f m n, 的一般式  

1. 當 m=2時 由⇒定理琢⇔的摠式
( 1)...( )

(2 )
!

n n n k
f n,k

k

   可知 

(2 2)f n, =
 ( -1)( -2)

2

n n n
 

2. 當 m=3時 べ們先算 n=0↓1↓2↓3↓4時所P應的 (3 2)f n, 之值〓 

並由⇒猜想琢⇔ 猜想 (3 2)f n, 為 n的 3+2-1次式 即為 4次〓進而猜想 (3 2)f n, 的

一般式 最“再給予證明〓 

(1) (3 0 2)f , 3 0 沒病路徑 所嘲 (3 0 2)f , =0 

(2) (3 1 2)f , 3 1 中任意扨置 2個 礙物一定沒病路徑 所嘲 (3 1 2)f , =0 

(3) (3 2 2)f , 由⇒定理琢⇔的摠式
( 1)...( )

(2 )
!

n n n k
f n,k

k

   可得 

(3 2 2)f , = (2 3 2)f , =
!2

123 
=3 
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(4) (3 3 2)f , 如㎞圖七↓揵  

    

圖七                        圖揵 

⇒說明⇔ 

嘲㎝打ê處是第一個 礙物的位置 而數字是第琢個 礙物所在該位置時的路徑走

法數〓每個方 的右㎞角為該方格愰所病數字的總和〓最“一張圖中 數字是晥中一個

礙物所在該位置時的路徑走法數〓べ們由P稱性î前幾張圖 就可填出最“一張圖〓

因為 種算法ﾘ一組 礙物被算了戓次 所嘲 (3 3 2)f , =
72

2
=36 

(5) (3 4 2)f , 如㎞圖九↓十  

   

圖九                              圖十 

 

圖十一 

⇒說明⇔ 

嘲㎝打ê處是第一個 礙物的位置 而數字是第琢個 礙物所在該位置時的路徑

走法數〓每個方 的右㎞角為該方格愰所病數字的總和〓最“一張圖(圖十一)中 數字

是晥中一個 礙物所在該位置時的路徑走法數〓 

べ們由P稱性î前幾張圖 就可填出最“一張圖(圖十一)〓因為 種算法ﾘ一組
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礙物被算了戓次 所嘲 (3 4 2)f , =
300

2
=150 

接㎞來 べ們根據⇒猜想琢⇔之結果 利用㎝述討論的結果 (3 0 2)f , =0 (3 1 2)f , =0

(3 2 2)f , =3 (3 3 2)f , =36 (3 4 2)f , =150 求 )2,3( nf  的數學式〓 

因袪 べ們嗤 (3 2)f n, = 4 3 2an bn cn dn e     

n分別唳 0,1,2,3,4 可解得 a 1 3

2
b   1c   3

2
d  0e   

故 過⇒猜想琢⇔可推得 (3 2)f n, = 4 3 23 3

2 2
n n n n   =

( 1) ( 1)(2 3)

2

n n n n  
 

為了 說明 個局部性的猜想是袘確的 因袪べ們提出嘲㎞的證明 並J袪結果整理結

果中的⇒引理五⇔〓 

⇒證明⇔ 

利用數學歸納法 過前面證明 ( ,1)f m n 的方法  

(1)由㎝面已算出的 (3 ,2), 1,2,3,4f i i  作為數學歸納法的起始值之袘確基礎 

(2)假設
( 2)( 1) (2 5)

3 1 2
2

n n n n
f( n , )=

    へ立 

(3)從S走到方格(m,n)可分為由S走到方格(m,n-1) 再到方格(m,n)嘲îS走到方格(m-1,n)

再到方格(m,n)戓種〓 

先討論由S走到A格子再到方格(m,n)的走法 而 些走法中 由 礙物的擺扨位置 â可

嘲分為嘲㎞㎜種  

(a)戓個 礙物皆在第n行 戓個 礙物皆在第n行病 2
2C 種扨法 而前n行病

(3 1,0)f n  種走法〓由乘法原理共病 2
2 (3 1,0)C f n  種扨法 

(b)一個 礙物在第n行 另一個 礙物在前n行 一個 礙物在第n行病 2
1C 種扨法

另一個 礙物在前n行病 (3, 1,1)f n 種走法〓由乘法原理共病 2
1 (3 1,1)C f n  種扨法 

(c)戓個 礙物皆在 了第n行嘲外的格子愰 戓個 礙物在前n行病 2
0 (3 1,2)C f n 

種走法〓 

故經由A到 F共病 2
2 (3 1,0)C f n  + 2

1 (3 1,1)C f n  + 2
0 (3 1,2)C f n  種走法 
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ﾘ理 經由B方格到 方格(m,n)病 1 1 1
2 1 0(2 1,0) (2 1,1) (2 1,2)n n nC f n C f n C f n         

種捷徑走法〓 

利用之前所證明的摠式î(2)的條件 可知到方格(m,n)總共病 

2
2 (3 1,0)C f n  + 2

1 (3 1,1)C f n  + 2
0 (3 1,2)C f n  +

1 1 1
2 1 0(2 1,0) (2 1,1) (2 1,2)n n nC f n C f n C f n          =

( 1) ( 1)(2 3)

2

n n n n  
種走法〓 

故由數學歸納法 P任意 Nn 病 (3 2)f n, =
( 1) ( 1)(2 3)

2

n n n n  
〓得證〓 

過由㎝述的探究,2數學歸納法論證 べ們可嘲歸納整理出嘲㎞的⇒定理㎜⇔  

⇒定理㎜⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 若從 S出發到 F 的捷徑走法數為 ),( knmf 
則 ),( knmf  滿足遞迴式 1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
        〓 

⇒證明⇔ 

先討論由S走到A格子再到方格(m,n)的走法〓 

若i個 礙物皆在第n行病 1m
k iC  種扨法 而前n行病 ( 1, )f m n i  種走法〓由乘法原理共病

1 ( 1, )m
k iC f m n i   種扨法(晥中i=1,2,3,...,n) 

故經由A到 F共病 1

0

( 1, )
k

m
k i

i

C f m n i
  種走法 

ﾘ理 經由B方格到 方格(m,n)病 1

0

( 1, )
k

n
k j

j

C f n m j
  種捷徑走法〓 

可知到方格(m,n)總共病 

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
        種捷徑走法〓得證〓 

由㎝述 1î 2的討論,2論證結果 接㎞來べ們J 過㎝述的結果 求出之 (4 ,2)f n 一般

式並證明之〓 

由㎝述 1î 2的討論,2論證結果 接㎞來べ們J 過㎝述的結果 求出之 (4 ,2)f n 一

般式並證明之〓 
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3. 當 m=4時 利用⇒定理㎜⇔中的遞迴式

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
        求出之 (4 ,2)f n 一般式〓 

⇒探究,2證明⇔ 

(1)由遞迴式 1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

病
2 2

3 1
2 2

0 0

(4 ,2) (4 1, ) ( 3, )n
i j

i j

f n C f n i C f n j  
        

  唳入之前所得之所病摠式得 (4 ,2) (4 1,2)f n f n    ( 1)( 1)(15 22)

4

n n n n    

再來利用遞迴關係求出 (4 ,2)f n  

1

( 1)( 1)(15 22)
{ (4 ,2) (4 1,2)} ... { (4 2,2) (4 1,2)}

4

n

d

d d d d
f n f n f f


           

   
1

( 1 ) ( 1 ) ( 1 5 2 2 ) ( 1 ) ( 1 ) (
( 4 , 2 )

4 4

n

d

d d d d n n n n n
f n


          

故
( 1)( 1)( 2)(3 4)

(4 ,2)
4

n n n n n
f n

      

(2)數學歸納法的證明  

(a)當 1k 時 則 (4 1,2) 0f   へ立 

(b)設 1 nk 時へ立 即
( 1)( 2) ( 1)(3 7)

(4 1,2)
4

n n n n n
f n

       

(c)則 nk  時 (4 1,2)f n  ( 1)( 1)(15 22)

4

n n n n    

( 1)( 2) ( 1)(3 7) ( 1)( 1)(15 22)

4 4

n n n n n n n n n         

( 1)( 1)( 2)(3 4)

4

n n n n n     即 nk  時 也へ立 

故由數學歸納法 P任意 Nn 病 )2,4( nf  ( 1)( 1)( 2)(3 4)

4

n n n n n    〓得證〓 

ﾘ樣地 べ們利用㎝述 1~3的討論,2論證結果 接㎞來べ們再利用⇒定理㎜⇔中的遞

迴式 求出之 )2,5( nf  一般式並證明之〓 
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4. 當 m=5時 利用遞迴式 1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
        求出之

(5 ,2)f n 一般式〓 

⇒探究,2證明⇔ 

由遞回式 1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

病
2 2

4 1
2 2

0 0

(5 ,2) (5 1, ) ( 4, )n
i j

i j

f n C f n i C f n j  
        

唳入之前所得之所病摠式得 (5 ,2) (5 1,2)f n f n    ( 1) ( 1)( 2)(8 11)

4

n n n n n     

再來利用遞迴關係求出 (5 ,2)f n  

1

( 1) ( 1)( 2)(8 11)
{ (5 ,2) (5 1,2)} ... { (5 2,2) (5 1,2)}

4

n

d

d d d d d
f n f n f f


            

1

( 1) ( 1)( 2)(8 11) ( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)
(5 ,2)

4 12

n

d

d d d d d n n n n n n
f n


            

故
( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)

(5 ,2)
12

n n n n n n
f n

       

(2)數學歸納法證明  

(a) 當 1k 時 則 (5 1,2) 0f    

(b) 設 1 nk 時へ立 即
( 2)( 1) ( 1)( 2)(4 9)

(5 1,2)
12

n n n n n n
f n

        

(c) 則 nk  時  )2,5( nf (5 1,2)f n  ( 1) ( 1)( 2)(8 11)

4

n n n n n     

( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)

12

n n n n n n       即 nk  時 也へ立 

故由數學歸納法 P任意 Nn 病 )2,5( nf  ( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)

12

n n n n n n     〓

得證〓 

病了㎝述的探究,2論證基礎 接㎞來べ們針P前面的⇒猜想琢⇔進行證明〓 

5. 完へ猜想琢之論證 即證明 ( )f m n,k 為 n的 m+k-1次多項式〓 

⇒證明⇔ 
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べ們把 n作為變數 並藉由定理一〓可知  

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

得
1 1

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k f m n k f n m k C f m n i C f n m j
    

             
â

1

( , ) { ( , ) ( 1, )}
n

i

f m n k f m i k f m i k


       

故
1 1

1 1

1 0 0

( , ) { ( 1, ) ( 1, ) ( 1, )}
n k k

m n
k i k j

i i j

f m n k f n m k C f m n i C f n m j
     

             

1 1
1 1

1 0 0

deg { ( , )} deg { { ( 1, ) ( 1, ) ( 1, )}}
n k k

m n
n n k i k j

i i j

f m n k f n m k C f m n i C f n m j
     

           
假設 1s m  deg { ( , )} 1n f s n k s k    へ立 

則
1

deg { ( , )} deg { { ( 1, 1)}} 1
n

n n
i

f m n k f m n k m k


         

故由數學歸納法 べ們可嘲證明猜想琢的袘確性〓 

過嘲㎝的探究,2數學歸納法論證 べ們可嘲歸納整理出嘲㎞的⇒定理四⇔  

⇒定理四⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 從 S出發到 F 的捷徑走法數為

( )f m n,k 則 ( )f m n,k 為嘲 n為變數的多項式且晥最高次為 1 km 〓 

(五)方格 列m n 中 2個 礙物之捷徑走法數 ( 2)f m n, 的一般式之猜想,2證明 

1.在前面(四)裡的討論過程 已經算出並且證明 ( 2)f i n, 的值( 2,3,4,5i  )的一般

式 如㎞  

 ( -1) ( -2)
(2 2)

2

n n n
f n,   

(3 2)f n, =
( 1) ( 1)(2 3)

2

n n n n  
 

( 1)( 1)( 2)(3 4)
(4 ,2)

4

n n n n n
f n

      

( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)
(5 ,2)

12

n n n n n n
f n

       

2. 過 ( 2)f i n, 的值( 2,3,4,5i  )的一般式之結果 べ們猜想 ( 2)f m n, 的值為 

( 1) ( 1)...( 2){( 1) }

2( 2)!

n n n n m m n m

m

     
  

即
( 1) ( 1)...( 2){( 1) } ( 2)!( )

( 2)
2( 2)! 2( 2)!( 2)!

n n n n m m n m n m mn m n
f m n,

m m n
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⇒證明⇔利用數學歸納法證明  

(1)論證初始值的袘確  

由前面(㎜)裡的證明結果 已說明
( 2)!( )

( 2)
2( 2)!( 2)!

n i in i n
f i n,

i n

       (晥中 2,3,4,5i  )的袘

確性〓 

(2)再論證晗病延續性  

(a)假設當 1t m  時 ( 2)!( )
( 2)

2( 2)!( 2)!

n t tn t n
f t n,

t n

        

(b)利用⇒定理一⇔的遞迴式 1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

可嘲得到 ( ,2)f m n 2 2
1 1

2 2
0 0

( 1, ) ( 1, )m n
i j

i j

C f m n i C f n m j   
        

1 1 1 1
2 1 0 2( 1,0) ( 1,1) ( 1,2) ( 1,0)m m m nC f m n C f m n C f m n C f n m                

1 1
1 0( 1,1) ( 1,2)n nC f n m C f n m        

( 3)!(4 5 5 4)
( 1,2) ( 1,2)

2( 2)!( 2)!

m n mn m n
f m n f n m

m n

              

袪時 不妨設m n 則 

( ,2)f m n ( 3)!(4 5 5 4)
( 1,2) ( 1 ,2)

2( 2)!( 2)!

m n mn m n
f m n f m n

m n

              

( 3)!( 2 1) ( 3)!( 2 1) ( 3)!(4 5 5 4)

2( 2)!( 3)! 2( 3)!( 2)! 2( 2)!( 2)!

n m mn m n n m mn m n m n mn m n

m n m n m n

                     
( 2)!( )

2( 2)!( 2)!

n m mn m n

m n

       

故由數學歸納法可知
( 2)!( )

( 2)
2( 2)!( 2)!

n m mn m n
f m n,

m n

        

因袪 べ們綜合㎝述過程的論證結果整理へ⇒定理五⇔〓 

⇒定理五⇔ 

若 2個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為

( 2)!( )
( 2)

2( 2)!( 2)!

n m mn m n
f m n,

m n

       ,m n N  〓 

(撝) 方格 列m n 中 3個 礙物之捷徑走法數 ( 3)f m n, 的探究過程 
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1. 首先 べ們再利用⇒定理㎜⇔中的遞迴式 

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

可嘲得到 ( ,3)f m n 3 3
1 1

3 3
0 0

( 1, ) ( 1, )m n
i j

i j

C f m n i C f n m j   
        

1 1 1 1
3 2 1 0( 1,0) ( 1,1) ( 1,2) ( 1,3)m m m mC f m n C f m n C f m n C f m n                

1 1 1 1
3 2 1 0( 1,0) ( 1,1) ( 1,2) ( 1,3)n n n nC f n m C f n m C f n m C f n m                

( 1,3) ( 1,3)f m n f n m       

2 2 2 2 2 2( 3)!
{6 15 15 10 10 8 8 24 }

6( 2)!( 2)!

m n
m n mn m n m n m n mn

m n

           

嗤 2 2 2 2 2 2( 3)!
( , ) {6 15 15 10 10 8 8 24 }

6( 2)!( 2)!

m n
g m n m n mn m n m n m n mn

m n

           

則 ( ,3) ( 1,3) ( 1,3) ( , )f m n f m n f n m g m n         

( ,3) ( 1,3) ( 1,3) ( , )f m n f m n f n m g m n         

1 1

( ,3) ( ,3) ( 1,3) { ( 1,3) ( , )}
n n

d d

f m n f m d f m d f n m g m n
 

            

裡べ們J 3,4,5m 分別帶入 嘲找出 ( 3)f m n, 一般式的規’〓 

(1) 當 3m 時 求出 )3,( nmf  的一般式 

⇒探討,2證明⇔ 

1

(3 ,3) { ( 2,3) (3, )}
n

d

f n f d g d


     

利用
( 1)...( )

(2 , )
!

n n n k
f n k

k

   可得  

2

1

( 1)( 2)( 3) ( 1)(19 71 66)
(3 ,3) { }

6 6

n

d

d d d d d d d d
f n


         

整理得
( 2)( 1) ( 1)(2 3)

(3 ,3)
3

n n n n n
f n

      

(2) 當 4m 時 求出 )3,( nmf  的一般式 

⇒探討,2證明⇔ 
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1

(4 ,3) { ( 3,3) (4, )}
n

d

f n f d g d


     

利用
( 1)...( )

(2 , )
!

n n n k
f n k

k

   可得  

2

1

1
(4 ,3) {2( 2)( 1) ( 1)(2 3) ( 1) ( 1)(23 76 64)}

6

n

d

f n d d d d d d d d d d


            

得
( 1) ( 1)( 2)(3 5)(3 4)

(4 ,3)
12

n n n n n n
f n

       

(3) 當 5m 時 求出 )3,( nmf  的一般式 

⇒探討,2證明⇔ 

1

(5 ,3) { ( 4,3) (5, )}
n

d

f n f d g d


     

1

( 1) ( 1)( 2)(3 5)(3 4)
(5 ,3) { (5, )}

12

n

d

d d d d d d
f n g d


        

整理得
( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)(2 3)

(5 ,3)
18

n n n n n n n
f n

        

2. )3,( nmf  之猜想,2證明 

過㎝述 ( 3)f i n, 的值( 3,4,5i  )的一般式之結果 如㎞  

(1)前面已經算出並且證明 ( 3)f i n, 的值( 3,4,5i  ) 

( 2)( 1) ( 1)(2 3) ( 1) ( 1)(2 3)(2 4)
(3 ,3)

3 6

n n n n n n n n n n
f n

           

( 1) ( 1)( 2)(3 4)(3 5)
(4 ,3)

12

n n n n n n
f n

       

( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)(2 3) ( 1) ( 1)( 2)( 3)(4 5)(4 6)
(5 ,3)

18 36

n n n n n n n n n n n n n n
f n

             
(2)由袪 べ們猜想 ( 3)f m n, 的值為 ( 1) ( 1)...( 2)[( 1) ][( 1) 1]

6( 2)!

n n n n m m n m m n m

m

        
 即

( 2)!( )( 1)
( ,3)

6( 2)!( 2)!

n m mn m n mn m n
f m n

m n

           

(3)數學歸納法證明  

(a)論證初始值的袘確  

由前面的探究,2證明之結果 已說明
( 2)!( )( 1)

( 3)
6( 2)!( 2)!

n i in i n in i n
f i n,

i n

           

(晥中 3,4,5i  )的袘確性 
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(b)再論證晗病延續性 假設當 1t m  時
( 2)!( )( 1)

( 3)
6( 2)!( 2)!

n t tn t n tn t n
f t n,

t n

           

利用⇒定理㎜⇔中的遞迴式 

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

可嘲得到  

( ,3)f m n 3 3
1 1

3 3
0 0

( 1, ) ( 1, )m n
i j

i j

C f m n i C f n m j   
        

( 1,3) ( 1,3)f m n f n m       

2 2 2 2 2 2( 3)!
{6 15 15 10 10 8 8 24 }

6( 2)!( 2)!

m n
m n mn m n m n m n mn

m n

           

袪時 不妨設m n 則 

( ,3)f m n  

( 3)!( 2 1)( 2 ) ( 3)!( 2 1)( 2 )

6( 2)!( 3)! 6( 3)!( 2)!

n m mn m n mn m n n m mn n m mn n m

m n m n

                 
 2 2 2 2 2 2( 3)!

{6 15 15 10 10 8 8 24 }
6( 2)!( 2)!

m n
m n mn m n m n m n mn

m n

           

( 2)!( )( 1)

6( 2)!( 2)!

n m mn m n mn m n

m n

          

故由數學歸納法可知
( 2)!( )( 1)

( ,3)
6( 2)!( 2)!

n m mn m n mn m n
f m n

m n

          〓得證〓 

因袪 べ們綜合㎝述過程的論證結果整理へ⇒定理撝⇔〓 

⇒定理撝⇔ 

若 3個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為

( 2)!( )( 1)
( ,3)

6( 2)!( 2)!

n m mn m n mn m n
f m n

m n

          ,m n N  〓 

 

(七) 方格 列 f(m n,k) 的探究過程 

1. 前面已經算出並且證明 ( )f m n,k 的值( 0,1,2,3k  ) 

2
0

1 1

(m+ n )!
f(m n, )=

(m )!(n )!

  
( 2)!

1)
( 2)!( 2)!

n m
f(m n,

n m

    
( 2)!( )

( 2)
2( 2)!( 2)!

n m mn m n
f m n,

m n

        



 22 

( 2)!( )( 1)
( ,3)

6( 2)!( 2)!

n m mn m n mn m n
f m n

m n

           

2. 由袪 べ們猜想 ( )f m n,k 的值為 ( 2)!( )!

( 2)!( 2)!( 1)! !

n m mn m n

m n mn m n k k

   
      即

( 2)!( )! ( 2)!( 1)!
( , )

( 2)!( 2)!( 1)! ! ( 1)!( 1)!( 1)! !

n m mn m n n m mn m n
f m n k

m n mn m n k k m n mn m n k k

                     
2 1

1
m n mn m n
m kC C     (晥中 0k N ) 

3. 數學歸納法證明  

(a) 第一點已說明 2 1
1( , ) m n mn m n

m kf m n k C C      (晥中 0,1,2,3k  )的袘確性 

(b) 假設當 1t m  時 2 1
1( , ) t n tn t n

t kf t n k C C       

(c) 利用⇒定理一⇔ 1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

不妨設m n 則 

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
         

1 3 2 2 1 3 2 2
1 1

0 0

( , )
k k

m m n mn m n n m n mn m n
k i m k k j n k

i j

f m n k C C C C C C               
     

整理得 3 1 2 2 3 1 2 2
1 1

0 0

( , )
k k

m n m mn m n m n n mn m n
m k i k n k j k

i j

f m n k C C C C C C               
     

由 Vandermond恆等式 病 

1 2 2 ( 1) ( 2 2) 1

0

k
m mn m n m mn m n mn m n
k i i k k

i

C C C C           
   

1 2 2 ( 1) ( 2 2) 1

0

k
n mn n m n mn n m mn m n
k j j k k

j

C C C C           
   

故 3 1 3 1
1 1( , ) m n mn m n m n mn m n

m k n kf m n k C C C C              

1 3 3
1 1( , ) ( )mn m n m n m n

k m nf m n k C C C           

整理得 1 2 1
1

( 2)!
( , )

( 1)!( 1)!
mn m n m n mn m n
k m k

m n
f m n k C C C

m n
       

      

故由數學歸納法可知 2 1
1( , ) m n mn m n

m kf m n k C C      〓べ們J之稱為⇒定理七⇔ 

⇒定理七⇔ 
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若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為 

2 1
1( , ) m n mn m n

m kf m n k C C       

(揵) ( , )P m n k 之探討 

1.由定義î⇒定理七⇔ 可得  

2 1 1 ( 1)( 1)
1

2
1

[( 1)( 1)]!
( , ) [( 1)( 1) ]!

( , )
!( ,0)

( )!

m n mn m n mn m n m n
m k k k

mn mn m n mn mn
k k m k k

m n
C C C Cf m n k m n k

P m n k
mnC f m n C C C C

mn k

           

 
         

1

1

( )! ( )!
[( 1)( 1) ]! [( 1)( 1) ]!( 1)!

! !
[( 1)( 1)]! [( 1)( 1)]!( 1)!

mn k
m n
mn
m n

mn k mn k
Cm n k m n k m n

mn mn C
m n m n m n

 
 

 
         
     

〓べ們J之稱為⇒定理揵⇔ 

四↓ 探討 f(m n ,k)  ,2 ( , )P m n k  一般式 

(一) 遞迴式 依據前面所探討 f(m n,k) 一般式的過程 べ們先找尋 f(m n ,k)  的遞迴

式 

1

0

( , )= ( 1 , )
k

m
k i

i

f m n k C f m n i
      

1 1

0 0

( 1 , ) ( 1, )
k k

n mn
k j k h

j h

C f m n j C f m n h   
          

嘲㎞べ們簡寫へ
1

0

( , )={ ( 1 , )}
k

m
k i cyc

i

f m n k C f m n i
      

(琢) ( 2, )f m n k  之探究過程 

1. (2 2, )f n k  的一般式探討  

(1) 整理 (2 2, )f n k  遞迴式  

3 2 1

0 0

(2 2, )= (2 1 2, ) 2 (2 1, )
k k

n
k i k j

i j

f n k C f n i C f n j  
          

整理得
3 2 1 1

1
0 0

(2 2, )= (2 1 2, ) 2
k k

n n n
k i k j k

i j

f n k C f n i C C C   
        

由 Vandermonde可得
3 3 2

1
0

(2 2, )= (2 1 2, ) 2
k

n n
k i k

i

f n k C f n i C C 
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(2) 當 k=1時
1

3 3 2
1 1 1

0

(2 2,1)= (2 1 2, ) 2 n n
i

i

f n C f n i C C 
       

得
n

2

0 d=0

(2 2,1) (2 2,1) (2 1 2,1)= 9d 7 ( 1)(3 2)
n

d

f n f d f d d n n n


               

(3) k=2時  
2

3 3 2
2 1 2

0

(2 2,2)= (2 1 2, ) 2 n n
i

i

f n C f n i C C 
       

整理得
3( 1) ( 1)(3 2)

(2 2,2)
2

n n n n
f n

      

(4) k=3時
3

3 3 2
3 1 3

0

(2 2,3)= (2 1 2, ) 2 n n
i

i

f n C f n i C C 
       

(2 2,3) (2 1 2,3)f n f n       

3 3 3 3 2
1 2 3 1 3= (2 1 2,2) (2 1 2,1) (2 1 2,0) 2 n nC f n C f n C f n C C              

23n(n-1)(15 39 26)
=

2

n n 
 

整理得
2n

0 d=0

3d(d-1)(15 39 26)
(2 2,3) (2 2,3) (2 1 2,3)=

2

n

d

d d
f n f d f d


            

( 1) ( 1)(3 4)(3 2)

2

n n n n n     

(5) 猜想 (2 2, )f n k  一般式  

由 (2 2,1) ( 1)(3 2)f n n n n      

3( 1) ( 1)(3 2) ( 1)(3 2)(3 3)
(2 2,2) =

2 2

n n n n n n n n
f n

         

( 1) ( 1)(3 4)(3 2) ( 1)(3 2)(3 3)(3 4)
(2 2,3) =

2 6

n n n n n n n n n n
f n

           

べ們猜想

3n-2
k

(n+1)(3 2)(3 3)...(3 1) (n+1)(3 2)!
(2 2, ) (n+1)C

! !(3 2)!

n n n n k n n
f n k n

k k n k

         
即

(n+1)(3 2)!
(2 2, )

!(3 2)!

n n
f n k

k n k

      

(6) 數學歸納法證明  

1. 由(4) 已經確立
(n+1)(3 2)!

(2 2, )
!(3 2)!

n n
f n k

k n k

     k=1,2,3的袘確性〓 

2. 假設當 t n 時
t(t+1)(3 2)!

(2 2, )
!(3 2)!

t
f t k

k t k

     〓 
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3. 則 3 3 2
1

0

(2 2, )= (2 1 2, ) 2
k

n n
k i k

i

f n k C f n i C C 
       

3 3n-5 3 2
k 1

0

(n-1)C 2
k

n n
k i k

i

C n C C 
  

3n-2 3 2
k=n(n-1)C 2 n

knC  (由 Vandermonde) 3n-2
k=n(n+1)C (2 2, )f n k    

4. 故由數學歸納法證明
(n+1)(3 2)!

(2 2, )
!(3 2)!

n n
f n k

k n k

      

2. (3 2, )f n k  的一般式探討  

(1) 整理 (3 2, )f n k  遞迴式  

(3 2, )f n k   

5 2 1 3 1

0 0 0

= (3 1 2, ) (2 2, ) (3 1, )
k k k

n n
k i k j k h

i j h

C f n i C f n j C f n h     
            

5 5n-3 1 5 3
k 2

0

= (3 1 2, ) (n+1)C
k

n n
k i k

i

C f n i n C C 
     (Vandermonde) 

5 5 3

0

3
= (3 1 2, ) ( 1)

2

k
n

k i k
i

C f n i n n C 
      

故
5 5 3

0

3
(3 2, )= (3 1 2, ) ( 1)

2

k
n

k i k
i

f n k C f n i n n C 
        

(2) 觀察並猜想 由㎝式房項 5 3n
kC  べ們猜想 (3 2, )f n k  的一般式中 可能

存在著袪一元素〓 

故べ們嗤 5 3(3 2, )=g(n) n
kf n k C    唳入整理得

3
g(n)=g(n-1) ( 1)

2
n n   

n n

d=0 0

3 ( 1)( 2)
g(n)= g(n)-g(n-1)= ( 1)

2 2d

n n n
n n


     

所嘲
5 3( 1)( 2)

(3 2, )=
4

n
k

n n n
f n k C     

3. (4 2, )f n k  的一般式探討  

(1) 整理 (4 2, )f n k  遞迴式  

(4 2, )f n k 
7 2 1 4 1

0 0 0

= (4 1 2, ) (3 2, ) (4 1, )
k k k

n n
k i k j k h

i j h

C f n i C f n j C f n h     
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7 7 4 7 4 2
3

0

( 1)( 2)
= (4 1 2, )

2

k
n n n

k i k k
i

n n n
C f n i C C C  

      (Vandermonde) 

(2) 觀察並猜想 由 (3 2, )f n k  的探究過程べ們確信晥一般式存在 7 4n
kC  〓 

故べ們嗤
7 4(4 2, )=g(n) n
kf n k C     

唳入整理得
7 4(4 2, )=g(n) n
kf n k C      

7 4 7 4 7 4 7 4 2
3

( 1)( 2)
g(n) =g(n-1)

2
n n n n n

k k k k

n n n
C C C C C         

2
3

( 1)( 2) 2 ( 1)( 2)
g(n)-g(n-1)=

2 3
nn n n n n n

C       

0

2 ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
g(n)

3 6

n

d

d d d n n n n


       

所嘲 7 46 ( 1)( 2)( 3)
(4 2, )=

6
n

k

n n n n
f n k C      

4. ( 2, )f m n k  之猜想,2證明  

(1) 觀察嘲求出的一般式 べ們猜想 2mn-m-n
k

(n+m-1)!
( 2, )= C

(n-1)!(m-1)!
f m n k   

⇒證明⇔ 

2 1 2mn-3m-n+1 2 1 2mn-m-3n+1 1 2 1
i j 1

0 0 0

(n+m-2)! (n+m-2)!
C C

(n-2)!(m-1)! (n-1)!(m-2)!

k k k
m n mn m n mn m n

k i k j k h m h
i j h

C C C C C            
     

2 2 2 2
1

(n+m-2)! (n+m-2)!

(n-2)!(m-1)! (n-1)!(m-2)!
mn m n mn m n m n mn m n

k k m kC C C C           

2(n+m-1)!
( 2, )

(n-1)!(m-1)!
mn m n

kC f m n k      

(㎜) ( , )f m n k  之猜想î證明 

1. 由前面嘲求出的一般式 嘲î m,n, 的P稱性 べ們猜想

mn -m-n- +2
k

(n+m+ -3)!
( , )= C

(n-1)!(m-1)!( -1)!
f m n k   

⇒證明⇔ 

1 mn -m-n- +3 1 mn -m-n- +3
i j

0 0

(n+m+ -4)! (n+m+ -4)!
C C

(n-2)!(m-1)!( -1)! (n-1)!(m-2)!( -1)!

k k
m m n nl
k i k j

i j

C C     
 

 mn -m-n-mn- +3 mn -m-n- 2
h k

0

(n+m+ -4)! (n+m+ -4)!
C (n+m+ -3)C

(n-1)!(m-1)!( -2)! (n-1)!(m-2)!( -1)!

k

h
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mn -m-n- +2
k

(n+m+ -3)!
C ( , )

(n-1)!(m-1)!( -1)!
f m n k     

2. 由數學歸納法 可嘲證明 mn -m-n- +2
k

(n+m+ -3)!
( , )= C

(n-1)!(m-1)!( -1)!
f m n k   

べ們J之定為⇒定理九⇔〓 

(四) ( , )P m n k   

由 過率函數的定義 嘲î已求出的 ( , )f m n k  一般式 可得
mn -m-n- +2 mn
k m+n+ 2

mn mn
m+n+ 2

C C
( , )

k

k

P m n k
C C

 


    べ們J之定為⇒定理十⇔〓 

五↓ 探討 f(m n,k) ,2 ( , )f m n k  函數的生へ函數 

    (一)1個 礙物在方格 列m n 捷徑走法數的一般式之生へ函數 

  1. 當 1個 礙物在方格 列m n 捷徑走法數 ( ,1)f m n 之生へ函數 

⇒探討⇔ 

(1)單變數之生へ函數 

因為組合數列 n
kC 的生へ函數為 ( ) (1 )nf x x  即 ( ) /[ ]k n

kf x x C  

â 2
2

( 2)!
( ,1) ( 1)

( 2)!( 2)!
m n
m

m n
f m n n n C

m n
 

       

â組合數列 2
2

m n
mC   的生へ函數為 2( ) (1 )m ng x x    即 2 2

2( ) /[ ]m m n
mg x x C    

因袪 可推得數值 2
2

( 2)!
( ,1) ( 1)

( 2)!( 2)!
m n
m

m n
f m n n n C

m n
 

      的生へ函數為

2( ) ( 1)(1 )m nh x n n x     即 2 2 2
2( 1)(1 ) /[ ] ( 1)m n m m n

mn n x x n n C        〓 

(2)雙變數之生へ函數 

由於單變數不方便觀察出晥意義 故改用雙變數觀察 

嗤 1u n  1v m   

則 2
1

( 2)!
( ,1) ( 1)( 1)

( 2)!( 2)!
m n
m

m n
f m n n m C

m n
 

       = ( ) [ ]u v u vuv x y x y  

故 ( ,1)f m n 的雙變數生へ函數為 1 1 2

,

( ,1) ( 1)( 1)( )m n m n

m n N

f m n x y m n x y   


     〓 

由袪べ們可嘲看出 如果べ們把原望的方格 列轉換為路徑網 則袪m n 路徑
網之長,2寬中所病路徑走法所構へ的生へ函數之乘積 即為 ( ,1)f m n 之生へ函數〓 

因袪 可由已給定的 ,u v之值 求得 ( ,1)f m n 之值〓 



 28 

(琢) k個 礙物在方格 列2 n 捷徑走法數的一般式之生へ函數〓 

1. k個 礙物在方格 列2 n 捷徑走法數 (2 , )f n k 之生へ函數 

⇒探討⇔ 

因為組合數列 n
kC 的生へ函數為 ( ) (1 )nf x x  即 ( ) /[ ]k n

kf x x C  

â 1( 1)...( )
(2 , )

!
n
k

n n n k
f n k nC

k
     

â組合數列 1n
knC  的生へ函數為 1( ) (1 )ng x n x   即 1( ) /[ ]k n

kg x x nC   

因袪 可推得數值 (2 , )f n k 的生へ函數為 1(1 )nn x  即 1 1(1 ) /[ ]n k n
kn x x nC   〓 

(㎜) k個 礙物在方體 列m n  捷徑走法數的一般式之生へ函數〓 

1. 由
mn -m-n- +2
k

(n+m+ -3)!
( , )= C

(n-1)!(m-1)!( -1)!
f m n k 

mn -m-n- +2
k

(n+m+ -3)! (m+ 2)!
( , )= C

(n-1)!(m+ 2)! (m-1)!( -1)!
f m n k

   〓 

亦可利用前面的探討過程 求得晥生へ函數為  

3 2 2 n-1 m-1 k(1 ) (1 ) (1 ) /[ ]n m m mn m nx y z x y z            

且當 1 時 即可得 ),( knmf  之生へ函數為 ]/[)1()1( 112 knnmmnmn yxyx    

撝↓  研究結果,2討論 

(一) ⇒數學模式⇔ 

1.當 1個 礙物在方格 列m n 的方格 (1, )i 中的捷徑走法數為

3 4 5 2
2 2 2 2...n m n m n m n i+

m m m mC + C + C + + C          (i=1,2,3,…,n j=1,2,3,…,m)〓 

2.遞迴關係式  3 3
2 2( ,1) ( 1 ,1) ( 1,1) ( 1) ( 1)m n m n

n mf m n f m n f m n m C n C                

(琢) ⇒定理一⇔ 

若 1個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F的捷徑走法數為

)!2()!2(

)!2(

！2

2...11
1 




mn

mn

)(m

)m+(n)+)n(n(n
=)n,f(m ,m n N  〓 

(㎜) ⇒定理琢⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列2 n 中 則從 S出發到 F的捷徑走法數為
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 ),2( knf
( 1)...( )

!

n n n k

k

 
,k n N  〓 

(四) ⇒定理㎜⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 若從 S出發到 F 的捷徑走法數為

),( knmf  則 ),( knmf  滿足遞迴式

1 1

0 0

( , ) ( 1, ) ( 1, )
k k

m n
k i k j

i j

f m n k C f m n i C f n m j   
        〓 

(五) ⇒定理四⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 從 S出發到 F 的捷徑走法數為 ( )f m n,k
則 ( )f m n,k 為嘲 n為變數的多項式且晥最高次為 1 km 〓 

(撝) ⇒定理五⇔ 

若 2個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為

( 2)!( )
( 2)

2( 2)!( 2)!

n m mn m n
f m n,

m n

       ,m n N  〓 

(七) ⇒定理撝⇔ 

若 3個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為

( 2)!( )( 1)
( ,3)

6( 2)!( 2)!

n m mn m n mn m n
f m n

m n

          ,m n N  〓 

(揵) ⇒定理七⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的捷徑走法數為

2 1
1( , ) m n mn m n

m kf m n k C C      ,m n N  〓 

(九) ⇒定理揵⇔ 

若 k個 礙物扨置在方格 列m n 中 則從 S出發到 F 的 過率為

( 1)( 1)

( , )
m n

k
mn
k

C
P m n k

C

   ,m n N  〓 

(一〇) ⇒定理九⇔ 

若 k個 礙物扨置在方體 列m n  中 則從捷徑走法數之組合為

mn -m-n- +2
k

(n+m+ -3)!
( , )= C

(n-1)!(m-1)!( -1)!
f m n k  ,m n N  〓 

(一一) ⇒定理十⇔ 

若 k個 礙物扨置在方體 列m n  中 則捷徑走法之 過率為

mn -m-n- +2 mn
k m+n+ 2

mn mn
m+n+ 2

C C
( , )

k

k

P m n k
C C

 


    ,m n N  〓 

 



 30 

七↓ 討論,2應用 

(一) 討論  
1.在探究的過程中 已建構一個數學模式 針P方格 列m n 愰病 k個 礙物探討

出晗體的結果,2定理 也探究出袪種情形之一般式的遞迴關係〓 
2.捷徑走法函數 ( , )f m n k  (べ們只討論 3維 因為 2維即是 1 時) 由已證明的

等式 可嘲得到
mn -m-n- +2
k( , )= ( ,0) Cf m n k f m n     也就是說 當 , ,m n

固定的情況㎞ ( , )f m n k  的極值發生在
mn -m-n-

+1
2

k      時 晥中   為地板
函數〓 

3. . 過率函數 ( , )P m n k  (べ們只討論 3維 因為 2維即是 1 時) 由已證明的

等式 可嘲得到

mn -m-n- +2 mn
k m+n+ 2

mn mn
m+n+ 2

C C
( , )

k

k

P m n k
C C

 


    べ們可嘲明顯地看見

當 , ,m n 固定的情況㎞ 分子袘在遞減〓並且 因為
mn mn 1 mn 1
m+n+ 2 m+n+ 2 m+n+ 3
mn mn mn
m+n+ 2 m+n+ 2 m+n+ 2

C C C
( , ) ( , 1)

k k k

P m n k P m n k
C C C

      
  

         所嘲若べ們做

出 ( , )P m n k  Pk的圖 晥斜率的變化量為

mn 1
m+n+ 3
mn
m+n+ 2

C kP
k C

 


  晥值會隨著k的增

X而減少 故袪圖為凸函數圖形〓 

(琢) 應用  
望研究之探究過程,2結果 可嘲運用至路徑走法的へW率↓過關之 過機率↓網路

流 機制問題等各領域 亦可運用在電子流動的機率 更可嘲運用在抽象的濯物㎝

像拏府的決策へW率等等〓 
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そ評語た040413  

本作品從探究方格陣列 2n有 k個障礙物導出一完整而簡潔捷

徑走法數公式，分析透徹而完整，文中討論障礙數的所有可能情況

做累加，計算不通過路徑比例後可求通過比率；利用計算函數 f(m×

n, k)與定理三的遞迴式很快可推出定理五與定理六，其中定理四是

基本觀察且定理七是本文的重要結果。 

文中所獲得的研究成果完整，成果也豐富。惟文中的生成函數

需做一些修正。在未來的研究方向上若能深入研究う障礙物放在何

處會使通過路徑最少え主題將是一極富挑戰且有趣的研究課題。 
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