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方方㬋㬋 

摘要 

原始問題烉設P為㬋方形 ABCD內部一點，且P到 AˣBˣC的距離↮別為 1ˣ2ˣ3，

試求㬋方形的面積ˤ利用ᶱ角函數的和差角℔式即可解出㬌題，ㆹ們想了解的是烉若到ᶱ頂

點的距離改變，㬋方形是否仍存在？ㆹ們先將問題簡⊾，將最短距離設為 1，則距離變數將

只剩ᶳ二個，再考慮只㚱兩種距離的情況，ㆹ們簡⊾問題军一個變數，利用⸛面旋轉變換，

及 Geogebra作圖猜測結果，ㆸ功利用作圖完ㆸ存在性證明ˤ將㬌作法再推廣军ᶱ種距離的情

況，並思考其他相關的四邊形烉菱形ˣ矩形ˣ⸛行四邊形，發現皆能用旋轉伸縮變換處理ˤ 

壹ˣ研究動機 

    高二ᶲ第ᶱ冊數學課本習題的其中一題讓ㆹ們對忁個問題產生

一些好奇，原本的題目如ᶳ烉設P為㬋方形 ABCD內部一點，且P到

AˣBˣC的距離↮別為 1ˣ2ˣ3，試求㬋方形的面積ˤ 

ㆹ們想了解內部ᶱ線段為任意長度時，是否能構ㆸ㬋方形？線段

長度的排列是否影響構ㆸ㬋方形的原因？若㬋方形改ㆸ菱形ˣ長方

形ˣ⸛行四邊形，是否仍可構ㆸ？若是㬋五邊形，是否仍存在ˤ 

貳ˣ研究目的 

一ˣ⸛面ᶲ一定點，及ᶱ段固定長，找出㬋方形，使得ᶱ頂點军定點距離為㬌ᶱ段長，並找 

出㬌㬋方形存在條件ˤ 

二ˣ⸛面ᶲ一定點，及ᶱ段固定長，找出菱形，使得ᶱ頂點军定點距離為㬌ᶱ段長，並找出 

㬌菱形存在條件ˤ 

ᶱˣ⸛面ᶲ一定點，及ᶱ段固定長，找出矩形，使得ᶱ頂點军定點距離為㬌ᶱ段長，並找出 

㬌矩形存在條件ˤ 

四ˣ⸛面ᶲ一定點，及ᶱ段固定長，找出⸛行四邊形，使得ᶱ頂點军定點距離為㬌ᶱ段長， 

並找出㬌⸛行四邊形存在條件ˤ 
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參ˣ研究設備及器材 

䳁ˣ筆ˣ橡皮擦ˣ黑板ˣ粉筆ˣGeoGebra5x 電腦ˣ圓規ˣ直尺ˤ 

肆ˣ研究過程或方法 

一ˣ㬋方形烉 

若⸛面ᶲ一定點P，給定ᶱ個距離a ,b ,c，是否存在㬋方形使得其中ᶱ個頂點與P的距

離為a ,b ,c？不妨設最短長度為 1，另兩段長為 t及 sˤ以ᶳ↮ㆸᶱ段距離不等長及兩段等長

兩種情形討論ˤ為方便討論，ㆹ們稱␤ 1s t㬋方形如ᶳ烉中間線段為 1，依順時針順序，照

定點军頂點距離，␥名為 1s tˤ示意圖如ᶳ烉 

 

(一)到ᶱ頂點距離為 1, t  

1. 順序為 1t 1烉 

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, 1, t，則烉 

(1)當1 2 1t   時，存在 1t 1㬋方形，使得P军㬋方形ᶱ頂點的距離為 1, t , 1烊其中當 

  5t  時，㚱最大㬋方形，邊長為2ˤ 

(2)當 2 1 2 1t    時，1t 1㬋方形中心軌跡為一圓除一點ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉90
军 'P ˤ以 'P 為圓心，1為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊↮別作㬋

方形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩㬋方形即為所求ˤ                                     □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1' 1PD P B  ，
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即 1D 在小圓ᶲˤ同理可證， 2D 在小圓ᶲˤ當大圓與 'P 圓內↯

時，大圓半徑 2 1t   ，即1 2 1t   ，可作出所求㬋方形  ʕ

 

當 1AB 為 'P 圓的直徑時， 1 1 1ABC D為最大㬋方形，㬌時

2 2 2 2
1 2 1 5t AB AP     ，如圖所示ˤ 

(2)當大圓與 'P 圓㚱交點時，才存在㬋方形ˤ當大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑 2 1t   ˤ
當大圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑 2 1t   ˤ 

考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊，其中心

↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 45 ，伸縮係數為

2

2
，結果為 1E ˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ所以，

當 2 1 2 1t    ， 1B及 2B 繞行整個 'P 圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，

可視為 'P 圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉 45 ，伸縮係數為
2

2
，結果為一圓ˤ當 2B 在 A時，

2E 不存在ˤ所以形ㆸ的軌跡為一圓除一點ˤ                                      □ 

2. 順序為 1t t烉 

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , t，則烉 

(1)當 1t  時，存在 1t t㬋方形，使得P军㬋方形ᶱ頂點的 

  距離為 1, t , t  ˤ 

(2)當
2

2
t  時，1t t㬋方形中心軌跡為一直線除一點ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉90
军 'P ˤ以 'P 為圓心， t為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊↮別作㬋

方形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩㬋方形即為所求ˤ                                     □ 

證明烉 

(1)連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B t  ，
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即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ 

(2)考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊，其中 

心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 45 ，伸縮係數為

2

2
，結果為 1E 同ʕ理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E 所ʕ以，當

2

2
t 

時， 1B及 2B 在大圓與 'P 圓的根軸ᶲ跑動， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視

為根軸以 A為伸縮旋轉中心，旋轉 45 ，伸縮係數為
2

2
，結果為一直線ˤ當 2B 在 A時， 2E

不存在ˤ所以形ㆸ的軌跡為一直線除一點  ʕ                                       □ 

(二)到ᶱ頂點距離為 1, t , s  

1. 順序為 1t s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當1 2t s t    時，存在1 t s㬋方形，使得P军㬋方形ᶱ頂點 

  的距離為 1, t , s烊其中當 2 2 2s t t   時，㚱最大㬋方形，邊 

  長為 1t  ˤ 

(2)當 2 2t s t    時，1 t s㬋方形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

90军 'P ˤ以 'P 為圓心，s為半徑作圓，交中圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊↮別作

㬋方形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩㬋方形即為所求ˤ                                   □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B s  ，

即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當中圓與 'P 圓內↯時，大圓半徑 2s t  ，即

1 2t s t    ，可作出所求㬋方形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大㬋方形，㬌時 

2 2 2 2 2
1 1 ( 1) 2 2s PA AD t t t        ，如圖所示ˤ 
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(2)當中圓與 'P 圓㚱交點時，才存在㬋方形ˤ當 2t  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑 

2s t  ，也㚱最小半徑 2s t  烊當 2t  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2s t  ，中圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑 2s t  烊 2t  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌

時㚱最大半徑 2 2s ˤ因㬌， 2 2t s t    時，㚱㬋方形存在  ʕ

 

考慮中圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊， 

其中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 45 ，伸縮係

數為
2

2
，結果為 1E ˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ所

以，當 2 2t s t    ， 1B及 2B 繞行整個中圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的

軌跡，可視為中圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉 45 ，伸縮係數為
2

2
，結果為一圓ˤ   □ 

2. 順序為 t 1s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當1 2 1t s t    時，存在 t 1 s㬋方形，使得P军㬋方形ᶱ頂 

  點的距離為 1, t , s烊其中當 22 2 1s t t   時，㚱最大㬋方 

  形，邊長為 1t  ˤ 

(2)當 2 1 2 1t s t    時， t 1 s㬋方形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在中圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

90军 'P ˤ以 'P 為圓心，s為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊↮別作

㬋方形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩㬋方形即為所求ˤ                                   □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
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1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B s  ，
即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓內↯時，大圓半徑 2 1s t  ，
即1 2 1t s t    ，可作出所求㬋方形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大㬋方形，㬌時 

2 2 2 2 2
1 ( 1) 2 2 1s PA AD t t t t        ，如圖所示ˤ 

 

 

(2)當小圓與 'P 圓㚱交點時，才存在㬋方形ˤ當小圓與 'P 圓內↯，

㬌時㚱最大半徑 2 1s t  ˤ 

當小圓與 'P 圓外↯，次時㚱最小半徑 2 1s t  ˤ 

考慮小圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為㬋方形的一邊，其

中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 45 ，伸縮

係數為
2

2
，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ

所以，當 2 1 2 1t s t    ， 1B及 2B 繞行整個小圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為小圓

以 A為伸縮旋轉中心，旋轉 45 ，伸縮係數為
2

2
，結果為一圓ˤ                   □ 

3. 順序為 s 1 t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

當
1

1
2

t
t s

   時，存在 t 1 s㬋方形，使得P军㬋方形ᶱ頂點的距

離為 1, t , sˤ 

 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在大圓ᶲ取任意一點 A，以 A

為旋轉中心，將P旋轉90军 'P ˤ以 'P 為圓心， t為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB
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為㬋方形的一邊↮別作㬋方形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩㬋方形即為所求ˤ               □ 

證明烉 

連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B s  ，即

1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓外↯時，大圓半徑
1

2

t
s

 ，即

1
1

2

t
t s

   ，可作出所求㬋方形ˤ                                              □ 

二ˣ菱形烉 

若⸛面ᶲ一定點P，給定ᶱ個距離a ,b ,c，角度 , 0 180   ，是否存在夾角為的
菱形使得其中ᶱ個頂點與P的距離為a ,b ,c？不妨設最短長度為 1，另兩段長為 t及 sˤ 

(一)到ᶱ頂點距離為 1,1,t  

1. 順序為 1t 1 

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, 1, t，則烉 

(1)當1 2sin 1
2

t
   時，存在 1t 1菱形，使得P军菱形ᶱ 

  頂點的距離為 1, t , 1烊其中當 5 4cost   時，㚱最大 

  菱形，邊長為2ˤ 

(2)當 2sin 1 2sin 1
2 2

t
     時，1t 1菱形中心軌跡為一圓除一點ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉
角军 'P ˤ以 'P 為圓心，1為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為菱形的一邊↮別作菱

形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩菱形即為所求ˤ                                         □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1' 1PD P B  ，
即 1D 在小圓ᶲˤ同理可證， 2D 在小圓ᶲˤ當大圓與 'P 圓內↯時，大圓半徑 2sin 1

2
t

  ，
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即1 2sin 1
2

t
   ，可作出所求菱形ˤ 

當 1AB 為 'P 圓的直徑時， 1 1 1ABC D為最大菱形，㬌時

2 21 2 2 1 2cos 5 4cost         ，如圖所示ˤ 

 

(2) 當大圓與 'P 圓㚱交點時，才存在菱形ˤ當 60  ，大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2sin 1
2

t
  烊大圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑 2sin 1

2
t

  ˤ當 60  ，大圓( 1t  )

與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑 2sin 1
2

t
  烊大圓( 1t  )與 'P 圓內↯，㬌時㚱最小半徑

1 2sin
2

t
  ˤ因㬌 2sin 1 2sin 1

2 2
t

     ，大圓與 'P 圓㚱交點ˤ 

考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為菱形的一邊，其

中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉
2

 ，伸

縮係數為cos
2


，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結

果為 2E ˤ所以，當 2sin 1 2sin 1
2 2

t
     ， 1B及 2B 繞行整

個 'P 圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為 'P 圓以 A為伸縮旋轉

中心，旋轉
2

 ，伸縮係數為cos
2


，結果為一圓ˤ當 2B 在 A時， 2E 不存在ˤ所以形ㆸ的

軌跡為一圓除一點ʕ                                                            □ 

2. 順序為 1t t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , t，則烉 

(1)當 1t  時，存在 1t t菱形，使得P军菱形ᶱ頂點的 

  距離為 1, t , t  ˤ 

(2)當 sin
2

t
 時，1t t菱形中心軌跡為一直線除一點ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，

以 A為旋轉中心，將P旋轉角军 'P ˤ以 'P 為圓心， t為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以
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1AB , 2AB 為菱形的一邊↮別作菱形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩菱形即為所求ˤ            □ 

證明烉 

(1)連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B t  ，
即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ 

(2)考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為菱形的一邊，其中心↮

別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉
2

 ，伸縮係數為cos
2


，

結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ所以，當 sin
2

t


時， 1B及 2B 在大圓與 'P 圓的根軸ᶲ跑動， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可

視為根軸以 A為伸縮旋轉中心，旋轉
2

 ，伸縮係數為cos
2


，結果為

一直線ˤ當 2B 在 A時， 2E 不存在ˤ所以形ㆸ的軌跡為一直線除一點  ʕ                 □ 

(二)到ᶱ頂點距離為 1,t,s 

1. 順序為 1t s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當1 2sin
2

t s t
    時，存在1 t s菱形，使得P军菱形ᶱ頂點 

  的距離為 1, t , s烊其中當 2 2 2 2( 1)coss t t t      時，㚱最 

  大菱形，邊長為 1t  ˤ 

(2)當 2sin 2sin
2 2

t s t
     時，1 t s菱形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

角军 'P ˤ以 'P 為圓心， s為半徑作圓，交中圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為菱形的一邊↮別作

菱形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩菱形即為所求ˤ                                       □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B s  ，
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即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當中圓與 'P 圓內↯時，大圓半徑 2sin
2

s t
  ，

即1 2sin
2

t s t
    ，可作出所求菱形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大菱形，㬌時 

2 2 2
1 12 cos 2 2 2( 1)coss PA AD PA AD t t t          ，如

圖所示ˤ 

(2)當中圓與 'P 圓㚱交點時，才存在菱形ˤ當sin
2 2

t  ，中圓與 'P 圓

內↯，㬌時㚱最大半徑 2sin
2

s t
  ，中圓與 'P 圓外↯，㚱最小

半徑 2sin
2

s t
  烊當sin

2 2

t  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑 2sin
2

s t
  ，也㚱

最小半徑 2sin
2

s t
  烊當sin

2 2

t  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑 2s t ˤ因㬌，

2sin 2sin
2 2

t s t
     時，㚱菱形存在ˤ 

考慮中圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為菱形的一邊， 

其中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉
2

 ，伸縮

係數為cos
2


，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ

所以，當 2sin 2sin
2 2

t s t
     ， 1B及 2B 繞行整個中圓， 1E 及 2E

所形ㆸ的軌跡，可視為中圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉
2

 ，伸縮

係數為cos
2


，結果為一圓  ʕ                                                    □ 

2. 順序為 t 1s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當1 2 sin 1
2

t s t
    時，存在 t 1 s菱形，使得P军菱形ᶱ 

  頂點的距離為 1, t , s烊其中當 22 2 1 2 ( 1)coss t t t t       
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  時，㚱最大菱形，邊長為 1t  ˤ 

(2)當2 sin 1 2 sin 1
2 2

t s t
     時， t 1 s菱形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在中圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

角军 'P ˤ以 'P 為圓心， s為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB 為菱形的一邊↮別作

菱形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D ，則兩菱形即為所求ˤ                                       □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B s  ，
即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓內↯時，大圓半徑 2 sin 1

2
s t

  ，

即1 2 sin 1
2

t s t
    ，可作出所求菱形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大菱形，㬌時 

2 2 2
1 12 cos 2 2 1 2 ( 1)coss PA AD PA AD t t t t          ，如圖所

示ˤ 

(2)當小圓與 'P 圓㚱交點時，才存在菱形ˤ當小圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大

半徑 2 sin 1
2

s t
  ˤ當小圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑 2 sin 1

2
s t

  ˤ 

  考慮小圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為菱形的一邊，其中心

↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉
2

 ，伸縮係數為

cos
2


，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ所以，

當2 sin 1 2 sin 1
2 2

t s t
     ， 1B及 2B 繞行整個小圓， 1E 及 2E 所形

ㆸ的軌跡，可視為小圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉
2

 ，伸縮係數為

cos
2


，結果為一圓ˤ                                                         □ 
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3. 順序為 s 1 t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

當
1

1
2sin

2

t
t s    時，存在 t 1 s菱形，使得P军菱形ᶱ頂點的距離

為 1, t , sˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在大圓ᶲ取任意一點 A，以 A

為旋轉中心，將P旋轉角军 'P ˤ以 'P 為圓心，t為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ以 1AB , 2AB

為菱形的一邊↮別作菱形 1 1 1ABC D , 2 2 2AB C D，則兩菱形即為所求  ʕ                      □ 

證明烉 

連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ，又 'P A PA , 1 1AB AD ，則 1 1'P AB PAD   ( SAS)， 1 1'PD P B t  ，即
1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓外↯時，大圓半徑

1

2sin
2

t
s  ，即

1
1

2sin
2

t
t s    ，可作出所求菱形ˤ                                              □ 

ᶱˣ矩形烉 

若⸛面ᶲ一定點P，給定ᶱ個距離a ,b ,c，是否存在長邊為短邊m倍( 1m )的矩形使得

其中ᶱ個頂點與P的距離為a ,b ,c？不妨設最短長度為 1，另兩段長為 t及 sˤ 

(一)到ᶱ頂點距離為 1,t  

1. 順序為 1t 1 

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, 1, t，則烉 

(1)當 21 1t m m    時，存在 1t 1矩形，使得P军矩形ᶱ 

  頂點的距離為 1, t , 1烊其中當 24 1t m  時，㚱最大矩形 

  ，短邊長為2，長邊長為2mˤ 
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(2)當 2 21 1m m t m m      時，1t 1矩形中心軌跡為一圓除一點ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為伸縮旋轉中心，將P旋

轉90，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，m為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋

轉中心，將 1B及 2B 旋轉 90 ，伸縮係數為 1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為矩形的兩邊作矩形

1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為矩形的兩邊作矩形 2 2 2AB C D ，則兩矩形即為所求ˤ             □ 

證明烉 

(1)連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ， 

  1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 

  1 1

1
' 1PD P B

m
  ，即 1D 在小圓ᶲˤ同理可證， 2D 在小圓ᶲˤ當大圓與 'P 圓內↯時， 

  大圓半徑 2 1t m m   ，即 21 1t m m    ，可作出所求矩形ˤ 

  當 1AB 為 'P 圓的直徑時， 1 1 1ABC D為最大矩形，㬌時 

  
2 2 2

1 4 1t AB AP m    ，如圖所示ˤ 

(2)當大圓與 'P 圓㚱交點時，才存在矩形ˤ當大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱

最大半徑 2 1t m m   ˤ當大圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑

2 1t m m   ˤ 

考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為矩形的一邊，其中

心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，伸

縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為 1E ˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結

果為 2E ˤ所以，當 2 21 1m m t m m      ， 1B及 2B 繞行整個

'P 圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為 'P 圓以 A為伸縮旋轉中心，

旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為一圓ˤ當 2B 在 A時，

2E 不存在ˤ所以形ㆸ的軌跡為一圓除一點ˤ                                      □ 
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2. 順序為 1t t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , t，則烉 

(1)當
2 1

1
1

m
t

m

   時，存在 1t t矩形，使得P军矩形ᶱ頂點的 

  距離為 1, t , tˤ  

(2)當
2 21 1

1 1

m m
t

m m

    時，1t t矩形中心軌跡為一圓除一點烊 

當 
4 2

2

6 1

1

m m
t

m

   時，存在最大矩形，長邊為
2

2

2 1

1

m m

m


 ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為伸縮旋轉中心，將P旋

轉90，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，mt為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋

轉中心，將 1B及 2B 旋轉 90 ，伸縮係數為 1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為矩形的兩邊作矩形

1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為矩形的兩邊作矩形 2 2 2AB C D ，則兩矩形即為所求ˤ             □ 

證明烉 

(1)連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ， 

  1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 

  1 1

1
'PD P B t

m
  ，即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當大圓與 'P 圓內↯時， 

  大圓半徑
2 1

1

m
t

m

  ，即
2 1

1
1

m
t

m

   ，可作出所求矩形ˤ 

(2)當大圓與 'P 圓㚱交點時，才存在矩形ˤ當大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑
2 1

1

m
t

m

  ˤ

當大圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑
2 1

1

m
t

m

  ˤ 

考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為矩形的一邊，其

中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，

伸縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，

結果為 2E ˤ所以，當
2 21 1

1 1

m m
t

m m

    ，



 

 15 

1 1 2 2: ' : ' 1:B P B P B P B P m  ，即 1B及 2B 的軌跡為阿波羅尼斯圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，

可視為㬌阿波羅尼斯圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為

一圓ˤ當 2B 在 A時， 2E 不存在ˤ所以形ㆸ的軌跡為一圓除一點ˤ 

當 1AB 為阿波羅尼斯圓的直徑時，㚱最大矩形 1 1 1ABC D，㬌時直徑

2

1 2

' ' 2 1

1 1 1

PP PP m m
AB

m m m

     ˤ設 1AB 的中點為M ，半徑

2

1 2

1 1

2 1

m m
R AB

m

   ，
'

1

PP R
MP R

m m
   ，

2 2
2 2

1

1 ( ) 4 1
cos cos

2 4

R
R R tmPAM PAB

R R

        ， 

2
2 2

2

2
2 1

R
t R

m
   ， 4 2

2

6 1

1

m m
t

m

                                                □ 

(二)到ᶱ頂點距離為 1,t , s  

1. 順序為 1t s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當
2 1

1
m t

t s
m

    時，存在1 t s矩形，使得P军矩形ᶱ 

  頂點的距離為 1, t , s烊其中當
2 2 2 1m t t

s
m

   時，㚱最 

  大矩形，邊長為 1t  ˤ 

(2)當
2 21 1m t m t

s
m m

     時，1 t s矩形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

90，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，ms為半徑作圓，交中圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋轉

中心，將 1B及 2B 旋轉 90 ，伸縮係數為 1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為矩形的兩邊作矩形

1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為矩形的兩邊作矩形 2 2 2AB C D，則兩矩形即為所求  ʕ              □ 
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證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)，

1 1

1
'PD P B s

m
  ，即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當中圓與 'P 圓內↯時，大

圓半徑
2 1m t

s
m

  ，即
2 1

1
m t

t s
m

    ，可作出所求矩形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大矩形，㬌時 

2 2
2 2 2 2

1

1 2 1
1 ( )

t m t t
s PA AD

m m

        ，如圖所示ˤ 

(2)當中圓與 'P 圓㚱交點時，才存在矩形ˤ當 2 1t m  ，中圓與 'P 圓 

內↯，㬌時㚱最大半徑
2 1m t

s
m

  ，也㚱最小半徑
2 1t m

s
m

  烊

當 2 1t m  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑
2 1m t

s
m

  ，中圓與 'P 圓外↯，㬌時

㚱最小半徑
2 1m t

s
m

  烊 2 1t m  ，中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑
22 1m

s
m

 ˤ

因㬌，
2 21 1m t m t

s
m m

     時，㚱矩形存在ˤ 

考慮中圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為矩形的一邊， 

其中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，伸

縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為 1E ˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為

2E ˤ所以，當
2 21 1m t m t

s
m m

     ， 1B及 2B 繞行整個中圓， 1E

及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為中圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉

1 1B AC ，伸縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為一圓ˤ                                   □ 

 

 



 

 17 

2. 順序為 t 1s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當
2 1 1

1
t m

t s
m

    時，存在 t 1 s矩形，使得P军矩形ᶱ 

  頂點的距離為 1, t , s烊其中當
2 2 2 2 1m t t t

s
m

   時，㚱最 

  大矩形，邊長為 1t  ˤ 

(2)當
2 21 1 1 1t m t m

s
m m

     時， t 1 s矩形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在中圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

90，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，ms為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋轉

中心，將 1B及 2B 旋轉 90 ，伸縮係數為 1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為矩形的兩邊作矩形

1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為矩形的兩邊作矩形 2 2 2AB C D ，則兩矩形即為所求ˤ            □ 

證明烉 

(1) 連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1' 90P AP B AD   ，
1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)，

1 1

1
'PD P B s

m
  ，即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當小圓與 'P

圓內↯時，大圓半徑
2 1 1t m

s
m

  ，即
2 1 1

1
t m

t s
m

    ，可作出所

求矩形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大矩形，㬌時 

2 2 2
2 2 2 2

1

1 2 1
( )
t m t t t

s PA AD t
m m

        ，如圖所示ˤ 

(2)當小圓與 'P 圓㚱交點時，才存在矩形ˤ當小圓與 'P 圓內↯，㬌

時㚱最大半徑
2 1 1t m

s
m

  ˤ當小圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小

半徑
2 1 1t m

s
m

  ˤ 

考慮小圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為矩形的一邊， 
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其中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為
2 1

2

m

m


，結

果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ所以，當
2 21 1 1 1t m t m

s
m m

     ，

1B及 2B 繞行整個小圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為小圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉

1 1B AC ，伸縮係數為
2 1

2

m

m


，結果為一圓ˤ                                  □ 

3. 順序為 s 1 t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

當
2

1
1

1

mt
t s

m

    時，存在 s 1 t矩形，使得P军矩形ᶱ頂點的距離為

1, t , sˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在大圓ᶲ取任意一點 A，以 A為

旋轉中心，將P旋轉90，伸縮係數為m军 'P 以ʕ 'P 為圓心，mt為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ

以 A為伸縮旋轉中心，將 1B及 2B 旋轉 90 ，伸縮係數為 1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為矩形的

兩邊作矩形 1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為矩形的兩邊作矩形 2 2 2AB C D，則兩矩形即為所求ʕ      □ 

證明烉 

連 接 PA , 1PD , 'P A , 1'P B ˤ 在 1'P A B 和 1PAD 中 ， 1 1' 90P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ， 又 'P A m , 1 1AB mAD ， 則 1 1'P AB PAD  ( SAS ) ，

1 1

1
'PD P B t

m
  ，即 1D 在中圓ᶲˤ同理可證， 2D 在中圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓外↯時，大圓半

徑
2

1

1

mt
s

m

  ，即 2

1
1

1

mt
t s

m

    ，可作出所求矩形ʕ                                 □ 

 

四ˣ⸛行四邊形烉 

若⸛面ᶲ一定點P，給定ᶱ個距離a ,b ,c，是否存在長邊為短邊m倍( 1m )，角度 , 

0 180   的⸛行四邊形，使得其中ᶱ個頂點與P的距離為a ,b ,c？不妨設最短長度為 1，

另兩段長為 t及 sˤ 
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 (一)到ᶱ頂點距離為 1,t  

1. 順序為 1t 1 

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, 1, t，則烉 

(1)當 21 1 2 cost m m m     時，存在 1t 1⸛行四邊形， 

  使得P军⸛行四邊形ᶱ頂點的距離為 1, t , 1烊其中當 

  24 1 4 c o st m m    時，㚱最大⸛行四邊形，短邊長為 

  2，長邊長為2mˤ 

(2)當 2 21 2 cos 1 2 cosm m m t m m m         時，1t 1

⸛行四邊形中心軌跡為一圓 

除一點ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為伸縮旋轉中心，將P旋

轉，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，m為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋轉

中心，將 1B及 2B 旋轉  ，伸縮係數為
1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行

四邊形 1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四邊形 2 2 2AB C D ，則兩⸛行四邊形

即為所求ˤ                                                                    □ 

證明烉 

 (1)連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ， 

1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 

1 1

1
' 1PD P B

m
  ，即 1D 在小圓ᶲˤ同理可證， 2D 在小圓ᶲˤ當

大圓與 'P 圓內↯時，大圓半徑 2 1 2 cost m m m    ，即

21 1 2 cost m m m     ，可作出所求⸛行四邊形ˤ 

  當 1AB 為 'P 圓的直徑時， 1 1 1ABC D為最大⸛行四邊形，㬌時 

  
2 2 2

1 12 cos 4 1 4 cost AB AP AB AP m m        ， 

  如圖所示ˤ 
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 (2)當大圓與 'P 圓㚱交點時，才存在⸛行四邊形ˤ當
1

cos
2m

  ，大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱

最大半徑 2 1 2 cost m m m    ，大圓與 'P 圓外↯，㚱最小半徑

2 1 2 cost m m m    烊當
1

cos
2m

  ，大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2 1 2 cost m m m    ，也㚱最小半徑 2 1 2 cost m m m     烊當
1

cos
2m

  ，大圓與

'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑 2s m 因ʕ㬌， 2 21 2 cos 1 2 cosm m m t m m m        
時，㚱⸛行四邊形存在ˤ 

考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為⸛行四邊形

的一邊，其中心↮別為 1E , 2Eˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B

旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為

1E ˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，結果為 2E ˤ所以，當

2 21 2 cos 1 2 cosm m m t m m m         ， 1B及 2B

繞行整個 'P 圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為 'P 圓以 A為

伸縮旋轉中心，旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為

2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為一圓ʕ 當 2B 在 A時， 2E 不存在ˤ

所以形ㆸ的軌跡為一圓除一點ˤ                                             □ 

2. 順序為 1t t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , t，則烉 

(1)當
2 1 2 cos

1
1

m m
t

m

    時，存在 1t t⸛行四邊形，使得P军 

  ⸛行四邊形ᶱ頂點的距離為 1, t , t  ˤ 

(2)當
2 21 2 cos 1 2 cos

1 1

m m m m
t

m m

       時，1t t⸛行四邊形 

中心軌跡為一圓除一點烊當

4 2 3

2

6 1 2 cos 4 cos

1

m m m m
t

m

      時，存在最大⸛行四邊



 

 21 

形，長邊為
2

2

2 1 2 cos

1

m m m

m

 
 ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1及 t的兩圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為伸縮旋轉中心，將P旋

轉，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，mt為半徑作圓，交大圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋轉

中心，將 1B及 2B 旋轉  ，伸縮係數為
1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行

四邊形 1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四邊形 2 2 2AB C D ，則兩⸛行四邊形

即為所求ʕ                                                                      □ 

證明烉 

(1)連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ， 

  1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 

  1 1

1
'PD P B t

m
  ，即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當大圓與 'P 圓內↯時， 

  大圓半徑
2 1 2 cos

1

m m
t

m

   ，即
2 1 2 cos

1
1

m m
t

m

    ，可作出所求⸛行四邊形ˤ 

 

(2)當大圓與 'P 圓㚱交點時，才存在⸛行四邊形ˤ當大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2 1 2 cos

1

m m
t

m

   ˤ當大圓與 'P 圓外↯，㬌時㚱最小半徑
2 1 2 cos

1

m m
t

m

   ˤ 

考慮大圓與 'P 圓的交點 1B , 2B，以 1AB , 2AB 為⸛行四邊形的一邊，其

中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，伸縮

係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮旋轉，

結果為 2E ˤ所以，當
2 21 2 cos 1 2 cos

1 1

m m m m
t

m m

       ，

1 1 2 2: ' : ' 1:B P B P B P B P m  ，即 1B及 2B 的軌跡為一阿波羅尼斯圓， 1E

及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為㬌阿波羅尼斯圓以 A為伸縮旋轉中心，

旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為一圓ˤ當 2B 在 A時， 2E 不存在ˤ所

以形ㆸ的軌跡為一圓除一點ˤ 
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當 1AB 為阿波羅尼斯圓的直徑時，㚱最大⸛行四邊形 1 1 1ABC D，

㬌時直徑
2

1 2

' ' 2 1 2 cos

1 1 1

PP PP m m m
AB

m m m

      ˤ 

設 1AB 的中點為M ，半徑
2

1 2

1 1 2 cos

2 1

m m m
R AB

m

    ，

'

1

PP R
MP R

m m
   ，

2 2
2 2

1

1 ( ) 4 1
cos cos

2 4

R
R R tmPAM PAB

R R

        ， 

2
2 2

2

2
2 1

R
t R

m
   ， 4 2 3

2

6 1 2 cos 4 cos

1

m m m m
t

m

       ʕ                         □ 

(二)到ᶱ頂點距離為 1,t , s  

1. 順序為 1t s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當
2 1 2 cos

1
m m t

t s
m

     時，存在1 t s⸛行四邊形，使 

  得P军⸛行四邊形ᶱ頂點的距離為 1, t , s烊其中當 

  
2 2 2 1 2 ( 1)cosm t t m t

s
m

     時，㚱最大⸛行四邊形， 

  長邊長為 1t  ˤ 

(2)當
2 21 2 cos 1 2 cosm m t m m t

s
m m

        時，1 t s⸛

行四邊形中心軌跡為一圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在小圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，ms為半徑作圓，交中圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋轉中

心，將 1B及 2B 旋轉  ，伸縮係數為
1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四

邊形 1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四邊形 2 2 2AB C D ，則兩⸛行四邊形即

為所求ˤ                                                                      □ 
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證明烉 

(1) 接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ， 

1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 

1 1

1
'PD P B s

m
  ，即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當中圓與 'P 圓內↯時， 

大圓半徑
2 1 2 cosm m t

s
m

   ，即
2 1 2 cos

1
m m t

t s
m

     ，

可作出所求⸛行四邊形ˤ 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大⸛行四邊形，㬌時 

2 2 2 2
1 1' 2 'cos 2 1 2 ( 1)cosAB AP AB AP m t t m t

s
m m

          ，如

圖所示ˤ 

(2) 當中圓與 'P 圓㚱交點時，才存在⸛行四邊形ˤ當
2 21

cos
2

m t

m
   ，中圓與 'P 圓內↯，

㬌時㚱最大半徑
2 1 2 cosm m t

s
m

   ，中圓與 'P 圓外↯，㚱最小半徑

2 1 2 cosm m t
s

m

   烊當
2 21

cos
2

m t

m
   ，大圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2 1 2 cosm m t
s

m

   ，也㚱最小半徑
2 1 2 cost m m

s
m

   烊當
2 21

cos
2

m t

m
   ，

中圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑
2t

s
m

 ˤ因㬌，

2 21 2 cos 1 2 cosm m t m m t
s

m m

        時，㚱⸛行四邊形

存在ˤ 

考慮中圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為⸛行四邊形的一邊， 

其中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，

伸縮係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為 1Eˤ同理， 2B 經相同的伸縮

旋轉，結果為 2E ˤ所以，當
2 21 2 cos 1 2 cosm m t m m t

s
m m

        ， 1B及 2B 繞行
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整個中圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為中圓以 A為伸縮旋轉中心，旋轉 1 1B AC ，伸縮

係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為一圓ˤ                                        □ 

2. 順序為 t 1s  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

(1)當
2 1 2 cos 1

1
t m m

t s
m

     時，存在 t 1 s⸛行四邊形，使得P  

  军⸛行四邊形ᶱ頂點的距離為 1, t , s烊其中當 

  
2 2 2 2 1 2 ( 1 ) c om t t t m t

s
m

     時，㚱最大⸛行四邊形， 

  長邊為 1t  ˤ 

(2)當
2 21 2 cos 1 1 2 cos 1t m m t m m

s
m m

        時， t 1 s⸛行四邊形中心軌跡為一

圓ˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在中圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P旋轉

，伸縮係數為m军 'P ˤ以 'P 為圓心，ms為半徑作圓，交小圓於 1B , 2B ˤ以 A為伸縮旋轉中

心，將 1B及 2B 旋轉  ，伸縮係數為
1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四

邊形 1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四邊形 2 2 2AB C D ，則兩⸛行四邊形即

為所求ʕ                                                                        □ 

證明烉 

(1) 接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ， 

1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 

1 1

1
'PD P B s

m
  ，即 1D 在大圓ᶲˤ同理可證， 2D 在大圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓內↯時， 

大圓半徑
2 1 2 cos 1t m m

s
m

   ，即
2 1 2 cos 1

1
t m m

t s
m

     ，可作出所求⸛行

四邊形ˤ 



 

 25 

當 1AB 忂過P點時， 1 1 1ABC D為最大⸛行四邊形，㬌時 

2 2 2 2 2
1 1' 2 'cos 2 1 2 ( 1)cosAB AP AB AP m t t t m t

s
m m

         
，如圖所示ˤ 

(2) 當小圓與 'P 圓㚱交點時，才存在⸛行四邊形ˤ當

2 2 2

2

1
cos

2

m t t

mt
   ，小圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2 1 2 cos 1t m m
s

m

   ，小圓與 'P 圓外↯，㚱最小半徑

2 1 2 cos 1t m m
s

m

   烊當
2 2 2

2

1
cos

2

m t t

mt
   ，小圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑

2 1 2 cos 1t m m
s

m

   ，也㚱最小半徑
21 1 2 cost m m

s
m

   烊當
2 2 2

2

1
cos

2

mt t

mt
   ，

小圓與 'P 圓內↯，㬌時㚱最大半徑
1t

s
m

 ˤ因㬌，當

2 21 2 cos 1 1 2 cos 1t m m t m m
s

m m

        時，㚱⸛行四邊形存在ˤ 

 

考慮小圓與 'P 圓的交點 1B , 2B ，以 1AB , 2AB 為⸛行四邊形的一邊， 

其中心↮別為 1E , 2E ˤ以 A為伸縮旋轉中心，將 1B旋轉 1 1B AC ，

伸縮係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為 1E ˤ同理， 2B 經相同的伸

縮旋轉，結果為 2E ˤ所以，當

2 21 2 cos 1 1 2 cos 1t m m t m m
s

m m

        ， 1B及 2B 繞行整

個小圓， 1E 及 2E 所形ㆸ的軌跡，可視為小圓以 A為伸縮旋轉中心，

旋轉 1 1B AC ，伸縮係數為
2 1 2 cos

2

m m

m

 
，結果為一圓ˤ                   □ 
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3. 順序為 s 1 t  

若⸛面ᶲ㚱一定點P，及ᶱ個距離為 1, t , s，則烉 

當
2

1
1

1 2 cos

mt
t s

m m 
     時，存在 s 1⸛行四邊形，使得P军⸛

行四邊形ᶱ頂點的距離為 1, t , sˤ 

作法烉 

以P為圓心，作半徑為 1,t及 s的ᶱ圓ˤ在大圓ᶲ取任意一點 A，以 A

為旋轉中心，將P旋轉，伸縮係數為m军 'P 以ʕ 'P 為圓心，mt為半徑作圓，交小圓於 1B , 2Bˤ

以 A為伸縮旋轉中心，將 1B及 2B 旋轉  ，伸縮係數為
1

m
军 1D , 2D ，以 1AB , 1AD 為⸛行四邊

形的兩邊作⸛行四邊形 1 1 1ABC D烊以 2AB , 2AD 為⸛行四邊形的兩邊作⸛行四邊形 2 2 2AB C D ，

則兩⸛行四邊形即為所求ʕ                                                        □ 

證明烉 

連接PA, 1PD , 'P A, 1'P Bˤ在 1'P AB 和 1PAD 中， 1 1'P AP B AD    ，

1 1'P AB PAD  ，又 'P A mPA , 1 1AB mAD ，則 1 1'P AB PAD  ( SAS)， 1 1'PD P B t  ，
即 1D 在中圓ᶲˤ同理可證， 2D 在中圓ᶲˤ當小圓與 'P 圓外↯時，大圓半徑

2

1

1 2 cos

mt
s

m m 
   ，即

2

1
1

1 2 cos

mt
t s

m m 
     ，可作出所求⸛行四邊形ˤ       □ 

 

伍ˣ研究結果 

ㆹ們將研究結果利用表格方式呈現，以利看出相關性ˤ 

一ˣ㬋方形烉  

(一)到ᶱ頂點距離為 1, t  

順序 1t 1㬋方形 1t t㬋方形 

㬋方形存在時 

t的範圍 
1 2 1t    1t   

最大㬋方形 當 5t  時，㚱最大㬋方形，邊長為2  無 

中心軌跡 
當 2 1 2 1t    時，1t 1㬋方形中心軌

跡為一圓除一點 

當
2

2
t  時，1t t㬋方形中心

軌跡為一直線除一點 
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(二)到ᶱ頂點距離為 1, t , s  

順序 1t s㬋方形 t 1s㬋方形 s 1 t㬋方形 

㬋方形存在時 

s , t的範圍 
1 2t s t     1 2 1t s t     

1
1

2

t
t s

    

最大㬋方形 
當 2 2 2s t t   時，㚱最

大㬋方形，邊長為 1t  ˤ 

當 22 2 1s t t   時，㚱最
大㬋方形，邊長為 1t  ˤ 

無 

中心軌跡 
當 2 2t s t    時，中

心軌跡為一圓 

當 2 1 2 1t s t    時，中
心軌跡為一圓 

 

 

二ˣ菱形烉 

(一) 到ᶱ頂點距離為 1, t  

順序 1t 1菱形 1t t菱形 

菱形存在時 

t的範圍 
1 2sin 1

2
t

    1t   

最大菱形 
當 5 4cost   時，㚱最大菱形，

邊長為2  

無 

中心軌跡 
當 2sin 1 2sin 1

2 2
t

     時， 

中心軌跡為一圓除一點 

當 sin
2

t
 時，中心軌跡為 

一直線除一點 

 

(二) 到ᶱ頂點距離為 1, t , s  

順序 1t s菱形 t 1s菱形 s 1 t菱形 

菱形存在時 

s , t的範圍 
1 2sin

2
t s t

     1 2 sin 1
2

t s t
     

1
1

2sin
2

t
t s     

最大菱形 
當 2 2 2 2( 1)coss t t t     
時，㚱最大菱形，邊長為 1t   ʕ

當 22 2 1 2 ( 1)coss t t t t     
時，㚱最大菱形，邊長為 1t   

無 

中心軌跡 
當 2sin 2sin

2 2
t s t

    
時，中心軌跡為一圓 

當2 sin 1 2 sin 1
2 2

t s t
    

時，中心軌跡為一圓 

 

ᶱˣ矩形烉 

(一)到ᶱ頂點距離為 1, t  

順序 1t 1矩形 1t t矩形 
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矩形存在時 

t的範圍 
21 1t m m     

2 1
1

1

m
t

m

    

最大矩形 當 24 1t m  時，㚱最大矩形， 

短邊長為2，長邊長為2mˤ 

當
4 2

2

6 1

1

m m
t

m

   時，㚱最大矩形，

長邊為
2

2

2 1

1

m m

m


  

中心軌跡 當 2 21 1m m t m m      時，

中心軌跡為一圓除一點 

當
2 21 1

1 1

m m
t

m m

    時， 

中心軌跡為一圓除一點 

 

(二)到ᶱ頂點距離為 1,t , s  

順序 1t s矩形 t 1s矩形 s 1 t矩形 

矩形存在時 

s , t的範圍 

2 1
1

m t
t s

m

     
2 1 1

1
t m

t s
m

     2

1
1

1

mt
t s

m

     

最大矩形 
當

2 2 2 1m t t
s

m

   時，㚱最

大矩形，邊長為 1t   

當
2 2 2 2 1m t t t

s
m

   時，㚱最

大矩形，邊長為 1t   

無 

中心軌跡 
當

2 21 1m t m t
s

m m

    
時，中心軌跡為一圓 

當
2 21 1 1 1t m t m

s
m m

    
時，中心軌跡為一圓 

 

 

四ˣ⸛行四邊形烉 

(一)到ᶱ頂點距離為 1, t  

順序 1t 1⸛行四邊形 1t t⸛行四邊形 

⸛行四

邊形存

在時 t

的範圍 

21 1 2 cost m m m      
2 1 2 cos

1
1

m m
t

m

     

最大⸛

行四邊

形 

當 24 1 4 cost m m    時，㚱最大⸛行四邊

形，短邊長為2，長邊長為2m 

當

4 2 3

2

6 1 2 cos 4 cos

1

m m m m
t

m

     
時，㚱最大⸛行四邊形，長邊長為

2

2

2 1 2 cos

1

m m m

m

 
  

中心軌

跡 

2 21 2 cos 1 2 cosm m m t m m m        
中心軌跡為一圓除一點 

2 21 2 cos 1 2 cos

1 1

m m m m
t

m m

      
中心軌跡為一圓除一點 
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(二)到ᶱ頂點距離為 1,t , s  

順序 ⸛行四邊形存在時 s , t的範圍 最大⸛行四邊形 

1t s⸛行四邊形 
2 1 2 cos

1
m m t

t s
m

      

2 2 2 1 2 ( 1)cosm t t m t
s

m

      

㚱最大⸛行四邊形，長邊長為 1t   

t 1s⸛行四邊形 
2 1 2 cos 1

1
t m m

t s
m

      

2 2 2 2 1 2 ( 1)cosm t t t m t
s

m

      

㚱最大⸛行四邊形，長邊長為 1t   

s1t⸛行四邊形 
2

1
1

1 2 cos

mt
t s

m m 
      無 

 

順序 中心軌跡 

1t s⸛行四邊形 當
2 21 2 cos 1 2 cosm m t m m t

s
m m

        時，中心軌跡為一圓 

t 1s⸛行四邊形 當
2 21 2 cos 1 1 2 cos 1t m m t m m

s
m m

        時，中心軌跡為一圓 

s1t⸛行四邊形  
 

陸ˣ討論 

一ˣ因為 1s t㬋方形的定點在大圓ᶲ，當大圓半徑變動時，定點也隨著跑動，因㬌不討論中心

軌跡ˤ 

二ˣ若⸛面ᶲ一定點，及ᶱ段固定長，可利用㬌方法找出㬋n邊形，使得ᶱ相鄰頂點军定點

距離為㬌ᶱ段長ˤ若ᶱ頂點不相鄰，無法用相同方法找出㬋n邊形ˤ 

ᶱˣ㬋五邊形烉若⸛面ᶲ一定點P，給定ᶱ個距離a ,b ,c，是否存在㬋五邊形使得其中ᶱ個

頂點與P的距離為a ,b ,c？不妨設最短長度為 1，另兩段長為 t及 sˤ若距離為 1, t ,s的

ᶱ頂點為相鄰，則㬋五邊形的作圖方法與㬋方形的作圖方法雷同，旋轉角度改為㬋五邊

形的內角-108即可ˤ若ᶱ頂點不相鄰，ㆹ們提供的作法如ᶳ烉以P為圓心，作半徑為

1,t及 s的ᶱ圓ˤ在大圓ᶲ取任意一點 A，以 A為旋轉中心，將P  旋轉 36 军 'P ˤ以 'P

為圓心， t為半徑作圓，交小圓於 1D , 2D ˤ以 A為旋轉中心，將 1D , 2D 旋轉36军 1C , 2C ，
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以 1 1C D , 2 2C D 為㬋五邊形的一邊↮別作㬋五邊形

1 1 1 1ABC D E , 2 2 2 2AB C D E ，則兩㬋五邊形即為所求ˤ 

四ˣ⸛面ᶲ一定點，及ᶱ段固定長，可否找出一农性的方法作出

㬋n邊形，使得ᶱ頂點军定點距離為㬌ᶱ段長？ 

五ˣ空間中一定點，及四段固定長，可否找出立方體，使得四頂

點军定點距離為㬌四段長，並找出㬌立方體存在條件？又，

需要若⸚固定長才能決定立方體存在？ 

ℕˣ如何利用四邊形的↮類方式決定㬋n邊形的↮類原則？ 

柒ˣ結論 

一ˣ若將1ts㬋方形及 1t s㬋方形中的 t設為 1，其結果與1 1t 㬋方形相同ˤ 

二ˣ1ts及 1t s㬋方形ˣ菱形ˣ矩形ˣ⸛行四邊形的最大邊長皆為 1t  ˤ 

ᶱˣ在1tt矩形及⸛行四邊形中，將m趨近於 1，則 1B及 2B 所在的阿波羅尼斯圓將退⊾為 'PP

的中垂線，結果↮別與1tt㬋方形及菱形結果相同ˤ 

四ˣ將設為90，則菱形結果與㬋方形相同ˤ將m設為 1，則矩形結果與㬋方形相同ˤ 

五ˣ↮別將m設為 1且設為90，則⸛行四邊形結果↮別與菱形及矩形相同ˤ 

ℕˣ若不限制1ts大小關係，利用GGB作圖置換大中小圓，則1ts , 1s t , 1t s作圖皆相同ˤ 

捌ˣ參考資料及其他 

左銓如ˣ季素㚰炷1998炸ʕ 初等幾何研究炷一版炸ʕ 臺⊿市烉九章ˤ 

游森棚等炷2014炸ʕ 普忂高䳂中學數學第ᶱ冊ˤ臺南市烉翰林ˤ 

許志農等炷2011炸ʕ 普忂高䳂中學數學第四冊ˤ臺⊿市烉龍騰ˤ 



Ȝ評語ȝ040412  

本論文主要在研究已知一方形中某點 P到三頂點的距離為 1、

s、t求出存在這樣的正方形及 P點的條件，並求出所有可能的正方

形中心的軌跡Ƕ接著，論文並將討論由正方形延伸到菱形、矩形、

平行四邊形Ƕ 

整體來說，對於正方形、菱形、長方形、平行四邊形的討論完

整，論文有一定的難度Ƕ 

若有缺點，可能是有些情況分得太細，例如，討論正方形的時

候分為 1t1、1tt、1ts、t1s、s1t等等情況，可以再求整合，以便精

煉Ƕ其他有關菱形、長方形、平行四邊形的討論也有類似的現象Ƕ 
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