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摘要 

本作品主要在討論給定一個 n 邊形，在移動一個邊或是兩個邊後可形成的幾何圖形，並

設法找出其一般式。在此研究中的圖形經翻轉、旋轉或撓折後相同的圖形視為同一個，在此

定義此種圖形稱為─幾何算數形，簡稱「算數形」。 

我們觀察圖形之規律，進而發現經定義移動邊數後的幾何圖形內部必只會出現一個封閉

多邊形，以此特殊性質為基礎推導公式的形式。得知 n 邊形中移動 1 個邊後，當 n 為奇數情

況下，算數形總數的公式為
( 3)( 1)

4
n n 

；n 為偶數情況下，算數形總數的公式為
( 2) 4

4
n n  

。

在研究移動兩邊時發現規律過於繁雜，因此將其分類為 3 種情況來討論，分別為在封閉多邊

形上有 (1) 二分支 (2) 三分支 (3) 四分支，並加以分別討論，推導出上述情形之公式。 
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壹、研究動機  

在化學課中曾經提到多個碳原子能以多邊形的形式組成環烷，如六個碳可組成環己烷，

而其鍵結經過適當的移動，可形成其他環烷類 (甲基環戊烷、乙基環丁烷等)，我們因此獲得

一個靈感，當在不同多邊形情況下，移動的邊數不同，所組合成的圖形是否存在有趣的規則？

若存在其規則為何？所以我們就在好奇心的驅使下決定將其深入研究，並使用所學的數學知

識來嘗試解決此幾何問題，以了解其中的奧妙之處。  

 

貳、研究目的 
    此研究目的如下： 

一、利用定義似幾何化過程─幾何算數形，進而討論移動邊數後之圖形情況。 

二、找出多邊形移動一邊後可形成之所有幾何算數形的種類。 

三、以排列組合方法找出在 n 邊形中移動一邊後，所形成之算數形分支圖總數，是否存 

    在特殊規則，並找出一般形式。 

四、找出多邊形移動二邊後可形成之所有幾何算數形的種類。 

五、考慮在 n 邊形中移動二邊後所形成之算數形分支圖總數，在不同分支情況下是否仍 

    存在特殊規則，並推導出其一般式。 

 

參、研究設備及器材 

    紙、筆、C++程式、電腦 word、繪圖軟體 Geogebra。 

 

肆、研究過程及方法 

一、幾何算數形 

定義 1：設多邊形的邊數為 n，移動之邊數為 m (本作品所述的移動邊數 m 均需解釋為至少需 

        移動 m 個邊才可形成該圖形)，並且在此研究中的圖形並無方向性。在圖形經旋轉、 

        翻轉或撓折後相同的多邊形視為同一個，即定義此為幾何算數形，簡稱「算數形」。 

定義 2：每一個點皆須與邊相鄰。 
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定義 3：該圖形的點數與邊數需相同。 

    由定義 1 可知，在移動邊數後的圖形旋轉、翻轉或撓折之後相同的這個過程，我們稱之

為似幾何化。並推論在不同多邊形的邊數 n，移動邊數 m 為一邊、二邊公式的形式。如圖一

所示，A、B 所顯示為 8n  ， 2m  之算數形圖，C、D 所顯示為 14n  ， 0m  之算數形圖，

因定義 1，此圖形在處理時我們將其視為相同的情況。 

                    

                 A            B                  C           D 
圖一、不同邊數下相同之算數形圖       

 
此外，我們可觀察到移動一邊( 1m  )之圖形有兩個特殊的性質如下： 

性質 1：若 1m  時，則圖形在移動一邊後必只形成一個封閉多邊形與分支。 

性質 2：若 1m  時，產生性質 1 所述之封閉多邊形上的分支必在該封閉多邊形相鄰的點上， 

        如圖二所示。 

 
圖二、性質 1、2 的表徵 

證明： 

性質 1：若將多邊形做一條對角線，可發現該多邊形會被分成兩個封閉多邊形，但在此我          

        們僅需移動一邊，故只能在這兩個封閉多邊形的其中一個去掉一邊，因此必只剩 

        下唯一一個封閉多邊形。 

   性質 2：拿掉一個邊後，剩下的分支一定位在唯一的對角線上，故得知二分支必定相鄰。 

           若非相鄰兩邊，如圖三，此需移動兩邊才會形成一封閉多邊形，若只移動一邊， 

           圖形無法成為完整的封閉多邊形 (即無分支之多邊形)。 

       

圖三、 1m  時不相鄰二分支無法還原為封閉多邊形 
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接下來，我們將利用以上二種特殊性質規則，推導出在 n 邊形下，移動一邊以及二邊的算數

形分支圖總數的公式。 

二、n 邊形移動邊數後之算數形討論 

 利用性質 1、2，我們可以開始推導當移動邊數為 1m  與 2m  情況下之公式。此外每個

封閉多邊形皆由三角形開始逐漸增加邊數，因此利用圖形規則，找出其特殊規律。 

(一) 考慮 n 邊形，移動一邊( 1m  )情況下之算數形總數 

    首先從討論封閉多邊形為三角形開始，當該多邊形邊數為 n 時，則分支共有 3n 個點。

在此我們分別討論邊數 n 為奇、偶情況下的差異。 

1. 多邊形邊數 n 為奇數 

    若在 n 多邊形中，封閉圖形為三角形時，則分支共有 3n 個點。考慮 n 為奇數，則 3n
必為偶數，故在此情況下的算數形之分支圖共有

2
3 1 31 1
2 2

nH n     個。 

    若封閉圖形為四邊形時，則分支共有 4n 個點。考慮 n 為奇數，則 4n 必為奇數，故在

此情況下的算數形之分支圖共有
2

4 5 1
2 2
nH n   個。以此類推，如表一，可以推得以下定理。 

定理一：在 n 邊形中移動 1m  邊，當 n 為奇數情況下，則算數形的分支圖總數的公式為 

( 3)( 1)
4

n n 
。 

證明： 

    在 n 邊形中移動 1m  邊後，可得不同封閉多邊形下算數形之分支圖總數為 

  3 5 5 7 7 ( 1) 11 1 1 1 1 ...... 1 1 1
2 2 2 2 2 2

n n n n n n n                      

        3 5 5 7 7 ...... 3 1 1
2 2 2 2 2 2

n n n n n n n n                 

        3 3 (5 7 ...... ) 2 1
2 2

n nn n n           ( 3)( 1)
4

n n   

故得證當多邊形 n 為奇數時，移動一邊後之算數形的分支圖總數之公式為
( 3)( 1)

4
n n 

。 
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表一、當邊數 n 為奇數時移動一邊算數形分支圖的情形 

 5n   7n   

算數形 

分支圖 
  

  
  

總數 3 8 

 

 9n   

算數形 

分支圖 

  
  

  

 

總數 15 

2. 多邊形邊數 n 為偶數 

    考慮在不同封閉多邊形下，當 n 為偶數，移動邊數為一邊時，算數形分支圖個數可整理

如下表二。因此亦可推論得知以下定理。 

表二、當 n 為偶數邊，移動 1m  邊之算數形之分支圖總數 
 多邊形邊數 (n) 

封閉圖形 4 6 8 10 
三角形 1 2 3 4 
四邊形  2 3 4 
五邊形  1 2 3 
六邊形   2 3 
七邊形   1 2 
八邊形    2 
九邊形    1 
十邊形     

分支總數 1 5 11 19 

 

定理二：在 n 邊形中移動 1m  邊， 當 n 為偶數情況下，則算數形的分支圖總數的公式為 

( 2) 4
4

n n  
。 
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證明：在 n 邊形中移動 1m  邊，可得不同封閉多邊形下算數形之分支圖總數為 

4 4 6 6 ( 1) 11 1 1 1 ...... 1 1 1
2 2 2 2 2 2

n n n n n n n n                     

         

2

4 4 6 6 ...... 2 1
2 2 2 2 2 2

n

n n n n n n n n n



              


個  

         

2(4 )( )2 2 2 1
2 2

nnnn n

      ( 2) 4
4

n n   

故得證當多邊形 n 為偶數時，移動一邊後算數形之分支圖總數之公式為
( 2) 4

4
n n  

。 

(二) 考慮 n 邊形，移動二邊( 2m  )情況下之算數形圖 

    接著探討移動二邊( 2m  )後算數形分支圖之情況，並嘗試推導出其公式形式。我們利用

移動一邊的想法加以推導公式，進而觀察移動兩邊會出現的特殊情形，此外我們對多邊形移

動兩邊做以下定義，定義如下： 

定義 4：多邊形若移動一個邊就可形成之情形，當以移動兩邊來完成時，則不屬於移動兩邊， 

        且同一邊不可以移動二次。 

因此需要滿足以下的情況： 

(a) 一定只會出現一個封閉多邊形。 

(b) 若有二個分支則彼此不相鄰(無分支中分支)。如圖四左一所示。 

(c) 若有三個分支(無分支中分支)，其中的二分支必相鄰。如圖四左二所示。 

(d) 若有四個分支則必有兩分支兩分支相鄰。如圖四左三所示。 

(e) 若有二分支則其中一個分支上必定多一個分支，且所有分支必相鄰。如圖四右三所示。 

(f) 若有三分支則中間的分支必多一個接在底部的分支，且三分支均相鄰，如圖四右二所示。 

(g) 若有二分支則其中一分支上必有分支中分支，而且二分支必均相鄰。如圖四右一所示。 

           

圖四、移動二邊所形成的所有情形 

 

接著我們開始證明上述情況為移動兩邊之所有情況。移動兩邊就可形成封閉多邊形之算
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數形，若在適當位置加入兩個邊，則必可形成三個相鄰的封閉圖形，就如同在一個封閉多邊

形中任意加入兩條線，與我們證明移動一邊定僅能形成一封閉圖形的做法類似。因此我們得

出兩性質：  

性質 3：所有的點可挪移成上下的兩平行線，如圖五。 

性質 4：因必出現一封閉圖形，故在三封閉圖形中固定一個，且另外兩個封閉圖形中只能各 

       取走一邊，以圖五來講就是固定左邊的封閉多邊形。 

 

圖五、解釋必須邊不移動  

    我們可以依照下面敘述的方法來找出所有移動兩邊的條件。若移動一邊的圖形可用移動

兩邊來完成，則為移動一邊；但事實上移動一邊的圖形可用移動兩邊來完成，故可知此圖形

之所有情形必定有所有移動兩邊之情形，也會有移動一邊之情形，但絕對不會有移動三邊以

上之情形；因為我們只是還原移動兩邊這個條件，而不是最少移動兩邊這個條件，之後我們

只要歸類整理出的所有情況，再去掉之前所證明的移動一邊的所有情況，即可找出所有最少

移動兩邊的情形。 

    接著利用以下定義證明為何至少需要上、下各 6 個點才可形成移動兩邊的所有移動情形。  

定義 5：必須移動此邊才可形成封閉多邊形之邊，稱為必須邊。 

 

圖六、粗黑線為必須邊，實線可為任意邊數，虛線為可拿取之位置 

    我們得知兩個必須邊必可以把一個多邊形分為三個封閉多邊形，依性質 4 可知每個封閉

多邊形只能去掉一個邊，然而最左邊之封閉圖形必只有一個必須邊，依定義 5 來說必須邊不

可去掉，因為其為必須移動的。而非必須邊的邊則可以以增加點的方式來處理增加邊的情況

(必須邊不可以加點，因其為我們必移動的一個邊，並非型式)，故一個非必須邊因可加點的

關係，可將其視為代表 n 個邊之型式。經上述討論，我們加以定義：當非必須邊可以以增加

一個點在型式上來取代增加一個邊在非必須邊上，稱為「型式」。 

    我們分別討論此三個封閉圖形。首先討論最左邊的，我們將其分為封閉和未封閉這兩種

情形，因為其可為取走邊的圖形或如定義所述的封閉圖形，我們將其型式化，可知共有下列
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三種情形： 

因型式化而等價於 ， 因型式化而等價於 ， 因型式化而等價於 ，

故可將此封閉多邊形轉化成此四邊形，因為此圖形為型式化過後的圖形，故可知封閉多邊形

可以用四邊形來呈現。另外當其為封閉圖形時，可代表邊數為 3 以上的封閉多邊形，因其為

前所定義的型式，最右邊的封閉多邊形亦然，也就是說，只要該封閉多邊形的邊數 (已型式

化) 只要等於 4 即可討論出所有情況。 

    接者討論中間的封閉圖形，由定義可知其邊上必有 2 個必須邊，我們分成兩個情況來討

論，情況(1)二個必須邊的其中一個點互相接壤；情況(2)二個必須邊的各其中一點互相不接壤。 

我們先討論情況(1)，以下的邊皆為型式化，可知其所有情況有三種： 

因型式化而等價於 ， 因型式化而等價於 ， 

因型式化而等價於 ，另外還有 我們將其作為特例討論。 

我們由此證明得知其需要上 1 下 4 (因性質 3 我們可將所有的點重整為上、下平行，故上 1 為

上一個點，下 4 為下四個點) 即可做出所有情況(1)之情形，接著討論情況(2)。因型式化得到

六種等價情形，以下是我們所有的情況： 

因型式化而等價於 ， 因型式化而等價於 ， 

因型式化而等價於 ， 因型式化而等價於 ， 

因型式化而等價於 ， 因型式化而等價於 ， 

此外這一個我們將其作為特例討論，如圖所示 。 

    由此可知最少須上 4 下 4 才可能擺出所有情況。綜合以上所述之所有情形，除兩個特例

外皆可使用上 6 下 6 之情形來分類，因為中間的封閉圖形最少必須以上 4 下 4 來討論其所有

情形，再將其搭配最左邊與最右邊的型式化封閉圖形，前面已經證明過最左邊與最右邊的型

式化封閉圖形只要是四邊形就可做出所有情形，圖七表示為我們將上 6 下 6 的所有情形歸類

出的(b)~(g)之情況。 
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(b)   (c)   (d)  

(e)   (f)   (g)  

圖七、所有還原移動兩邊之種類 ( 12n  ) 
 

接著討論上述的例外情形，我們可知其最少須上 4 下 4 即可做出所有情形，而其所有情況皆

可歸類至(b)~(g)。 

1. 二分支 

(1) 分支中分支 

    首先討論分支中分支，如圖七(e)。利用定義 4，討論移動二邊後所形成之算數形分支圖

的圖形關係，我們可觀察到一個規律，以七邊形為例，封閉圖形為三角形時有 7 種，四邊形

時有 3 種，五邊形時有 1 種，因此算數形總數共有 11 種。  

 
圖八、當邊數 7n  時滿足二分支有分支中分支的情形 

 
但其中有 4 個算數形是視為相同的，因此不重複計算，如下圖 

 

定理三、在 n 邊形中移動 2m  邊後，不同封閉多邊形所形成分支中分支的算數形分支圖總 

        數公式，當 n 為奇數時
2( 1)( 3)( 4 1)

48
n n n n   

，當 n 為偶數時
2( 2) ( 4)

48
n n n 

。 

證明： 

    考慮 n 邊形，在針對不同封閉多邊形所形成的算數形之分支圖總數，有一規律如下： 

( 4) 2( 5) 3( 6) 4( 7) 5( 8) ...... ( 3)( )
            ( 5) 2( 6) 3( 7) 4( 8) ...... ( 4)( )
                            ( 6) 2( 7) 3( 8) ...... ( 5)( )
                          

n n n n n n n n
n n n n n n n

n n n n n n

            
           

         
                   

                                                                                             ( )n n 
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整理後可得知，移動二邊後分支中分支的算數形分支圖總數為
4

(1 3)( 3)( )
2

n

k

k k n k


    ，令

3k x  ，因此得知公式化簡為 
3 3

2

1 1

( 1) ( 3) 1 ( 1)( 2)( 3)( 4)( )( 3)
2 2 24

n n

x x

x x n x n n n nx x n x
 

 
              

但相同算數形圖需扣除，以下為扣除的方法。 

我們將分支中接上另一個分支的點上的地方稱為 V 型，我們由圖形可得知 V 型下的圖形

極似於移動一邊的圖形，唯一的差別在於其對稱性被破壞 (無奇偶之情形)，而會出現重複的

情況則出現在 V 型，其重複的情形極似於移動一邊的對稱情形，故我們先以減掉 V 型的兩分

支均相同時的情況，再除以 2，以扣掉其他對稱的重複情況，再把被扣掉 V 型的兩分支均相

同的情形加回來，即可完成所有情況。 

    首先我們必須先知道破壞對稱後的移動一邊公式為 ( 1)( 2) 2x x  ，其中 x 為 V 型下的點

數。接著討論 n 為奇數時，則在不同封閉多邊形下重複計算總數為 

2
2

1

( 3) ( 4) ( 5) ( 6) 2 1 1 ( 1)( 3)(2 7)...... [( 2 1)( 2 2)]
2 2 2 2 24

n

m

n n n n n n nn m n m




                   

整理後可得知當 n 為奇數，分支中分支的算數形總數為 

2
( 1)( 2)( 3)( 4) ( 1)( 3)(2 7)

( 1)( 3)(2 7) ( 1)( 3)( 4 1)24 24
2 24 48

n n n n n n n
n n n n n n n

                

我們以 7n  代入驗證，得知結果為 11，與圖八相符。 

此外當 n 為偶數時，則在不同封閉多邊形下重複計算總數為 

         ( 3) ( 4) ( 5) ( 6) 3 2......
2 2 2

n n n n          

       

4
2

1

1 ( 2 1)( 2 2)
2

n

m
n m n m




    

4 4
2 2

2

1 1

42 (3 2 ) ( 1)( 2)( )
4

n n

m m

nm n m n n

 

 
             

       ( 2)( 3)( 4) (3 2 )( 2)( 4) ( 1)( 2)( 4)
12 8 4

n n n n n n n n n           ( 2)( 4)(2 9)
24

n n n    

整理後可得知當 n 為偶數時，分支中分支的算數形總數為 

2
( 1)( 2)( 3)( 4) ( 2)( 4)(2 9)

( 2)( 4)(2 9) ( 2) ( 4)24 24
2 24 48

n n n n n n n
n n n n n n

              

我們帶 6n  去驗證，所得結果為 4，與圖九相符。 
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圖九、當邊數 6n  時滿足二分支有分支中分支的情形 

 

(2) 二分支但不相鄰 

    我們接著討論二分支但不相鄰之情況，如圖七(b)，我們發現此情況與 1m  的公式推導情

形很像，我們知道封閉三角形必定兩分支必相鄰，所以我們從四邊形開始討論。 

     
圖十、當多邊形數 7n  ，在封閉四邊形下二分支且相鄰的情形  

 
首先討論 n 為奇數，我們知道圖十必為不可能發生的事，因此四邊形公式改為

2
4 51

2 2
nH n   。然而我們從這些圖的情況得知公式可以改寫成 

3

5 5 7 7 3 32 2 ...... ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

n

n n n n n n n n n n



            


個

  

         

3
2

35 2( 7) 3( 9) ...... ( )( )
2

n

nn n n n n



        


個

 

                  =

3
2

1
[ (2 3)]

n

k
k n k




  =

3 3 3
2 2 2

2

1 1 1
2 3

n n n

k k k
n k k k

  

  
     

                  =

3 3 3 3 3 3(1 ) ( 1)( 3 1) (1 )
2 2 2 2 2 22 3
2 6 2

n n n n n nn
n

            

           = ( 1)( 3)( 5)
24

n n n    

我們帶 7n  去驗證，結果為 2，如圖十一所示之情況，這是當 n 為奇數時的公式。 

            
圖十一、當多邊形數 7n  ，在封閉四邊形下二分支且不相鄰的情形  

 
接著推導 n 為偶數 
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表三、當 n 為偶數邊，移動 2m  邊且二分支但不相鄰之分支圖總數 
 邊數 (n) 

封閉圖形 4 6 8 10 12 
四邊形  1 2 3 4 
五邊形   1 2 3 
六邊形   2 4 6 
七邊形    2 4 
八邊形    3 6 
九邊形     3 
十邊形     4 

分支總數 0 1 5 14 30 

由表三得知，一樣在封閉三角形不成立，我們開始著手推導二分支但不相鄰公式，結果如下： 

3

4 6 6 8 22 2 ...... ( )
2 2 2 2 2 2

n

n n n n n n n



         


個 2
2

4 6 83 5 ...... ( 3)
2 2 2 2

n

n n n n nn



        


個

 

=

2
2

1

2( 1)(2 1)( )
2

n

k

n kk




  =

2
22

1

2 4 4 2 2
2

n

k

nk k k n k



      

=
2 ( 2) ( 1)( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 2

8 12 4 4 8 2
n n n n n n n n n n n n           = ( 4)( 3)( 2)

24
n n n    

我們以 8n  代入驗證，結果為 5，與圖形相同。 

(3) 分支中分支中分支 

    接者推導分支中分支中分支(如圖七(g))的公式。由於末端的分支會出現對稱的情形，因

此我們分為 V 型及剩餘排列部份兩個的結合，如左下圖所示，而 V 型的部分會因為奇偶而有

不同的情形，故我們分為總邊數 n 為奇數及 n 為偶數來討論。 

    首先先導剩餘排列部份的規則，因其不受奇偶情形影響，所以皆可通用。剩餘排列部份

由封閉多邊形、一個邊數可為零的單獨分支、一個邊數必為一的連接邊、最接近封閉圖形的

分支以及最接近封閉圖形的分支連接封閉圖形的邊所構成，且至少五邊，如右下圖所示。令

此剩餘排列部份邊數為 x，封閉多邊形邊數為 a，一個邊數可為零的單獨分支邊數為 b，則最

接近封閉圖形的分支以與最接近封閉圖形的分支連接封閉圖形的邊之邊數和為 1x a b   。 

    我們發現因為最接近封閉圖形的分支不可為零但最接近封閉圖形的分支連接封閉圖形的

邊可為零，所以組合情形總數為 1 1 1 1x a b x a b         ，與邊數和相同，故可開始推導

剩餘排列部份的一般式。其中 a 必須大於等於 3，小於等於 2x  ；b 大於等於 0 且小於等於
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2x a  ，有此上、下限後可推導出下列式子。 

            
2 2 2 1 2

3 0 3 1 3

( )( 1)( 1) ( )
2

x x a x x a x

a b a b a

x a x ax a b x a b
      

    
            

           
4 4

2 2

1 1

( 2)( 3) 1 ( 2)( 3)( 4)( (5 2 ) 5 6)
2 2 6

x x

a a

x a x a x x xa x a x x
 

 
                

     
      V 型及剩餘排列部份     剩餘排列部份 
 

接著觀察 V 型的情形，由於定義翻轉後圖形相同，故由下表可知，其規則每隔兩個才增加一

種情況。 

邊數和 2 3 4 5 6 7 8 9 
種數 1 1 2 2 3 3 4 4 

(a) n 為偶數 

    定義種數為 t，當 V 型邊數和為偶數 2t 時，剩餘排列部份為 2n t ，x 用 2n t 帶入，且

情形總數為 ( 6) 2n ，故可推得部分公式 

              
6

2

1

( 2 2)( 2 3)( 2 4)
6

n

t

n t n t n tt




       

6
2

4 3 2 2 3 2

1

1= ( 8 (12 36) ( 6 36 52) ( 9 26 24) )
6

n

t
t n t n n t n n n t




            

            5 4 3 21 ( 15 80 180 144 )
480

n n n n n     ( 6)( 4)( 3)( 2)
480

n n n n n     

    定義種數為 t，當 V 型邊數和為奇數 2 1t  時，剩餘排列部份為 2 1n t  ，x 用 2 1n t  帶

入，而情形總數仍為 ( 6) 2n ，故可推得部分公式 

              
6

2

1

( 2 3)( 2 4)( 2 5)
6

n

t

n t n t n tt




       

 
6

2
4 3 2 2 3 2

1

1 ( 8 (12 48) ( 6 48 94) ( 12 47 60) )
6

n

t
t n t n n t n n n t




             

            5 4 3 21 (5 20 150 520 824 480)
480

n n n n n      2( 2)( 4)( 6)( 8 10)
480

n n n n n      
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因此，當 n 為偶數時，合併後得分支中分支中分支的公式為
2( 2)( 4)( 6)(2 11 10)

480
n n n n n    

。 

我們以 8n  帶入驗證，可得結果為 5，與圖十二相符。 

             

圖十二、當多邊形數 8n  ，滿足分支中分支中分支的情形 

 
(b) n 為奇數 

    定義種數為 t，當 V 型邊數和為偶數 2t 時，剩餘排列部份為 2n t ，x 用 2n t 帶入，且

情形總數為 ( 5) 2n ，故可推得部分公式 

              
5

2

1

( 2 2)( 2 3)( 2 4)
6

n

t

n t n t n tt




       

5
2

4 3 2 2 3 2

1

1= ( 8 (12 36) ( 6 36 52) ( 9 26 24) )
6

n

t
t n t n n t n n n t




            

            
2

5 4 3 21 ( 5)( 3)( 1)( 6 3)( 15 80 180 159 45)
480 480

n n n n nn n n n n             

    定義種數為 t，當 V 型邊數和為奇數 2 1t  時，剩餘排列部份為 2 1n t  ，x 用 2 1n t  帶

入，且情形總數為 ( 7) 2n ，故可推得部分公式 

              
7

2

1

( 2 3)( 2 4)( 2 5)
6

n

t

n t n t n tt




       

7
2

4 3 2 2 3 2

1

1 ( 8 (12 48) ( 6 48 94) ( 12 47 60) )
6

n

t
t n t n n t n n n t




             

            5 4 3 21 (5 20 150 520 809 420)
480

n n n n n      ( 7)( 5)( 4)( 3)( 1)
480

n n n n n      

因此，當 n 為奇數時，合併後得分支中分支中分支的公式為
2( 1)( 3)( 5)(2 17 31)

480
n n n n n    

。 

我們以 7n  帶入驗證，可得結果為 1，與圖十三相符。 

 
圖十三、當多邊形數 7n  ，滿足分支中分支中分支的情形 
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2. 三分支  

(1) 三分支而其中二分支相鄰 

    我們先討論三分支而其中二分支相鄰情況，如圖七(c)。但要先思考一個問題，若當

a b c k   ，a、b、c 互異且 ,  ,  1a b c  之情形，因此我們利用重複組合加以討論。 

    首先若 k 為奇數， 3k  為偶數，則 3a b c k      ，故 

3
3kH  兩個 0 情況 兩個 1 情況 兩個 2 情況 ...... 兩個

3
2

k 
情況 

等於 

3 3 3 1 1
3 3 3

3 1
2

3 3 ( 1) ( 1)( 5)3 3 3 3= 3 ( 1) =
2 2 2

k k
k k k

k

k k k kH C C     
 

             
個

 

但是我們注意到當 3k  為 3 的倍數，則
( 1)( 5)

2
k k 

必須再加 2，是因為我們將兩個
3

3
k 

情況

視為 3 個，但實際只有一個，故需再加 2，因此一般式即為
( 1)( 5)

2
k k    ，其中定義 為 3k 

為 3 的倍數時加上 2。 

    接著推論當 k 為偶數之情形，則 3k  為奇數，因此 3a b c k      ，故 

3
3kH  兩個 0 情況 兩個 1 情況 兩個 2 情況   兩個

3 1
2

k  
情況 

等於 

3 3 3 1 1
3 3 3

4 1
2

4 2 3 ( 2) ( 2)( 4)3 3 3 3= 3 ( ) =
2 2 2

k k
k k k

k

k k k kH C C     
 

             
個

 

且當 3k  為 3 的倍數，則
( 2)( 4)

2
k k 

必須再加 2，是因為我們將兩個
3

3
k 

情況視為 3 個，

但實際只有一個，故需再加上 2，故一般式為
( 2)( 4)

2
k k    。 

    在此我們利用程式加以驗證結論，其結果整理如下表四： 
表四、當 a b c k   ，a、b、c 三異且 ,  ,  1a b c  之結果 

 
k 

7 8 9 10 11 12 13 14 15 
(a, b, c) 
之組數 

6 12 18 24 30 42 48 60 72 

其所得結果都符合所推得之公式形式。所以我們著手開始推導三分支的公式。  

當 3a b c n k     ，且 ,  ,  1a b c  ，則 6a b c n k       ，因此可推論結果如下 
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n 為奇數，k 為奇數，則公式為
( 3 5)( 3 1)

2
n k n k         

n 為奇數，k 為偶數，則公式為
( 3 2)( 3 4)

2
n k n k         

n 為偶數，k 為奇數，則公式為
( 3 2)( 3 4)

2
n k n k         

n 為偶數，k 為偶數，則公式為
( 3 5)( 3 1)

2
n k n k         

還有另外一點，除了內為封閉三角形外，其餘的分支數應有特別的排列方式，如下圖： 

      

由圖形的規律我們可以得知 [2( 1)]
2 6
x x k  ，其中

2
x

是除去會重複的排列數，此時還未談到多

邊形的 3 個邊在多邊形上的組合情況，而由此我們可以得知 [2( 1)]
6
x k  是上述之排列情況。故

當 n 為奇數時利用公式
(4 1)

6
x m 

，n 為偶數時利用公式
(4 1)

6
x p 

，合併後所得之型式。其中

x 是我們所求出的式子，此外考慮 3k  是封閉多邊形下，當 9n  才可形成該情況，故公式為 

8 9
2 2

1 1

[ 3 (2 1) 5][ 3 (2 1) 1] 4 1 ( 3 2 2)( 3 2 4) 4 1{ }( ) { }( )
2 6 2 6

n n

m p

n m n m m n p n p p 
          

 
                    

此為 n 為奇數的情況。當 n 為偶數時其原理與奇數時一樣，故 n 為偶數的公式為 

8 9
2 2

1 1

[ 3 (2 1) 2][ 3 (2 1) 4] 4 1 ( 3 2 1)( 3 2 5) 4 1{ }( ) { }( )
2 6 2 6

n n

m p

n m n m m n p n p p 
          

 
                    

其中 k 會伴隨公式中 2 1m 、2 p 改變而改變。另外因 0k  時為封閉三角形，故無上述之特殊

排列情況，因此 

n 為奇數時的公式為
( 7)( 5) 1[ ]

2 6
n n     ；n 為偶數時的公式為

( 8)( 4) 1[ ]
2 6

n n      

故合併後得知分支圖總數的公式為 

(a) 當邊數 n 為奇數時 

8 9
2 2

1 1

[ 3 (2 1) 5][ 3 (2 1) 1] 4 1 ( 3 2 2)( 3 2 4) 4 1{ }( ) { }( )
2 6 2 6

n n

m p

n m n m m n p n p p 
          

 
                  

( 7)( 5) 1[ ]
2 6

n n      
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(b) 當邊數 n 為偶數時 
8 9

2 2

1 1

[ 3 (2 1) 2][ 3 (2 1) 4] 4 1 ( 3 2 1)( 3 2 5) 4 1{ }( ) { }( )
2 6 2 6

n n

m p

n m n m m n p n p p 
          

 
                  

( 8)( 4) 1[ ]
2 6

n n      

此為 3 異的情況。我們利用邊數 11n  去驗證，所得結果為 10，與所畫出之不同封閉多邊形

下三相異分支的結果一致。 

    接著我們討論 2 同一異的公式。若 k 為奇數， 3k  為偶數，則 3a b c k      ，故 

兩個 0 情況+兩個 1 情況+兩個 2 情況+……+兩個
3

2
k 

情況 

3 1
2

3 3 3 3
k


 

     
個

33( 1)
2

k    = 3( 1)
2

k    

在此 定義是當 k 為 3 的倍數時為 3，如此做的原因是若 k 為 3 的倍數，則一定會出現 a、b、

c 三數相同的情況，而我們卻把其當作 3 ，故須減回。 

若 k 為偶數， 3k  為奇數，則 3a b c k      ，故 

兩個 0 情況+兩個 1 情況+兩個 2 情況+……+兩個
3 1
2

k  
情況 

4 1
2

23 3 3 3 3( )
2k

k 
 

       
個

 

可以開始推導 2 同一異的公式，因此可推論結果如下： 

n 為奇數，k 為奇數，則公式為
3( 4 )

2
n k     

n 為奇數，k 為偶數，則公式為
3( 5 )

2
n k     

n 為偶數，k 為奇數，則公式為
3( 5 )

2
n k     

n 為偶數，k 為偶數，則公式為
3( 4 )

2
n k     

還有另外一點，除了內為封閉三角形外，其餘的分支數仍有特別的排列方式，如下圖為部份

特殊規律之情形。 
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由圖形的規律我們可以得知 2 [(2 3) ]
3 3
x x k    ，其中

2
3
x

為除去會重複的排列數，此時還未

談到多邊形的 3 個邊在多邊形上的組合情況，而 [(2 3) ]
3
x k   為上述之排列情況，其中定義

1     1,  2
0    

k
k

   為其他數值
，而 3n k  為 3 的倍數時則利用 定義加以處理。 

當邊數 n 為奇數時，公式如下： 

6 7
2 2

1 1

3[ 4 (2 1)] 4 3 3( 5 2 ) 4 1{ }( ) { }( )
2 3 2 3

n n

m p

n m m n p p  
          

 
             

當邊數 n 為偶數時，原理跟奇數時一樣，公式如下： 

6 7
2 2

1 1

3[ 5 (2 1)] 4 3 3( 4 2 ) 4 1{ }( ) { }( )
2 3 2 3

n n

m p

n m m n p p  
          

 
             

其中 k 會伴隨公式中 2 1m  、2 p 改變而改變。此外因 0k  時為封閉三角形，亦無上述之特殊

排列情況，故 

n 為奇數時的公式為
3( 5) 1[ ]

2 3
n    ；n 為偶數時的公式為

3( 4) 1[ ]
2 3

n     

故合併後得知分支圖總數的公式為 

(a) 當邊數 n 為奇數時 

6 7
2 2

1 1

3[ 4 (2 1)] 4 3 3( 5 2 ) 4 1 3( 5) 1{ }( ) { }( ) [ ]
2 3 2 3 2 3

n n

m p

n m m n p p n   
          

 
                 

(b) 當邊數 n 為偶數時 

6 7
2 2

1 1

3[ 5 (2 1)] 4 3 3( 4 2 ) 4 1 3( 4) 1{ }( ) { }( ) [ ]
2 3 2 3 2 3

n n

m p

n m m n p p n   
          

 
                 

此為 2 同一異的情況。我們利用邊數 9n  去驗證，所得結果為 9，與所畫出之不同封閉多邊

形下 2 同一異分支的結果一致。 

    最後接著再討論 3 同的情形，公式為： 

6 5
2 2

1 1
( 1)

n n

p m
p m  

          

 
     

其中定義符號 是當 3 2n p  為 3 的倍數時等於 1，定義符號是當 3 (2 1)n m   為 3 的倍
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數時等於 1，定義當 n為 3 的倍數時 +1。我們以 9n  帶入驗證，其結果為 3，與圖形相符。 

(2) 三分支且其中一分支有分支中分支 

  接著來到三分支且其中一分支有分支中分支之情況，如圖七(f)。因三分支均相鄰，且接

到中間的另一個分支必在其底部，所以先讓分支中分支的另外兩個只有一個分支的其中一個

分支，由 1 開始增加，而其中 k 為此分支外的另一分支；然而分支中分支的排列情形因必發

生在其底部，故可用類似於移動一邊的做法來推導，所以可得出下列之情形。  

(a) 當邊數 n 為奇數 

( 3 ) ( 3 ( 1) 1) ( 3 ( 2)) ......
2 2 2

( 4 1)                       ......
2

                                                  

n k k n k k n k k

n k k

             
    



 

2 3 2 5 2 7=( ) 5( ) 9( )...... (2 9)( )
2 2 2 2

n k n k n k n nn           

              

5 2 1
2 2

1 1

2 2 1(4 3)( )
2

n n k

k m

n m km

  

 
      ，以 p 代 2 1k   

       

5
2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1

3 3(2 ) (4 ) (2 ) ( )( ) (3 ) ( )( )
2 2 2 2

n n p n p n p n p

k m m m m

n n p p n pn m m p m m

    

    
            

              

5
2

1

( 2 1)(2 4 7)( 2 3)
24

n

k

n k n k n k



      2( 1)( 3)( 5)

96
n n n    

(b) 當邊數 n 為偶數 

( 3 1) ( 3 ( 1)) ( 3 ( 2) 1) ......
2 2 2

( 4 )                           .......
2

n k k n k k n k k

n k k

              
   


 

            2 4 2 6 2 83( ) 7( ) 11( ) ....... (2 9)( )
2 2 2 2

n k n k n k n nn            ，其中 p 為 1k   

            

6 2 2
2 2 2

2

1 1 1

2 2{((2 4 1) ) ( 4 ) ( )( )}
2 2

n n p n p

k m m

p n n pn p m m

  

  
          

            

6
2

1

( 2 2)(2 4 3)( 2 4)
24

n

k

n k n k n k



      2( 4)( 6)( 2)

96
n n n    
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此為三分支且其中一分支有分支中分支之情況，以 9n  代入驗證，其結果為 8，與圖形相符。 

3. 四個分支且分支兩個兩個相鄰  

     接著我們討論移動邊數為二的四分支情形，如圖七(d)。因其必有一個封閉的多邊形作

為基本的構造(意即為在一個封閉多邊形上，任四點有四條分支延伸出去)，兩個兩個分支互

相相鄰，也可以四個分支皆相鄰(符合定義)，且四個分支至少要放在邊數為四邊以上的封閉

四邊形上延伸，故在討論四個分支的排列組合情形時，先將總邊數減四進行討論，再於公式

修正，並將構成四個分支的組合情況分為四異、二同二異、二同二同、三同、四同。 

    先討論四個分支在封閉多邊形之上兩個兩個相鄰的排列方式，定義經旋轉或翻轉後相同

的情況視為相同的情形。由四邊形為基準開始，先以觀察法討論五種分支組合情況的排列情

形，如下表所示。 

封閉多邊形

的邊數 
四分支的組合情形 

四異 二同二異 二同二同 三同 四同 
四 3 2 2 1 1 
五 12 6 4 2 1 
六 18 9 7 3 2 
七 24 12 8 4 2 
八 30 15 11 5 3 
九 36 18 12 6 3 
十 42 21 15 7 4 

十一 48 24 16 8 4 

在計算可能的種類時，先討論分支所在位置的可能情形。如下圖所示，因限制兩兩分支

一定相鄰，故可能的情形有特殊規則，在此圓圈代表可放的位置。討論在四邊形中，滿足條

件者共有一種，在五邊形中滿足條件者共有一種，在六邊形滿足條件者共有二種。七邊形滿

足條件者共有二種。八邊形滿足條件者共有三種，依此類推。 

如上圖所示，我們發現其種數遵循著 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, ……的規則，又因為四分支四同

當組合固定時排列數為 1，故四分支相同的排列情況因此導出。而將可能情形的對稱軸數量

進行分類，分為一條對稱軸或兩條對稱軸。 
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    然後推導四異的情形，若只有一條對稱軸，僅需除以對稱的情形，故可能種數為
4! 12
2
 ，

若有兩條對稱軸，則需除以對稱兩次的情形，故可能種數為
4! 6

2 2
 ，又觀察發現從五邊開

始，每增加一邊而變成偶數邊形時，會增加一種兩條對稱軸的情形，每增加一邊而變成奇數

邊形時，則會使一個兩條對稱軸的情形變為一條對稱軸的情形，原因為分支兩兩相鄰時，僅

有在偶數邊時存在唯一一種僅有一條對稱軸的情形，故發現四異的情況除了四邊時僅有 3

種，每增加一邊時，可能情形就增加 6 種。 

    再來導二同二異的情形，若只有一條對稱軸，僅需除以對稱的情形和二同造成的重複，

故可能種數為
4! 6

2 2
 ，若有兩條對稱軸，則需除以對稱兩次的情形和二同造成的重複，則

可能種數為
4! 3

2 2 2
  ，同理可知，二同二異的情況除了四邊時僅有 2 種，每增加一邊時，

可能情形就增加 3 種。 

    接者導三同的情形，若只有一條對稱軸，僅需除以對稱的情形和三同造成的重複，故可

能種數為
4! 2

3! 2
 ，若有兩條對稱軸，則需除以對稱兩次的情形和三同造成的重複，則可能

種數為
4! 1

3! 2 2
  ，因此，三同的情形每增加一邊時，可能情形就增加 1 種。 

    最後導二同二同的情況，若只有一條對稱軸，則除以對稱的情形和重複兩次的情形，但

因特殊情況(12、21)的排列方式時會因為同時除以對稱和二同二同的兩次重複而多扣，故共

有
4! 1 4

2 2 2
   種，若有二條對稱軸，則除以對稱的情形和重複兩次的情形，故共有

4! 3
2 2 2

  種，因此，二同二同的情形除了四邊為 2 種，總數呈現 4, 7, 8, 11, 12, 15, 16 的特

殊規則。 

    因為我們要求的是所有的可能情形，故先導出只要輸入四分支邊數和(n-4)就能輸出組合

情形的公式，再乘以相對應的排列情況，最後再加總。要注意的重點是只要增加多邊形的邊

數，能構成分支的總數就會減少，封閉多邊形的邊數要大於等於 4，分支總數要大於等於每

個的限制範圍，因此需導出五種分支構成情況下的限制和項數，故我們的核心概念公式如下 

1 1
(  ) (  ) ( ) ( )

t t
t t P t C t

 
        種數 種數

排列的公式 的修正 組合的公式 的修正 修正 修正 修正  

其中排列通式為 ( )P x ，組合通式為 ( )C x 。 
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(1) 四同 

    首先推導四同的公式，組合數恆為一，四同每增加四個邊才有符合的情況。 

(a) 令一個n邊形其排列為 ( )P x ，組合為 ( )C x ，且 n為 4 的倍數。 

計算參數 t 
封閉多邊形

邊數 
剩餘可供四分

支排列的邊數 
排列數 組合數 (修正) 

1 4n  4 ( 4)P n   1 否 

2 8n  8 ( 8)P n   1 否 

            
t 4n t  4t ( 4 )P n t  1 否 
            

( 4) 4n   4 4n  (4)P  1 否 
    由此可知，因為封閉多邊形邊數至少為 4， 4 4 8n n    ，所以 n 要大於等於 8 才適

用，且發現排列公式遵守著 1、3、5、7……的規則，故推得
4( ) 2 1 2 2 1 2

4 2
n nP t t t        ，

因此可寫成公式

4
224

1

4 4 4 8 16 41 2
2 4 2 4 4 4 16 4

n

t

n n n n n n n n nt




                       。 

(b) 令一個n邊形其排列為 ( )P x ，組合為 ( )C x ，且 n為 4 的倍數加 1。 

    同理，因為封閉多邊形邊數至少為 5， 4 5 9n n    ，所以 n 要大於等於 9 才適用，且

發現排列公式遵守著 1、3、5、7……的規則，故推得
5 3( ) 2 1 2 2 2

4 2 2
n nP t t t        ，

因此可寫成公式  
5

224

1

3 5 3 5 1 10 25 52 5
2 2 4 2 8 4 4 16 4

n

t

n n n n n n n nt n




                        。 

(c) 令一個n邊形其排列為 ( )P x ，組合為 ( )C x ，且 n為 4 的倍數加 2。 

    同理，因為封閉多邊形邊數至少為 6， 4 6 10n n    ，所以 n 要大於等於 10 才適用，

且發現排列公式遵守著 2、4、6、8……的規則，故推得
6( )= 2 2 2 1 2

4 2
n nP t t t       ，因

此可寫成公式
   6

24

1

6 26 6 6 2 8 121 2
2 4 2 4 4 4 16 16

n

t

n nn n n n n n n nt




                  。 

(d) 令一個n邊形其排列為 ( )P x ，組合為 ( )C x ，且 n為 4 的倍數加 3。 

    同理，因為封閉多邊形邊數至少為 7， 4 7 11n n    ，所以 n 要大於等於 11 才適用，

且發現排列公式遵守著 2、4、6、8……的規則，故推得
7 3( )= 2 2 2 2

4 2 2
n nP t t t       ，因
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此可寫成公式      7
24

1

7 33 7 3 7 3 10 212 7
2 2 4 2 8 4 4 16 16

n

t

n nn n n n n n nt n




                  。 

四同的公式分為 4n p , 4 1p  , 4 2p  , 4 3p  其中 p N ，整理如下表。 

n的情形 4n p  4 1n p   4 2n p   4 3n p   

公式 
24

4
n      

25
4

n        6 2
16

n n 
 

   7 3
16

n n 
 

(2) 三同 

    接著導三同的公式，首先先觀察排列數規則，如表所示，提出三同，剩下一個數再去組

合，然而會多算四同的情形，所以推導組合數要扣掉四同的情形。 

不同的組合邊數下，四分支三同之組合情況 
可組合邊數 列舉 列舉 列舉 

4 四個 1(不合)   
5 1、1、1、2   
6 1、1、1、3   
7 1、1、1、4 2、2、2、1  
8 1、1、1、5 四個 2(不合)  
9 1、1、1、6 2、2、2、3  

10 1、1、1、7 2、2、2、4 3、3、3、1 
11 1、1、1、8 2、2、2、5 3、3、3、2 
12 1、1、1、9 2、2、2、6 四個 3(不合) 

    若忽略四同的情形，可發現其組合的公式滿足
1( )

3
xC x       ，然而當 x 為四的倍數時，

會 有 一 個 不 合 ， 故 定 義 函 數
1,  4

( )  ( )
0,  4

x p
f x p N

x p
   來 修 正 ， 因 此 得 到 修 正 後 公 式

1( ) ( )
3

xC x f x     。 

計算參數 t 
封閉多邊

形邊數 
剩餘可供四分

支排列的邊數 
排列數 組合數 (修正) 

1 4n  4 ( 4)P n   (4)C  否 
2 5n  5 ( 5)P n   (5)C  否 
            
t 3n t   3t   ( 3)P n t   ( 3)C t   否 
            

7n  4 4n  (4)P  ( 4)C n   否 

由此可知，因為封閉多邊形邊數至少為 4， 4 4 8n n    ，所以 n 要大於等於 8 才適用，
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且排列公式遵守著 1、2、3、4……的規則，故推得 ( ) 6P t n t   ，且組合數公式中的 x 要用

t+3 代替，因此公式為 

   7

1

2 3 6
3

n

t

t f t n t



             

(3) 二同二同 

    再來導二同二同的公式，首先觀察組合數的情形，除以 2 再分割成兩個相異的數，如下

表所示。因為二同二同的分支總合一定為偶數，所以分成奇數和偶數來討論，可推得組合公

式
2( )

4
xC x     。 

不同的可組合邊數下，四分支二同二同之組合情況 
可組合邊數 可組合邊數除以二 組合數 

6 3 1 
8 4 1 
10 5 2 
12 6 2 
14 7 3 
16 8 3 

 
(a) n 為奇數 

計算參數 t 
封閉多邊

形邊數 
剩餘可供四分

支排列的邊數 
排列數 組合數 (修正) 

1 6n  6 ( 6)P n   (6)C  否 
2 8n  8 ( 8)P n   (8)C  否 
            
t 2 4n t   2 4t   ( 2 4)P n t   (2 4)C t   否 
            

( 9) 2n   5 5n  (5)P  ( 5)C n   否 

    由此可知，因為封閉多邊形邊數至少為 5，可組合邊數至少為 6，所以 n 要大於等於 11

才適用，且排列公式遵守著 4、8、12、16……的規則，故推得 ( ) 2 14 4P t n t   ，且組合數

公式中的 x 要用 2t+4 代替，因此公式為 

 
9

2

1

12 7 2
2

n

t

tn t




           

(b) n 為偶數 

同理，因為封閉多邊形邊數至少為 4，可組合邊數至少為 6，所以 n 要大於等於 10 才適
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用，且排列公式遵守著 3、7、11、15……的規則，故推得 ( ) 2 13 4P t n t   ，且組合數公式

中的 x 要用 2 4t  代替， 然而四 邊形的 排列 數 為 2， 比預測 值少 1 ，要 扣掉多 算的

6( 4)=
4

nC n     ，因此公式為 

 
8

2

1

1 62 13 4 ( )
2 4

n

t

t nn t





                 
  

(4) 二同二異 

接著推導二同二異公式，觀察組合情形，如下表，即為提出二同，剩下分割成相異的數。 

 
不同的可組合邊數下，二同二異之組合情況 

可組合邊數 提出(a, a) 剩餘組合總數 公式 不符合情形 
5 (1,1) 1 [1 (1 1)] 2   三同 
6 (1,1) 1 [1 (1 1)] 2   三同 
7 (1,1)~(2,2) 1+2 [2 (2 1)] 2   三同 
8 (1,1)~(2,2) 1+2 [2 (2 1)] 2   三同 
9 (1,1)~(3,3) 1+2+3 [3 (3 1)] 2   三同 
10 (1,1)~(3,3) 1+2+3 [3 (3 1)] 2   三同 

若不考慮不符合的情形，則組合公式為
1 3 1( )
2 2 2

x xC x              ，然而需扣掉三同的情形

1( ) ( )
3

xC x f x      ，故修正後可得組合數公式為 

  1 3 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2 3

x x xC x C x C x f x                        

 

計算參數 t 
封閉多邊形

邊數 
剩餘可供四分

支排列的邊數 
排列數 組合數 (修正) 

1 5n  5 ( 5)P n   (5)C  否 
2 6n  6 ( 6)P n   (6)C  否 
            
t 4n t   4t   ( 4)P n t   ( 4)C t   否 
            

8n  4 4n  (4)P  ( 4)C n   排列數 

由此可知，因為封閉多邊形邊數至少為 4，可組合邊數至少為 5，所以 n 要大於等於 9 才

適用，且排列公式遵守著 3、6、9、12……的規則，故推得 ( ) 3 21 3P t n t   ，且組合數公式

中 的 x 要 用 4t  代 替 ， 然 而 四 邊 形 的 排 列 數 為 2 ， 比 預 測 值 少 1 ， 要 扣 掉 多 算 的
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   1 7 5 54 4
2 2 2 3

n n nC n f n                      ，因此公式為 

     8

1

1 1 3 3 1 7 5 53 7 4 + 4
2 2 2 3 2 2 2 3

n

t

t t t n n nn t f t f n



                                                     

(5) 四異 

最後推導四異的公式，由於無法以有系統的方式找規則，因此採用重複組合的方式來做。 

4
4 12 6 4 1=

24
xH         二同二異組合數 二同二同組合數 三同組合數 四同組合數

四異組合數  

然而二同二同只會出現在 x 為偶數時，因此定義函數
1,  2

( )  ( )
0,  2

x m
g x m N

x m
   來修正，並使

用前述的組合公式導出四異的組合數公式為 

 
4

4
1 3 1 1 2 112 ( ) 6 ( ) 4 ( ) ( )
2 2 2 3 4 3

24

x
x x x x xH f x g x f x f x

C x


                                                 

           

3 1 1
( 1)( 2)( 3) 1 2 32 2 3 ( ) ( )

144 4 3 4 4 8

x x x
x x x xg x f x

                             

 

計算參數 t 
封閉多邊形

邊數 
剩餘可供四分

支排列的邊數 
排列數 組合數 (修正) 

1 10n  10 ( 10)P n   (10)C  否 
2 11n  11 ( 11)P n   (11)C  否 
            
t 9n t   9t   ( 9)P n t   ( 9)C t   否 
            
13n  4 4n  (4)P  ( 4)C n   排列數 

由此可知，因為封閉多邊形邊數至少為 4，可組合邊數至少為 10，所以 n 要大於等於 14

才適用，且排列公式遵守著 6、12、18、24……的規則，故推得 ( ) 6 72 6P t n t   ，且組合數

公式中的 x 要用 9t  代替，然而四邊形的排列數為 3，比預測值少 3，要扣掉多算的

         
7 535 6 7 5 3 6 92 23 4 4 4

48 4 3 4 4 8

n n
n n n n nC n g n f n

                               ，因

此公式為 
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         13

1

6 838 7 6 8 3 7 92 212 2 9 9
24 2 3 2 4 4

n

t

t t
t t t t tn t g t f t





                                          
  

       
7 535 6 7 5 3 6 92 2 4 4

48 4 3 4 4 8

n n
n n n n ng n f n

                               

 

伍、研究結果 

    在本文中，我們討論 n 多邊形，移動一邊或二邊的情況下，所形成的算數形分支圖總數

的情況，並嘗試找出其一般式，所得結果如下： 

一、在 n 邊形中移動 1m  邊 

  當 n 為奇數情況下，則算數形的分支圖總數公式為
( 3)( 1)

4
n n 

； 

  當 n 為偶數情況下，則算數形的分支圖總數公式為
( 2) 4

4
n n  

。 

二、在 n 邊形中移動 2m  邊 

(一) 二分支 

1. 分支中分支 

  當 n 為奇數時的公式為
2( 1)( 3)( 4 1)

48
n n n n   

，當 n 為偶數時的公式為
2( 2) ( 4)

48
n n n 

。 

2. 二分支但不相鄰 

  當 n 為奇數時的公式為
( 1)( 3)( 5)

24
n n n  

，當 n 為偶數時的公式為
( 4)( 3)( 2)

24
n n n  

。 

3. 分支中有分支中分支 

  當 n 為奇數時
2( 1)( 3)( 5)(2 17 31)

480
n n n n n    

； 

  當 n 為偶數時
2( 2)( 4)( 6)(2 11 10)

480
n n n n n    

。 

(二) 三分支 

1. 三分支而其中二分支相鄰 

(1) 3 異的情況 

  當 n 為奇數時 
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8 9
2 2

1 1

[ 3 (2 1) 5][ 3 (2 1) 1] 4 1 ( 3 2 2)( 3 2 4) 4 1{ }( ) { }( )
2 6 2 6

n n

m p

n m n m m n p n p p 
          

 
                  

( 7)( 5) 1[ ]
2 6

n n      

  當 n 為偶數時 
8 9

2 2

1 1

[ 3 (2 1) 2][ 3 (2 1) 4] 4 1 ( 3 2 1)( 3 2 5) 4 1{ }( ) { }( )
2 6 2 6

n n

m p

n m n m m n p n p p 
          

 
                  

( 8)( 4) 1[ ]
2 6

n n     ，其中定義 為 3k  為 3 的倍數時加上 2。 

(2) 2 同一異的情況 

  當邊數 n 為奇數時 

6 7
2 2

1 1

3[ 4 (2 1)] 4 3 3( 5 2 ) 4 1 3( 5) 1{ }( ) { }( ) [ ]
2 3 2 3 2 3

n n

m p

n m m n p p n   
          

 
                 

  當邊數 n 為偶數時 

6 7
2 2

1 1

3[ 5 (2 1)] 4 3 3( 4 2 ) 4 1 3( 4) 1{ }( ) { }( ) [ ]
2 3 2 3 2 3

n n

m p

n m m n p p n   
          

 
                 

其中定義
1     1,  2
0    

k
k

   為其他數值
，而 3n k  為 3 的倍數時則利用 定義加以處理，且 k 會伴

隨公式中 2 1m  、 2 p 改變而改變。 

(3) 3 同的情況公式為

6 5
2 2

1 1
( 1)

n n

p m
p m  

          

 
    ，其中定義符號 是當 3 2n p  為 3 的倍數 

   時等於 1，定義符號是當 3 (2 1)n m   為 3 的倍數時等於 1，定義當 n為 3 的倍數時 1 。 

2. 三分支且其中一分支有分支中分支 

   當邊數 n 為奇數時公式為
2( 1)( 3)( 5)

96
n n n  

； 

   當邊數 n 為偶數時公式為
2( 4)( 6)( 2)

96
n n n  

。 

(三) 四個分支 

1. 四同 

  當 4n p 時，公式為 24( )
4

n
；當 4 1n p  時，公式為 25( )

4
n

； 
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  當 4 2n p  時，公式為
( 6)( 2)

16
n n 

；當 4 3n p  時，公式為
( 7)( 3)

16
n n 

。 

2. 三同 

       7

1

2 3 6
3

n

t

t f t n t



            ，其中定義

1,  4
( )  ( )

0,  4
x p

f x p N
x p
   。 

3. 二同二同 

  當多邊形 n 為奇數時，公式為  
9

2

1

12 7 2
2

n

t

tn t




          ；  

  當多邊形 n 為偶數時，公式為  
8

2

1

1 62 13 4 ( )
2 4

n

t

t nn t





                 
 。 

4. 二同二異 

     8

1

1 1 3 3 1 7 5 53 7 4 + 4
2 2 2 3 2 2 2 3

n

t

t t t n n nn t f t f n



                                                    。 

5. 四異 

         13

1

6 838 7 6 8 3 7 92 212 2 9 9
24 2 3 2 4 4

n

t

t t
t t t t tn t g t f t





                                          
  

       
7 535 6 7 5 3 6 92 2 4 4

48 4 3 4 4 8

n n
n n n n ng n f n

                               

其中定義函數
1,  2

( )  ( )
0,  2

x m
g x m N

x m
   。 

 

陸、結論與後續研究 

    本文中我們在定義幾何算數形後，圖形經旋轉、翻轉或撓折後並無方向性，因此相同的

多邊形視為同一個。接著在又定義多邊形若移動一個邊就可形成之情形，當以移動兩邊來完

成時，則不屬於移動兩邊，且一個邊不可以同時移動 2 次的情況下，進而討論移動一邊以及

二邊後，在不同封閉多邊形下的分支圖總數的情形，並找出其規律，加以推導其公式的型式。 

    再者移動一邊的情況下，在多邊形邊數 n 為奇、偶數時，有著不同的公式型式呈現。此

外在考慮移動兩邊的情況下，並非如同移動一邊時如此容易，需考慮更多不同分支的情況，

且我們仍有找到其規律，並利用排列組合的想法加以呈現出來。 
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    然而我們也進一步發現，由本作品的定義延伸出來的移動 3 邊、4 邊、到 n 邊，必定只

會出現一個封閉多邊形在算數形中，因此希望未來可依據此性質為基礎下推導出移動邊數後

算數形的所有種類及其所對應的公式型式。我們將再嘗試其他的想法或方式，是否能再具備

更多的經驗後，進一步可以推論出移動 3 邊、4 邊、到 n 邊形的更一般化型式，再加以利用

延伸到其他相關地方，提供使用。 

    我們也期望可以把這份研究推廣到立體圖形，但存在一個問題就是尚不知如何較有效簡

化在空間中該多邊形移動邊數後，所出現的眾多封閉多邊形圖形之關係。我們相信若能解決

此問題，在立體多邊形中移動 1、2 邊的立體分支圖情形即能迎刃而解。 

 

柒、參考資料及其他 

[1] 游森棚 (2014)。高中數學第二冊。翰林出版社。 

[2] 葉名倉等 (2014)。高中基礎化學第二冊。南一出版社。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



そ評語た040409  

本作品研究移動一邊或兩邊後所構成同邊數及同頂點數的各

種不同構造的圖形種類，相當完整，也很複雜。事實上，本作品書

寫方式應伜還可以再改進，定義應再精確一些，論證應再俶細一些。

另外，本作品可以參考圖論裡的定義和性質，應可得到更豐碩的成

果。 

 

040409-評語 


	040409-封面
	040409-本文
	摘要
	壹、研究動機
	貳、研究目的
	參、研究設備及器材
	肆、研究過程及方法
	伍、研究結果
	陸、結論與後續研究
	柒、參考資料及其他

	040409-評語

