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洗Ȩ排ȩ遊戲的數學模式

摘要
本文利用重排 (permutation) 、圈 (cycle) 及階數 (order) 等工具來探討 102學年度國中基

本學力測驗之中一個有關洗牌次數的問題。在研究過程中，我們定義了記錄撲克牌之排列的

符號、洗牌操作
21,nn 的重牌符號、重排的圈形式及洗牌次數 )(ord ，並探討其相關性質。
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壹、研究動機：

在 102學年度基本學力測驗數學科試題的第 28題，提到了一個有關日常生活的撲克

牌問題如下：

用數學語言重新敘述為Ȩ如下圖，先在左邊放 3 張紙牌(岩左至右編號為 1~3)，右邊

放 2 張紙牌(岩左至右編號為 4~5)，將右邊紙牌依序插入左邊紙牌的空隙中形成新的牌

組，然後岩左至右取前 3 張牌放在左邊，剩下 2 張牌放在右邊，這樣的動作稱為 1 次洗

牌。重複這個洗牌動作，直到牌組恢復原來的排列，需要重複此動作幾次？ȩ

我們實際操作，得到洗牌 4次就能恢復原來的排列。洗牌過程用表格呈現如下：
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位置

過程
左 1 左 2 左 3 右 1 右 2

原始 1 2 3 4 5

1 1 4 2 5 3

2 1 5 4 3 2

3 1 3 5 2 4

4 1 2 3 4 5

接著，仿照此問題的形式，改變兩堆紙牌數量，開始了這一連串的試驗，ว現其中的

規律及其原因。

貳、研究目的：

1.當有兩堆牌時，最少需多少次洗牌才能回到原來的排序？

2.兩堆牌的張數相同時，最少需多少次的洗牌才能回到原來的排序？

叁、研究設備及器材：電腦、Word。

肆、研究過程或方法結果：

第一部分：文獻探討

關於此問題，目前找到 2篇相關資料，分別是林建維等人[2]的科展作品Ȑ此作品刊ฦ於

科學教育月刊第 372期[3]ȑ及游盛傑[4]之中學生網站之小論文。這 2 篇報告的結果簡要說

明如後。首先，林建維等人[2, 3]是用表格的方式找出洗牌排序變化的數列，再看出回到原

始牌組的最少洗牌次數，從下面列出的結果可知道只討論出Ȩ左手有 x張牌，右手有 y張牌

(x > 2y)ȩ的情形。

Ȝ結果 1ȝ林建維等人[2, 3]

左手有 x張牌，右手有 y張牌Ȑx > 2yȑ的洗牌次數的計算方法，以 x=100, 

y=11說明如下：

1. 將位置分段，每段的第一個數分別為左 2a (a=1,2,...,11).

2. 列出各段的位置至等差數列之首໨停止，並改以依首໨大小排列。

岪、若 b≦11, 則左 b的下一個位置為左 2b-1。

乙、若 11 <b≦22, 則左 b的為此段等差數列的首໨。

3. 列出右 1～右 11。根據右 T  左 2T的規律來合併。

4. 岩合併後的各群個數得到洗牌次數。
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如下，游盛傑[4]是利用費馬小定理及同餘方程式，算出回到原始牌組的最少洗牌次

數，但只有討論相當Ȩ左邊有 26張牌，右手有 26張牌ȩ的情形。

Ȝ結果 2ȝ游盛傑[4]第 4頁

根據費馬的一個小定理 1pa ≡1 (mod p)可以導出將一副 n 張牌的牌組，經完美洗牌

後，且能回歸原位的最少次數 x後所適用的公式

→  x2 ≡1  (mod n+1)        (引註 1)

註 1、陳品秀(譯) (2009)。數學可以拯救羅馬?!。臺北市﹕臉譜，城邦文化出版社。

P.143~153。

顯而易見，這 2篇資料討論的情形都不夠完整。

第二部分：定義符號與問題轉化

經過實際操作，我們ว現使用下面的符號表示Ȩ牌的排列ȩ最方便。

Ȝ定義 1ȝ牌的排列符號

若左邊放 3張牌(岩左至右編號為 1~3)，右邊放 2張牌(岩左至右依序編號為 4~5)，

則兩邊所有牌的排列以符號(123,45)表示。

因此第一次洗牌的結果；即將右邊牌依序插入左邊牌的空隙中(4 插至 1、2 之間；5 插

至 2、3 之間)，可得新的左右兩邊所有牌的排列可記為(142,53)。接下來所有洗牌的過程都

是依上面的符號表示。

可以ว現Ȩ洗牌前後的左右兩邊所有牌的排列，都是數崉 1~5的某種排列ȩ。因此，洗

牌的操作，可以用抽象屈數的Ȩ重排(permutation)ȩ表示。定義一次洗牌操作如下：

Ȝ定義 2ȝ一次洗牌操作

已知牌組(123,45) 洗牌 (142,53)，這樣的洗牌操作以重排 3,2 ＝ 



35,241

54,321

表示。

根據上述定義，則第一次洗牌可表示為(123,45)  3,2 (142,53)。

在抽象屈數中，重排 3,2 ＝ 



35,241

54,321
屈表 1→1、2→4、3→2、4→5、5→3、也

可以Ȩ圈(cycle)ȩ的形式來表示(參考李華介[5]第 48頁)，即 3,2 ＝(1)(2,4,5,3)，或可簡記為

3,2 ＝(2,4,5,3)或(2453)。後續，我們將大量使用Ȩ圈(cycle)ȩ的形式來進行運算。

至此，原始問題的洗牌過程可表示如下：

(123,45)  3,2 (142,53)  3,2 (154,32)  3,2 (135,24)  3,2 (123,45)

因此，原始問題需 4次洗牌才會恢復原來的排列。這問題可轉化如下：
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Ȝ問題 1ȝ

在原始問題中，Ȩ求最小的正整數 n，使重排 n
3,2 ＝恆等變換(identity)？ȩ

註：在抽象屈數中，恆等變換(identity)有人用ȨIȩ表示。

其中，Ȩ最小的正整數 nȩ在抽象屈數中的定義，就是稱為Ȩ重排(permutation) 3,2 的

階數(order)ȩ。定義如下：

Ȝ定義 3ȝ重排 的階數(order)

給定一個重排 ，若 n為滿足 n ＝I的最小正整數，則稱 n為 的階數(order)，以

符號 )(ord 表示。

在原始問題中，我們得到： )( 3,2ord ＝4。

至此，我們給出一般性的定義如下：

Ȝ定義 4-1ȝ洗牌操作
21,nn

設有兩堆牌，第 1堆牌有 n1張，岩左至右編號為 1~ n1，第 2堆牌有 n2張，岩左至

右編號為 n1＋1~ n1＋n2。規定 n1>n2時，洗牌操作
21,nn 為第 2堆的第 1張牌 n1＋1

插入第 1堆的第 1張牌 1之後，依此類推，第 2張牌 n1＋2插入第 1堆的第 2張牌

2之後，…，直到第 2堆牌所有的牌都插完。則洗牌 1次的過程可表示如下：

(1 2… n1,..., (n1＋n2))   2,1 nn (1 n1+1 2 (n1＋2)…,…, n1)

上面的定義限定Ȩn1>n2ȩ，但是可以擴充到Ȩn1≦n2ȩ的情形。先看下面例子：

在上面的定義中，取 n1＝2、n2＝4，則此洗牌操作 4,2 可記為

(12,3456)  2,4 (13,2456)，或 4,2 ＝ 



6542,31

6543,21
。

也就是說，當第 2堆的第 1張牌 3插入第 1堆的第 1張牌 1之後，接著第 2堆的第 2 ~ 4

張牌(即 4 ~ 6)都插入第 1堆的第 2張牌 2之後，再重新分出第 1堆的 2張牌是 1、3；第 2堆

的 4張牌是 2、4、5、6。給出下面的定義：

Ȝ定義 4-2ȝ擴充情形

假設及洗牌操作
21,nn 同定義 4，當 n1≦n2時，第 2堆的第 n1 ~ n2張牌 n1＋n1 ~ n1＋

n2都插入第 1堆的第 n1張牌 n1之後。則此情形洗牌 1次的過程可表示如下：

  
 


 2,1

)................,...2211(

)...1...1,...4321(

2111111

21111111
nn

nnnnnnn

nnnnnnnn 
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岩上可以看出：

Ȝ定理 1ȝ當 n1≦n2時，
21,nn ＝ 1, 11 nn 。

根據上面的討論，原來洗牌的問題只需考慮下列情形：

Ȝ問題 2ȝ問題轉化

Ȩ當兩堆牌洗若干次回到原來的排序，求洗牌的最少次數？ȩ就是相當於

Ȩ在 n1＞n2的情形下，求 )(
21,nnord  ＝？ȩ

要計算 )(
21,nnord  ，先說明一些性質。根據李華介[4]第 53頁的 Lemma 3.4.7可得

Ȝ定理 2ȝ )(Cord ＝ )(Cn

一個圈(cycle) C的階數(order)就是這個圈的元素個數。

例如：已知 3,2 ＝ 



142,53

123,45
＝(2453)，所以 )( 3,2ord ＝ord ((2453))＝4。有時為了簡化符

號，把 ord ((2453))寫成 ord (2453)表示。

接下來說明Ȩ兩個圈(cycle)的合成ȩ，設兩個圈(cycle)為 ＝(2534)、 ＝(63142)，則
和 的合成記為   ，注意   是先算 再算 ，則   ＝(2534)(63142)計算方式如下：

岩 1開始，先看 把 1對應到 4, 記為 1→4; 再看 把 4對應到 2, 記為 4→2。最後得 1→2。

接著看 2，在 中有 2→6；在 中沒有 6略過。最後得 2→6。

接著看 6，在 中有 6→3 ；在 中有 3→4。最後得 6→4。

接著看 4，在 中有 4→2；在 中有 2→5。最後得 4→5。

接著看 5，在 中沒有 5略過；在 中有 5→3。最後得 5→3。

接著看 3，在 中有 3→1；在 中沒有 1略過。最後得 3→1。

這樣 1 ~ 6的數崉重排都計算完成，得到   ＝(2534)(63142)＝(126453)。

參考李華介[5]第 48 ~ 50頁，可知Ȩ兩個圈(cycle)的合成ȩ的定義及定理：

Ȝ定義 5ȝ圈(cycle)的合成

若 、 是兩個圈(cycle)，則 和 的合成記為   ，有時為了方便會寫成   或
 。再次提醒   是先算 再算 。
根據李華介[5]第 50頁的 Lemma 3.4.4可得

Ȝ定理 3ȝ圈(cycle)的交換性

(1)一個圈(cycle)的數崉໩序，不論岩哪一個數崉開始寫，都視為同一個圈。若以最
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小數崉開始寫的圈(cycle)作為屈表，則一個圈(cycle)的表示法會只有一種。之

後，我們都採用此種寫法表示一個圈(cycle)。

例如：(123)＝(231)＝(312)，以(123)表示。

(2)若 、 是Ȩ不相交ȩ的兩個圈(cycle)，則   ＝   。其中Ȩ不相交ȩ是指兩
個圈(cycle)沒有共同元素。換言之，不相交的兩個圈，其合成的運算有交換性。

參考李華介[5]第 52頁，可知

Ȝ定理 4ȝ圈(cycle)的唯一分解

一個圈(cycle)都可Ȩ唯一分解ȩ為若干個Ȩ不相交ȩ的圈的合成。

參考李華介[5]第 54頁 Proposition，可知將重排 寫成若干個Ȩ不相交ȩ的圈(cycle)的

合成後，會有下面計算重排 )(ord 的方法。

Ȝ定理 5ȝ )(ord 的算法

設重排 ＝ rCCC  ...21 ，其中 C1、C2、…、Cr 都是不相交的圈(cycle)，且 )( iCord

＝ id (其中 i＝1、2、...、r)，則 )(ord ＝[d1，d2，…，dr]。
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第三部分：兩堆牌的最少洗牌次數

再經過多次洗牌的試驗後，我們ว現第一堆的第一張牌從岔變換位置，並且為了後續的

探究，以下將第一堆的第一張牌編為 0號。設第 1堆牌有 n1張，岩左至右編號為 0~ 11 n ，

第 2堆牌有 n2張，岩左至右編號為 n1~ 121  nn 。根據Ȝ問題 2ȝ就是要Ȩ在 n1＞n2的情形

下，求 )(
21,nnord  ＝？ȩ，下面依 n2的值討論。

1.當 n2＝1

因 ,11n ＝ 






1,2...10

,1...210

111

11

nnn

nn
＝(1, 1n , 11 n , 21 n ,… ,2)，

得 ord ( ,11n )＝ord (1, 1n , 11 n , 21 n ,… ,2)＝ 1n 。

2.當 n2＝2

因 ,21n ＝ 






12,34....32110

1,12...543210

111111

1111

nnnnnn

nnnn

其中，1→ 1n , 2→1, 3→ 11 n ,當 4≦i≦ 11 n 時， i→ 2i 。

,21n 的 cycle表示(1, 1n , 21 n , 41 n ,… ,？,…)出現公差為－2 的等差數列： 1n , 21 n , 

41 n , …, 此數列岩 1n 的奇偶性來決定此等差數列為遞減的連續偶數或連續奇數，進而決

定著 ,21n 圈(cycle)的形式。我們就 1n 為偶數或奇數分別討論如下。

(1)若 1n是偶數，設 1n =2k (其中 k為自然數)

數列 1, 1n , 21 n , 41 n ,…的岕໨為 2，再因 2→1，得(1, 1n , 21 n , 41 n ,… ,2)。

因 3為奇數，不屬於上述的圈，考慮 3形成的圈，得(3, 11 n , 11 n , 31 n ,… ,5)。

至此，1~ 11 n 皆屬於上述兩個圈之一，

得 ,22k ＝(1, 1n , 21 n , 41 n ,… ,2) (3, 11 n , 11 n , 31 n ,… ,5)。

因 ord (1, 1n , 21 n , 41 n ,… ,2)＝k＋1且 ord (3, 11 n , 11 n , 31 n ,… ,5)＝k。

得 ord ( ,22k )＝[k＋1，k]。

(2)若 1n是奇數，設 1n =2k＋1 (其中 k為自然數)

數列 1, 1n , 21 n , 41 n ,…遞減至 3，

又 3→ 11 n , 接續 11 n , 11 n , 31 n ,… ,4,2, 

又 2→1,得數列 1, 1n , 21 n , … , 3, 11 n , 11 n , 31 n ,… ,4,2。

得 ,212 k ＝(1, 1n , 21 n , … , 3, 11 n , 11 n , 31 n ,… ,4,2)。

至此，1~ 11 n 皆屬於此圈，得 ord ( ,212 k )＝2k＋2。

上述過程顯示，當 1n 是偶數， ,22k 為 (1, 1n , 21 n , … ,2)、(3, 11 n , 11 n , … ,5)兩個圈

的合成；若 1n是奇數， ,212 k ＝(1, 1n , 21 n , … , 3, 11 n , 11 n , 31 n ,… ,4,2)。
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3.當 n2＝3

因 ,31n
 ＝ 







123,456...54322110

21,123...876543210

111111111

111111

nnnnnnnnn

nnnnnn

其中，1→ 1n , 3→ 11 n , 5→ 21 n , 4→2→1,且當 6≦i≦ 21 n 時， i→ 3i 。

,31n 的 cycle為：(1, 1n , 31 n , 61 n ,… ,？,…), 出現公差為－3 的等差數列 1n , 31 n , 

61 n ,…, 因為公差為－3, 故必定遞減至三個連續整數之一，我們考慮 6、7或 8這三個連

續整數，與 n2＝2時相似， ,31n
 圈(cycle)的形式跟此數列遞減至 6、7或 8的哪一個有關。

分三種情況討論：

(1)若遞減至 6, 則表示 n1是 3的倍數，設 n1=3k( k為自然數), 因 6→3, 3→ 11 n , 

11 n → 21 n , …, 則此圈變成

   (1, 1n , 31 n , 61 n ,…, 6, 3, 11 n , 21 n ,…,？,…)，

又 n1=3k, 等差數列 11 n , 21 n , 51 n 遞減至 4, 又 4→2→1, 可得此圈為

   (1, 1n , 31 n , 61 n ,…, 6, 3, 11 n , 21 n ,…,4,2)

再考慮不在上述圈的最小奇數，此例為 5, 考慮 5形成的圈，得

   (5, 21 n , 11 n ,…, 8)

至此，得 1~ 21 n 皆屬上述這 2圈，得

   ,33k =(1, 1n , 31 n , 61 n ,…, 6, 3, 11 n , 21 n ,…,4,2) (5, 21 n , 11 n ,…, 8)

因為 ord(1, 1n , 31 n , 61 n ,…, 6, 3, 11 n , 21 n ,…,4,2)= 2k＋2

  ord(5, 21 n , 11 n ,…, 8) = k

得 ord( ,33k )=[2k＋2, k]。

(2)若遞減至 7, 則表示 n1是 3 的倍數加 1, 設 n1=3k+1 ( k 為自然數), 再仿(1)討論，可得

ord( ,313 k )=[k＋2, 2k＋1]。

(3)若遞減至 8, 則表示 n1是 3的倍數加 2, 設 n1=3k+2 ( k為自然數), , 再仿(1)討論，可得

ord( ,323 k )=[2k＋3, k＋1]。

岩此可見， 1n =3k、 1n =3k +1 或 1n =3k +2 將影響等差數列 1n , 31 n , 61 n , … , 遞減至

6、7或 8，並進而決定 ,31n
 圈(cycle)的形式。

為方便討論，我們根據 ,31n 的對應關係，將 1~ 1n +2 分類，區分成三個分別以 1、3、5

為首໨的數列，稱為Ȩ圈數列(cycle sequence)ȩ，分別記為<C3,1>、<C3,3>、<C3,5>。因為這

些圈數列有可能會與其它圈數列接續成一個圈，因此，我們在岕໨之後，以Ȩ括號ȩ註明岕

໨對應到哪一個首໨，以方便後續的運算。
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<C3,1>=1, 13, 10, 7, 4, 2, (1)

<C3,3>=3, 14, 11, 8, (5)

<C3,5>=5, 15, 12, 9, 6, (3)

為了方便利用圈數列來求圈，我們僅紀錄圈數列的首໨及岕໨所對應的數，並寫成重排

的樣式，例如：上例中， 13,3 的三個圈數列的首໨分別為 1, 3, 5，岕໨所對應的數分別為 1, 

5, 3，我們記為 



351

531
=(1)(35)。岩此符號不難得 13,3 為兩個圈的合成，其中：<C3,1>為一

個圈(1, 13, 10, 7, 4, 2)，<C3,3>和<C3,5>兩個圈數列接續成一個圈(3, 14, 11, 8, 5, 15, 12, 9, 6)，

即 13,3 =(1, 13, 10, 7, 4, 2) (3, 14, 11, 8, 5, 15, 12, 9, 6)。

定義 ,31n 的圈數列如下：

Ȝ定義 6-1ȝ ,31n 的圈數列及圈數列的首岕໨重排

,31n
 = 







123,456...54322110

21,123...876543210

111111111

111111

nnnnnnnnn

nnnnnn

分別以 1、3、5為首໨，根據 ,31n 的對應關係，定義 3個圈數列如下，其中 b1, b2, b3

分別為三個圈數列岕໨所對應的數。

<C3,1>＝1,    n1   , n1－3, n1－6, n1－9,…, (b1)

<C3,3>＝3, n1＋1, n1－2, n1－5, n1－8,…, (b2)

<C3,5>＝5, n1＋2, n1－1, n1－4, n1－7,…, (b3)

再定義圈數列的首岕໨重排 ,31nb = 



321

531

bbb
。

這樣的圈數列定義是否能將 1~n1＋2不重複且完全的分配到三個圈數列中？檢視如下：

(1)我們分別以 1, 3, 5為三個圈數列的首໨，三個連續整數 n1, n1＋1, n1＋2 分別為第二

໨，每個圈數列自第二໨起，皆為公差－3 的等差數列，直至遞減為三個連續整數 6、

7、8後，此時，我們可知 1、3、5以及大於或等於 6的各數皆不重複的完全分配到三

個圈數列之中。

(2) 6、7、8三數各減 3，對應到 3、4、5，其中 3、5為首໨，故以括號註記於圈數列岕໨

之後，即 6→(3), 8→(5)，而因為 4→2, 2→1, 故將 1 以括號註記於岕໨，即

7→4→2→(1)Ȑ此時，2和 4也分配到三個圈數列之中ȑ。

    







)5(8

)1(247

)3(6

因此，岩(1)和(2), 我們將 1~n1＋2不重複且完全的分配到三個圈數列中。
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以下利用圈數列，分別就 1n =3k、 1n =3k +1 或 1n =3k +2 討論等差數列 1n , 31 n , 

61 n , … , 遞減至 6、7或 8，並進而求出 ,31n
 。

(1) 若 1n =3k, 圈數列如下：

<C3,1>＝1,    3k   , 3k－3, 3k－6, 3k－9,…, 6, (3)

<C3,3>＝3, 3k＋1, 3k－2, 3k－5, 3k－8,…, 7,4 2, (1)

<C3,5>＝5, 3k＋2, 3k－1, 3k－4, 3k－7,…, 8, (5)

算得此三個圈數列分別有 k, k＋2, k個元素。

圈數列首岕໨重排 ,33kb = 



513

531
=(13)(5)。

即 ,33k 為兩個圈(1, 3k,…, 6, 3, 3k＋1, …, 7,4 2)及(5, 3k＋2,…, 8)的合成。

(2) 若 1n =3k＋1, 圈數列如下：

<C3,1>＝1,             3k＋1, 3k－2, 3k－5, 3k－8,…, 7,4 2, (1)

<C3,3>＝3,             3k＋2, 3k－1, 3k－4, 3k－7,…, 8, (5)

<C3,5>＝5, 3k＋3,    3k   , 3k－3, 3k－6, 3k－9,…, 6, (3)

此三個圈數列分別有 k＋2, k, k＋1個元素。

圈數列首岕໨重排 ,313 kb = 



351

531
=(1)(35)。

即 ,313 k 為兩個圈(1, 3k, 3k－3, …, 7,4 2)及 (3, 3k＋1, …, 8, 5, 3k＋2, …, 6)的合成。

(3) 若 1n =3k＋2, 圈數列如下：

<C3,1>＝1,             3k＋2, 3k－1, 3k－4, 3k－7,…, 8, (5)

<C3,3>＝3, 3k＋3,    3k   , 3k－3, 3k－6, 3k－9,…, 6, (3)

<C3,5>＝5, 3k＋4, 3k＋1, 3k－2, 3k－5, 3k－8,…, 7,4 2, (1)

此三個圈數列分別有 k, k＋1, k＋3個元素。

圈數列首岕໨重排 ,323 kb = 



135

531
=(15)(3)

即 ,323 k 為兩個圈(1, 3k＋2,…, 8, 5, 3k＋4,…, 7,4 2)及(3, 3k＋3,…, 6)的合成。
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列表觀察上述結果，我們ว現圈數列໨數及首岕໨重排部分崊在規律，其關聯註明如下：

如下表，列出 1n =3k、 1n =3k＋1的圈數列，可以看到 3k＋1, 3k－2, 3k－5, 3k－8,…, 7,4

這個等差數列出現在 1n =3k的<C3,3> 和 1n =3k＋1的<C3,1>；同樣的，3k＋2, 3k－1, 3k－4, 3k

－7,…, 8, 這個等差數列出現在 1n =3k的<C3,5> 和 1n =3k＋1的<C3,3>。較特別的是，3k, 3k－

3, 3k－6, 3k－9,…, 6,這個等差數列出現在 1n =3k 的<C3,1>和 1n =3k＋1 的<C3,5>，而且 1n =3k

＋1的<C3,5>多出了 3k＋3這一໨。這些等差數列位置的變化，直接影響到圈數列的໨數及

首岕໨重排。

而且，上述變化的規則也出現在 1n =3k＋1、 1n =3k＋2的圈數列。
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上述討論結果歸納如下：

根據上述ว現，使得我們可以藉岩 n1=kn2的圈數列求得 n1=kn2+d (其中 d =1,2,..., n2－1) 

的圈數列，因此後續只需針對 n1=kn2進行討論。

4.當 n2＝4

我們利用圈數列來求
1,4n ，已知

的對應關係可表示為
















)3,...,9,8(,4

)6,4,2(,
2

)7,5,3,1(,
2

1

1

1

niii

i
i

i

i
i

ni

當 n1=4k時，定義 4個圈數列如下：

<C4,1>＝1,    4k   , 4k－4, 4k－8, 4k－12,…, 8, 4, 2, (1)

<C4,3>＝3, 4k＋1, 4k－3, 4k－7, 4k－11,…, 9, (5)

<C4,5>＝5, 4k＋2, 4k－2, 4k－6, 4k－10,…, 10, 6, (3)

<C4,7>＝7, 4k＋3, 4k－1, 4k－5, 4k－9,..…, 11, (7)

根據與前段相同的方法，我們檢驗得 1~4k＋3皆不重複的分配到各個圈數列，過程省略。

算得此四個圈數列分別有 k＋2, k, k＋1, k໨。圈數列重排為： 



7351

7531
=(1)(35)(7)。

即 ,44k 為三個圈的合成。
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利用圈數列中等差數列位置的變動，我們得到下表：

n1

< C4,i > 個數 圈數列首岕໨重排

,41n
b ,41n 分解

的圈數
)( ,41n

ord 
i =1 i =3 i =5 i =7

4k k+2 k k+1 k 



7351

7531
=(1)(35)(7) 3 [k+2,2k+1, k]

4k＋1 k k+1 k k+3 



1735

7531
=(157)(3) 2 [3k+3, k+1]

4k＋2 k+1 k k+3 k+1 



5173

7531
=(1375) 1 4k+5

4k＋3 k k+3 k+1 k+2 



3517

7531
=(173)(5) 2 [3k+5, k+1]

我們思考不列出圈數列，而能求得圈數列的໨數及重排的方法。我們想法如下：

(1)觀察 n1=4k時，
1,4n 的 4個圈數列，不難得知各個圈數列從第二໨ 4k、4k＋1、4k＋

2、4k＋3遞減至 8、9、10、11為止，各有 k－1໨，再加上首໨，故有 k໨。

(2)接下來各圈數列再遞減為 4、5、6、7，其中，5、7為圈數列的首໨，不再列入圈數列

中，因此遞減為奇數 5、7的圈數列恰有 k໨。

(3)因為 4、6兩數皆為小於 8的偶數，依照 )6,4,2(,
2

 i
i

i 的對應關係，將 4和 6分別除以

2，但若除完後仍為偶數，則會再除以 2，直至變成小於 8的奇數，即為某一個圈數列

的首໨。根據這໨觀察，將 4和 6寫成 2c (c為奇數)的形式： 2214  、 1236  ，即

得 4對應到 1，且此圈數列有 k＋2໨；6對應到 3，且此圈數列有 k＋1໨。

我們得 4個圈數列分別遞減至 4、5、6、7，寫出 4個圈數列之首໨及第 k＋1໨重排：





7654

7531
，

將偶數 4、6表為 2c (c為奇數)的形式，得：





 723521

7531
12 ，

故得圈數列的首岕໨重排：

,44kb = 



7351

7531
，

並得 4個圈數列依序有 k＋2、k、k＋1、k໨。
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是否能直接求的 4k＋d (其中 d=1,2,3)的圈數列首岕໨重排，岩之前所觀察到圈數列中等差

數列的位置，可以直接得到圈數列重排如下：

n1=4k＋1時，圈數列之首໨及第 k＋1໨重排為： 



4765

7531
= 




 21 217235

7531

      對應的首岕໨重排 


 1735

7531
4,14kb

      圈數列໨數依序為：k, k+1, k, k+3 (最後 1個圈數列໨數要再加 1) 。

n1=4k＋2時，圈數列之首໨及第 k＋1໨重排為： 



5476

7531
= 




 521723

7531
21

      對應的首岕໨重排 


 5173

7531
4,24kb

      圈數列໨數依序為： k+1, k, k+3, k＋1 (最後 2個圈數列໨數要再加 1) 。

n1=4k＋3時，圈數列之首໨及第 k＋1໨重排為： 



6547

7531
= 




 12 235217

7531

      對應的首岕໨重排 


 3517

7531
4,34kb

      圈數列໨數依序為： k, k+3, k＋1, k+2 (最後 3個圈數列໨數要再加 1) 。

5. 一般性討論

至此，我們給出一般性的定義如下：

Ȝ定義 6-2ȝ
21,nn 的圈數列

21,nn =





......1......5443322110

......12212......109876543210

1111111 iniinnnnnn

iii

    





1...,1......211

1...,1......2212212

1212122221

21112222

nnnnnnnnnn

nnnnnnnn

分別以 2i－1 (其中 i =1~ n2)為首໨，定義 n2個圈數列如下。岕໨所對應的數 bi

(i =1~ n2)以括號列於岕໨之後。

< 1,22 inC >＝2i－1, n1＋i－1, n1＋i－1－n2, n1＋i－1－2n2, …,  (bi)  (i =1~ n2)

再定義圈數列的首岕໨重排為： 


 
2

21 ......

12...12...531

321

2

,
ni

nn bbbbb

ni
b 。
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21,nn 重排的對應關係可表示為
















)12(,

)22,...,4,2(,
2

)12,...,3,1(,
2

1

2122

2

21

nninnii

ni
i

i

ni
i

ni

，據此，我們定義 n2個圈數列

分別以 1,3,..., 12 2 n 為首໨，分別以連續整數 n1,n1+1,..., 121  nn 為第二໨，並自第二໨起

為公差 2n 的等差數列，遞減直至分別出現 22n , 12 2 n , 22 2 n ,..., )1(2 22  nn ，根據對應

的關係，各໨再對應到 2n , 12 n , 22 n ,..., 12 2 n Ȑ註：其中幾個奇數為圈數列首໨ȑ此

時，可得介於 n2~ 121  nn 間的整數皆已分配到圈數列之中。小於 n2的奇數為圈數列的首

໨，小於 n2的偶數則依照 )22,...,4,2(,
2 2  ni
i

i 的對應關係分配到各圈數列之中，因此，1~

121  nn 皆不重複的分配到各圈數列中。

另外，以 21 knn  時為例，檢驗諸 bi (i =1~ n2)互異，恰為奇數 1, 3, 5,..., 2n2－1。

根據前節的討論，得圈數列之首໨及第 k＋1໨重排為：

        






12...1...21

12...12...531

22222

2

ninnnn

ni
，

在 n2個連續整數 n2, n2＋1, n2＋2,..., 2n2－1之中，分成奇數與偶數討論如下：

(1)介於 n2~ 2n2－1的奇數，即為圈數列的首໨。

(2)介於 n2~ 2n2－1 的偶數，依照 )22,...,4,2(,
2 2  ni
i

i 的對應關係，一直除以 2，直至變為

奇數，顯然這些奇數皆小於 n２。任取兩相異偶數 m, n滿足 n2≦m<n<2n2－1, 屉 2 pm , 

2 qn (p,q為奇數且 1,  ), 利用反證法證明 qp  如下：假設 qp  , 得 





2

2

2

2 


p

q

m

n
，

但 2
m

n
, 因此得 1

m

n
，矛盾，因此得證 qp  。得介於 n2~ 2n2－1的偶數都對應到小於 n２

的相異奇數 bi。

根據前節的討論，得當 21 knn  時，
21,nn 的圈數列之首໨及第 k＋1໨重排為：

        






12...1...21

12...12...531

22222

2

ninnnn

ni
，

若進一步假設 i
ii cin 21  ，則可將首岕໨重排

22 ,nknb 表為：

        


 
2

......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
，

並得到< 1,22 inC > 有 ik  ໨。列為定理如下：
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Ȝ定理 6ȝ 21 knn  時，
21,nn 的圈數列໨數及重排

當 21 knn  時，屉 i
icin 212  , 則

21,nn 之圈數列首岕໨重排為




 
2

......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
，

且 < 1,22 inC >有 ik  ໨。

運用上述結果，計算 ,66k 的圈數列之首岕໨重排 ,66kb ：

,66k 的圈數列之首໨及第 k＋1໨重排為 



11109876

1197531
= 




 1125921723

1197531
3

則 ,66kb 



1159173

1197531

並且六個圈數列依序有：k+1, k, k+3, k, k+1, k໨。

再岩 n1=6k和 n1=6k＋d (其中 d =1,2,3,4,5)在圈數列໨數及首岕໨重排的關聯得下表：

n1
< C6,i >個數 圈數列首岕໨重排

,61nb )( ,61nord 
i =1 i =3 i =5 i =7 i =9 i =11

6k k+1 k k+3 k k+1 k 



1159173

1197531

=(1,3,7,9,5)(11)

[5k+5,k]

6k＋1 k k+3 k k+1 k k+2 



3115917

1197531

=(1,7,5,9,11,3)

6k+6

6k＋2 k+3 k k+1 k k+2 k+1 



7311591

1197531

=(1)(3,9)(5)(7,11)

[k+3,2k+2,k+1,2k+1]

6k＋3 k k+1 k k+2 k+1 k+4 



1731159

1197531

=(1,9,7,3,5,11)

6k+8

6k＋4 k+1 k k+2 k+1 k+4 k+1 



9173115

1197531

=(1,5,3,11,9)(7)

[5k+8,k+1]

6k＋5 k k+2 k+1 k+4 k+1 k+2 



5917311

1197531

=(1,11,5,7)(3)(9)

[4k+7,k+2,k+1]
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我們進一步觀察 n1=6k和 n1=6k＋d (d =1,2,3,4,5)在圈數列重排及個數上的關聯，得定理 7：

Ȝ定理 7ȝ dknn  21 時，
21,nn 的圈數列個數及重排

當 dknn  21 (其中 d=0~ 12 n )時，當屉 
 


)1 (21

)11 (21

22

22

nidncdi

dnicidn
i

i

i

i

其中

其中



, 

則：

(1)
21,nn 之圈數列首岕໨重排 

21,nnb 


 
2

......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
。

(2) < 1,22 inC > ໨數為 





)1 (1

)11 (

22

2

nidnk

dnik

i

i

其中

其中




。

運用上述結果，計算 )( ,737 kord  如下：

371  kn , n2=7, d=3, 屉 
 


)75(22

)51(29

ici

ici
i

i

i

i

其中

其中



,

當 51  i 時，得 4321 213,22312,211,22510 43
2

21
  cccc

當 75  i 時，得 765 29,2218,27 76
3

5
  ccc

即得 ,737 k 之圈數列首໨及第 k+1໨重排為： 



98713121110

131197531
    

                = 



 030020 2921272132321125

131197531
  

對應的首岕໨重排  7,37kb 



917133115

131197531
=(1,5,3,11)(7,13,9)。

七個圈數列依序有：k+1, k, k+2, k, k+1, k+4, k+1໨，得  )( ,737kord  [4k+7,3k+2]。
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第四部分：兩堆相同數量的牌之最少洗牌次數

為了得出游聖傑[4]的式子，本部分討論兩堆數量相同的洗牌次數，問題即為Ȩ當 21 nn 
時，求 ?)(

21, nnord  ȩ

進一步而言，若屉 dknn  21 , 則本文討論的問題即為 k=1, d=0的特例，將之屈入前節

利用圈數列所得的式子： 








],55[)(

],12,2[)(

],22[)(

,66

,44

,33

kkord

kkkord

kkord

k

k

k





，即得 








10]1,10[)(

3]1,3,3[)(

4]1,4[)(

,66

,44

,33





ord

ord

ord

。

方便起見，以下屉 nnn  21 ，問題即為：

Ȝ問題 3ȝ兩堆相同張數之洗牌次數

Ȩ求 ?)( , nnord  ȩ

我們重新檢視重排 )5,4,3(,, nnn 的對應關係，希望能找出一個 nn, 對應式子。





73625140

7654,3210
4,4





94837,26150

98765,43210
5,5

從以上重排，我們ว現須就奇偶數來描述 nn, 的對應關係：








,....)7,5,3,1(,
2

1

......)8,6,4,2(,
2

i
i

ni

i
i

i

我們依照這樣的對應關係，也可以直接計算 6,6 如下：

岩 i=1開始，得 ........10
2

19
69

2

17
67

2

13
63

2

6
6

2

11
61  ，

得 6,6 =(1,6,3,7,9,10,5,8,4,2)(11)。

這樣的對應關係需每次去檢驗奇、偶性，在計算過程中產生困擾，我們想找一個不需考

慮奇、偶性的對應關係。我們引入Ȩ反向圈ȩ來解決此問題。

若重排 )4321()1432(
3214

4321 



, 考慮岩第二列對應到第一列的反向重排












3214

4321

或 



4321

3214
，可寫成圈(4123)=(1234), 這兩個圈所屈表的對應關係分別為

1→4→3→2和 2→3→4→1，恰好顛倒，我們將(2341)稱之為(1432)的反向圈。
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一般性的定義如下：

Ȝ定義 7ȝ重排圈形式的反向圈

設重排 



n

n

bbb

aaa

...

...

21

21 , 其圈形式為 ),,...,,,( 1321 tt aaaaa  。

若將 的對應 a1→b1, a2→b2,…, an→bn,考慮反向對應的重排 , 

即 














n

n

n

n

aaa

bbb

bbb

aaa

...

...

...

...

21

21

21

21 , 

稱 為 的反向重排，而稱 的圈形式為圈 的反向圈。
不難得出反向圈 ),,...,,,( 1221 aaaaa ttt  且 I (恆等變換).

以下岩重排的對應關係寫出反向圈 ),...,,( 21 taaa 之 ak，其對應關係需區分成 1≤i<n和

n<i≤ 12 n 兩種情況來討論：

(1) 觀察 











7362,5140

7654,3210

4,4 ， 











94837,26150

98765,43210

5,5

  當 ni 1 時，得 ii 2 ；(左例為 41  i , 右例為 51  i )

(2)觀察 










7362,5140

7654,3210

4,4 ， 










94837,26150

98765,43210

5,5

  當 12  nin 時，得 122  nii ；(左例為 74  i , 右例為 95  i )

綜合上述兩點，即得 nn, 的反向圈對應關係： 





)12  (,122

)11  ( ,2

ninnii

niii

其中

其中
。

利用上述對應關係求 6,6 的反向圈(a1=1, a2, a3,…)：

岩 1<6，得 1→2,   岩 2<6，得 2→4,  岩 4<6，得 4→8,

岩 8≥6，得 8→ 16282  ，得 8→5,

岩 5<6，得 5→10,

岩 10≥6，得 10→ 162102  ，得 8→9,

岩 9≥6，得 9→ 16292  ，得 9→7,

岩 7≥6，得 7→ 16272  ，得 7→3,

岩 3<6，得 3→6,

岩 6≥6，得 6→ 16262  ，得 6→1,

對應關係為： 163791058421 
即得 6,6 的反向圈=(1,2,4,8,5,10,9,7,3,6)，再得 6,6 =(6,3,7,9,10,5,8,4,2,1)(11)
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計算此對應關係時，可行成一個快速計算的法則:不論 iak  之值為何，先計算 2i, 若

ni 2 , 則 iak 21  ；但若 122  nin , 則 )12(21  niak 。

以上將 i的對應分成兩段來討論，並不比分奇偶性討論來得更好，但這樣的分類使我們

可以利用同餘式 12  kk aa (mod 12 n ) 來簡化此式。說明如下：

(1) 當 iak  且 ni 1 時，得 iak 21  , 滿足 kk aa 21  ；

(2) 當 iak  且 12  nin 時，得 )12(21  niak , 滿足 )12(21  naa kk ；

(3) 上述兩種狀況皆滿足同餘式 12  kk aa (mod 12 n ).

下面以 6,6 為例，說明利用同於是求反向圈的方法：

例如：求 6,6 的反向圈(a1=1, a2, a3,…)為何？

取 n=6, 則 1112 n , 

得 22 12  aa 、 42 23  aa 、 82 34  aa ，

得 11162 45  aa , 則岩 )11(mod516 ,故 55a ，

得 102 56  aa

得 11202 67  aa , 則岩 )11(mod920 ,故 97a ，

得 11182 78  aa , 則岩 )11(mod718 ,故 78a ，

得 11142 89  aa , 則岩 )11(mod314 ,故 39a ，

得 62 910  aa

得 11122 1011  aa , 則岩 )11(mod112 ,故 111a 。

對應໩序為： 163791058421 
即得 6,6 的反向圈 (1,2,4,8,5,10,9,7,3,6)

上例中岩 6,6 的反向圈即得 6,6 =(6,3,7,9,10,5,8,4,2,1)(11)。

另外， 6,6 反向圈的對應關係為 163791058421  , 

也可看成  )11(mod964)11(mod1032)11(mod5168421

    )11(mod11024)11(mod6512)11(mod3256)11(mod7128  , 

換句話說，就是把數列 1021 2,...,2,2,12  n 的每໨除以 11求餘數。因此，求 nn, 的一個反向

圈 ),...,,...,,( 21 nk aaaa 時，不需逐一計算 ,...,, 321 aaa 而直接求出 ka ，方法如下：屉 1
1 2  k

k as ,

若 )12(mod  nsa kk 且 121  nsk ，則 ak即為所求。我們以 6,6 的反向圈為例說明如下。
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例如： 6,6 的反向圈 ),...,,,1( 321 naaaa  之中，

s7= a1×26=64, 岩 )11(mod964 得 a7=9；s8= a1×27=128, 岩 )11(mod7128 得 a9=7；

s9= a1×28=256, 岩 )11(mod3256 得 a9=3；s10= a1×29=512, 岩 )11(mod6512 得 a10=6。

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ai 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1

12 i 1

(20)

2

(21)

4

(22)

8

(23)

16

(24)

32

(25)

64

(26)

128

(27)

256

(28)

512

(29)

1024

(210)

我們得到直接計算 ak的方法如下。

Ȝ定理 8ȝ反向圈的 ak

nn, 的一個反向圈 ),...,,...,,( 21 nk aaaa , 屉 1
1 2  k

k as , 則 ak滿足 kk sa  (mod 12 n )

且 121  nak 。

顯然圈 ),,...,,,( 1221 aaaaa ttt  與其反向圈 ),,...,,,( 1321 tt aaaaa  的元素個數相同，即

tordord  )()(  。

Ȝ定理 9ȝ

圈 ),,...,,,( 1221 aaaaa ttt  的反向圈為 ),,...,,,( 1321 tt aaaaa  , 則 tordord  )()(  .

岩定理 9, 當兩堆張數相同時，我們將岩反向圈的個數來求圈的階數。問題轉變為：

Ȩ如何求反向圈的個數？ȩ。並進一步探討：Ȩ如何快速求得反向圈的個數？ȩ

Ȝ問題 4ȝ

Ȩ如何快速求得 nn, 的反向圈 ),,...,,,( 1321 tt aaaaa  的໨數？ȩ

若 nn, 之反向圈 的對應為 ...21  aa , 考慮當 11 aat  時，得 )(... 1121 aaaaa tt   ，

則反向圈 ),,...,,,( 1321 tt aaaaa  有 t໨。以下求 t =？

將 11 aat  , 11 2 as t
t  屈入定理 8之 11   tt as (mod 12 n ), 得 112 aat  (mod 12 n ), 化簡得

0)12(1 ta (mod 12 n )，亦即 t滿足 0)12(1 ta (mod 12 n )。顯然，滿足上式的 t值不唯一，

我們要求的是其中的最小值，亦即 t為滿足 0)12(1 ta (mod 12 n )的最小正整數。進一步得

ord( )=t。
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進一步探討，因反向圈 ),,...,,,( 1321 tt aaaaa  的對應為 ......... 121  aaaaa ti ,

亦可表為 ),...,,,,...,,( 1211  itii aaaaaa , 其對應關係為 iitii aaaaaaa   1211 ...... , 

不難得到：若 t滿足 0)12(1 ta (mod 12 n ),則 t亦滿足 0)12( t
ia (mod 12 n ), ti ,...,2 .換言

之，岩反向圈內任意໨，皆會得到相同的 t。以 6,6 的反向圈為例，說明如下：

例如：已知 6,6 的一個反向圈為(1,2,4,8,5,10,9,7,3,6), 岩此可見 1,2,4,8,5,10,9,7,3,6皆為此反向

圈的元素，屉 a1=1, a2=2, a3=4, a4=8, a5=5, a6=10, a7=9, a8=7, a9=3, a10=6, 我們得 t=10

滿足 0)12( t
ia (mod 11), i=1,2,…,10。

Ȝ定理 10ȝ

若 nn, 為若干個圈的合成，若 S為圈 的元素，且 t為滿足 0)12( tS (mod 12 n )的

最小整數，則 tord )( 。

求 )( ,nnord  時，岩定理 5, 得 )( ,nnord  等於 nn, 之圈的階數的最小公倍數。而岩定理

10，將反向圈內的任一數 S屈入 0)12( tS (mod 12 n )即可算得此反向圈的໨數 t，進而得到

圈的階數即為 t。然而，我們並岔實際將 nn, 寫成圈的合成，因此，我們必須針對每個數，

計算他所在的反向圈之໨數，才能得到 )( ,nnord  .以求 )( ,55ord 為例，說明如下：

例如：求 )( 5,5ord ？

岩 0)12(1 1  t (mod 9), 得 t1=6, 

岩 0)12(2 2  t (mod 9), 得 t2=6, 

岩 0)12(3 3  t (mod 9), 得 t3=2, 

岩 0)12(4 4  t (mod 9), 得 t4=6, 

岩 0)12(5 5  t (mod 9), 得 t5=6, 

岩 0)12(6 6  t (mod 9), 得 t6=2, 

岩 0)12(7 7  t (mod 9), 得 t7=6, 

岩 0)12(8 8  t (mod 9), 得 t8=6, 

岩 0)12(9 9  t (mod 9), 得 t9=1, 

則 6]1,6,6,2,6,6,2,6,6[)( 5,5 ord

若求出 ,55 的圈形式(157842)(36)(9)，我們只須從第一個圈內的任一數，即得第一個圈

的階數為 6, 同理，在其他的圈內任取一數，即得另外兩個圈的階數分別為 2和 1, 即得

6]1,2,6[)( 5,5 ord 。然而，就是因為我們岔實際將 ,55 表成圈形式，因此，上例中，我們

算出 t1~t9，這樣的計算隨著 n的增加而變得繁雜，是否能簡化計算？思考如下：
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計算量最少的狀況為從每個圈中挑選一個數來求此圈的階數，但在不將 nn, 表為圈形式

的前提下，此目標無法達成。退而求其次，調整目標為：Ȩ在每個圈內，至少挑到一個數來

求此圈的階數！ȩ但是，如何確保每個圈內都至少挑到一數亦不容易，轉而思考：Ȩ哪些數

可以排除？ȩ，此想法可從圈數列得到解決方法。因為圈是岩圈數列接續而成，因此，屬於

同一圈數列的數必在同一個圈之中，故在一個圈數列中，只需保留一個數而排除其他的數！

保留哪個數最為方便？顯然，保留各個圈數列的Ȩ首໨ȩ最為方便。因此，求 )( ,nnord  時，

只需計算各個圈數列首໨ 1, 3, 5,…, 12 n 所在的反向圈໨數。若將圈數列首໨ 12 i 所在的圈

之໨數記為 12 it , 則 ],...,[)( 1211,  nnn tttord  .以求 )( 11,11ord 為例，說明如下：

例如：求 )( 11,11ord ？

岩 0)12(1 6  (mod 21), 得 t1=6, 

岩 0)12(3 3  (mod 21), 得 t3=3, 

岩 0)12(5 6  (mod 21), 得 t5=6, 

岩 0)12(7 2  (mod 21), 得 t7=2, 

岩 0)12(9 3  (mod 21), 得 t9=3, 

岩 0)12(11 6  (mod 21), 得 t11=6, 

岩 0)12(13 6  (mod 21), 得 t13=6, 

岩 0)12(15 3  (mod 21), 得 t15=3, 

岩 0)12(17 6  (mod 21), 得 t17=6, 

岩 0)12(19 6  (mod 21), 得 t19=6, 

岩 0)12(21 3  (mod 21), 得 t21=3, 

得 6]3,6,6,3,6,6,3,2,6,3,6[)( 11,11 ord

Ȝ定理 11ȝ以圈數列首໨的階數求 )( ,nnord 
若 ti為滿足 0)12)(12(  iti (mod 12 n ), i=1,3,5,…, 12 n 的最小整數，則

],...,[)( 1231,  nnn tttord  。

定理 11指出僅需計算每個圈數列首相所在的圈之階數即可求得 )( ,nnord  ，進一步再思

考：Ȩ有無再簡化的可能性？ȩ

上例計算過程中，ว現諸 ti不外乎 2、3或 6，且若 dni  )12,12( ，則 d值決定了 ti值。

說明如下：

(1) 當 i=1,5,11,13,17,19時，d=1，計算 012 x (mod 21), 得 x=6；

(2) 當 i=3,9,15,21時，d=3，計算 012 x (mod 7), 得 x=3；
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(3) 當 i=7時，d=7，計算 012 x (mod 3), 得 x=2。

歸納為：

(1)當 d=1時， 12 x 為 12 n 倍數；當 d≠1時， 12 x 為
d

n 12 
倍數；

(2)岩 d=1時，滿足 12 x 為 12 n 倍數的 x值，必定使得 12 n 為
d

n 12 
倍數。

綜上所述歸納(1)~(2)可知，當 1)12,12(  ni 時，若滿足 0)12)(12( 12  iti (mod 12 n )的最小整

數為 12 it , 則 12, )(  inn tord  。挑哪個首໨最方便？顯然，在所有圈數列首໨之中，不論 n值

為何，皆有 1)12,1( n 的結果，因此，僅需計算滿足 0)12(1 1  t (mod 12 n )的最小整數 t1, 則

1, )( tord nn  。以求 )( 11,11ord 為例，說明如下：

例如： ?)( 11,11 ord

岩 0)12(1 6  (mod 21), 得 t1=6, 即得 6)( 11,11 ord 。

Ȝ定理 12ȝ岩圈數列首໨ 1求 )( ,nnord 
若 t為滿足 012 t (mod 12 n )的最小整數，則 tord nn )( , 。

定理 12提供了最簡計算 )( ,nnord  的最簡方法。若考慮整副撲克牌 52張的洗牌情形，將

52張牌分成兩堆 26張牌，屉 n=26屈入 012 t (mod 51), 得 t=8滿足上式 0128  (mod 51)。

因此，整副撲克牌經過 8次洗牌即可回到原來排序。

以下利用定理 12進行洗牌階數的探討，將 n=1~16時的洗牌次數 )( ,nnord  如下表：

n )( ,nnord  n )( ,nnord  N )( ,nnord  n )( ,nnord 
1 0 5 6 9 8 13 20

2 2 6 10 10 18 14 18

3 4 7 12 11 6 15 28

4 3 8 4 12 11 16 5

上表中，我們ว現：若 2n 時，則 1)( ,   nnord 。例如：

221 n 時，得 211)( 2,2 ord ；

422 n 時，得 312)( 4,4 ord ；

823 n 時，得 413)( 8,8 ord ；

1624 n 時，得 514)( 16,16 ord ；
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我們再檢驗 3225 n 時，亦得 615)( 32,32 ord . 我們用定理 12來檢驗上述ว現，

屉 2n , 則洗牌次數 t滿足 012 t (mod 12 1  ), 得 )12(12 1  At , 因左式為奇數，故 A亦

為奇數，屉 A為最小奇數 1屈入，得 1212 1  t , 化簡得 1 t . 

直觀上，屉 A=1所得的 1 t 即為最小的洗牌次數，上述計算過程的數據如下表。

n t A )12(12  nAt

2 2 1 221=13

4 3 1 231=17

8 4 1 241=117

16 5 1 251=131

檢驗這個直觀的推測如下，屉 A=1時，洗牌次數為 t1, 再屉 A=2p+1時，洗牌次數為 t2, 

我們將驗證 t1 < t2。

岩定理得 








)12)(2(12

1212
1

1

2

1




apt

t

,  岩下式 12222)12)(12(12 1112    pppt , 得

11 22222 2    ppt , 將上式 122 1  t 屈入，得 112 22222 ttt pp  ，顯然若 01 t , 得

0)12(2222 11  tt ppp , 因此， 1112 222222 tttt pp  , 得 12 tt  。

Ȝ定理 13ȝ

當兩堆紙牌各有 2n 張時，則洗牌次數 1)( ,   nnord 。

定理 13顯示，當兩堆牌的張數以 2為首໨，以 2為公比的等比數列之指數成長時，其

階數的增長僅為公差 1的等差數列。

當 2n 時，岩 )12(12  nAt 計算最小的洗牌次數 t時，ว現其 1A ,數據如下表：

n t A )12(12  nAt

3 4 3 241=37

5 6 7 261=79

6 10 93 2101=9311

7 12 315 2121=31513

9 8 15 281=1517

10 18 13797 2181=1379719

上述觀察如定理 14：

Ȝ定理 14ȝ

若 2n , tord nn )( , 且 )12(12  nAt ，則 1A 。

證明：設 1A , 則 1212  nt , 得 nt 22  , 即 12  tn , 與 2n 矛盾，故得 1A . QED.
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伍、研究結果：

我們利用重排 (permutation) 、圈 (cycle) 及階數 (order) 等工具來探討日常生活之洗牌問

題，為洗牌提供一個數學模式。探究的過程及成果如下：

1. 我們定義了記錄撲克牌之排列的符號、洗牌操作
21,nn 的重牌符號、重排的圈形式及

洗牌次數 )(ord ，並探討其相關性質。根據定理 1，將問題轉化為：

  Ȩ在 n1＞n2的情形下，求 )(
21,nnord  ＝？ȩ

2. 我們在依 2n 之值來探討 )(
21,nnord  的過程中，ว現需將 1n 區分為 dknn  21 (其中

1,...,1,0 2  nd )來討論，並進而定義Ȩ圈數列ȩ：

  < 1,22 inC >＝2i－1, n1＋i－1, n1＋i－1－n2, n1＋i－1－2n2, …,  (bi)  (i =1~ n2)

藉岩圈數列之中的等差數列之位置的變化，我們進一步定義了圈數列首岕໨重排

  


 
2

21 ......

12...12...531

321

2

,
ni

nn bbbbb

ni
b ，

進而得到本文第一個重要的結果：

  當 dknn  21 (其中 d=0~ 12 n )時，若屉

    
 


)1 (21

)11 (21

22

22

nidncdi

dnicidn
i

i

i

i

其中

其中



，則：

  (1)
21,nn 之圈數列首岕໨重排 

21,nnb 


 
2

......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
；

  (2) < 1,22 inC > ໨數為 





)1 (1

)11 (

22

2

nidnk

dnik

i

i

其中

其中




。

3. 我們討論兩邊牌數相同情況，即求 )( ,nnord  。探討過程中，定義了Ȩ反向圈ȩ，並

利用反向圈的໨數來求 )( ,nnord  。一開始我們需針對每個述去計算其所在反向圈的

໨數，藉著逐步簡化計算量，我們得到本文另一個重要的結果：

Ȩ若 t為滿足 012 t (mod 12 n )的最小整數，則 tord nn )( , 。ȩ

據此結果，我們也印證了：

Ȩ當兩堆紙牌各有 2n 張時，則洗牌次數 1)( ,   nnord 。ȩ

陸、岔來展望：

本文利用重排 (permutation) 、圈 (cycle) 及階數 (order) 等工具來探討日常生活之洗牌問

題，為洗牌提供一個數學模式，後續可運用此模式來探討不同的插牌方式Ȑ例如：將右邊 i

張牌依序插入第 2,4,6,...2i個空隙，其中，我們將編號 t-1與 t兩張牌之間的空隙稱為第 t個

空隙ȑ或分成更多堆數時洗牌問題。
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Ȝ評語ȝ040405  

本論文引入重排的方法，來研究洗牌的問題，算是相當自然的

方法。 

論文的前半花了許多篇幅做一般性群論的對應與介紹，以及理

論上的說明，對於實際計算，使用最少洗牌的次數以回到原來開始

的牌形，一直要到第 25頁的定理 12才有比較實際的計算公式：求

最小正整數 t使的 2t≡1 ( mod 2n–1)。這與第 4頁提及的[結果 2]

有點相近，感覺不出這篇文章的創新之處在哪裡。 
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